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ÖZET 

Yaklaşım teorisinin önemli bir çalışma alanı lineer pozitif operatörlerle yaklaşımdır. Bu 

yüzden klasik olarak adlandırabileceğimiz birçok lineer pozitif operatör tanımlanmıştır. 

Son çalışmalarda ise farklı operatörleri harmanlayarak oluşturulmuş yeni lineer pozitif 

operatörlerin yaklaşım özelliklerinin incelenmesini görmekteyiz. Bu çalışmada,  Goyal ve 

Kajla tarafından tanımlanan tek değişkenli Blending Tip Lupaş operatörleri için Grüss- 

Voronovskaya teoremi verilmiştir. Bu genellemenin iki değişkenli fonksiyonlar için tensor 

çarpımı yardımıyla modifikasyonu verilmiştir. Böylelikle elde edilen operatör dizilerinin 

noktasal ve global yaklaşım özellikleri verilmiştir. Son olarak ise tek değişkenli Blending 

Tip Lupaş operatörlerinin q-genellemesi tanımlanmış ve düzgün yakınsaklığı hakkında 

bilgi verilmiştir. 
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ABSTRACT 

An important area of study of approximation theory is the approach to linear positive 

operators. For this reason, many linear positive operators can be defined as classical. In 

recent research, we examined the approximation properties of new linear positive operators 

that were formed by blending different operators. In this study, the Grüss- Voronovskaya 

theorem was given for one-variable Blending Type Lupaş operators defined by Goyal and 

Kajla. Modification of this generalization by using tensor product for two variable 

functions is given. Thus, the point and global approximation proporties of the operator 

sequences are given. Finally, q-generalization of the univariate Blending Type Lupaş 

operators was described and information was given about the uniform convergence. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler  Açıklamalar 

 

𝑪[𝒂, 𝒃]   [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı ve sürekli tüm reel fonksiyonların uzayı 

‖𝒇‖𝑪[𝒂,𝒃]   C a,b  uzayında 
   

 
C a,b x a ,b

f max f x


  ile tanımlı norm 

𝐼𝑎𝑏   [0, 𝑎] × [0, 𝑏]     ℝ2 nin bir alt kümesi 

𝑪(𝐼𝑎𝑏)   𝐼𝑎𝑏 aralığında tanımlı ve sürekli tüm reel fonksiyonların uzayı 

𝑪𝑩(ℝ
+)  [0,∞) da sınırlı ve sürekli fonksiyonlar uzayı 

𝑳𝒏(𝒇; 𝒙)   Lupaş operatörü 

𝑨𝒏(𝒇; 𝒙)  𝑛 ∈ ℕ olmak üzere bir operatör dizisi 

𝑮𝒏
𝜶(𝒇; 𝒙)  𝛼 ≥ 0 ve 𝑥 ∈ [0,∞) için Lupaş operatörünün bir genellemesi 

𝝆(𝒙)   𝜌(𝑥) ≥ 1 ℝ𝑚 de sürekli fonksiyon ve lim|𝑥|→∞𝜌(𝑥) = ∞ 

𝑩𝝆(ℝ
𝒎)  ℝ𝑚 uzayında |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥) eşitsizliğini sağlayan fonksiyonlar  

                                    uzayı 

𝑪𝝆(ℝ
𝒎)  𝐵𝜌(ℝ

𝑚) uzayındaki tüm sürekli fonksiyonlar uzayı 

𝑩𝝆(ℝ+
𝟐 )  ℝ+

2  uzayında |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥, 𝑦) eşitsizliğini sağlayan  

                                    fonksiyonlar uzayı 

𝑪𝝆(ℝ+
𝟐 )  𝐵𝜌(ℝ+

2 ) uzayındaki tüm sürekli fonksiyonlar uzayı 

𝑪𝝆
∗ (ℝ+

𝟐 )  𝐶𝜌(ℝ+
𝟐 ) uzayının alt uzayı 

‖𝒇‖𝝆    𝐵𝜌(ℝ
𝑚) uzayında ‖𝑓‖𝜌 = sup𝑥∈ℝ𝑚

|𝑓(𝑥)|

𝜌(𝑥)
 ile tanımlanan norm 

𝑮𝒏,𝒎
𝜶 (𝒇; 𝒙, 𝒚)  𝛼 ≥ 0 ve 𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞) için 𝐺𝑛

𝛼 operatörünün iki değişkenli  

                                    genellemesi 

𝝎(𝒇; 𝜹)  f  fonksiyonun süreklilik modülü 

𝝎𝝆(𝒇; 𝜹𝟏, 𝜹𝟐)  Ağırlıklı süreklilik modülü 

𝑳𝒊𝒑𝑴(𝜸)  Lipschitz sınıfı 

𝛀(𝒇; 𝜹)  Ağırlıklı süreklilik fonksiyonu 
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1. GİRİŞ 

 

1885 yılında Alman matematikçi Weierstrass tarafından sonlu aralıktaki her fonksiyona bu 

aralıkta yakınsayan reel katsayılı bir polinom dizisinin varlığı kanıtlanmıştır (Weierstrass, 

1885) . Daha sonra, 1912 yılında Rus matematikçi Bernstein, Weierstrass tarafından varlığı 

bilinen polinom dizisinin 𝑥 ∈ [0,1] için  

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = ∑(
𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklinde olduğunu ispatlayarak Bernstein polinomlarını tanıtmıştır (Bernstein, 1912). 

Bohman (1952) ve Korovkin (1953) lineer pozitif operatörlerin sonlu aralıkta sürekli 

fonksiyona yaklaşımına ilişkin çok önemli teoremler vermiştirler. 

 

1.1. Teorem  (Korovkin, 1953) 

 

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]ve tüm reel eksende sınırlı |𝑓(𝑥)| < 𝑀𝑓 olsun. Eğer 𝑇𝑛(𝑓; 𝑥) lineer pozitif 

operatörler dizisi ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

i)  lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

 

ii)  lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

 

iii)  lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(𝑡
2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

 

koşullarını sağlıyorsa bu durumda [𝑎, 𝑏] aralığında 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

 

dır. 
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Korovkin teoremi yardımıyla birçok lineer pozitif operatörün yaklaşım özellikleri 

incelenmiştir. Bunlardan biri, 1950 yılında Szász tarafından tanımlanan 

 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝑥∑

(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
𝑓 (
𝑘

𝑛
) ,          𝑥 ∈ [0,∞)

∞

𝑘=0

 

 

Szász operatörüdür (Szász, 1950). 

Ayrıca Lupaş lineer pozitif operatörleri, 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) = (1 − 𝑢)
𝑛𝑥∑

(𝑛𝑥)𝑘
𝑘!

𝑓 (
𝑘

𝑛
) 𝑢𝑘,

∞

𝑘=0

    |𝑢| < 1, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑥 ∈ [0,∞) 

 

olarak tanımlanmıştır (Lupaş, 1995). Agratini ise Lupaş operatörlerinde 𝑢 =
1

2
 alarak  

 

𝐴𝑛(𝑓; 𝑥) = 2
−𝑛𝑥∑

(𝑛𝑥)𝑘
2𝑘𝑘!

𝑓 (
𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

 

 

operatörünü tanımlamıştır (Agratini, 1999). 

 

Operatörler tanımlandıktan sonra bu operatörlerin çeşitli genellemeleri ele alınmıştır. 

Durrmeyer tip ve Kantorovich tip genellemeler olarak bilinen integral tipli genellemeler 

ortaya çıkmıştır (Kantorovich, 1930; Durrmeyer, 1967; Derriennic, 1981). Lineer pozitif 

operatörlerin diğer bir genellemesi de 𝑞 −analiz ile ilgilidir. Yaklaşımlar teorisinde 

𝑞 −genelleme kavramı ilk kez Lupaş (Lupaş, 1987) tarafından Bernstein polinomlarına 

uygulanmıştır. Phillips ise (Phillips, 1997) üzerinde daha sıklıkla çalışılan 𝑞 −Bernstein 

polinomlarını tanımlamış ve yaklaşım özellikleri incelenmiştir. 𝑞 −analiz kullanılarak elde 

edilen operatörlerle ilgili daha birçok çalışma yapılmıştır (Phillips, 2000; Oruç ve Tuncer, 

2002; Ostrovska, 2003; Doğru ve Duman, 2006; Aral ve Gupta, 2006; Agratini ve Doğru, 

2010; Dalmanoğlu ve Doğru, 2010; Örkcü ve Doğru, 2012). 

 

Lineer pozitif operatörlerinin genellemesinin oluşturulmasının yollarından biri de iki farklı 

operatörü harmanlamaktır. Bu yolla üretilmiş yeni operatöre Blending Tip denir. Birçok 
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yazar Blending Tip operatör elde etmiştir. Örneğin Mihesan (Mihesan, 1999), Baskakov 

operatörlerinin bir genellemesini bu yolla aşağıdaki şekilde elde etmiştir. 

 

𝐵𝑛
𝑎(𝑓; 𝑥) = ∑𝑝𝑛,𝑘(𝑥, 𝑎)𝑓 (

𝑘

𝑛
) ,

∞

𝑘=0

   𝑥 ≥ 0. 

 

Burada  

𝑝𝑛,𝑘(𝑥, 𝑎) =
𝑒
−𝛼𝑥

1+𝑥

2𝑛𝑥
𝑝𝑛,𝑘(𝑛, 𝑎)

𝑘!

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
, 

 

ve  

∑𝑝𝑛,𝑘(𝑥, 𝑎) = 1,                                     𝑝𝑛,𝑘(𝑥, 𝑎) =∑(
𝑘

𝑖
) (𝑛)𝑖𝑎

𝑘−𝑖,

k

𝑖=0

  

∞

𝑘=0

 

  

 

(𝑛)0 = 1, (𝑛)𝑖 = 𝑛(𝑛 + 1)… (𝑛 + 𝑖 − 1), 𝑖 ≥ 1 

 

dır. 

 

Goyal ve Kajla ise Agratini tarafından verilen Lupaş operatörünün 

 

𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) = ∑𝑈𝑛,𝑘(𝑥, 𝛼)𝑓 (

𝑘

𝑛
) ,    𝑥 ≥ 0,

∞

𝑘=0

     𝛼 ≥ 0 

 

𝑈𝑛,𝑘(𝑥, 𝛼) =
𝑒−𝛼𝑥

2𝑛𝑥
𝑉𝑘,𝑛
𝛼 (𝑥)𝑥𝑘

𝑘!
 

 

∑𝑈𝑛,𝑘(𝑥, 𝛼) = 1

∞

𝑘=0

 ve 𝑉𝑘,𝑛
𝛼 (𝑥) =∑(

𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
(2𝑥)𝑖

𝑘

𝑖=0

  

 

şeklinde bir genellemesini verdiler (Goyal ve Kajla, 2017). 
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Agrawal ve İspir (Agrawal ve İspir, 2016)  Charlier polinomlarını içeren Szász 

operatörlerinin Chlodowsky  polinomlarıyla kombinasyonunu ele almışlar ve yaklaşım 

özelliklerini vermişlerdir. Agrawal, Kumar ve  Araci (Agrawal, Kumar ve Araci, 2017) 

Bernstein-Chlodowsky ve Szász-Appell-Kantorovich tip operatörünü tanımlamışlardır. 

Kajla ve Miclăuş (Kajla ve Miclăuş, 2018) Bernstein–Durrmeyer tipindeki GBS 

operatörlerinin Blending tip yaklaşım özelliklerini incelemişlerdir.  

 

Bu tezde Goyal ve Kajla tarafından tanımlanan tek değişkenli Blending Tip Lupaş  

operatörleri için Grüss-Voronovskaja teoremi verilmiş, bu genellemenin iki değişkenli 

fonksiyon için tensor çarpımı yardımıyla modifikasyonu verilmiştir. Böylece elde edilen 

operatör dizilerinin test fonksiyonları bulunmuş, süreklilik modülü ile, Lipschitz sınıfında 

ve ağırlıklı uzayda yaklaşım özellikleri verilmiştir. 

Son olarak tek değişkenli Blending Tip Lupaş operatörlerinin q-genellemesi tanımlanmış 

ve yaklaşım özellikleri incelenmiştir. 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

İkinci bölümde ise tezde ihtiyaç duyulacak olan tanım, teorem ve özelliklere yer verilmiş, 

Goyal ve Kajla tarafından tanımlanan tek değişkenli Blending Tip Lupaş operatörleri için 

Grüss-Voronovskaya teoremi verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, Goyal ve Kajla tarafından tanımlanan tek değişkenli Blending Tip Lupaş 

operatörlerinin iki değişkenli fonksiyon için modifikasyonu tanımlanmış, bu operatör 

dizilerinin yaklaşım özellikleri, süreklilik modülü ile ve ağırlıklı uzayda yaklaşım 

özellikleri elde edilmiştir. Ayrıca Lipschitz sınıfındaki yaklaşım özellikleri de verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde, tek değişkenli Blending Tip Lupaş operatörlerinin 𝑞 −genellemesi 

tanımlanmış, test fonksiyonları ve momentleri elde edilmiştir. Böylece tanımlanan operatör 

dizisinin yaklaşım özellikleri ele alınmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde tez içerisinde kullanılacak bazı tanım, teorem ve özellikler verilecektir. 

 

2.1.Lineer Pozitif Operatörler 

 

2.1.1. Tanım 

 

𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı olmak üzere, 𝑋’ ten alınan her 𝑓 fonksiyonu için 𝑌’de bir 𝑔 

fonksiyonunu karşılık getiren bir 𝐿 dönüşümü varsa “𝑋 uzayından Y uzayına bir operatör 

tanımlanmıştır” denir. 𝑔 ∈ 𝑌 ve 𝑥 𝑔 nin tanım kümesinin bir elemanı olmak üzere 

𝐿(𝑓; 𝑥) = 𝑔(𝑥) ile gösterilir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995). 

 

2.1.2. Tanım 

 

𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı olmak üzere, 

𝐿: 𝑋 →  𝑌 bir operatör olsun. 

∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋 ve 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ  için 𝐿 operatörü 

 

𝐿(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔) = 𝛼 𝐿(𝑓) + 𝛽 𝐿(𝑔) 

 

şartını sağlıyorsa 𝐿 operatörüne lineer operatör denir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995). 

 

2.1.3. Tanım 

 

𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı olmak üzere, 

𝐿: 𝑋 → 𝑌  bir operatör olsun. 

∀𝑓 ∈ 𝑋  ve   𝑓 ≥ 0 için, 

𝐿𝑓 ≥ 0  şartını sağlıyorsa L operatörüne pozitif operatör denir. 

L operatörü lineerlik ve pozitiflik özelliklerini aynı anda sağlıyor ise lineer pozitif operatör 

denir. 
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2.1.4. Tanım 

 

𝐴 ⊂ ℝ olmak üzere (𝑓𝑛) 𝐴 üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyon dizisi olsun. 

∀휀 > 0 ve her bir 𝑥 ∈ 𝐴 noktasına karşılık öyle bir 𝑛0 = 𝑛0(휀, 𝑥) ∈ ℕ var ise ∀𝑛 > 𝑛0 

olduğunda  |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 휀 ise (𝑓𝑛) fonksiyon dizisi 𝑓 fonksiyonuna noktasal 

yakınsaktır denir. 

 

2.1.5. Tanım 

 

∀휀 > 0 sayısına karşılık öyle bir 𝑛0 = 𝑛0(휀) ∈ ℕ varsa öyle ki ∀𝑛 > 𝑛0 ve ∀𝑥 ∈ 𝐴 için 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 휀 ise (𝑓𝑛) fonksiyon dizisi 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsaktır denir. 

 

 ,X  bir fonksiyon uzayı ve (𝑓𝑛) ⊂ 𝑋 ve 𝑓 ∈ 𝑋 olsun. ∀휀 > 0 sayısına karşılık öyle bir 

𝑛0 = 𝑛0(휀) ∈ ℕ var öyle ki ∀𝑛 > 𝑛0 için ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝑋 < 휀 ise  nf  fonksiyon dizisi 𝑋 deki 

norma göre f  fonksiyonuna yakınsaktır denir. 

(𝑓𝑛) ⊂ 𝐶[𝑎, 𝑏] dizisinin 𝐶[𝑎, 𝑏] deki  

 

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)| 

 

norma göre f  fonksiyonuna yakınsaklığı, f  fonksiyonuna düzgün yakınsaklığına denktir. 

 

2.1.6. Tanım 

 

𝜌(𝑥) ≥ 1 tüm ℝ𝑚 uzayında sürekli bir fonksiyon ve lim|𝑥|→∞ 𝜌(𝑥) = ∞ olsun. Bu 

durumda ℝ𝑚 uzayında |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥) eşitsizliğini sağlayan fonksiyonlar kümesi 

𝐵𝜌(ℝ
𝑚) ile 𝐵𝜌(ℝ

𝑚) uzayındaki tüm sürekli fonksiyonlar kümesi de 𝐶𝜌(ℝ
𝑚) ile gösterilir. 

Burada 𝑀𝑓, f fonksiyonuna bağlı sabit bir sayıdır. 
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‖𝑓‖𝜌 = sup
𝑥∈ℝ𝑚

|𝑓(𝑥)|

𝜌(𝑥)
 

 

normu ile 𝐵𝜌(ℝ
𝑚) ve 𝐶𝜌(ℝ

𝑚) lineer normlu uzaylardır. Burada 𝜌 fonksiyonuna ağırlık 

fonksiyonu, 𝐶𝜌 , 𝐵𝜌 uzaylarına da ağırlıklı uzaylar denir. Özel durumda 𝜑(𝑥) tüm reel 

eksende monoton artan bir fonksiyon olmak üzere 𝑚 = 1 olması halinde 

 

𝜌(𝑥) = 1 + 𝜑2(𝑥) şeklinde göz önüne alabiliriz. 

𝐶𝜌
𝑘(ℝ𝑚), 

 

lim
|𝑥|→∞

𝑓(𝑥)

𝜌(𝑥)
= 𝐾𝑓 < ∞ 

 

limiti ile 𝐶𝜌(ℝ
𝑚) uzayının bir alt uzayıdır. Özel olarak 𝐾𝑓 = 0 olduğunda 𝐶𝜌

0 alt uzayı elde 

edilir. Bu uzayın elemanları için 

 

lim|𝑥|→∞
|𝑓(𝑥)|

𝜌(𝑥)
= 0 olur  (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995). 

 

2.1.7. Tanım 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵(𝐼) (𝐼 ⊆ ℝ de sürekli ve sınırlı fonksiyonlar uzayı) 𝑥 ≥ 0 ve 𝛿 > 0 olmak üzere, 

 

𝜔(𝑓; 𝛿) = sup 
|𝑡−𝑥|≤𝛿
𝑡,𝑥∈𝐼

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

 

olarak tanımlanan 𝜔(𝑓; 𝛿) ya 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü denir. Süreklilik modülü; 

i) 𝜔(𝑓; 𝛿) ≥ 0 

ii) 𝛿1 ≤ 𝛿2 ise 𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2) 

iii) 𝑘 ∈ ℕ için 𝜔(𝑓; 𝑘𝛿) ≤ 𝑘𝜔(𝑓; 𝛿) 
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iv) 𝜆 ∈ ℝ+ için 𝜔(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(𝑓; 𝛿) 

v) |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|) 

vi) |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (
|𝑡−𝑥|

𝛿
+ 1)𝜔(𝑓; 𝛿) 

vii) lim𝛿→0𝜔(𝑓; 𝛿) = 0 ⟺ 𝑓 fonksiyonu 𝐼 aralığında düzgün süreklidir. 

özelliklerine sahiptir. 

 

2.2. Blending Tip Lupaş Operatörlerinin Genellemesi 

 

𝑓: [0,∞) → ℝ fonksiyonu için Lupaş (Lupaş, 1995) lineer pozitif operatörleri 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) = (1 − 𝑢)𝑛𝑥∑
(𝑛𝑥)𝑘
𝑘!

𝑓 (
𝑘

𝑛
) 𝑢𝑘

∞

𝑘=0

 |𝑢| < 1, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑥 ∈ [0,∞),                        (2.1) 

 

şeklinde tanımlamıştır. 

Burada 

  

1

(1 − 𝑢)𝑛𝑥
=∑

(𝑛𝑥)𝑘
𝑘!

𝑢𝑘
∞

𝑘=0

 

 

ve (𝑛𝑥)𝑖 = (𝑛𝑥)(𝑛𝑥 + 1)(𝑛𝑥 + 2)… (𝑛𝑥 + 𝑖 − 1) olarak almıştır. 

 

Ayrıca, Eş. 2.1  ile verilen Lupaş operatörünü Agratini (Agratini, 1999) 𝑢 =
1

2
 alarak 

aşağıdaki şekilde tanımlamıştır. 

 

𝐴𝑛(𝑓; 𝑥) = 2
−𝑛𝑥∑

(𝑛𝑥)𝑘
2𝑘𝑘!

𝑓 (
𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

                                                                                              (2.2) 

 

Daha sonra Goyal ve Kajla (Goyal ve Kajla, 2017) Agratini tarafından Eş. 2.2 ile verilen 

Lupaş operatörlerinin bir genellemesini, 
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𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) = ∑𝑈𝑛,𝑘(𝑥, 𝛼)𝑓 (

𝑘

𝑛
) ,    𝑥 ≥ 0,

∞

𝑘=0

     𝛼 ≥ 0                                                               (2.3) 

 

𝑈𝑛,𝑘(𝑥, 𝛼) =
𝑒−𝛼𝑥

2𝑛𝑥
𝑉𝑘,𝑛
𝛼 (𝑥)𝑥𝑘

𝑘!
 

 

∑𝑈𝑛,𝑘(𝑥, 𝛼) = 1

∞

𝑘=0

 ve 𝑉𝑘,𝑛
𝛼 (𝑥) =∑(

𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
(2𝑥)𝑖

𝑘

𝑖=0

  

 

olarak tanımlamıştır. 𝛼 = 0 için 𝐺𝑛
𝛼 Eş. 2.2 ile verilen operatöre dönüşür. 𝐶𝛾[0,∞) uzayı, 

𝛾 > 0 için 𝐶𝛾[0,∞) ≔ {𝑓 ∈ 𝐶[0,∞); |𝑓(𝑡)| ≤ 𝐶𝑒𝛾𝑡 , 𝐶 > 0 ve 𝑡 ∈ [0,∞)} olarak 

tanımlanır. 

 

2.2.1. Lemma 

 

Goyal ve Kajla (Goyal ve Kajla, 2017) 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) operatörleri için aşağıdaki eşitlikleri 

vermişlerdir. 

 

𝐺𝑛
𝛼(1; 𝑥) = 1 

 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡; 𝑥) = 𝑥 +

𝛼𝑥

𝑛
 

 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡2; 𝑥) = 𝑥2 +

𝛼2𝑥2

𝑛2
+
𝛼𝑥

𝑛2
+
2𝑥

𝑛
+
2𝛼𝑥2

𝑛
 

 

2.2.2. Lemma 

 

𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥); 𝑥) =

𝛼𝑥

𝑛
 

 

𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) =

𝛼2𝑥2

𝑛2
+
𝛼𝑥

𝑛2
+
2𝑥

𝑛
 

 



10 

 

𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥) =

1

𝑛4
(𝛼4𝑥4 + 6𝛼3𝑥3 + 7𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥) 

                               +
1

𝑛3
(12𝛼2𝑥3 + 36𝛼𝑥2 + 26𝑥) +

1

𝑛2
(12𝛼2𝑥4 + 36𝛼𝑥3 + 36𝑥2). 

 

2.2.3. Lemma (Goyal ve Kajla, 2017) 

 

𝑛 → ∞ için aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

 

lim
𝑛→∞

𝑛(𝐺𝑛
𝛼(𝑡 − 𝑥; 𝑥)) = 𝛼𝑥 

 

lim
𝑛→∞

𝑛(𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)) = 2𝑥 

 

2.2.4. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0,∞) olsun. Her [𝑐, 𝑑] ⊂ ℝ+  kümesinde  lim𝑛→∞ 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) = 𝑓(𝑥) limiti düzgün 

olarak sağlanır. 

 

İspat 

 

Lemma 2.2.1 göz önüne alındığında  

 

lim
𝑛→∞

𝐺𝑛
𝛼(1; 𝑥) = 1 

 

lim
𝑛→∞

𝐺𝑛
𝛼(𝑡; 𝑥) = 𝑥 

 

lim
𝑛→∞

𝐺𝑛
𝛼(𝑡2; 𝑥) = 𝑥2 

 

[𝑐, 𝑑] ⊂ ℝ+ nın her kompakt alt kümesinde Bohman Korovkin teoreminden 

Teoremin ispatı tamamlanır. 
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2.3. Grüss-Voronovskaja Tip Teorem 

 

Bu bölümde Eş. 2.3 ile verilen operatörlerin Grüss-Voronovskaja tip yaklaşımını 

inceleyeceğiz. 

 

2.3.1. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0,∞)ve 𝑥 ∈ [0,∞) için f  fonksiyonu 𝑓′ ve 𝑓′′ ne sahip olmak üzere, 

 

lim
𝑛→∞

𝑛{𝐺𝑛
𝛼((𝑓𝑔); 𝑥) − 𝐺𝑛

𝛼(𝑓; 𝑥)𝐺𝑛
𝛼(𝑔; 𝑥)} = 2𝑥𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥). 

 

İspat 

 

(𝑓𝑔)′′(𝑥) = 𝑓′′(𝑥)𝑔(𝑥) + 2𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥) + 𝑔′′(𝑥)𝑓(𝑥) 

 

olmak üzere, Taylor serisinden, 

 

(𝑓𝑔)(𝑡) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) + (𝑓𝑔)′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) +
(𝑓𝑔)′′(𝑥)

2!
(𝑡 − 𝑥)2 

 

yazabiliriz. Burada her iki tarafa da 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) operatörünü uygularsak 

 

𝐺𝑛
𝛼((𝑓𝑔); 𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) + (𝑓𝑔)′(𝑥)𝐺𝑛

𝛼(𝑡 − 𝑥; 𝑥) +
(𝑓𝑔)′′(𝑥)

2!
𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)         (2.4) 

elde ederiz. 
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𝑛{𝐺𝑛
𝛼((𝑓𝑔); 𝑥) − 𝐺𝑛

𝛼(𝑓; 𝑥)𝐺𝑛
𝛼(𝑔; 𝑥)}

= 𝑛

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝐺𝑛

𝛼((𝑓𝑔); 𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − (𝑓𝑔)′(𝑥)𝐺𝑛
𝛼(𝑡 − 𝑥; 𝑥) −

(𝑓𝑔)′′(𝑥)

2!
𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)

−𝑔(𝑥) (𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) − 𝑓′(𝑥)𝐺𝑛

𝛼(𝑡 − 𝑥; 𝑥) −
𝑓′′(𝑥)

2!
𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥))

−𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) (𝐺𝑛

𝛼(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥) − 𝑔′(𝑥)𝐺𝑛
𝛼(𝑡 − 𝑥; 𝑥) −

𝑔′′(𝑥)

2!
𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥))

+𝑔′(𝑥)𝐺𝑛
𝛼(𝑡 − 𝑥; 𝑥)(𝑓(𝑥) − 𝐺𝑛

𝛼(𝑓; 𝑥)) + 2
𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)

2!
𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥)

+𝑔′′(𝑥)
𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)

2!
(𝑓(𝑥) − 𝐺𝑛

𝛼(𝑓; 𝑥)) }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

(2.5) 

Eş. 2.5 de Teorem 2.2.4 ü uygularsak 𝑥 ∈ ℝ+ için 𝑛 → ∞ iken 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) → 𝑓(𝑥) e yakınsar 

ve  

𝑥 ∈ ℝ+ için 𝑓′′ ∈ 𝐶𝛾[0,∞)  olmak üzere 

lim
𝑛→∞

𝑛(𝐺𝑛
𝛼(𝑡 − 𝑥; 𝑥)) = 𝛼𝑥 

ve 

lim
𝑛→∞

𝑛(𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)) = 2𝑥 

lim
𝑛→∞

(𝐺𝑛
𝛼(𝑓𝑔; 𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − (𝑓𝑔)′(𝑥)𝐺𝑛

𝛼(𝑡 − 𝑥; 𝑥) −
(𝑓𝑔)′′(𝑥)

2!
𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)) = 0 

yazılabileceğinden  

 

lim
𝑛→∞

𝑛{𝐺𝑛
𝛼((𝑓𝑔); 𝑥) − 𝐺𝑛

𝛼(𝑓; 𝑥)𝐺𝑛
𝛼(𝑔; 𝑥)} = 2𝑥𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥) 

eşitliği sağlanır.∎ 
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3. BLENDİNG TİP LUPAŞ OPERATÖRLERİN İKİ DEĞİŞKENLİ 

FONKSİYON İÇEREN GENELLEMESİ 

 

𝑓 ∈ [0,∞) → ℝ için lineer pozitif operatörleri 𝑛 ∈ ℕ ve  𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞), 𝛼 ≥ 0 olmak üzere  

𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) operatörünün iki değişkenli genellemesini 

 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑓 (

𝑘

𝑛
,
𝑙

𝑚
)𝑈𝑘,𝑙,𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝛼)

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

   𝛼 ≥ 0,   𝑥, 𝑦 ≥ 0                                (3.1) 

 

olarak tanımlayalım. 

Burada, 

 

𝑈𝑘,𝑙,𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝛼) =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
𝑉𝑘,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!
 

ve 

 

∑∑𝑈𝑘,𝑙,𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝛼)

∞

𝑙=0

= 1 

∞

𝑘=0

 

 

dir. 

𝑉𝑘,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦) =  ∑∑(

𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

 

 

Eş. 3.1 ile verilen operatörlerin lineer ve pozitif olduğu görülmektedir. İki değişkenli 

fonksiyonlar için Korovkin tipli teorem Volkov (Volkov, 1957) ‘de bulunabilir. 

 

3.1. Lemma 

 

Aşağıdaki eşitliklere 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) operatöründe ihtiyaç duyacağız. 

 

(𝑖)∑∑
𝑉𝑘,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

= 2𝑛𝑥2𝑚𝑦𝑒𝛼(𝑥+𝑦) 
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İspat 

 

𝛼 ≥ 0  ve 𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞)  için, 

 

∑∑
𝑉𝑘,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

=∑
𝑥𝑘

𝑘!
∑(

𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
(2𝑥)𝑖

∑
𝑦𝑙

𝑙!
∑(

𝑙

𝑗
)
𝛼𝑙−𝑗(𝑚𝑦)𝑗
(2𝑦)𝑗

𝑙

𝑗=0

∞

𝑙=0

𝑘

𝑖=0

∞

𝑘=0

 

=∑∑
(𝛼𝑥)𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
2𝑖(𝑘 − 𝑖)! 𝑖!

𝑘

𝑖=0

∞

𝑘=0

∑∑
(𝛼𝑦)𝑙−𝑗(𝑚𝑦)𝑗

2𝑗(𝑙 − 𝑗)! 𝑗!

𝑙

𝑗=0

∞

𝑙=0

 

                                                = 2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

 

(𝑖𝑖)∑∑
𝑉𝑘+1,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘+1𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

= (2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥(𝛼 + 𝑛)𝑥)2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

 

İspat 

 

∑∑
𝑉𝑘+1,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘+1𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!
 

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

 

 

= (∑
𝑥𝑘+1

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘+1−𝑖(𝑛𝑥)𝑖

(2𝑥)𝑖
+∑

𝑥𝑘+1

𝑘!
∑(

𝑘

𝑖 − 1
)

𝑘+1

𝑖=1

∞

𝑘=0

 
𝛼𝑘+1−𝑖(𝑛𝑥)𝑖

(2𝑥)𝑖

𝑘

𝑖=0

)2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= (𝛼𝑥∑
𝑥𝑘

𝑘!
𝑉𝑘,𝑛
𝛼 (𝑥)

∞

𝑘=0

+∑
𝑥𝑘+1

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖+1
(2𝑥)𝑖+1

𝑘

𝑖=0

)2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= (𝛼𝑥(2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥) +∑
𝑥𝑘+1

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)(𝑛𝑥 + 1)𝑖

(2𝑥)𝑖+1

𝑘

𝑖=0

)2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= (𝛼𝑥(2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥) +
𝑛𝑥2𝑛𝑥+1𝑒𝛼𝑥

2
)2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= (2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥(𝛼 + 𝑛)𝑥)2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

 

(𝑖𝑖𝑖) ∑∑
𝑉𝑘+2,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘+2𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!
= ((𝛼2𝑥2 + 2𝑛𝑥2𝛼 + 𝑛𝑥(𝑛𝑥 + 1))2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥) 2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0
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İspat 

 

∑∑
𝑉𝑘+2,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘+2𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!
 

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

 

=∑
𝑥𝑘+2

𝑘!
∑(

𝑘 + 2

𝑖
)

𝑘+2

𝑖=0

∞

𝑘=0

𝛼𝑘+2−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
(2𝑥)𝑖

∑
𝑦𝑙

𝑙!
∑(

𝑙

𝑗
)
𝛼𝑙−𝑗(𝑚𝑦)𝑗
(2𝑦)𝑗

𝑙

𝑗=0

∞

𝑙=0

 

= (∑
𝑥𝑘+2

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘 + 1

𝑖 − 1
)

𝑘+1

𝑖=1

𝛼𝑘+2−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
(2𝑥)𝑖

+∑
𝑥𝑘+2

𝑘!
∑(

𝑘 + 1

𝑖
)

𝑘+1

𝑖=0

∞

𝑘=0

𝛼𝑘+2−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
(2𝑥)𝑖

)2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= (∑
𝑥𝑘+2

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘 + 1

𝑖
)

𝑘+1

𝑖=0

𝛼𝑘+1−𝑖(𝑛𝑥)𝑖+1
(2𝑥)𝑖+1

+ 𝛼𝑥∑
𝑥𝑘+1

𝑘!
𝑉𝑘+1,𝑛
𝛼 (𝑥)

∞

𝑘=0

)2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

=

(

 
 
 
∑

𝑥𝑘+2

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘+1−𝑖(𝑛𝑥)𝑖+1

(2𝑥)𝑖+1
+∑

𝑥𝑘+2

𝑘!
∑(

𝑘

𝑖 − 1
)

𝑘+1

𝑖=1

∞

𝑘=0

 
𝛼𝑘+1−𝑖(𝑛𝑥)𝑖+1

(2𝑥)𝑖+1

𝑘

𝑖=0

+𝛼𝑥∑
𝑥𝑘+1

𝑘!
𝑉𝑘+1,𝑛
𝛼 (𝑥)

∞

𝑘=0 )

 
 
 
2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= (∑
𝑥𝑘+2

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘+1−𝑖(𝑛𝑥)(𝑛𝑥 + 1)𝑖

(2𝑥)𝑖+1
+∑

𝑥𝑘+2

𝑘!
∑(

𝑘

𝑖
)

𝑘

𝑖=0

∞

𝑘=0

 
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖+2
(2𝑥)𝑖+2

𝑘

𝑖=0

+ 𝛼𝑥(2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥(𝛼 + 𝑛)𝑥))2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= (
(𝑛𝑥)𝑥2𝛼2𝑛𝑥+1𝑒𝛼𝑥

2𝑥
+∑

𝑥𝑘+2

𝑘!
∑(

𝑘

𝑖
)

𝑘

𝑖=0

∞

𝑘=0

 
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)(𝑛𝑥 + 1)(𝑛𝑥 + 2)𝑖

(2𝑥)𝑖+2

+ 2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥(𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥2𝑛))2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= (𝑛𝑥2𝛼(2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥) +
𝑥2(𝑛𝑥)(𝑛𝑥 + 1)2𝑛𝑥+2𝑒𝛼𝑥

(2𝑥)2
+ 2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥(𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥2𝑛))2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= (2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥(𝑛𝑥2𝛼 + 𝑛𝑥(𝑛𝑥 + 1) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥2𝑛))2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

= ((𝛼2𝑥2 + 2𝑛𝑥2𝛼 + 𝑛𝑥(𝑛𝑥 + 1))2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥) 2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦. 
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3.2. Lemma 

 

𝛼 ≥ 0  ve 𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞)  için Lemma 3.1 den 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) lineer pozitif operatörleri için 

aşağıdaki eşitlikleri yazabiliriz. 

 

(𝑖) 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (1; 𝑥, 𝑦) = 1                            (3.2) 

 

İspat 

 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (1; 𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑓(

𝑘

𝑛
,
𝑙

𝑚
)𝑈𝑘,𝑙,𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝛼)

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

   𝛼 ≥ 0,     𝑥 ≥ 0  

 

                         = ∑∑
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
𝑉𝑘,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

 

                         = ∑∑
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
∑∑(

𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

 

                         =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
∑

𝑥𝑘

𝑘!
∑(

𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
(2𝑥)𝑖

∑
𝑦𝑙

𝑙!
∑(

𝑙

𝑗
)
𝛼𝑙−𝑗(𝑚𝑦)𝑗
(2𝑦)𝑗

𝑙

𝑗=0

∞

𝑙=0

𝑘

𝑖=0

∞

𝑘=0

 

                         =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
∑∑

(𝛼𝑥)𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
2𝑖(𝑘 − 𝑖)! 𝑖!

𝑘

𝑖=0

∞

𝑘=0

∑∑
(𝛼𝑦)𝑙−𝑗(𝑚𝑦)𝑗

2𝑗(𝑙 − 𝑗)! 𝑗!

𝑙

𝑗=0

∞

𝑙=0

 

                         =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

                         = 1. 

 

(𝑖𝑖) 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑥 +

𝛼𝑥

𝑛
                           (3.3) 

 

İspat 

 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡; 𝑥, 𝑦) = ∑∑

𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
𝑉𝑘,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

(
𝑘

𝑛
) 



17 

 

 

                        = ∑∑
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
∑∑(

𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

𝑥𝑘𝑦𝑙

(𝑘 − 1)! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=1

(
1

𝑛
) 

                        =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
∑

𝑥𝑘+1

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘 + 1

𝑖
)
𝛼𝑘+1−𝑖(𝑛𝑥)𝑖

(2𝑥)𝑖
(
1

𝑛
)

𝑘+1

𝑖=0

 

                        ×∑
𝑦𝑙

𝑙!
∑(

𝑙

𝑗
)
𝛼𝑙−𝑗(𝑚𝑦)𝑗
(2𝑦)𝑗

𝑙

𝑗=0

∞

𝑙=0

 

                        =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(
1

𝑛
)∑∑

𝑉𝑘+1,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘+1𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!
 

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

 

                        =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(
1

𝑛
) (2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥(𝛼 + 𝑛)𝑥)2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

                        =  𝑥 +
𝛼𝑥

𝑛
 

 

(𝑖𝑖𝑖)  𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡2; 𝑥, 𝑦) = 𝑥2 +

𝛼2𝑥2

𝑛2
+
𝛼𝑥

𝑛2
+
2𝑥

𝑛
+
2𝛼𝑥2

𝑛
                                                        (3.4) 

 

İspat 

 

 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡2; 𝑥, 𝑦) = ∑∑

𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
𝑉𝑘,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

 

= ∑∑
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

× [∑∑(
𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗𝑥𝑘𝑦𝑙

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗𝑘! 𝑙!

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

] (
𝑘(𝑘 − 1) + 𝑘

𝑛2
) 

                          = ∑∑
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(∑∑(

𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗𝑥𝑘𝑦𝑙

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗(𝑘 − 2)! 𝑙!

1

𝑛2

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

+∑∑(
𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗𝑥𝑘𝑦𝑙

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗(𝑘 − 1)! 𝑙!

1

𝑛2

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

) 



18 

 

                          =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(
1

𝑛2
) (∑∑

𝑉𝑘+2,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘+2𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

+∑∑
𝑉𝑘+1,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘+1𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

) 

                          =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(
1

𝑛2
) (2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥(𝛼2𝑥2 + 2𝑛𝑥2𝛼 + 𝑛𝑥(𝑛𝑥 + 1)

+ (𝛼 + 𝑛)𝑥))2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦 

                          = 𝑥2 +
𝛼2𝑥2

𝑛2
+
𝛼𝑥

𝑛2
+
2𝑥

𝑛
+
2𝛼𝑥2

𝑛
 

 

(𝑖𝑣) 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠; 𝑥, 𝑦) =  𝑦 +

𝛼𝑦

𝑚
                                                                                                      (3.5) 

 

İspat 

 

𝛼 ≥ 0  ve 𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞)  için, 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠; 𝑥, 𝑦) = ∑∑

𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
𝑉𝑘,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

(
𝑙

𝑚
) 

                        = ∑∑
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
∑∑(

𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! (𝑙 − 1)!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=1

(
1

𝑚
) 

                        =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
∑

𝑥𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
(2𝑥)𝑖

𝑘

𝑖=0

 

                        ×∑
𝑦𝑙+1

𝑙!
∑(

𝑙 + 1

𝑗
)
𝛼𝑙+1−𝑗(𝑚𝑦)𝑗

(2𝑦)𝑗
(
1

𝑚
)

𝑙+1

𝑗=0

∞

𝑙=0

 

                        =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(
1

𝑚
)∑∑

𝑉𝑘,𝑙+1,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙+1

𝑘! 𝑙!
 

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

 

                         =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(
1

𝑚
) (2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦(𝛼 + 𝑚)𝑦)2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥 

                         = (𝑦 +
𝛼𝑦

𝑚
) 

(𝑣)𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠2; 𝑥, 𝑦) = 𝑦2 +

𝛼2𝑦2

𝑚2
+
𝛼𝑦

𝑚2
+
2𝑦

𝑚
+
2𝛼𝑦2

𝑚
                                                           (3.6) 
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İspat 

 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠2; 𝑥, 𝑦) = ∑∑

𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
𝑉𝑘,𝑙,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

(
𝑙

𝑚
)
2

 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠2; 𝑥, 𝑦) = ∑∑

𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

× [∑∑(
𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗𝑥𝑘𝑦𝑙

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗𝑘! 𝑙!

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

(
𝑙(𝑙 − 1) + 𝑙

𝑚2
)] 

                          = ∑∑
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(∑∑(

𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗𝑥𝑘𝑦𝑙

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗𝑘! (𝑙 − 2)!

1

𝑚2

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

+∑∑(
𝑘

𝑖
) (
𝑙

𝑗
)
(𝑛𝑥)𝑖(𝑚𝑦)𝑗𝛼

𝑘−𝑖 𝛼𝑙−𝑗𝑥𝑘𝑦𝑙

(2𝑥)𝑖(2𝑦)𝑗𝑘! (𝑙 − 1)!

1

𝑚2

𝑙

𝑗=0

𝑘

𝑖=0

) 

                          =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(∑

𝑥𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

∑(
𝑘

𝑖
)
𝛼𝑘−𝑖(𝑛𝑥)𝑖
(2𝑥)𝑖

𝑘

𝑖=0

)

× (∑
𝑦𝑙+2

𝑙!

∞

𝑙=0

∑(
𝑙 + 2

𝑗
)
𝛼𝑙+2−𝑗(𝑚𝑦)𝑗

(2𝑦)𝑗
(
1

𝑚2
)

𝑙+2

𝑗=0

+∑
𝑦𝑙+1

𝑙!

∞

𝑙=0

∑(
𝑙 + 1

𝑗
)
𝛼𝑙+1−𝑗(𝑚𝑦)𝑗

(2𝑦)𝑗
(
1

𝑚2
)

𝑙+1

𝑗=0

) 

=
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(
1

𝑚2
) 

                           × (∑∑
𝑉𝑘,𝑙+2,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙+2

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

+∑∑
𝑉𝑘,𝑙+1,𝑛,𝑚
𝛼 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑘𝑦𝑙+1

𝑘! 𝑙!

∞

𝑙=0

∞

𝑘=0

) 

                           =
𝑒−𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑦

2𝑛𝑥2𝑚𝑦
(
1

𝑚2
) (2𝑚𝑦𝑒𝛼𝑦(𝛼2𝑦2 + 2𝑚𝑦2𝛼 +𝑚𝑦(𝑚𝑦 + 1)

+ (𝛼 +𝑚)𝑦))2𝑛𝑥𝑒𝛼𝑥 

                            = 𝑦2 +
𝛼2𝑦2

𝑚2
+
𝛼𝑦

𝑚2
+
2𝑦

𝑚
+
2𝛼𝑦2

𝑚
 

 

3.3. Lemma 

 

𝛼 ≥ 0  ve 𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞)  olsun. 𝐺𝑛,𝑚
𝛼  operatörleri için aşağıdaki eşitlikleri verebiliriz. 
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(i) 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥); 𝑥, 𝑦) =

𝛼𝑥

𝑛
 

(ii) 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) =

𝛼2𝑥2

𝑛2
+
𝛼𝑥

𝑛2
+
2𝑥

𝑛
 

(iii) 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥, 𝑦) =

1

𝑛4
(𝛼4𝑥4 + 6𝛼3𝑥3 + 7𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥) 

                                              +
1

𝑛3
(12𝛼2𝑥3 + 36𝛼𝑥2 + 26𝑥) 

                                              +
1

𝑛2
(12𝛼2𝑥4 + 36𝛼𝑥3 + 36𝑥2) 

(iv) 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑠 − 𝑦); 𝑥, 𝑦) =

𝛼𝑦

𝑚
 

(v) 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦) =

𝛼2𝑦2

𝑚2
+

𝛼𝑦

𝑚2
+
2𝑦

𝑚
 

(vi) 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑠 − 𝑦)4; 𝑥, 𝑦) =

1

𝑚4
(𝛼4𝑦4 + 6𝛼3𝑦3 + 7𝛼2𝑦2 + 𝛼𝑦) 

                                              +
1

𝑚3
(12𝛼2𝑦3 + 36𝛼𝑦2 + 26𝑦) 

                                              +
1

𝑚2
(12𝛼2𝑦4 + 36𝛼𝑦3 + 36𝑦2) 

3.4. Lemma 

 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑛 (𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡 − 𝑥; 𝑥, 𝑦)) = 𝛼𝑥 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑛 (𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦)) = 2𝑥 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑚(𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠 − 𝑦; 𝑥, 𝑦)) = 𝛼𝑦 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑚(𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)) = 2𝑦 

 

3.5. Teorem 

 

𝐼𝑎𝑏 ≔ [0, 𝑎] × [0, 𝑏] ℝ+
2  nin bir alt kümesi olmak üzere her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑎𝑏)   için   

lim
𝑛,𝑚→∞

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

limiti 𝐼𝑎𝑏 aralığında düzgün olarak  sağlanır. 

 

İspat 

 

Lemma 3.2 göz önüne alındığında  
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ℝ+
2  nin [0, 𝑎] × [0, 𝑏] = 𝐼𝑎𝑏 gibi kompakt alt kümesinde  

lim
𝑛,𝑚→∞

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (1; 𝑥, 𝑦) = 1 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑥 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡2; 𝑥, 𝑦) = 𝑥2 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑦 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠2; 𝑥, 𝑦) = 𝑦2 

koşulları sağlandığında Volkov teoreminden her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑎𝑏)  için  

lim
𝑛,𝑚→∞

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

sağlanır. 

 

3.1. 𝑮𝒏,𝒎
𝜶 (𝒇; 𝒙, 𝒚) Operatörünün Yaklaşım Özellikleri 

 

Bu bölümde sınırlı ve sürekli uzay üzerinde verilen operatörlerin süreklilik modülü 

yardımıyla yaklaşım özellikleri incelenmiştir.  

 

3.2. 𝑮𝒏,𝒎
𝜶 (𝒇; 𝒙, 𝒚) İçin Yaklaşım Derecesi 

 

𝐼𝑎𝑏 ≔ [0, 𝑎] × [0, 𝑏] ℝ+
2  nin bir alt kümesi olmak üzere, 𝐶(𝐼𝑎𝑏) , 𝐼𝑎𝑏 kompakt alt 

aralığında reel değerli, sürekli fonksiyon uzayı olmak üzere, iki değişkenli fonksiyonlar 

için süreklilik modülünü aşağıdaki şekilde tanımlayabiliriz; 

𝜔(𝑓; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|: (𝑡, 𝑠), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏 , |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿𝑛 , |𝑠 − 𝑦| ≤ 𝛿𝑚} 

ya da  

𝜔(𝑓; 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝 {|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|: (𝑡, 𝑠), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏  𝑣𝑒 √(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2 ≤ 𝛿} 

şeklinde tanımlanabilir.  

Ayrıca x ve y ye göre süreklilik modülleri  

𝜔1(𝑓; 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑥1, 𝑦) − 𝑓(𝑥2, 𝑦)|: 𝑦𝜖[0, 𝑏] 𝑣𝑒 |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿} 

𝜔2(𝑓; 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)|: 𝑥𝜖[0, 𝑎] 𝑣𝑒 |𝑦1 − 𝑦2| < 𝛿} 

Şeklinde tanımlanır (Anastssiou ve Gal, 2000). 
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3.2.1. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵(ℝ+
2 ) ve her (𝑥, 𝑦) ≥ 0 için aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır. 

 |𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝜔(𝑓; 𝛿𝑛,𝑚) 

Burada, 

𝛿𝑛,𝑚 = (𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) + 𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦))
1
2⁄

 olarak alınmıştır. 

 

İspat 

 

Süreklilik modülünün tanımını kullanarak 𝑓 ∈ 𝐶𝐵(ℝ+
2 )  ve 𝛿𝑛,𝑚 > 0 olmak üzere 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) nin lineerliğinden, 

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐺𝑛,𝑚

𝛼 (|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) 

         ≤ 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝜔 (𝑓;√(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2) ; 𝑥, 𝑦) 

      ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿𝑛,𝑚) (1 +
1

𝛿𝑛,𝑚
𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (√(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)) 

Cauchy Schwartz eşitsizliğini uygulayarak 

               ≤  𝜔(𝑓; 𝛿𝑛,𝑚) [1 +
1

𝛿𝑛,𝑚
(𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦))
1
2⁄

] 

                   ≤  𝜔(𝑓; 𝛿𝑛,𝑚) 

                   ×  [1 +
1

𝛿𝑛,𝑚
(𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) + 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦))

1
2⁄

] 

𝛿𝑛,𝑚 = (𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) + 𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦))
1
2⁄

  olduğundan  

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ {1 +

1

𝛿𝑛,𝑚
𝛿𝑛,𝑚}  𝜔(𝑓; 𝛿𝑛,𝑚) 

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝜔(𝑓; 𝛿𝑛,𝑚) 

istenilen sonuç elde edilir∎ 

 

3.2.2. Teorem 

 

Her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏  ve 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑎𝑏) için 

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2(𝜔1(𝑓, 𝛿𝑛) + 𝜔

2(𝑓, 𝛿𝑚)) 
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dir. Burada, 

𝛿𝑛 = (𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦))

1/2

 

ve 

𝛿𝑚 = (𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦))

1/2

 

olarak alınmıştır. 

 

İspat 

 

Süreklilik modülünün tanımından ve Lemma 3.3 ve Cauchy Schwarz eşitsizliğinden 

yararlanarak, 

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐺𝑛,𝑚

𝛼 (|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) 

                                              ≤ 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑠)|; 𝑥, 𝑦) 

                                              +𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (|𝑓(𝑥, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) 

                                              ≤ 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝜔1(𝑓; |𝑡 − 𝑥|); 𝑥, 𝑦) 

                                              +𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝜔2(𝑓; |𝑠 − 𝑦|); 𝑥, 𝑦) 

                                              ≤ 𝜔1(𝑓; 𝛿𝑛) [1 +
1

𝛿𝑛
𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (|𝑡 − 𝑥|; 𝑥, 𝑦)] 

                                 +𝜔2(𝑓; 𝛿𝑚) [1 +
1

𝛿𝑚
𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (|𝑠 − 𝑦|; 𝑥, 𝑦)] 

                                              ≤ 𝜔1(𝑓; 𝛿𝑛) [1 +
1

𝛿𝑛
(𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦))

1

2
] 

                                              +𝜔2(𝑓; 𝛿𝑚) [1 +
1

𝛿𝑚
(𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦))

1

2
] 

 

Burada 𝛿𝑛 ve 𝛿𝑚 Lemma 3.3 te (ii) ve (v)  seçilirse her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏 için eşitsizlik 

sağlanır.∎ 

 

3.2.3. Teorem 

 

𝛾1, 𝛾2 ∈ (0,1] için 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛾1, 𝛾2)  olmak üzere, 

|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑥|𝛾1|𝑠 − 𝑦|𝛾2 

‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓) − 𝑓‖ ≤ 𝑀𝛿𝑛

𝛾1
2⁄ 𝛿𝑚

𝛾2
2⁄  
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eşitsizliği sağlanır. Buradaki 𝛿𝑛 ve 𝛿𝑚 Teorem 3.2.2’  de verilmiştir. 

İspat 

 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛾1, 𝛾2) olduğundan, 

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐺𝑛,𝑚

𝛼 (|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) 

                                               ≤ 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑀|𝑡 − 𝑥|𝛾1|𝑠 − 𝑦|𝛾2; 𝑥, 𝑦) 

                                               ≤ 𝑀𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (|𝑡 − 𝑥|2; 𝑥, 𝑦)𝐺𝑛,𝑚

𝛼 (|𝑠 − 𝑦|2; 𝑥, 𝑦) 

(𝑝1, 𝑞1) = (
2

𝛾1
,

2

2−𝛾1
) ve (𝑝2, 𝑞2) = (

2

𝛾2
,

2

2−𝛾2
) olmak üzere Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀𝐺𝑛,𝑚

𝛼 (|𝑡 − 𝑥|2; 𝑥, 𝑦)
𝛾1

2⁄ 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (1; 𝑥, 𝑦)

2−𝛾1
2⁄  

                                               × 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (|𝑠 − 𝑦|2; 𝑥, 𝑦)

𝛾2
2⁄ 𝐺𝑛,𝑚

𝛼 (1; 𝑥, 𝑦)
2−𝛾2

2⁄  

                                              ≤ 𝑀𝛿𝑛

𝛾1
2⁄ 𝛿𝑚

𝛾2
2⁄  

böylece ispat tamamlanmış olur.∎ 

 

3.3. Ağırlıklı Uzayda. 𝑮𝒏,𝒎
𝜶 (𝒇; 𝒙, 𝒚) Operatörleri İçin Yaklaşım 

 

ℝ+
2 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0} olmak üzere, ℝ+

2  uzayında |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥, 𝑦) eşitsizliğini 

sağlayan fonksiyonlar kümesi 𝐵𝜌(ℝ+
2 ) ile gösterilmektedir. Burada (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ+

2  ve 𝑀𝑓, f 

fonksiyonuna bağlı bir sabittir. 𝐵𝜌(ℝ+
2 ) uzayının tüm sürekli fonksiyonlarının alt uzayını 

𝐶𝜌(ℝ+
2 ) ile gösteririz. 

‖𝑓‖𝜌 = sup
(𝑥,𝑦)∈ℝ+

2

|𝑓(𝑥, 𝑦)|

𝜌(𝑥, 𝑦)
 

normu ile 𝐵𝜌(ℝ+
2 ) ve 𝐶𝜌(ℝ+

2 ) lineer normlu uzaylardır. Burada  𝜌(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑥2 + 𝑦2 

fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu, 𝐵𝜌 ve 𝐶𝜌 uzaylarına da ağırlıklı uzaylar denir. 

𝐶𝜌
∗(ℝ+

2 ), 

lim
|(𝑥,𝑦)|→∞

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜌(𝑥, 𝑦)
= 𝑘𝑓 < ∞ 

limiti ile 𝐶𝜌(ℝ+
2 ) uzayının bir alt uzayıdır. 
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3.3.1. Teorem (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995) 

 

Keyfi 1m  için |𝑥| = √𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑚2  olmak üzere  nT  lineer pozitif operatörler 

dizisi tanımlanabilir öyle ki,  
2

1x x    için 𝐶𝑝(ℝ+
𝑚)den 𝐵𝑝(ℝ+

𝑚) ye dönüşümü için  

 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝜌 = 0 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(𝑡𝑗; 𝑥) − 𝑥𝑗‖𝜌 = 0 , 𝑗 = 1,2, … ,𝑚 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(|𝑡|
2; 𝑥) − |𝑥|2‖𝜌 = 0 

 

şeklinde (𝑚 + 2) şartları sağlansın. Bu durumda 𝐶𝜌(ℝ
𝑚) uzayında öyle bir 𝑓∗ fonksiyonu 

bulunabilir ve 𝑛 → ∞ için 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(𝑓
∗; 𝑥) − 𝑓∗(𝑥)‖𝜌 ≥ 1 

olur. 

 

3.3.2. Teorem (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995) 

 

Keyfi 𝑚 ≥ 1 için öyle  nT  lineer pozitif operatörler dizisi tanımlanabilir öyle ki, 

𝜌(𝑥) = 1 + |𝑥|2  için 𝐶𝑝(ℝ+
𝑚)den 𝐵𝑝(ℝ+

𝑚) ye dönüşümü için  

 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝜌 = 0 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(𝑡𝑗; 𝑥) − 𝑥𝑗‖𝜌 = 0 , 𝑗 = 1,2, … ,𝑚 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(|𝑡|
2; 𝑥) − |𝑥|2‖𝜌 = 0 

 

şeklinde (𝑚 + 2) şartları sağlansın. Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
∗(ℝ+

𝑚) olmak üzere, 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓‖𝜌 = 0 
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olur. 

 

3.3.3. Teorem 

 

(𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ) lineer pozitif operatörler dizisi 𝜌(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑥2 + 𝑦2  olmak üzere 𝐶𝜌(ℝ+

2 ) den 

𝐵𝜌(ℝ+
2 ) ye dönüşümdür ve 

i) lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (1; 𝑥, 𝑦) − 1‖

𝜌
= 0 

ii) lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑥‖

𝜌
= 0 

iii) lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠; 𝑥, 𝑦) − 𝑦‖

𝜌
= 0 

iv) lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡2; 𝑥, 𝑦) − 𝑥2‖

𝜌
= 0 

v) lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑠2; 𝑥, 𝑦) − 𝑦2‖

𝜌
= 0 

şartları sağlanır. Her bir 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
∗(ℝ+

2 )  için, 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓‖

𝜌
= 0 

dir. 

 

İspat 

 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (1 + 𝑡2 + 𝑠2; 𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀(1 + 𝑥2 + 𝑦2) olduğundan  (𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ) lineer pozitif operatörler 

dizisi 𝐶𝜌(ℝ+
2 ) den 𝐵𝜌(ℝ+

2 ) ye dönüşümdür. 

𝑛,𝑚 → ∞ için 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (1; 𝑥, 𝑦) = 1 olduğundan ‖𝐺𝑛,𝑚

𝛼 (1; 𝑥, 𝑦) − 1‖
𝜌
= 0  sağlanır. 

Eş. 3.3 den   𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑥 +

𝛼𝑥

𝑛
 olduğundan  

sup(𝑥,𝑦)∈ℝ+2
|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡;𝑥,𝑦)−𝑥|

1+𝑥2+𝑦2
 için 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑥‖

𝜌
= 0 



27 

 

 

dır. 

Ayrıca, 

Eş. 3.4 den 𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡2; 𝑥, 𝑦) = 𝑥2 +

𝛼2𝑥2

𝑛2
+
𝛼𝑥

𝑛2
+
2𝑥

𝑛
+
2𝛼𝑥2

𝑛
 olduğundan  

lim𝑛,𝑚→∞‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑡2; 𝑥, 𝑦) − 𝑥2‖

𝜌
= 0 eşitliği doğrulanır. 

iii) ve  v) de Eş. 3.5 ve Eş. 3.6 dan sağlanır. 

Yukarıdaki koşullar sağlandığından Teorem 3.3.2’ den her bir 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
∗(ℝ+

2 ) için 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓‖

𝜌
= 0 

 

dir. Böylece ispat tamamlanır.∎ 

𝑓 ∈ 𝐶𝜌
∗(ℝ+

2 ) için ağırlıklı süreklilik modülü 

𝜔𝜌(𝑓; 𝛿1, 𝛿2) = sup
(𝑥,𝑦)∈ℝ+

2
sup

|ℎ1|≤𝛿1,|ℎ2|≤𝛿2,

|𝑓(𝑥 + ℎ1, 𝑦 + ℎ2) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|

𝜌(𝑥, 𝑦)𝜌(ℎ1, ℎ2)
 

şeklinde tanımlanır (Atakut ve İspir, 2002). 

 

3.3.4. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝜌
∗(ℝ+

2 ) ve yeterince büyük 𝑛,𝑚 için 

 

sup
(𝑥,𝑦)∈ℝ+

2

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|

𝜌(𝑥, 𝑦)3
≤ 𝑀𝜔𝜌(𝑓; 𝛿1, 𝛿2) 

 

𝛿𝑛 =
1

√𝑛
 ve 𝛿𝑚 =

1

√𝑚
   olarak alınmıştır. M  burada bir sabittir. 

 

İspat: 

 

|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 8(1 + 𝑥2 + 𝑦2)𝜔𝜌(𝑓; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚) 
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                                × (1 +
|𝑡 − 𝑥|

𝛿𝑛
)(1 +

|𝑠 − 𝑦|

𝛿𝑚
) (1 + (𝑡 − 𝑥)2)(1 + (𝑠 − 𝑦)2). 

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 8(1 + 𝑥2 + 𝑦2)𝜔𝜌(𝑓; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚) 

                                              ×

[
 
 
 
 1 + 𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) +
1

𝛿𝑛
√𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦)

×
1

𝛿𝑛
√𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦)𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥, 𝑦)

]
 
 
 
 

 

                                              ×

[
 
 
 
 1 + 𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦) +
1

𝛿𝑚
√𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)

×
1

𝛿𝑚
√𝐺𝑛,𝑚

𝛼 ((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑠 − 𝑦)4; 𝑥, 𝑦)

]
 
 
 
 

 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) =

1

𝑛
𝑀1(𝑥

2 + 𝑥) 

ve 

𝐺𝑛,𝑚
𝛼 ((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥, 𝑦) =

1

𝑛
𝑀2(𝑥

4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥) 

 

yazılabileceğinden ve  𝛿1 = 𝛿𝑛 =
1

√𝑛
 , 𝛿2 = 𝛿𝑚 =

1

√𝑚
 alınırsa, 

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 8(1 + 𝑥2 + 𝑦2)𝜔𝜌(𝑓; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚) 

    × [1 +
1

𝑛
𝑀1(𝑥

2 + 𝑥) +
1

𝛿𝑛
√𝑀1(𝑥2 + 𝑥)] 

       × [
1

𝛿𝑛
√𝑀1𝑀2(𝑥2 + 𝑥)(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥)] 

      × [1 +
1

𝑚
𝑀3(𝑦

2 + 𝑦) +
1

𝛿𝑚
√𝑀3(𝑦2 + 𝑦)] 

       × [
1

𝛿𝑚
√𝑀3𝑀4(𝑦2 + 𝑦)(𝑦4 + 𝑦3 + 𝑦2 + 𝑦)] 

Burada  𝑛 ≥ 𝑛0 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ için 

 

sup
(𝑥,𝑦)∈ℝ+

2

|𝐺𝑛,𝑚
𝛼 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|

(1 + 𝑥2 + 𝑦2)3
≤ 𝑀𝜔𝜌 (𝑓;√1 𝑛⁄ ,√1 𝑚⁄ ) 

elde edilir.∎  



29 

 

 

4. BLENDİNG TİP LUPAŞ OPERATÖRLERİN q-GENELLEMESİ 

 

𝑞 −analiz birçok konunun genelleşmesidir. Sayılar teorisi, ortogonal polinomlar, 

kombinatorik gibi matematiğin çoğu alanında kullanılmaktadır. Jackson, 𝑞 −analizin en 

önemli isimlerinden biridir. XX. yy başlarında 𝑞 − türev ve 𝑞 −integral tanımlarıyla 

𝑞 −analizin ilerlemesine büyük ölçüde katkı sağlamıştır. 

Son yıllarda klasik analizde bilinen çoğu tanım ve teoremin 𝑞 −genelleşmeleri üzerine 

çalışılmaktadır (Gauchman 2004, Marinkovich ve ark. 2002, 2008). 

𝑞 −analizin temel ifadeleri, Kac ve Cheung’un (2002) Quantum Calculus adlı kitabında, 

detaylar ise Andrews ve Askey’in (1999) Special Functions adlı kitabında yer alır. 

 

𝑞 > 0 olmak üzere, negatif olmayan r tamsayısı için, 

 

[𝑟]𝑞 ≔ {

1 − 𝑞𝑟

1 − 𝑞
 , 𝑞 ≠ 1

     𝑟      , 𝑞 = 1

 

 

ifadesine r’nin q- tamsayısı denir. 

𝑞 > 0 için q- faktöriyel   

 

[𝑟]𝑞! ≔ {
[1][2]… [𝑟] , 𝑟 = 1,2…

1          ,       𝑟 = 0
 

 

şeklinde tanımlanır. 

𝑞 > 0 ve 𝑛 ≥ 𝑟 ≥ 0  için 

 

[
𝑛

𝑟
] ≔

[𝑛]𝑞!

[𝑛 − 𝑟]𝑞! [𝑟]𝑞!
 

 

ifadesine q-binom katsayısı denir. 

0 ≤ 𝑥 < ∞ ve 𝛼 ≥ 0 olmak üzere, 

𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥, 𝑞) =∑𝑈𝑛,𝑟

𝛼 (𝑥, 𝑞)𝑓 (
[𝑟]𝑞
[𝑛]𝑞

) 

∞

𝑟=0

                                                                                     (4.1) 

dir. 
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Burada, 

 

𝑈𝑛,𝑟
𝛼 (𝑥, 𝑞) =

𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞)𝑥𝑟

[𝑟]𝑞!
 

 

𝐸𝑞(𝑥) = ∑𝑞𝑛(𝑛−1) 2⁄
𝑥𝑛

[𝑛]𝑞!

∞

𝑛=0

, 

 

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) =∑[

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

 

 

olarak tanımlanmıştır. 

 

4.1. Lemma 

 

𝛼 ≥ 0 için, 

∑
𝑥𝑟

[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) = 2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥)                                                                                            (4.2) 

∑
𝑥𝑟+1

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+1,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) ≤ (

𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
+ 𝑥)2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥)                                                        (4.3) 

∑
𝑥𝑟+1

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+1,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) ≥ (

𝑞𝑛𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
+ 𝑥)2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥)                                                      (4.4) 

∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+2,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) ≤ (

𝛼2𝑥2

[𝑛]𝑞2
+
[2]𝑞𝛼𝑥

2

[𝑛]𝑞
+

𝑥

[𝑛]𝑞
+ 𝑥2)2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥)                  (4.5) 

∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+2,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) ≥ (

𝑞2𝑛𝛼2𝑥2

[𝑛]𝑞2
+
[2]𝑞𝑞

𝑛𝛼𝑥2

[𝑛]𝑞
+

𝑥

[𝑛]𝑞
+ 𝑥2)2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥)       (4.6) 

 

İspat 

 

2[𝑛]𝑞𝑥 = ∑
([𝑛]𝑞𝑥)𝑟

2𝑟[𝑟]𝑞!
∞
𝑟=0   ve 𝑒𝑞(𝛼𝑥) = ∑

(𝛼𝑥)𝑟

[𝑟]𝑞!
∞
𝑟=0  olmak üzere bu iki seriden 
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2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥) =∑∑
([𝑛]𝑞𝑥)𝑠
2𝑠[𝑠]𝑞!

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

(𝛼𝑥)𝑟−𝑠

 [𝑟 − 𝑠]𝑞!
 

                         = ∑
𝑥𝑟

[𝑟]𝑞!
∑[

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                         = ∑
𝑥𝑟

[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

 

yazabiliriz. 

Burada [𝑟+1
𝑠
] = 𝑞𝑠[𝑟

𝑠
] + [ 𝑟

𝑠−1
] ve 𝑞 ∈ (0,1) olduğundan 

 

∑
𝑥𝑟+1

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+1,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) =∑

𝑥𝑟+1

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞

∞

𝑟=0

∑[
𝑟 + 1

𝑠
]
𝛼𝑟+1−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+1

𝑠=0

 

                                                =
𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
∑

𝑥𝑟

[𝑟]𝑞!
∑𝑞𝑠 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                                +∑
𝑥𝑟+1

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞

∞

𝑟=0

∑[
𝑟

𝑠 − 1
]
𝛼𝑟+1−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+1

𝑠=1

 

                                                ≤
𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥) 

                                                +∑
𝑥𝑟+1

2[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

∑[
𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥 + 1)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

 

                                                = (
𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
+ 𝑥)2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥) 

 

yazabirilirz. Ayrıca, 

 

∑
𝑥𝑟+1

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+1,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) =∑

𝑥𝑟+1

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞

∞

𝑟=0

∑[
𝑟 + 1

𝑠
]
𝛼𝑟+1−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+1

𝑠=0

 

 

    =
𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
∑

𝑥𝑟

[𝑟]𝑞!
∑𝑞𝑠 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0
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+∑
𝑥𝑟+1

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞

∞

𝑟=0

∑[
𝑟

𝑠 − 1
]
𝛼𝑟+1−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+1

𝑠=1

 

 

   ≥
𝑞𝑛𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
∑

𝑥𝑟

[𝑟]𝑞!
∑[

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

 

                                                  +∑
𝑥𝑟+1

2[𝑟]𝑞!

∞

𝑘=0

∑[
𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥 + 1)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

 

 

                                                  = (
𝑞𝑛𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
+ 𝑥)2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥). 

yazabiliriz. Benzer şekilde, 

 

∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+2,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) =∑

𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2

∞

𝑟=0

∑[
𝑟 + 2

𝑠
]
𝛼𝑟+2−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+2

𝑠=0

 

                                                = ∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2
∑𝑞𝑠 [

𝑟 + 1

𝑠
]
𝛼𝑟+2−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+1

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                                +∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2
∑[

𝑟 + 1

𝑠 − 1
]
𝛼𝑟+2−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+2

𝑠=1

∞

𝑟=0

 

                                                = ∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2
∑𝑞2𝑠 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+2−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                                +∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞
2
∑𝑞𝑠 [

𝑟

𝑠 − 1
]
𝛼𝑟+2−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+1

𝑠=1

∞

𝑟=0

 

                                                +∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2
∑[

𝑟 + 1

𝑠
]
𝛼𝑟+1−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+1

(2𝑥)𝑠+1

𝑟+1

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                                = ∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2
∑𝑞2𝑠 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+2−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                                +∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2
∑𝑞𝑠(1 + 𝑞) [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+1−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+1

(2𝑥)𝑠+1

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                                +∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2
∑[

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+2

(2𝑥)𝑠+2

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0
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                                                ≤ (
𝛼2𝑥2

[𝑛]𝑞2
+
2𝛼𝑥2

[𝑛]𝑞
)2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥) 

                                                +∑
𝑥𝑟

4[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2
∑[

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠[𝑛]𝑞𝑥([𝑛]𝑞𝑥 + 1)([𝑛]𝑞𝑥 + 2)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                                = (
𝛼2𝑥2

[𝑛]𝑞2
+
[2]𝑞𝛼𝑥

2

[𝑛]𝑞
+

𝑥

[𝑛]𝑞
+ 𝑥2)2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥) 

∑
𝑥𝑟+2

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞2

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+2,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) ≥ (

𝑞2𝑛𝛼2𝑥2

[𝑛]𝑞2
+
[2]𝑞𝑞

𝑛𝛼2𝑥2

[𝑛]𝑞
+

𝑥

[𝑛]𝑞
+𝑥2)2[𝑛]𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥) 

elde ederiz.∎ 

 

4.2. Lemma 

 

0 ≤ 𝑥 ≤ ∞ ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝐺𝑛
𝛼(1; 𝑥, 𝑞) = 1                                                                                                                              (4.7) 

𝑥 (1 +
𝑞𝑛𝛼

[𝑛]𝑞
) ≤ 𝐺𝑛

𝛼(𝑡; 𝑥, 𝑞) ≤ 𝑥 (1 +
𝛼

[𝑛]𝑞
),                                                                        (4.8) 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡2; 𝑥, 𝑞) ≤ 𝑞𝑥2 (1 +

[2]𝑞𝛼

[𝑛]𝑞
+
𝛼2

[𝑛]𝑞2
) + 𝑥 (

[2]𝑞
[𝑛]𝑞

+
𝛼

[𝑛]𝑞2
)                                             (4.9) 

 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡2; 𝑥, 𝑞) ≥ 𝑞𝑥2 (1 +

𝑞𝑛[2]𝑞𝛼

[𝑛]𝑞
+
𝑞2𝑛𝛼2

[𝑛]𝑞2
) + 𝑥 (

[2]𝑞
[𝑛]𝑞

+
𝑞𝑛𝛼

[𝑛]𝑞2
).                                 (4.10) 

 

İspat 

 

𝐸𝑞 ve 𝑒𝑞 üstel fonksiyonları için 𝐸𝑞(−𝑥)𝑒𝑞(𝑥) = 1 sağlanır ve Eş. 4.2 den  

𝐺𝑛
𝛼(1; 𝑥, 𝑞) = 1 yazabiliriz. Daha sonra 

 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡; 𝑥, 𝑞) =

𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

𝑥𝑟

[𝑛]𝑞[𝑟 − 1]𝑞!

∞

𝑟=1

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                     =
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

𝑥𝑟+1

[𝑛]𝑞[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+1,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 
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Eş. 4.3 ve Eş. 4.4 den  

 

𝑞𝑛𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
+ 𝑥 ≤ 𝐺𝑛

𝛼(𝑡; 𝑥, 𝑞) ≤
𝛼𝑥

[𝑛]𝑞
+ 𝑥 

 

elde ederiz. 

Ayrıca, 

[𝑟]𝑞 = 1 + 𝑞[𝑟 − 1] olduğundan, 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡2; 𝑥, 𝑞) =

𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

𝑥𝑟[𝑟]𝑞
[𝑛]𝑞2[𝑟 − 1]𝑞!

∞

𝑟=1

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                        =
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

𝑥𝑟(1 + 𝑞[𝑟 − 1]𝑞)

[𝑛]𝑞2[𝑟 − 1]𝑞!

∞

𝑟=1

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                        =
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

𝑥𝑟+1

[𝑛]𝑞2[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+1,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                        +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

𝑞𝑥𝑟+2

[𝑛]𝑞
2[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+2,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞). 

(4.5) ve (4.6) i uygulayarak istenilen sonucu elde ederiz.       ∎ 

 

4.1. 𝑮𝒏
𝜶(𝒇, . , 𝒒) Operatörünün Yaklaşım Özellikleri 

 

0 < 𝑞 < 1 için 

lim
𝑛→∞

[𝑛]𝑞 =
1

1 − 𝑞
 

 

dur. Bu yüzden  0 < 𝑞𝑛 < 1 olan  (𝑞𝑛)𝑛≥1 dizisi alalım ve  lim𝑛→∞ 𝑞𝑛 = 1 şartı sağlansın.  

Burada 𝑘 ∈ ℕ , 𝑘 ≥ 𝑛 için 

[𝑛]𝑞𝑛 = 1 + 𝑞𝑛 +⋯+ 𝑞𝑛
𝑛−1 ≥ 1 + 𝑞𝑛 +⋯+ 𝑞𝑛

𝑘−1 

yazabiliriz. 

𝑞𝑛 > 0 için ([𝑛]𝑞𝑛) = (1 + 𝑞𝑛 +⋯+ 𝑞𝑛
𝑛−1) artan bir dizidir. 

lim
𝑛→∞

inf [𝑛]𝑞𝑛 ≥ lim
𝑛→∞

(1 + 𝑞𝑛 +⋯+ 𝑞𝑛
𝑘−1) = 𝑘. 

k keyfi alındığında 

lim𝑛→∞[𝑛]𝑞𝑛 = ∞  elde edilir. 
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4.1.1. Teorem 

 

𝐺𝑛
𝛼(𝑓; . , 𝑞𝑛) operatörleri için, 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere (𝑞𝑛)𝑛≥1  bir dizi olsun. 

𝐾 = [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ kompakt bir alt küme olmak üzere 𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) de 

 

lim
𝑛→∞

𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥, 𝑞𝑛) =𝑓(𝑥) 

𝑥 ∈ 𝐾 için düzgün yakınsar. 

 

İspat 

 

Eş. 4.7 den  

lim
𝑛→∞

𝐺𝑛
𝛼(1; 𝑥, 𝑞𝑛) =1 

yazılır. Eş. 4.8 den  

lim
𝑛→∞

𝑞𝑛
𝑛𝛼𝑥

[𝑛]𝑞𝑛
+ 𝑥 ≤ lim

𝑛→∞
𝐺𝑛
𝛼(𝑡; 𝑥, 𝑞𝑛) ≤ lim

𝑛→∞

𝛼𝑥

[𝑛]𝑞𝑛
+ 𝑥 

0 < 𝑞𝑛 < 1 ve 0 < 𝑞𝑛
𝑛 < 1 olduğunda lim𝑛→∞ 𝑞𝑛

𝑛 ≤ 1 dir.  

lim
𝑛→∞

𝐺𝑛
𝛼(𝑡; 𝑥, 𝑞𝑛) = 𝑥 

Benzer şekilde  

lim
𝑛→∞

𝐺𝑛
𝛼(𝑡2; 𝑥, 𝑞𝑛) = 𝑥

2 

yazabiliriz. 

Bohman-Korovkin teoreminden, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑥 ∈ 𝐾 için 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; . , 𝑞𝑛) operatörleri f e düzgün 

yakınsar.∎ 

 

4.2. Ağırlıklı Uzayda Yaklaşım  

 

4.2.1. Tanım 

Ağırlık fonksiyonu 𝜌, 𝜌 ≥ 1 ve lim|𝑥|→∞ 𝜌(𝑥) = ∞ koşulunu sağlayan, ℝ de sürekli bir 

fonksiyondur. 
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𝐵𝜌(ℝ) = {𝑓:ℝ → ℝ: |𝑓| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥),𝑀𝑓 𝑓 ye bağlı sabittir}, 

‖𝑓‖𝜌 = sup
𝑥∈ℝ

|𝑓(𝑥)|

𝜌(𝑥)
, 𝑓 ∈ 𝐵𝜌(ℝ) 

𝐶𝜌(ℝ) = {𝑓 ∈ 𝐵𝜌(ℝ): 𝑓 ∈ 𝐶(ℝ)} 

𝐶𝜌
∗(ℝ) = {𝑓 ∈ 𝐵𝜌(ℝ): lim

𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝜌(𝑥)
= 𝑘}. 

 

4.2.2. Teorem 

 

 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere (𝑞𝑛)𝑛≥1  bir dizi ve lim𝑛→∞ 𝑞𝑛 = 1 sağlansın. Eş. 4.1 den 

𝐺𝑛
𝛼(𝑓; . , 𝑞𝑛) operatörlerinin yaklaşımlarını elde edelim.𝑓 ∈ 𝐶1+𝑥2[0,∞) için bir 𝜆 > 0 

vardır. 

lim
𝑛→∞

‖𝐺𝑛
𝛼(𝑓; . , 𝑞𝑛) − 𝑓‖1+𝑥2+ 𝜆 = 0. 

 

İspat 

 

Ağırlıklı Korovkin teoreminden 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; . , 𝑞𝑛) operatörlerinin üç yaklaşımını Eş. 4.7 den 

lim
𝑛→∞

‖𝐺𝑛
𝛼(1; . , 𝑞𝑛) − 1‖1+𝑥2 = lim

𝑛→∞
sup

𝑥∈[0,∞)

|𝐺𝑛
𝛼(1; 𝑥, 𝑞𝑛) − 1|

1 + 𝑥2
= 0 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐺𝑛
𝛼(𝑡; . , 𝑞𝑛) − 𝑥‖1+𝑥2 = lim

𝑛→∞
sup

𝑥∈[0,∞)

|𝐺𝑛
𝛼(𝑡; 𝑥, 𝑞𝑛) − 𝑥|

1 + 𝑥2
 

 

Eş. 4.8 den 

𝑞𝑛𝛼

[𝑛]𝑞𝑛
sup

𝑥∈[0,∞)

𝑥

1 + 𝑥2
≤ sup

𝑥∈[0,∞)

|𝐺𝑛
𝛼(𝑡; 𝑥, 𝑞𝑛) − 𝑥|

1 + 𝑥2
≤

𝛼

[𝑛]𝑞𝑛
sup

𝑥∈[0,∞)

𝑥

1 + 𝑥2
 

 

yazabiliriz. Burada 

lim
𝑛→∞

‖𝐺𝑛
𝛼(𝑡; . , 𝑞𝑛) − 𝑥‖1+𝑥2 = 0 
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sup
𝑥∈[0,∞)

|𝐺𝑛
𝛼(𝑡2; 𝑥, 𝑞𝑛) − 𝑥

2|

1 + 𝑥2
≤ (

[2]𝑞𝑛
[𝑛]𝑞𝑛

+
𝛼

[𝑛]𝑞𝑛
2
) sup
𝑥∈[0,∞)

𝑥

1 + 𝑥2
 

                                                   + (1 − 𝑞𝑛 +
[2]𝑞𝑛𝛼

[𝑛]𝑞𝑛
+

𝛼2

[𝑛]𝑞𝑛
2
) sup
𝑥∈[0,∞)

𝑥2

1 + 𝑥2
 

                                                   ≤
[2]𝑞𝑛
[𝑛]𝑞𝑛

+
𝛼

[𝑛]𝑞𝑛
2
+ 1 − 𝑞𝑛 +

[2]𝑞𝑛𝛼

[𝑛]𝑞𝑛
+

𝛼2

[𝑛]𝑞𝑛
2

 

lim𝑛→∞ 𝑞𝑛 = 1 olduğundan lim𝑛→∞‖𝐺𝑛
𝛼(𝑡; . , 𝑞𝑛) − 𝑥‖1+𝑥2 alınır. Böylece ispat 

tamamlanır.∎ 

 

4.2.3. Tanım 

 

Şimdi 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; . , 𝑞𝑛)  lineer pozitif operatörleri için ağırlıklı süreklilik modülünü verelim. 

Ağırlıklı uzayda 𝛿 → 0 için ağırlıklı süreklilik modülü Ω(𝑓; 𝛿) ile tanımlanmaktadır 

(Atakut ve İspir, 2002). 

𝑓 ∈ 𝐶1+𝑥2
∗ [0,∞) olsun. f  nin ağırlıklı süreklilik modülü 

 

Ω(𝑓; 𝛿) = lim
|ℎ|≤𝛿,𝑥≥0

|𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)(1 + ℎ2)
,  

 

ile gösterilmektedir. 

Ω(𝑓; 𝛿) aşağıdaki özelliklere sahiptir (İspir, 2001). 

𝑓 ∈ 𝐶1+𝑥2
∗ [0,∞) olsun; 

i) δ ≥ 0 için, Ω(𝑓; 𝛿) 𝛿 ya göre monoton artan bir fonksiyondur. 

ii) Her  𝑓 ∈ 𝐶1+𝑥2
∗ [0,∞)  için, lim𝛿→0 Ω(𝑓; 𝛿) = 0 

iii) Her pozitif 𝜆 için Ω(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ 2(1 + 𝜆)(1 + 𝛿2)Ω(𝑓; 𝛿). 

iv) Her 𝑓 ∈ 𝐶1+𝑥2
∗ [0,∞) ve 𝑥, 𝑡 ∈ [0,∞) için, 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2(1 +
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
) (1 + 𝛿2)Ω(𝑓; 𝛿)(1 + 𝑥2)(1 + (𝑡 − 𝑥)2). 
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Ω(𝑓; 𝛿) = lim
|ℎ|≤𝛿,𝑥≥0

|𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)(1 + ℎ2)
, 𝛿 > 0, 

burada𝑓 ∈ 𝐶1+𝑥2
∗ [0,∞) dur.  

 

4.2.4. Lemma 

 

𝛼 ≥ 0 için 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡3; 𝑥, 𝑞) =

𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟[𝑟]𝑞
2

[𝑛]𝑞
3[𝑟 − 1]𝑞!

∞

𝑟=1

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       =
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟(1 + 𝑞[𝑟 − 1]𝑞)
2

[𝑛]𝑞
3[𝑟 − 1]𝑞!

∞

𝑟=1

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       =
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟

[𝑛]𝑞
3[𝑟 − 1]𝑞!

∞

𝑟=1

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟2𝑞

[𝑛]𝑞
3[𝑟 − 2]𝑞!

∞

𝑟=2

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟𝑞2(1 + 𝑞[𝑘 − 2]𝑞)

[𝑛]𝑞
3[𝑟 − 2]𝑞!

∞

𝑟=2

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡4; 𝑥, 𝑞) =

𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟[𝑟]𝑞
3

[𝑛]𝑞4[𝑟 − 1]𝑞!

∞

𝑟=1

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       =
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟+1

[𝑛]𝑞4[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+1,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟+2(3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3)

[𝑛]𝑞4[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+2,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟+3(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5)

[𝑛]𝑞4[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+3,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟+4𝑞6

[𝑛]𝑞4[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+4,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 
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İspat 

 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡3; 𝑥, 𝑞) ve 𝐺𝑛

𝛼(𝑡4; 𝑥, 𝑞) elde edebilmek için aşağıdaki eşitsizliklerden 

yararlanmaktayız. 

∑
𝑥𝑟+3

[𝑛]𝑞
3[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+3,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) =∑

𝑥𝑟+3

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞
3∑[

𝑟 + 3

𝑠
]
𝛼𝑟+3−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+3

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               = ∑
𝑥𝑟+3

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞
3∑𝑞𝑠 [

𝑟 + 2

𝑠
]
𝛼𝑟+3−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟+2

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               +∑
𝑥𝑟+3

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞
3∑[

𝑟 + 2

𝑠
]
𝛼𝑟+2−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+1

(2𝑥)𝑠+1

𝑟+2

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               = ∑
𝑥𝑟+3

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞
3∑𝑞3𝑠 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+3−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               +∑
𝑥𝑟+3

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞
3∑𝑞2𝑠+2[3]𝑞 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+2−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+1

(2𝑥)𝑠+1

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               +∑
𝑥𝑟+3

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞
3∑𝑞𝑠[3]𝑞 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+1−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+2

(2𝑥)𝑠+2

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               +∑
𝑥𝑟+3

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞
3∑[

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+3

(2𝑥)𝑠+3

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

≤ {
𝛼3𝑥3

[𝑛]𝑞
3 +

[3]𝑞𝛼
2𝑥3

[𝑛]𝑞2
+
[3]𝑞𝛼𝑥

3

[𝑛]𝑞
+
[3]𝑞𝛼𝑥

2

[𝑛]𝑞2
+ 𝑥3 +

3𝑥2

[𝑛]𝑞
+
2𝑥

[𝑛]𝑞2
} 2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥) 

 

∑
𝑥𝑟+3

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞
3

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+3,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

≥

{
 
 

 
 
𝑞3𝑛𝛼3𝑥3

[𝑛]𝑞
3 +

𝑞2𝑛[3]𝑞𝛼
2𝑥3

[𝑛]𝑞2
+
𝑞𝑛[3]𝑞𝛼𝑥

3

[𝑛]𝑞
+
𝑞𝑛[3]𝑞𝛼𝑥

2

[𝑛]𝑞2

+𝑥3 +
3𝑥2

[𝑛]𝑞
+
2𝑥

[𝑛]𝑞2 }
 
 

 
 

2[𝑛]𝑞𝑥𝑒𝑞(𝛼𝑥) 

benzer şekilde 
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∑
𝑥𝑟+4

[𝑛]𝑞4[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+4,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) =∑

𝑥𝑟+4

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞4
∑𝑞4𝑠 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+4−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠

(2𝑥)𝑠

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               +∑
𝑥𝑟+4

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞4
∑𝑞3𝑠[4]𝑞 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+3−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+1

(2𝑥)𝑠+1

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               +∑
𝑥𝑟+4

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞4
∑𝑞2𝑠[4]𝑞 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+2−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+2

(2𝑥)𝑠+2

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               +∑
𝑥𝑟+4

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞4
∑𝑞𝑠[4]𝑞 [

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟+1−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+3

(2𝑥)𝑠+3

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                               +∑
𝑥𝑟+4

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞4
∑[

𝑟

𝑠
]
𝛼𝑟−𝑠([𝑛]𝑞𝑥)𝑠+4

(2𝑥)𝑠+4

𝑟

𝑠=0

∞

𝑟=0

 

                                                ≤
𝛼4𝑥4

[𝑛]𝑞4
+
[4]𝑞𝛼

3𝑥4

[𝑛]𝑞
3 +

[4]𝑞𝛼
2𝑥4

[𝑛]𝑞2
+
[4]𝑞𝛼

2𝑥3

[𝑛]𝑞
3 +

[4]𝑞𝛼𝑥
4

[𝑛]𝑞
 

                                               +
3[4]𝑞𝛼𝑥

3

[𝑛]𝑞
2

+
2[4]𝑞𝑥

2

[𝑛]𝑞
3 + 𝑥4 +

6𝑥3

[𝑛]𝑞
+
11𝑥2

[𝑛]𝑞
2
+
6𝑥

[𝑛]𝑞
3  

ve, 

∑
𝑥𝑟+4

[𝑟]𝑞! [𝑛]𝑞4

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+4,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) ≥

𝑞4𝑛𝛼4𝑥4

[𝑛]𝑞4
+
[4]𝑞𝑞

3𝑛𝛼3𝑥4

[𝑛]𝑞
3 +

[4]𝑞𝑞
2𝑛𝛼2𝑥4

[𝑛]𝑞2
+
[4]𝑞𝑞

2𝑛𝛼2𝑥3

[𝑛]𝑞
3  

                                                +
[4]𝑞𝑞

𝑛𝛼𝑥4

[𝑛]𝑞
 +
3[4]𝑞𝑞

𝑛𝛼𝑥3

[𝑛]𝑞2
+
2[4]𝑞𝑞

𝑛𝑥2

[𝑛]𝑞
3  

                                                +𝑥4 +
6𝑥3

[𝑛]𝑞
+
11𝑥2

[𝑛]𝑞2
+
6𝑥

[𝑛]𝑞
3  

elde edilir. Bu eşitsizliklerden yararlanarak, 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡3; 𝑥, 𝑞) =

𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟+1

[𝑛]𝑞
3[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+1,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

(2𝑞 + 𝑞2)𝑥𝑟+2

[𝑛]𝑞
3[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+2,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑞3𝑥𝑟+3

[𝑛]𝑞
3[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+3,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 
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𝐺𝑛
𝛼(𝑡3; 𝑥, 𝑞) ≤ 𝑞3𝑥3 (1 +

[3]𝑞𝛼

[𝑛]𝑞
+
[3]𝑞𝛼

2

[𝑛]𝑞2
+
𝛼3

[𝑛]𝑞
3) 

                       +𝑥2 (
3𝑞3 + 2𝑞 + 𝑞2

[𝑛]𝑞
+
([2]𝑞(2𝑞 + 𝑞

2) + 3𝑞3)𝛼

[𝑛]𝑞2
+
(2𝑞 + 𝑞2)𝛼2

[𝑛]𝑞
3 ) 

                       +𝑥 (
1 + 2𝑞 + 𝑞2 + 2𝑞3

[𝑛]𝑞2
+

𝛼

[𝑛]𝑞
3) 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡3; 𝑥, 𝑞) ≥ 𝑞3𝑥3 (1 +

𝑞𝑛[3]𝑞𝛼

[𝑛]𝑞
+
𝑞2𝑛[3]𝑞𝛼

2

[𝑛]𝑞
2

+
𝑞3𝑛𝛼3

[𝑛]𝑞
3 ) 

                       +𝑥2 (
3𝑞3 + 2𝑞 + 𝑞2

[𝑛]𝑞
+
𝑞𝑛([2]𝑞(2𝑞 + 𝑞

2) + [3]𝑞𝑞
3)𝛼

[𝑛]𝑞2
+
𝑞2𝑛(2𝑞 + 𝑞2)𝛼2

[𝑛]𝑞
3 ) 

                       +𝑥 (
1 + 2𝑞 + 𝑞2 + 2𝑞3

[𝑛]𝑞2
+
𝑞𝑛𝛼

[𝑛]𝑞
3) 

ve 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡4; 𝑥, 𝑞) =

𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟[𝑟]3

[𝑛]𝑞4[𝑟 − 1]𝑞!

∞

𝑟=1

𝑉𝑟,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                       =
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑

𝑥𝑟+1

[𝑛]𝑞4[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+1,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                        +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

𝑥𝑟+2(3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3)

[𝑛]𝑞4[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+2,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                        +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

𝑥𝑟+3(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5)

[𝑛]𝑞4[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+3,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

                        +
𝐸𝑞(−𝛼𝑥)

2[𝑛]𝑞𝑥
∑ 

𝑥𝑟+4𝑞6

[𝑛]𝑞4[𝑟]𝑞!

∞

𝑟=0

𝑉𝑟+4,𝑛
𝛼 (𝑥, 𝑞) 

 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡4; 𝑥, 𝑞) ≤ 𝑞6𝑥4 (1 +

[4]𝑞𝛼

[𝑛]𝑞
+
[4]𝑞𝛼

2

[𝑛]𝑞2
+
[4]𝑞𝛼

3

[𝑛]𝑞
3 +

𝛼4

[𝑛]𝑞4
) 
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                       +𝑥3

(

 
 
 
 
 

6𝑞6 + 3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5

[𝑛]𝑞
+
𝑞63[4]𝑞𝛼

[𝑛]𝑞2

+
(𝑞6[4]𝑞 + [3]𝑞(3𝑞

3 + 2𝑞4 + 𝑞5)) 𝛼2

[𝑛]𝑞
3

+
(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5)𝛼3

[𝑛]𝑞4 )

 
 
 
 
 

 

  +𝑥2

(

 
 
 
 
 

11𝑞6 + 3(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5) + (3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3)

[𝑛]𝑞2

+
(𝑞62[4]𝑞 + [2]𝑞(3𝑞 + 3𝑞

2 + 𝑞3) + [3]𝑞(3𝑞
3 + 2𝑞4 + 𝑞5)) 𝛼

[𝑛]𝑞
3

+
(3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3)𝛼2

[𝑛]𝑞
4

)

 
 
 
 
 

 

          +𝑥 (
6𝑞6 + 2(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5) + (3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3) + 1

[𝑛]𝑞
3 +

𝛼

[𝑛]𝑞4
) 

𝐺𝑛
𝛼(𝑡4; 𝑥, 𝑞) ≥ 𝑞6𝑥4 (1 +

𝑞𝑛[4]𝑞𝛼

[𝑛]𝑞
+
𝑞2𝑛[4]𝑞𝛼

2

[𝑛]𝑞2
+
𝑞3𝑛[4]𝑞𝛼

3

[𝑛]𝑞
3 +

𝑞4𝑛𝛼4

[𝑛]𝑞4
) 

                       +𝑥3

(

 
 
 
 
 

6𝑞6 + 3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5

[𝑛]𝑞
+
𝑞6+𝑛3[4]𝑞𝛼

[𝑛]𝑞2

+
𝑞2𝑛 ([4]𝑞𝑞

6 + [3]𝑞(3𝑞
3 + 2𝑞4 + 𝑞5)) 𝛼2

[𝑛]𝑞
3

+
𝑞3𝑛(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5)𝛼3

[𝑛]𝑞4 )

 
 
 
 
 

 

                      +𝑥2

(

 
 
 
 
 

11𝑞6 + 3(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5) + (3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3)

[𝑛]𝑞2

+
𝑞𝑛 (𝑞62[4]𝑞 + [2]𝑞(3𝑞 + 3𝑞

2 + 𝑞3) + [3]𝑞(3𝑞
3 + 2𝑞4 + 𝑞5)) 𝛼

[𝑛]𝑞
3

+
𝑞2𝑛(3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3)𝛼2

[𝑛]𝑞4 )

 
 
 
 
 

 

                       +𝑥 (
6𝑞6 + 2(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5) + (3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3) + 1

[𝑛]𝑞
3 +

𝑞𝑛𝛼

[𝑛]𝑞4
). 

istenilen sonuç elde edilir. 
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4.2.5. Lemma 

 

𝑛 ∈ ℕ için Eş. 4.1 de verilen 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; . , 𝑞) operatörleri için aşağıdaki eşitsizlikler geçerlidir. 

𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥, 𝑞) 

≤

{
 
 

 
 (𝑞6 − 4𝑞3 + 6𝑞 − 4 + 1) +

([6]𝑞𝑞
6 − 4[3]𝑞𝑞

3 + 6[2]𝑞𝑞 − 4)

[𝑛]𝑞
𝛼

+
([4]𝑞𝑞

6 − 4[3]𝑞𝑞
3 + 6𝑞)

[𝑛]𝑞2
𝛼2 +

[4]𝑞𝑞
6 − 4

[𝑛]𝑞
3 𝛼3 +

𝑞6

[𝑛]𝑞4
𝛼4

}
 
 

 
 

𝑥4 

+

{
 
 
 

 
 
 

6𝑞6 + 3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5 − 4(3𝑞3 + 2𝑞 + 𝑞2) + 6[2]𝑞
[𝑛]𝑞

+
3[4]𝑞𝑞

6 − 4([2]𝑞(2𝑞 + 𝑞
2) + [3]𝑞𝑞

3) + 6

[𝑛]𝑞2
𝛼

+
([4]𝑞𝑞

6 + [3]𝑞(3𝑞
3 + 2𝑞4 + 𝑞5)) − 4(2𝑞 + 𝑞2)

[𝑛]𝑞
3 𝛼2 +

(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5)𝛼3

[𝑛]𝑞4 }
 
 
 

 
 
 

𝑥3 

+

{
 
 
 

 
 
 
11𝑞6 + 3(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5) + (3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3 − 4(1 + 2𝑞 + 𝑞2 + 2𝑞3))

[𝑛]𝑞2

+
(2[4]𝑞𝑞

6 + [2]𝑞(3𝑞 + 3𝑞
2 + 𝑞3) + [3]𝑞(3𝑞

3 + 2𝑞4 + 𝑞5)) − 4

[𝑛]𝑞
3 𝛼

+
(3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3)

[𝑛]𝑞4
𝛼2

}
 
 
 

 
 
 

𝑥2 

+{
6𝑞6 + 2(3𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5) + (3𝑞 + 3𝑞2 + 𝑞3) + 1

[𝑛]𝑞
3 +

𝛼

[𝑛]𝑞4
} 𝑥 

 

4.2.6. Teorem 

 

0 < 𝑞 < 1 ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere (𝑞𝑛)𝑛≥1   bir dizi ve lim𝑛→∞ 𝑞𝑛 = 1 sağlansın. Eş 4.1 

den 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; . , 𝑞𝑛) operatörleri için, 𝑓 ∈ 𝐶1+𝑥2[0,∞) için bir 𝑛 ∈ ℕ vardır. 

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝐺𝑛
𝛼(𝑡; 𝑥, 𝑞𝑛) − 𝑥|

(1 + 𝑥2)3
≤ 𝑀Ω

(

 𝑓;
1

√[𝑛]𝑞𝑛)

 , 𝑛 ≥ 𝑛0 
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İspat 

 

𝑓 ∈ 𝐶1+𝑥2[0,∞) olmak üzere 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2(1 + 𝑥2)(1 + 𝛿2)Ω(𝑓; 𝛿) (1 +
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
) (1 + (𝑡 − 𝑥)2) 

Burada Hölder eşitsizliğini 𝐺𝑛
𝛼(𝑓; . , 𝑞𝑛) lineer pozitif operatörüne uygularsak, 

|𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥, 𝑞𝑛) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2(1 + 𝑥

2)(1 + 𝛿2)Ω(𝑓; 𝛿) 

                                          × [
1 + 𝐺𝑛

𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑞𝑛)

+
1

𝛿
√𝐺𝑛

𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑞𝑛)√𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2, (𝑡 − 𝑥)4; 𝑥, 𝑞𝑛)

] 

𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑞𝑛) ≤ 𝑀1(1 + 𝑥

2)
1

[𝑛]𝑞𝑛
   

ve 

𝐺𝑛
𝛼((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥, 𝑞𝑛) ≤ 𝑀2(𝑥

4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥)
1

[𝑛]𝑞𝑛
 

eşitsizliklerde yazılırsa, 

𝛿 = 𝛿𝑛 =
1

√[𝑛]𝑞𝑛

 alındığında lim𝑛→∞ 𝑞𝑛 = 1, lim𝑛→∞
1

√[𝑛]𝑞𝑛

= 0 olur. 

|𝐺𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥, 𝑞𝑛) − 𝑓(𝑥)| ≤ 4(1 + 𝑥

2)Ω

(

 𝑓;
1

√[𝑛]𝑞𝑛)

  

                      × [
1 +

1

[𝑛]𝑞𝑛
𝑀1(1 + 𝑥

2)

+√𝑀1(1 + 𝑥2)√𝑀1𝑀2(1 + 𝑥2)(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥)

] 

Burada 𝑛 ≥ 𝑛0 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ vardır. 

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝐺𝑛
𝛼(𝑡; 𝑥, 𝑞𝑛) − 𝑥|

(1 + 𝑥2)3
≤ 𝑀Ω

(

 𝑓;
1

√[𝑛]𝑞𝑛)

  

sağlanır.∎ 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 
Tez boyunca lineer pozitif operatörlerlerin genellenemesi için kulanılan Blending tip 

genelleme ve q-genelleme ele alınmıştır. İki değişkenli Blending tip   Lupaş  operatörü için 

yaklaşım özellikleri verilmiştir. Ayrıca tek değişkenli  Blending tip Lupaş operatörünün q-

genellemesi tanımlanmıştır. Tanımlanan operatörler dizisisinin ağırlıklı uzay ve ağırlıklı 

süreklilik modulü yardımıyla düzgün yakınsaklığı hakkında bilgiler verilmiştir.  

Lineer pozitif operatörlerlerin başka bir genellenemesi olan (p,q)-genelleme tek değişkenli  

Blending tip Lupaş operatörü için verilebilir. 

Blending tip Lupaş operatörü için çalışılmış konuların Blending tip Baskakov operatörü 

için de ele alınması uygundur. 
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