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OZET

Bu calismada alti bolim bulunmaktadir. Giris kisminda tez hakkinda genel bilgiler
verilmistir. Ikinci kisimda tezde kullanilacak olan bazi kavramlar ve tanimlar verilmistir.
Ucgiincii boliimde Agratini operatdrleri ve bazi genellesmeleri ile ilgili olan literatiirdeki
caligmalarin bazilar1 verilmistir. Dordiincii boliimde birgok iyi bilinen operatorii igeren ve
Dogru tarafindan tanimlanan lineer pozitif operatorlerin Kantorovich tipli integral
genellesmesi tanimlanarak bu genellesmenin L), uzaylarindaki Korovkin tipi A-istatistiksel
yaklagim ozellikleri incelenmistir. Ayrica Voronovskaja tipli bir teorem de verilmistir.
Besinci boliimde bu operatorlerin L, uzaylarindaki A-istatistiksel yaklagim hizi, Peetre-K
fonksiyoneli, Lipschitz sinifindan fonksiyonlar, Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar ve
stireklilik modiilii kullanilarak hesaplanmistir. Son olarak altinci boliim ise sonug boliimii
olarak verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

X

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler

Cla, b]
L,[a,b]

L(f;x)
w(f;8)
K(f; 8)
w(f; 8)
Og(f, x)
Lipy(a)
B,(f;x)
C.(f;x)
M, (f; x)
M (f; x)
D, (f; x)
D (f; x)
C%[a, b]

llg ”(;Z[a,b]

lgll;2p)
Il 1l

st

st

Il lleraby

Aciklamalar

[a,b] araligindaki siirekli fonksiyonlar uzayi
[a,b] araliginda p-inci kuvvetten Lebesgue anlaminda
integrallenebilen fonksiyonlarin uzay1
L operatdriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi
f fonksiyonunun siireklilik modiilii
f fonksiyonunun Petree K-fonksiyoneli
f fonksiyonunun 2. siireklilik modiilii
a mertebeli Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar
Lipschitz sinifindan fonksiyonlarin uzayi
f fonksiyonunun Bernstein polinomu
Bernstein kuvvet serileri
Meyer-Konig ve Zeller (MKZ) operatorii
MKZ operatorlerinin Kantorovich Tipli Integral genellesmesi

Agratini operatdrleri

Agratini operatorlerinin Kantorovich Tipli Integral genellesmesi

9,9',9" € Cla, b] olan fonksiyon uzay1

lgllcz(a,0) = Ngllcian) + 19" llciap) + 119" Ic[a,p) ile tanimls

norm

Ngllzpy = llgllpy + 119" Iy + 119" |l cpy ile tanimli norm
L, uzayindaki norm

Istatistiksel yakisak diziler uzay:

A-istatistksel yakinsak diziler uzay1

Cla, b] uzayindaki norm






1. GIRIS

Yaklasimlar teorisi 6zellikle fonksiyonel analiz olmak {izere matematigin bir¢ok daliyla
yakin iliski igerisindedir. Bu teori ortaya atilan problemin ¢6ziimii i¢in kullanigli bir

geregtir.

Alman matematik¢i Karl Weierstrass, sonlu aralikta siirekli olan her fonksiyona bu aralikta
yakinsayan bir polinomun karsilik geldigini ortaya atmis ve varligimi ispatlamistir [1].
Weierstrass teoremi olarak bilinen bu teorem kapali aralikta siirekli olan fonksiyonlara
polinomlarla diizgiin yaklasilabilecegini gostermektedir. Boylelikle yaklagimlar teorisinin
gelistirilmesinde 6nemli bir adim atilmistir. Daha sonralarda bir¢gok matematik¢i bu
teoremi gercekleyen polinomlar tanimlamislar ve yaklagim 6zelliklerini incelemislerdir. Bu
ispatlardan en ilging olan1 1912 yilinda Bernstein tarafindan asagidaki gibi tanimlanan

polinom i¢in verilmistir [2].

f:[0,1] = R olmak iizere x € [0,1] igin

n

kY My n-k
Bafin) = ) £ (3) () x4 - )
k=0
seklinde tanimlanan polinom, Bernstein polinomu olarak bilinir. Bu polinomlar lineer

pozitif operatorlerdir. Bernstein, polinomlarmin [0,1] araliginda siirekli olan f

fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsadigini géstermistir [2,3].

Bernstein  polinomunun yaklagim ozellikleri [0,1] araliginda incelenmistir [3].
Fonksiyonunun sinirsiz araliklarda olmasi halinde de baska operatorler icin yaklagim

problemleri incelenmistir. 1950 yilinda Szasz tarafindan asagidaki operatdr tantmlanmistir

[4].

Sa(fix)=e™ ) f (5) e e

n/ k!
k=0

Szasz operatorleri olarak bilinen ve lineer pozitif operatdr olan bu operator dizisinin

yaklagim 6zellikleri Korovkin teoremleri yardimiyla incelenmistir.



Literatiirde bir¢ok yaklasim operatdrleri tanimlanmistir ve onlarin Korovkin tipi yaklagim

ozellikleri ve yakinsaklik hizlar1 arastirilmistir [5].

Bohman ve Korovkin lineer pozitif operatorlerin sonlu aralikta siirekli fonksiyona
yaklagimina iliskin ¢ok dnemli teoremler vermislerdir [3,6,7]. Bohman toplam seklindeki
lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna diizgiin
yakinsakligr ile ilgili kullanigh bir takim kriterler vermistir [3,6]. Korovkin, Bohman’in
sonucunu daha da genelleyen ve lineer pozitif operatdrlerle yaklagim teorisini derinlestiren
ve Korovkin’in kendi adiyla isimlendirilen bir teorem vermistir [3,7]. Korovkin’in kendi
adiyla anilan bu teorem, bu konu ile ilgili ¢calismalara biiyiik katki saglamistir. Teoremdeki
kosula gore, keyfi bir (T;,(f)) lineer pozitif operatdr dizisinin f fonksiyonuna kapali ve
sonlu bir aralikta diizgiin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart, (T,,(e;)) dizisinin
verilen aralikta i =0,1,2 i¢in e;(x) = xt ile tanimli test fonksiyonuna diizgiin
yakinsamasidir. Teoremde verilen bu kosul, siirekli fonksiyonlara lineer pozitif

operatdrlerle yaklagim teorisinin temelini olusturmustur.

Korovkin teoremi yardimiyla yaklasim Ozellikleri incelenebilen Bleimann-Butzer-Hahn
(BBH) operatorleri, Szasz operatorleri, Meyer-Konig-Zeller (MKZ) operatorleri gibi
birgok lineer pozitif operatdr dizisi tanimlanmistir. Operatorler tanimlandiktan sonra bu
operatorlerin ¢esitli genellesmeleri de ele alinmistir. Daha sonra tanimlanan Durrmeyer ve
Kantorovich tipli genellesmeler olarak bilinen integral tipli genellesmeler olduk¢ca 6nem
kazanmugtir [8-10]. Ornegin, Dogru tarafindan Meyer-Konig ve Zeller operatoriiniin bir

genellesmesi olarak bazi kosullar altinda asagidaki operator tanimlanmstir [11].

1 - k W xk
o kZOf ()o@,  nensechalae @D,

L,(f;x) = 0

Dogru’nun tanimlamig oldugu bu operatorlerin bir genellesmesi, 2001 yilinda Agratini

tarafindan birtakim kosullarla birlikte f € C[0,a],a € (0,1) igin

1 ook k
D"(f"‘)‘<pn(x); k! f(k+n+ﬁk)' neN




ile verilmistir [12]. Dogru, Duman ve Orhan, Agratini tarafindan tanimlanan bu
operatorlerin bazi yaklasim Ozelliklerini A-istatistiksel yakinsakligr kullanarak incelemis

ve Kantorovich tipli integral genellesmesini asagidaki gibi

e 1 e )xk e ¢
P =52, e ), lemrg)e e

tanimlamis, ayrica bu operatdrlerin L, uzaylarinda A-istatistiksel yakinsaklik hizlarini da
vermislerdir [13]. O halde yaklagimlar teorisinde, klasik anlamda yakinsaklik kavraminin
yani sira istatistiksel yakinsaklik kavrami da onemli bir ¢alisma alani olarak karsimiza
¢ikmaktadir. Ik defa 1950 yilinda Fast tarafindan tanimlanan bu kavrami Gadjiev ve
Orhan, lineer pozitif operatér dizilerinin Korovkin tipli yaklasim 06zelliklerinin
incelenebilecegi bir teoremle gelistirmislerdir [14]. Verilen bu teorem vasitasiyla bilinen
bircok lineer pozitif operatoriin istatistiksel yaklasim 06zellikleri ve yaklasim hizlar

incelenebilmistir.

Biz calismamizda Dogru, tarafindan [15] de tanimlanan, Agratini operatorleri gibi iyi

bilinen bir¢ok operatdrii de igeren

(i) = =S50 f () o @ F (1)

lineer pozitif operatorlerinin Kantorovich tipli bir genellesmesini tanimlayacagiz.

Integral tipli bir genellesme olan bu genellesmenin yaklasim ozelliklerini A-istatistiksel

yakinsaklig1 kullanarak L,, uzaylarinda inceleyecegiz.

Bu tezin dordiincii ve besinci kisimlart orijinal boliimler olup, tez alti boliimden

olugsmaktadir. Birinci boliim girig boliimiidiir.

Ikinci boliimde, diger boliimlere yardimci bilinen temel tanimlar ve yaklasim teorisinin

onemli baz1 teoremleri verilmistir.



Ucgiincii boliimde, Agratini operatorlerinin bazi genellesmelerine ait daha dnce incelenmis
olan ve bu operatorlerin yaklasim 6zellikleri ile ilgili literatiirdeki bazi ¢alismalara yer

verilmistir.

Dordiincii  boliimde, Dogru, tarafindan L, ile verilen lineer pozitif operatorlerin
Kantorovich tipli bir integral genellesmesi tanimlanmistir. Tanimlanan bu operatorlere ait
baz1 esitsizliklerin yer aldigi lemmalar ve teoremler ispatlanmistir ve A-istatistiksel
yakinsaklik kavrami yardimiyla Lyuzaylarindaki yaklagim ozellikleri incelenmistir. Ayrica

olusturulan operatorler i¢in Voronovskaja tipli bir teorem de verilmistir.

Besinci boliimde ise tanimlanmis olan Kantorovich tipli lineer pozitif operatorlerin L,
uzaylarindaki A -istatistiksel yaklasim hizlar1 Peetre-K fonksiyoneli, Lipschitz simifi
fonksiyonlari, Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar1 ve siireklilik modiilii yardimi ile elde

edilmistir.

Son olarak altinc1 boliimde, ¢calismamizdan elde ettigimiz bazi sonuglara yer verilmistir.



2. TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde oncelikle tezin igeriginde kullanilacak olan lineer pozitif operatorler
tanimlanacak ve sagladig1 bazi temel Ozelliklere deginilecektir. Ayrica bu operatdrlerin

yaklasim ozelliklerine dair literatiirdeki bazi teoremler verilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

2.1.1. Tanim

X veY reel degerli iki fonksiyon uzay1 olsun. L: X — Y seklinde tanimlanan dontigiimlere

operator denir [3].

Bu durumda L operatérii X uzayimnda tanimli her f fonksiyonuna Y uzayinda bir Lf
fonksiyonu karsilik getirir. Yani operatdr fonksiyonu fonksiyona doniistiiren bir bagintidir.
Lf fonksiyonunun x noktasindaki degeri L(f; x) biciminde gosterilir.

2.1.2. Tanim

L: X — Y bir operatdr olsun. L operatoriieger Va,f E RveV f,g € X icin

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g)

sartin1 sagliyorsa L operatdriine lineer operator denir [3].

2.1.3. Tanim

Eger bir L operatorii i¢in, f = 0 iken L(f) = 0 oluyorsa L operatoriine pozitif operator
denir [3].

2.1.4. Tanim

Lineerlik ve pozitiflik 6zelligini saglayan operatorlere lineer pozitif operatdrler denir [3].

Bir L operatorii lineer pozitif operator ise f < 0 iken L(f) < 0 olur.



2.1.5. Tanim

L: X — Y operatorii verilsin. Eger L operatorii

ILfNly < MIIflx

esitsizligini gergekliyorsa L operatoriine siirli operator denir [3].

2.2. Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

2.2.1. Lemma

Lineer pozitif operatorler monoton artandir. Yani

g=f=L(>g <L)
dir [3].

fspat

g < f olsun. Bu durumda f — g > 0 ve L operatorii pozitif oldugundan
L(f-9)=0

yazilabilir. Diger taraftan L operatdriiniin

L(f —9) = L) -L(g

lineerliginin kullanilmasiyla ispat tamamlanir.

2.2.2. Lemma

L bir lineer pozitif operatdr olmak tizere

IL(9)| < L(lg])
saglanir [3].

fSpat
Bir g fonksiyonu i¢in

—lgl < g < gl

esitsizligi saglanir. L operatorii lineer oldugundan monoton artandir. O halde



L(—=1gD) = L(g) < L(lgD)

yazilabilir. L operatoriiniin

L(—|gl) = —L(lgl)

lineerliginin kullanilmasiyla

—L(lgl) = L(g) = L(Igh

esitsizligi elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
2.3. Lineer Pozitif Operatorlerin Yakinsakhgi
2.3.1. Tanim

Kapali bir [a, b] araliginda taniml1 ve siirekli olan tiim reel degerli fonksiyonlardan olusan

kiimeye C|[a, b] fonksiyon uzay1 denir [3].
2.3.2. Tanim

f € Cla, b] olmak iizere bu uzay iizerinde tanimlanan norm,
Ifllcrapy = max |f o)l

ile gosterilir [3].
2.3.3. Tanim

n € N olmak tizere f,(x) e bir fonksiyon dizisi denir ve (f,) ile gosterilir. Bir (f;,)

fonksiyonlar dizisinin C[a, b] normunda f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi, her

x € [a, b] igin
lim |fy = fll¢fap; = lim max |f,(x) — f(x)| =0
n—-oo n—oo asx<b

olmasi demektir. Bu durum £, (x) 3 f(x) seklinde gosterilir [3].

Yaklasgimlar teorisinde diizgiin yakinsaklik kavrami ilk defa Weierstrass tarafindan

asagidaki gibi verilmistir.



2.3.4. Teorem

f € Cla, b] olsun. Her € > 0 i¢in

|f () = pr(x)] <€
olacak sekilde bir p,, (x) polinomu vardir [1].

Weierstrass bu teoremle sonlu bir aralikta siirekli her fonksiyona ayni aralikta yakinsayan

bir polinomun varligini iddia etmis ve ispatlamistir.

Weierstrass teoremini saglayan polinomlara bir 6rnek olarak 1912 yilinda Rus matematikei

S.N. Bernstein, x € [0,1] i¢in

n

B(fix) =) f (g) () 1 -

k=0

ile verilen bir polinom tanimlamistir ve asagidaki teorem ispatlanmistir.
2.3.5. Teorem

f € C[0,1] olmak tizere Ve > 0 igin

|f () = Bu(fi x)| <€
dur (Bernstein 1912) [2].

Boylelikle Bernstein bu teoremiyle [0,1] araliginda diizglin yakinsayan bu polinomun
varligindan bahsetmis ve ayni zamanda bu polinomu acik bir sekilde ifade etmistir.
Bohman 1951 yilinda toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1] araliginda
stirekli fonksiyonlara yakinsakligini incelemistir. Bohman, her

x € [0,1], 0 < a, < 1 oldugunda

La(fi0) = ) F(@in) Pen (s Pen(2) 2 0
k=0

lineer pozitif operatorler dizisinin, [0,1] araliginda n — o i¢in f fonksiyonuna
yakinsakliginin diizgiin olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun
e; = t' olmak iizere, i = 0,1,2 igin

Ln(e;x) 3 x



seklinde oldugunu gostermistir [3,6].

1953 yilinda Korovkin, Bohman teoremini genellestirerek lineer pozitif operatorler

yardimiyla f fonksiyonuna yaklasim problemine dair ¢ok énemli bir teorem vermistir [7].

Simdi ilerideki teoremlerin ispatinda sik¢a kullanilacak olan ve yaklasim teorisinde dnemli

bir yere sahip olan Korovkin teoremi verilecektir.
2.3.6. Teorem

f € Cla,b] tim reel eksende |f| < My sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Eger
(A, (f; x) ) lineer pozitif operator dizisi [a, b] tizerinde;

i) A, (1;x) 21

i) A,(t;x) 3 x

iii*) A, (t% x) =3 x?

sartlarin1 sagliyorsa bu durumda (A,,) operator dizisi [a, b] lizerinde

An(fi %) 3 f(x)

dir.

Yani

lim max [A,(f;x) — f(x)| =0

n—-oo asx<b

dir [3,7].
fspat

f € Cla, b] olsun. f siirekli oldugundan tanim geregi her € > 0 i¢in en az bir § bulunur ve
|t —x| < Siken|f(t) —f(x)| <e

esitsizligi saglanir. [t —x| =& oldugunda ise |[f| < M, kabuliinden ve {i¢gen
esitsizliginden dolay1

lf(®) = fFCOl < If @O+ [f ()] < 2Mf 2.1
yazilabilir. Diger taraftan

|t — x|

|t — x| = 6 iken >1
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olacagindan
)2
(t—x) >
52 -
esitsizligi saglanir ve Es. 2.1 ifadesinden
(t—x)?
62

F(©) - FOO < 2M; < 2M;
yazilabilir. O halde
|t — x| <8 icin|f(t) — fF(0)| <e

(t —x)?

62

|t —x| =6 icin|f(t) — f(x)| < 2Mf

olup Vx,t € [a, b] igin

F(O) ~ OOl < & +2m, 2

dir. Simdi (4,,) lineer operator dizisinin

1im [14,(F) = fllciaz) = 0

esitligini sagladig: gosterilecektir. Lineerlikten

1An(f (©); %) = FOO| = |4 (f (©); %) — () + An(f ()5 X) — An(f (x); )|
= [An(f(®) = F(x); ) + f(x)(An(1;x) — D]

dir. Uggen esitsizliginin kullanilmasiyla

|[An(f (£); ) — fFO] < [Ap(f(©) — f(x); ) + [f (%) (An (L x) — 1)|
elde edilir. Lemmadan 2.2.2

1An(f (©) = f(x); )| < |4 (1 () = fFOOL )]

olur. Lineer operator pozitif ve |f(t) — f(x)| = 0 oldugundan

[An(1f (&) = FOIL 0] = An(If (@) = fC0)]; %)
dir. O halde |f| < M, esitsizligi yardimiyla Es. 2.3 ifadesi

|4 (f (£); ) — OOl < An(If () — FOOI %) + Mp|An (15 x) — 1]
sekline doniisiir. (4,,) monoton artan oldugundan Es. 2.2 den
An(F(©); %) = FCOI < An (& + 25L (6 =202 x) + Ml An(1;2) — 1]

elde edilir. Diger taraftan A,, operatdriiniin lineer pozitif oldugu dikkate alinirsa,

Mf ) Mf 5
An(£+2§(t—x) ;x) =An(£;x)+An(2§(t—x) ;x)
=eA,(1;x) + Z%An(t2 — 2xt + x%; %)
=¢eA4,(1;x) + Zg{An(tz;x) —x?—x%+ 2x?

—2xA,(t; %) + x2A,(1;x)}

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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=eA,(1;x) + 2%{An(t2; x) —x? + 2x?% — 2xA,(t; x)
+x2A4,(1;x) — x?}
=¢e4,(1;x) + 2%{(An(t2;x) —x2) + 2x(x — A, (t; x))

+x%(4,(1;x) — 1)}
yazilir ve bu esitligin Es. 2.4’de kullanilmasiyla

|An(f (8); %) = fF(0)| < edn(1;x) + 2%{(1‘171@2:96) —x%) + 2x(x — Ap(£; %))

+x%(An(1;x) = D} + M| A, (1;x) — 1 (2.5)
bulunur. O halde Es. 2.5 ifadesi (i*), (ii*) ve (iii*) kosullarindan, Ve, > 0 i¢in
|4, (f();x) — f(O| < &y
olur ve burada

lime, =0

n—-oo

dir. Dolayistyla
1im [14() = Fllctap = 0

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir.

Korovkin Teoremi, lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsakligini
ispatlamada oldukga basit bir yontem vermistir. Yani (i*)-(iii*) kosullarindaki fonksiyonlar
iizerinde operatorler dizisi diizgiin yakinsak ise uzayin keyfi fonksiyonu i¢in de ayn1 norma
gore sonlu aralikta yakinsaklik saglanir. Boylece bu teorem, siirekli fonksiyonlarin sonlu
aralikta lineer pozitif operatorler yardimiyla yaklastirilmasina iligkin ¢aligsmalara biiyiik
katki saglamistir. Gadjiev tarafindan sinirsiz bolgelerde tanimlanmis operator dizileri icin
boyle bir teoremin gegerli olmadigi ispatlanmistir ve agirlikli normlu uzaylarda yakinsaklik

teoreminin nasil verilmesi gerektigi gosterilmistir [16].
2.3.7. Teorem

Eger (4,) lineer pozitif operatorler dizisi

A,(Lx)31

A (t—x)%x)30

kosullarini sagliyor ise bu taktirde C[a, b] uzayindaki f fonksiyonu i¢in n — oo iken

An(f;x) 3 f(x)
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olur [3,17].

Bernstein polinomlar1 Teorem 2.3.6 gercekler.

Gergekten, f € C[0,1] olmak iizere,

B,(f;x) = if(%) (Z) x¥(1-x)"%, neN

k=0
ile verilen Bernstein polinomlar1 igin

x—x?

B,(1;x) =1,B,(t;x) = x ve B, (t%;x) = x* +

n

oldugundan, (B,,) pozitif operatorler dizisi igin Teorem 2.3.6 gerceklenir [3,18].
2.3.8. Teorem

p > 1ve q > 0 reel sayilart
1 1
—4—-—=
P q
sartin1 saglasin. Bu durumda V(ay) € L, V(by) € [, dizileri i¢in

1 1
D laghil < (kaw) <Z|bk|q>
k=0 k=0 k=0

esitsizligi saglanir. Burada p = g = 2 i¢in bu esitsizlik Cauchy-Schwarz esitsizligi adini

alir (Holder Esitsizligi) [19].

1

Simdi L, uzayindaki Korovkin Teoremi incelenmeden dnce L, uzayinin tanimi verilecektir.
2.3.9. Tanim

Lyla, b] uzaymin elemanlari, 6lgiilebilir fonksiyonlar olup modiilleri p-inci kuvvetten

(p = 1) Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyonlardir. O halde bir
f € Lyla,b] igin

b
j FOOIP dx < oo

dur. Bu uzaydaki norm,
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b 5
||f||p=(f If(x)lpdx> <o

ile tanimlanir [3].

2.3.10. Teorem

1 1
1, =+=-=1

p= p+q

olmak lzere

f €Lyla,b], g € Ly[a,b] ise
1

1

b b > ( (b P

[r gl dx < (JIFColPdx)” (f19Go1"dx)"
esitsizligi gecerlidir (Integraller i¢in Holder esitsizligi) [3].

2.3.11. Teorem

1,1 , .
p>1, ;+ pi 1 olmak iizere, f, g € Ly[a, b] i¢in

(L@ + g@P dx )’ < (LIfF@Pax)? + ([ 1gGoPdx )
dir (Minkowski esitsizligi) [3].

2.3.12. Teorem

f, [a, b] tizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ve ¢, [c,d] kapali araligi iizerinde

diferensiyellenebilir bir konveks fonksiyon olsun. ¢ < f(x) < d olmak iizere

1 (P 1 (P
o(502 [ rwar) s [ oo a

esitsizligi saglanir (Jensen Esitsizligi) [20].
2.3.13. Teorem

Ty: Lyla, b] — Ly[a, b] ile tammli (T,) pozitif lineer operatdr dizisi olsun. Eger,
i’) Vn € Nigin ||T,,|| < C olacak bigimde bir C > 0 mevcut ise

ii"Yyv=0,1,2 igin
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IT. (&%) —x"ll, = 0, (n - )
sartlar1 saglaniyorsa, bu taktirde her f € L,[a, b] igin;

IT.(f5.) = fll, = 0, (n - o)
gerceklenir [21].

fspat

Oncelikle ispatta kullanilacak olan Luzin Teoremi ifade edilsin.
Luzin Teoremi: f € Ly[a,b] ise her £ > 0 icin ||f — g|l, < & olacak sekilde C[a, b]
uzayimda siirekli bir g fonksiyonu vardir. Yani C[a, b] uzay1 L,[a, b] uzayinda yogundur

[22].

Luzin Teoreminden Vf € Ly[a, b] i¢in ||f — gll,, < € olacak sekilde C[a, b] de siirekli bir
g fonksiyonu alinsmn. g € C[a, b] oldugundan, Ve > 0 igin en az bir § > 0 vardir ve
Vx,t € [a, b] i¢in |t — x| < 6 iken

lg(t) —g(x)| < e (2.6)
saglanir. Ayrica g fonksiyonu [a, b] araliginda stirekli oldugundan smirhidir. O halde 6yle
bir C > 0 sayis1 bulunabilir ki, Vx € [a, b] igin |g(x)| < C saglanir.|t — x| = § oldugunda

—x)2
« 6926) = 1 olacagindan,

ise
(t-x)?
19(®) =g < 1g®O + gl < C+C <20 2.7)
bulunur. Dolayisiyla Es. 2.6 ve Es. 2.7 ifadelerinden Vx, t € [a, b] i¢in
_+)2
19(t) — g(@)| < & + 20 2 (2.8)

52
yazilabilir. Diger taraftan pozitif lineer operatdrlerin lineerligi ve monotonlugu kullanilarak,
IT(f; ) = FOllp = ITa(f =g + 9: %) = f(X) = g(x) + gl

S NTw(f = g 0llp + 1T (g5 %) — gl + 1If = gllp

S T df = gl + 1T (g; %) — gl + 11 = gllp

< If = glipIT (L0l + 11T (g5 x) — gl + 11 = gllp

< eM +||ITh(g;x) — gl + &
yazilir.
g fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli oldugundan x € [a, b] i¢in |g(x)| < C idi, o halde
1T (g; %) — gl = 1T (g (@) — g(x) + g(x);x) — g ()l
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< ITw(9(@® — g )l + 1T (g (x); ) — g ()l
< T (g (@) — g0, + 1gCOIIT (15 %) — 1,
< T (g(@®) — g+ ClIT. (1 %) — 1l

olup, Es. 2.8 ifadesi ve operatdriin lineerligi kullanilirsa,

2
Tn<£+26(t x) ;x)

IT.(1g(®) = gLl < 52

p

2
= ||eT,(1;x) + ng((t —x)%x) ”p

2¢
= (|eT,(1;x) + e —¢ +§Tn((t — x)z;x)”p

= |e(T(Lx) = 1) + e+ Z—ng((t — )% %) ”
14

<elTh(Lx) -1, +te+

Eh(=0% ]|
esitsizligi elde edilir. Diger yandan
IT.(¢t = )% 0|l = 1T (t% ) — 2xT, (65 %) + x> T (L0l
= [[(Tu(t?% x) = x*) = 2x(To (t; %) — %) + x* (T (L) — Dl
oldugundan a < b igin,
ITof = fllp < e(IT, (1) = 1, + M + 2)
+ Z—g (T2 (6% %) = x2) = 2b (T (%) = ) + bA(Tp(1;) = D,

+ ClIT, (1 %) — 1,
dir. Korovkin kosullarindan dolay1 n — oo i¢in esitsizligin sag tarafi sifira yakinsar.

Boylece ispat tamamlanir.

2.4. Lineer Pozitif Operatorlerin Yaklasim Hizi

Yaklagimlar teorisinde 6nemli yere sahip olan yaklasim hizi kavramindan bahsedilecektir.
2.4.1. Tanim

() ve (Br), Yn € NT i¢cin 0 < a, < B, ve n > ® i¢in a,, = 0 ve B,, = 0 kosullari

saglayan fonksiyon dizileri olsunlar. O halde («,) dizisinin sifira yaklagsma hizi, (f,)

dizisinin sifira yaklagma hizindan daha hizlidir denir.
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Lineer pozitif operatorler dizisi Korovkin Teoremi ve bazi versiyonlar1 geregince f(x)
fonksiyonuna diizgiin yakinsak idi. Bu durumda ||H,f — f|| sifira yakinsayan bir dizi
olarak alinabilir. O halde (H,(f; x)) herhangi bir lineer pozitif operator dizisi olsun,

n — oo i¢in ¥, — 0 olmak iizere eger,

”an _f” < CVn

olacak bigimde bir (y,,) dizisi bulunabilirse y,,’in sifira yaklagsma hizi, H,(f; x)’in f(x)’e
yaklagsma hizinin degerlendirilmesine yardimci olur. Bu degerlendirmeyi yapmak i¢in bir
cok ara¢ kullanilir. Calismamizda bu hiz, siireklilik modiilii, Peetre K fonksiyoneli,
Lipschitz smifindan fonksiyonlar ve Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar yardimiyla
hesaplanacaktir. Yukarida bahsi gegen bu kavramlarin tanimlari besinci bdoliimde

verilecektir.
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3. AGRATINI OPERATORLERI VE BAZI GENELLESMELERININ
YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde Agratini operatorleri ve bazi genellesmeleri ile ilgili olan literatiirdeki

caligmalarin bazilarina deginilecektir.

Alman matematik¢iler Meyer-Konig ve Zeller, x € [0,1) ve f € C[0,1) igin

(0]

Mu(fi) = (1=x)™1 Y f (L) (K m) e

k+n+1
k=0

ile verilen Meyer-Konig ve Zeller Operatoriinii tanimlamiglardir [23]. Lupas ve Miiller
tarafindan bu operatorlerin yaklasim 6zellikleri incelenmistir [24]. Cheney ve Sharma bu
operatdrlere baz1 degisiklikler yapmistir ve bu operatorler Bernstein kuvvet serileri olarak

bilinir [25]. Khan, Cheney-Sharma operatdrlerinin yakinsaklik hizlarini elde etmistir [26].

M,,(f; x) operatoriiniin bir genellesmesi 1998 yilinda Dogru tarafindan

1")(¢,) fonksiyonlar dizisindeki her fonksiyon B = {z € C:|z| < A, A € (0,1)} diskini

iceren D tanim kiimesi iizerinde analitiktir,

2 02(0) = ¢,,(0) > 0,

o dk
3) 07 (0) = 9n() |10 2 0k =12,

£) 020 = yalk+ W+ Lo V(O k=12,
e = 0(2) lnge 20,1 =1+ 0(5) veyn =1 (nk =12,...), f € C[0,A]

kosullar1 altinda

L,(f;x) =

d k
wnl(x) kZO f (kLJrn) ‘p’(lk)(o)%
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olarak tanimlanmis ve bu operatorlerin bazi yaklasim 6zellikleri incenlemistir [11]. 2001
yilinda Agratini ise Dogru operatorlerinin Stancu tipli bir genellesmesini tanimlamistir
[12]. Daha sonra Dogru ve Ozalp bu operatdrlerin Kantorovich tipli genellesmesini elde
etmistir [27]. Integral tipi Meyer-Kénig ve Zeller operatdrlerinin L, metriginde yaklasim
ozellikleri Miiller [28], Totik [29], Jihua ve Luoqing [30] tarafindan incelenmistir.
Sonrasinda Dogru, Duman ve Orhan, Agratini tarafindan tanimlanan pozitif lineer
operatdrler dizisi ve bu dizilerin Kantorovich tipli genellesmesi i¢in yaklagim 6zelliklerini

A-istatistiksel yakinsakligi kullanarak vermislerdir [13].

Burada bahsi gegen A-istatistiksel yakinsaklik kavramina dair bilgiler dordiincii boliimde

verilecektir.

Simdi Dogru, Duman ve Orhan tarafindan [13] de elde edilen baz1 lemma ve teoremlere

deginilecektir .

A = (aj,) diizgiin toplanabilir negatif olmayan bir matris ve (ay), (k). (Yng) gergel

dizileri agagidaki sartlar1 saglasin.

1) a, =>1(me€N)vest, —lim, a,=1,

2)0 < B <1+ By (k€EN),

30 < yni <= (c>0,kn€EN).

Ayrica (¢,) fonksiyonlar dizisi ise agagidaki kosullari saglasin.

a*) (¢y) dizisinin her eleman1 B = {z € C: |z| < a} diskini i¢eren Q tamim kiimesi

tizerinde analitiktir, burada a € (0,1) dir,

b*) {(0) = 9, (0) > 0 (n € N),
dk
) 7 (0) = = (@) | 120 2 0k €N),
d) o) = (ke +n+ B (1 +vni) o (0, (k,n € N).

Buradaki a,, B, Ynk dizileri sirastyla (1%), (2%) ve (3") sartlarini saglamaktadir. Verilen

bu kosullarla birlikte, Dogru , Duman ve Orhan,
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o oP0k
Da(f;x) = 2= Bio P f (g € N.f € CL0,a] (3.1

k! k+n+By
olarak Agratini tarafindan tanimlanan pozitif lineer operatorler dizisi i¢in A-istatistiksel
yakinsaklig1 kullanarak Korovkin tipi bir teorem vermislerdir [13]. Bu teoremi vermeden

once gerekli Lemmalar hatirlatilsin.
3.1. Lemma

A = (ajy) diizgiin toplanabilir negatif olmayan bir regiiler matris olsun. O halde Es. 3.1 ile

verilen lineer pozitif operatorler igin

sty = lim|| Dy (t; x) = xllcjo,a = O

dir [13].

3.2. Lemma

A = (ajy) diizglin toplanabilir negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Es. 3.1 ile taniml
lineer pozitif operatorler igin

Sty — limn”Dn(tZ;x) - lelc[O,a] =0

dir [13].

3.3. Teorem

A = (ajy) diizgiin toplanabilir negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her f € C[0, a]

i¢cin
sty — lim,||D, (f5 %) — f ()l cfo,ep = 0
olur [13].

Agratini operatorlerinin  Kantorovich tipli genellesmesi, Dogru, Duman ve Orhan

tarafindan
() oy 1 K
¥CFoa) — L o Pn (0)X* cktcpk ¢
DA(fix) = s B P [ () dEn €N (32)

seklinde tanimlanmustir [13]. Burada ay, By, Yn i dizileri sirastyla (17), (2%) ve (3%)
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ve (¢,,) fonksiyonlar dizisi de (a*), (b¥),( ¢*) ve (d¥) kosullarin1 saglamaktadir. Ayrica f,
(0,1) aralign iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon ve ¢, ise her k,n € N igin 0 <

Cnx < 1 kosulunu saglayan bir dizidir.

Baz1 6zel secimlerle tanimlanan D,, ve D, operatorlerinin bilinen bir¢ok lineer pozitif

operatorii igerdigi goriilmektedir [13].

Gergekten,

My g = (n ‘;{' k) xk(1 = x)n+1

olmak iizere Es. 3.1 de Br =1,¢,(x) = (1 —x)™™ 1 secildigi taktirde D, (f;x)

operatort,

Mo (f ) = Zmn,k(x) ()

bi¢cimindeki Meyer-Konig ve Zeller operatdrlerine doniisiir [23].

Eger Es. 3.1 ifadesinde S, = 0, ¢,,(x) = (1 — x) ™" ! secilirse D,,(f; x) operatorii

Calf; x)—zmnk<x)f(k+n)

olarak tanimli Cheney ve Sharma operatorlerine doniisiir [25]. Bu operatorler literatiirde

Bernstein kuvvet serileri olarak bilinir.

Eger Es. 3.1 det <0i¢in Br =0, @ (x,t) = (1 —x) " 1exp( ) segilirse D,,(f; x)

operatori

R = (=0 (12 )Z Boe 1 (5)

ile verilen bir diger Cheney ve Sharma operatorlerine doniisiir [25].

Eger Es. 3.1 det <0igin Br =1, @ (x,t) = (1 —x)™"" 1exp( ) segilirse D, (f; x)

operatorii Khan tarafindan tanimlanan
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Zp(f;x) = (1 —x)""lexp ( )Z Li(&)x¥ (k +n+ 1)

operatoriine doniistir [26]. Yukaridaki son iki ornekte verilen L (t), k dereceli asagidaki

sekilde tanimlanan Laguerre polinomudur [13].

k
. . ['(k+n+1) .
HOM ;(_1) k=) Tn+r+r "

Es. 3.2°de Sy = 0 secildigi taktirde D* operatorii Meyer-Konig ve Zeller operatdrlerinin

Kantorovich tipli asagidaki genellesmesine doniisiir [27].

Z — neN
<pn(x) ankj k+ )d&p (0) T

Es. 3.2 ifadesinde B = 0, ¢, (x) = (1 —x) ™" L, ¢y = k+Z+1 secildigi taktirde a,, = 1,

M (f; %) =

Ynx = 0 (her k,n € N i¢in) olur, o ylizden D* operatorii

Vel ) zi m+k)m+k+1) %

n _
k=0 n+k

fdu | my,(x)

operatoriine doniisiir [29].

Simdi A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak Dy, (f; x) operatorleri igin Dogru, Duman ve

Orhan tarafindan verilen Korovkin tipi teorem hatirlatilsin.

3.4. Teorem

A = (a;p,) negatif olmayan regiiler toplanabilir bir matris olsun. Her f € C[0,a] igin

sty — limu||D5 (f5 %) — f ()l cfo,e; = 0
dir [13].
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A matrisi yerine I birim matrisi alinirsa A -istatistiksel yakinsaklik, klasik anlamda

yakinsakliga dondsiir.

Dogru [15] de 1iyi bilinen bu operatorleri de igeren bir lineer pozitif operator
tanimlamistir ve bu operatdrlerin Korovkin tipli yaklasim ve agirlikli yaklasim 6zelliklerini
incelemistir. Baz1 fonksiyonlar yardimiyla bu operatorlerin yaklasim oranlarini da elde

etmistir.

Iyi bilinen bircok operatdriin genellesmesi olan bu operatdr

1
@n(x)

L(fi0) = =S50 f () o (@ (33)

seklinde tanimlanmuistir [15]. Burada

)
_ _¢n (0) . Any __ 1
Apy = —<p§}"1)(o)’ lim,,_, = 0<x< m

ve f € C[O, %) diir. ¢, (x) € C* fonksiyonlar dizisi de asagidaki kosullar1 saglamaktadir.

i) (¢,) dizisinin her eleman1 B = {Z €C:|z| < %} diskini igeren D tanim kiimesi tizerinde
analitiktir,

dv
dx?
iii) Vx € [0, i) icin @, (x) > 0,

i) pP(0) = — 9, () | oo > 0, (w = 1,2,...),

v+1

14

Anv+1 an,v

< ¢, kosulunu saglayan bir (c,,) dizisi vardir ve lim,,_,,, ¢, = 0 dir.

Es. 3.3 ile taniml1 L,, operatorii bazi 6zel secimlerle asagidaki operatdrlere donlismektedir

[15].

Pn(x) = (1 —x)™ ! segimiyle ap, =v+npu=1vec, = % olur, bu nedenle Es. 3.3 ile

verilen L,, operatdrii Cheney ve Sharma tarafindan tanimlanan ve Bernstein kuvvet serileri

olarak isimlendirilen
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v

C,(f;x) = if(v-llin) (n+v)x"(1—x)”+1,0 <x<1
v=0

operatoriine doniisiir [25].

@n(x) = (1 + x)" segimiyle a,, = n — v + 1 olup

Ba(fx) = (14 2)" ”Zf =) ()

seklinde tanimlanan Bleimann, Butzer ve Hahn(BBH) operatorlerine dontismektedir [31].

@n(x) = e™ secildigi taktirde ise a,, =n, u = 0vec, = %olur ve Es. 3.3 operatorii

(nx}v

Sulf; x)—e‘""Zf

bi¢ciminde tanimlanan Szasz operatdrlerine doniisiir [4].

Simdi Dogru tarafindan [15] de tanimlanan L, (f;x) operatorleri i¢in Korovkin tipli

yaklagim sonuglar1 hatirlatilsin.

3.5. Lemma

Hern € N, x € [0,a] (0<a<%)i<;in

L,(ep;x) =1
dir [15].

3.6. Lemma

Hern € N, x € [0,a] (0<a<%) icin

Ln(91; xX) =x

olur [15].
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3.7. Lemma

Hern € N, x € [0, a] (0<a<%) icin

|L,(ey;x) — x?%| < cpx

esitsizligi elde edilir [15].
3.8. Teorem

(i) — (iv) sartlarin1 saglayan Es. 3.3 ile tanimlanan lineer pozitif operatorler dizisi [0, a]

iizerinde f € C[0, a] foksiyonuna diizgiin yakinsaktir [15].
3.9. Teorem

f € C[0, a] i¢in Es. 3.3’de taniml1 lineer pozitif L,, operatdrii
Lo (f3;.) = fIl < (1 + Va)o(f, Jcp)
esitsizligini saglar. Burada w(f, \/c_n) Es. 5.8 de tanimlanan siireklilik moduliidiir ve c,, ise

(iv) kosulundaki dizidir [15].

a mertebeli Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar Lenze tarafindan

' s @10
, p

( , x€[0,a],ae(0,1]

t#x,te[0,a] |x—[|a
olarak tanimlanmustir [32]. ®4(f,x)'in smirhlig1 f € Lipy ()’ e denktir. Lipschitz tipi
maksimal fonksiyonlar yardimiyla |L,(f; x) — f(x)| farki igin yakinsaklik hiz1 asagidaki

gibi hesaplanmustir.
3.10. Teorem

L,, Es. 3.3 ifadesinde verilen lineer pozitif operator dizisi olmak tizere

1L (f32) = FOO < ()2 0a(f, )
saglanir [15].

Es. 3.3’de taniml1 L,, lineer pozitif operatorii igin verilen (iv) kosulundaki
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v+1

< ¢, esitsizligini saglayan (c,) dizisi i¢in lim,_. ¢, = 0 yerine st —

anv+1 anyp

lim,_ ¢, = 0 alinmis ve asagidaki teorem elde edilmistir.

3.11. Teorem

Her f € Cy[0,a],(0 < a < i) icin

st — lirrlnlan(f;-) — fllcjo,q =0

dir [33].

Boylece Teorem 3.9 ve Teorem 3.10°da lim,,_,,, ¢,, = 0 kosulu yerine st — lim,_,, ¢, = 0
kosulu getirildiginde L,(f;.)’in f’ e istatistiksel diizgiin yakinsaklik hizi elde edilir [33].
Canatan ve Dogru [33] de Es. 3.3’de taniml L,, operatorii i¢in Voronovskaja tipli bir

teorem de vermislerdir.
3.12. Lemma

Es. 3.3 ile verilen L,, lineer pozitif operatorii i¢in
L,(t3;x) < x3 + 3x%¢, + xc?

ve

L,(t*%x) < x* + 6c,x3 + 4c2x? + c3x
bulunur [33].

3.13. Teorem

Es. 3.3’de taniml1 L,, lineer pozitif operatorii i¢in

st = limp oo = (L (6:%) = f(X)] = [0,

saglanir [33].
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4. AGRATINI OPERATORLER DIiZiSININ KANTOROVICH TiPLi
GENELLESMESI VE L, UZAYLARINDAKI A-ISTATISTIKSEL

YAKLASIM OZELLIKLERI

4.1. L, Uzaylarinda Korovkin Tipi Yaklagim Ozellikleri

Tezin orijinal kismin1 olusturan bu béliimde amacimiz Es. 3.3 ile verilen L,, operatdriiniin
Kantorovich tipli bir genellesmesini tanimlamak ve bu operatorlerin yaklagim 6zelliklerini

incelemektir.

Dogru tarafindan tanimlanan Es. 3.3 operatdriiniin Kantorovich tipli genellesmesi olarak

1
@n(x)

Lu(fi0) = 52,0 0 2 [ (L) e new @)

operatdriinli tanimlayalim. Burada

)
_ Pn (0) . Any _ 1
an,v - (,0,(1”_1)(0), hmv—>oo —v =u > 0, 0<x< ;,

f, [0, %) aralig1 iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon ve (Cn,v) her n,v € N i¢in

0<cppy =1

kosulunu saglayan pozitif bir say1 dizisidir.

(pn) € C* fonksiyonlar dizisi ise asagidaki sartlari saglasin.

1) (¢4,) dizisinin her eleman1 B = {Z €EC:|z| < i} diskini igeren D tanim kiimesi lizerinde

analitiktir,

v

0n(0) |y >0,(v=1,2,...),

d
2) 93 (0) = —

3) vx € [0, i) icin @, (x) > 0,

4) % < d,, kosulunu saglayan bir (d,,) dizisi vardir ve lim,,_,, d,, = 0 dur.

Ly (f; x) operatorlerinin lineer ve pozitif oldugu agiktir. Ly, (f; x) operatdrii bilinen birgok

operatorii igermektedir. Gergekten,
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any = v +n alindigr taktirde, Ly, (f; x) operatoric Meyer-Koénig ve Zeller operatoriiniin

Kantorovich tipli genellesmesine doniisiir [27].

n
v+n+1

o) =Q =) ap,=v+n, oy = secimiyle Es. 4.1°deki L}, operatorii

Totik tarafindan tanimlanan operatorlere doniisiir [29].

any, =V +n+ B, secildigi taktirde ise Lj, operatdrii Dogru , Duman ve Orhan tarafindan

[13] de tanimlanan D* operatoriine doniisiir. Buradaki (f,,) dizisi (2*) kosulunu saglayan

dizidir.

Korovkin tipi yaklagim teorisi, pozitif lineer operatorler dizisi yardimiyla bir fonksiyona

yaklagma problemini ele alan koklii bir aragtirma alanidir.

Bu alt bolimde Korovkin teoremi yardimiyla Ly, lineer pozitif operatdrlerinin yaklagim

ozellikleri elde edilecektir.
Esas sonucu elde etmek icin baz1 lemmalar gereklidir, dncelikle onlar verilecektir. Ayrica
v =0,1,2 i¢in e, = t¥ olup L,, operatorii ise Es. 3.3 ile verilen Dogru tarafindan [15] de

tanimlanan pozitif lineer operatordiir.

4.1.1. Lemma

Hern € N, x € [0,a] (0<a<%) icin,

Ly(eg;x) =1
dir.

fspat

1 o XV v+eny
> W Og—| a =1
v=0 v

(pn (x) v! Cn,v

oldugundan ispat agiktir.



4.1.2. Lemma

Hern € N, x € [0, a] (0<a<%) icin,

1
Ly(e;;x) <x+ Ed"

olur.

fspat

1 (o) xv V+Cnyp E
L ==y o 07—
v= v

@n(x) vlcyy

dir. Burada Es. 3.3 ifadesinden

1 « xVv
Pn(x) szo ¥n viay, n(e1:%)

Cny
anypy

ve (4) kosulundan < d, oldugundan son esitlik i¢in

* 1
Ln(el; x) < Ly(ey; X)‘l‘z dn

yazilabilir ve Lemma 3.6’dan
. 1
Ly(e;;x) <x+ Ed"

esitsizligi elde edilir.
4.1.3. Lemma

Hern € N, x € [0,a] (0<a<%) icin,

1
|Ln(e2; ) = x*| < (e + dp)x + 3 dy

esitsizligi saglanir.

Buradaki ¢, dizisi, (iv) kosulunda verilen dizidir.

n,v
1 Z“’ ) x'v 1 © ) X Cnp
= (0) + Z (0) ——
P (X) Lip=o Pn vlia,, 20, (x) L= On vlay,

29
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fspat

1 o XV v+cnp £ 2
Ly (egx) = o (0) ( > “
v

O (X) L= vicy, v

I S o® ()% ( )
 on(x) Ly An <pn(x)

Yo 05[]
3(Pn(X) v=0 an,v

olup burada Es. 3.3’de verilen L,, operatorii tanimindan

1 ol XV [ v\
E o’ ()= = Ln(ez: %),
P (x) L= " vi\any "

(4) kosulundan :”"’ < d, ve dolayisiyla

D WO ”;T < dyLn (e 1)

oldugundan

ez ) =521 < Loz ) = 521 + dyli(ess ) + 3 3
bulunur ayrica Lemma 3.6 ve Lemma 3.7 kullanilirsa
|Li,(ex; %) — x%| < (cp + dp)x + %d%

esitsizligi elde edilir ki boylece ispat tamamlanir.
4.1.4. Lemma

Hern € N ig:in eger

a
nvf Tho(x)dx < K

CTlV
v=

olacak sekilde K pozitif sayis1 var ise

L. (F 0l < KIFIG

olur. Burada

o (0)x”

T () = Pn(x) V!

dir.




31

fspat

p,q>1ve%+$=1igin

. v+cny p

eor = (Y [ oo [ fod

nv
v= anypy

olup son esitsizlige,

V+Cn]7 1
%—$W<M%mew =T\, (%)

alinarak Holder esitsizligi uygulanirsa,

17+Cn1;

“”"Tm L) [0 fw)du (zv ofav<x)) (4.2)

nyv

ILn(f; )P < Xyzo

an,v

elde edilir.

p
i q
(; Tn,v (x )) =

oldugundan Es. 4.2

p

1J+Cny

a8 () [ G

anyw

ILa(f; 0P < Xk (4.3)

olur. Diger taraftan Jensen esitsizliginden

v+cnv p o0 V+Cnyp

12,00 [ fao] <Y Dm0 [P

[ v=0 any

ia
v=0 “nv
yazilabilir. O halde Es. 4.3 i¢in

0 U+Cn1;

LGP <Y 220,00 [ T ferd

v= anp

(o8]
a’Tl,V
=11 ) T ()
v=0 “nw

diir. Ayrica
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a
1L (0P < NIfII5 E Ty (%) =
v=0 Cn,v

esitsizliginin her iki tarafi 0’dan l’ye integre edilirse

1

" wam<wwz"ﬂ’m@m

bulunur ve son olarak

a
an' Thpo(x)dx < K

ch v
oldugundan

1L (5 0l < KIFI,

esitsizligi elde edilir ki ispat tamamlanur.

any =V +n+ B, alindig1 taktirde Lemma4.1.4’da verilen L} operatorii yerine Es. 3.2
deki D* operatorii alinir. D* operatorii 6zel segimlerle [29] da Totik tarafindan verilen
operatdr ile yer degistirirse K = 2 olur.

Simdi Es. 4.1°de tanimlanan L}, operatorleri i¢in asagidaki sonug verilecektir.

4.1.5. Teorem

fEL0,al (0<a< i) olsun. Eger Lemma4.1.4’da verilen pozitif K sabiti mevcut ise
Ly, (f; x) operatérii igin

lim 12 (f3.) — £l =

dir.

fSpat

Ispat icin L, uzaylari igin verilen Korovkin teoreminin kosullarmi gostermek yeterli

olacaktir [21].

Ilk olarak Lemma 4.1.1’den
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lim || L; (eg; %) = 11l = 0

oldugu agiktir.
Ikinci olarak,
1 © xYc
* ) ) ny
L, (eq; x x + 2 0)—2¥
Tl( 1 ) n(x) ( )U'anv Z(Pn(X) =0(pn ( )U!an,v
xVc
= Ly(e;x) —x + )() L1
n( ! 2(pn(x) v= v' anv

diir. Buradaki L, (eq; x) operatorii Es. 3.3 ile tanimli pozitif lineer operatordiir. 3.6. Lemma

3.6’dan ve (4) kosulundan son esitlik i¢in
1
0<|Lp(e;;x) —x| < Ed"

yazilabilir ve bu esitsizligin her tarafina L, [0, a] uzayindaki norm uygulanirsa,

1

ar

0 < lIL(ens ) = 2llp < 5-dy

elde edilir. Ayrica (4) kosulunda lim,, o, d,, = 0 oldugundan
lim |25, (e ) = xl, = 0

bulunur.

Son olarak Lemma 4.1.3 geregince

|L(ez; %) — 2| < (e + dy)x + 7 d2,

0 < |Li(eyx) —x?| < (cn+dn)x+ d2

yazilir ve son esitsizlige Ly [0, a] uzayindaki norm uygulanirsa

1 1

D
> (cn +dy) +

p+1

f (. 2 a
0= liEn(ezx) =2l < {277

3

olur. Diger taraftan (iv) ve (4) kosullarinda sirasiyla lim,,_,, ¢,, = 0 ve lim,,_,, d,, = 0
oldugundan

lim 1L, (e x) — 21l =

elde edilir ki boylelikle ispat tamamlanir, yani

lim Lo (f5.) = fll, = 0

dir.
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4.1.6. Teorem

feCH0,alvex €[0,a]l (0<a< i) olmak iizere

L) = O S 51 ld + 20(F5 VN Ew A = coa + 3

dir. Burada w(f’; \/2,), Es. 5.8 de verilen siireklilik modiiliidiir.
fspat

f € C*0,a] ve t € [0, a] olmak iizere

f@® = FG) = -2+ [[(f' @) — f'(x)du

esitligine Ly, operatdrii uygulanir ve siireklilik modiiliiniin

V@)f@N<Mf®Cy al Qﬁ>o

< w(f"; 5)<( — )2+|t—x|>

fvw>fuww

ozelligi kullanilirsa

L2 (f5 %) = FCOI < |f' (OILR(E = x;0] + o (f; 5)( Ly ((t = 0)% %) + Ly (It — xI;x)>

esitsizligi elde edilir. Daha sonra Ly, (|t — x[; x) i¢in Cauchy-Schwartz esitsizligi uygulanip

son esitsizlikte yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Ly (f3 ) = FOOI < If' OILn (€ — 2501 + o (f'; )V L ((t — %)% x)( VIR ((E =) %) + 1)
bulunur. Ayrica Lemma 4.1.2 ve Lemma4.1.3’den x € [0, a] igin
Liy((t—x)%x) <cpa+ %d,zl ve Ly (t —x;x) < %dn

oldugundan

Ly (f; ) — ()] < |f(x)|+w(f 5)\]cna+ d’ (5\]cna+ d. +1>

elde edilir. Son olarak § = ’cna + %d% secilirse istenilen elde edilir.
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4.1.7. Tanim

Herhangi bir [a, b] € R araligi, f € C[a, b] i¢in § > 0 olmak tizere f nin 2. siireklilik

modiila

o,(f,6)=sup sup |f(x+2h)=2f(x+h)—f(x)

0<h<S x,x+2hela,b]

dir. Ayrica

K(f;8) < Swy(f,V6)

olacak sekilde S > 0 sayis1 vardir. Burada K, Peetre-K fonksiyoneli olup f € C[a, b] ve

0 = 0 olmak tizere

K(f:0)= inf {If-g

C*[a,b]

]+5||g

Clab C2[a,b]}

ile verilir [34].
4.1.8. Teorem

Her f € C[0,a] (0 <a < i),g € C?[0, a] i¢in Es. 4.1 ile verilen L}, operatorii,

1 1
|L(f;x) — f(x)] < 2Sw, f,z\/<cna+§d%>+dn

esitsizligini saglar. Buradaki S > 0 sayis1i Tanim 4.1.7°de bahsi gegen sabit sayidir.
fspat

g € C?[0,a] ve t € [0,a] olsun. g igin Taylor formiiliinden

9(0) = g() + (t — 0 g' (W) + f (t - wg" wWdu

yazilir. Ly, operatorii esitligin her iki tarafina uygulanir ve tiggen esitsizligi ve Lemma 2.2.2

kullanilirsa

1L (g; %) =g ()| < |g" (LR (€t — x;2)| +

L f (t - w)g" (wdu; x)

! * * t n
< 119" NeolLn(t = 3201 + Lu(|f(t = w)g" (Wl ; x)

elde edilir ve burada Lemma 4.1.2°den
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1
Ly(t—x;x) < Edn
Ayrica Lemma4.1.3’den x € [0, a] i¢in

1
L,((t—x)%x) <cpa+ §d$l

olup gerekli islemler yapildig: taktirde
1 1
IL2(g; x) = g ()| < 119" llcio,adn + 5 19" lcpo,ap|Ln ((t = x)%; )|

<2119 Nco +3 19" lctoa (cna +3d3)
bulunur. Diger taraftan f € C[0, a] i¢in, L;, operatoriiniin lineerligi ve monotonlugundan
ILa(f; %) = OOl = Ly (f =g + g5%) = f(x) = g(x) + g(x)|

< |Lh(f — g0l + |1Ly(g5 %) — g + | f (x) — g(2)]

< |La(f — gl + 1La(g; x) — gl + If — gllcroa

< If = gllcpoalLn (1201 + [L7 (g5 x) = gl + If = gllcjo,a

< 2llf = gllcfo,q) + [1Ln(g; %) — g(x)|
dir.

1 1 1
1150 = 9] <5119 lctoardn +5 19" o (cna +5d3)

elde edilmisti, bu esitsizlik son esitsizlikte kullanilirsa

1 1 1
L) = FG)1 < 21f = glctoa + 519 leioadn +5 19 o (ena + 5 d2)
olur ve burada C?[a, b] uzaylarindaki norm tanimindan

lg'llcro,a1 + 19" croar < lgllczpo,q
oldugundan
* 1 1 2
(50 = P < 2 [IF = gllou + 7 ((na +583) + ) g llczpom

yazilir ve bu son ifadenin sag tarafinin g € C?[0,a] igin infimumu alinirsa Petree K-

fonksiyonelinin tanimindan

IL(f ) = F(0)] < 2K (f; 1 (cua+5az)+ d))

dir ve Tanim 4.1.7 geregince
K(f;8) < Sw,(f,V5)
olacak sekilde S > 0 sayis1 vardir o halde
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120 = 1@l = 2K (1.5 ((cna 4 303) + )

< 25w, <f,%\/(cna + gd%) + dn)

elde edilir ki ispat tamamlanir.

4.2. L, Uzaylarinda Korovkin Tipi A-Istatistiksel Yaklasim Ozellikleri

Bu bélimde tamimlamis oldugumuz Es. 4.1 ile verilen operatoriin L,, uzaylarinda Korovkin

tipi A-istatistiksel yaklagim 6zellikleri incelenecektir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak Fast tarafindan gelistirilmistir [35]. Bircok
alanda kullanilan bu kavram Salat , Fridy , Connor gibi bir¢ok matematik¢inin ilgisini

cekmistir [36-38]. Simdi istatiksel yakinsaklik ve yogunluk kavramlari hatirlatilsin.

K c N altkiimesi olsun. K,, = {k < n:k € K} ve K kiimesinin eleman sayis1 |K| ile

gosterilsin.
4.2.1. Tanim

Bir K c N altkiimesi i¢in

lim = K|

im— Ky,

limiti mevcut ise bu limit degerine K kiimesinin yogunlugu (dogal yogunlugu) denir ve
6 (K) ile gosterilir [39].

Ornegin,

S(N) = 1, 5({2k: k € N}) = =ve 5({k%: k € N}) = 0

dir.

4.2.2. Tanim

x = (xp) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in

1
S(keN:|x, —L|=¢)= lim;l{kﬁn:lxk—LI >c} =0
n—>0oo
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olacak sekilde bir L sayis1 varsa, x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve
st —limgx, =L

seklinde gosterilir [35,37].
Yakinsak her dizi ayn1 zamanda istatiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornegin, genel terimi

N :{x/E, k = b?
" 0, kb2

olan x = (x;,) dizisi st — limy, x;, = 0 olur fakat klasik anlamda yakinsak degildir. Diger
taraftan eger (x;) dizisi bir L sayisina klasik anlamda yakinsak ise herhangi bir € > 0
komsulugu disinda dizinin sonlu elemani olmasi, bu elemanlarin yogunlugunun sifir
olmas1 demektir. Buradan klasik anlamda yakinsak olan her dizinin istatistiksel yakinsak

oldugu goriilmektedir.
Korovkin Teoreminin L,, uzayindaki istatistiksel versiyonu asagidaki gibi verilmistir.
4.2.3. Teorem

Ty:Lyla, b] = Ly[a, b] ile tamml (T;,) pozitif lineer operatér dizisi olsun. Eger
a’) vn € N igin ||T,|| < C olacak sekilde bir C > 0 mevcut ise

b)) v =0,1,2 igin

st — lim, || T, (t7; x) — x|, = 0

sartlar1 saglandig taktirde,Vf € Ly[a, b] i¢in,

st~ lmlIT(f3 ) — @Iy = 0

elde edilir [14].
fSpat

(b") kosulundan dolay1 & > 0 verildiginde v = 0,1,2 i¢in n,,(¢) ve 1 yogunluklu K, alt
kiimesi vardir 6yle ki Vn € K, ve n > n,, (v = 0,1,2) i¢in,
T, (" x) — x¥|l, < e (4.4)

dur.



39

6(Ky N K; N K,) = 1 oldugundan Es. 4.4 ifadesi n > max{ngy,ny,n,} ve n € K := K, N
Ky NK; igin de saglanir. Hipotezden € > 0 olmak iizere ||Tylly,~, <C (n=12,..)
kosulunu saglayan bir C sabiti mevcuttur. C[a, b], L[a, b]’de yogun oldugundan Luzin
Teoremi geregi, f € Ly[a,b] verildiginde ||f — gll, < & olacak bigimde g € C[a, b]
mevcuttur. Buradan T, operatoriiniin lineerligi ve monotonlugu kullanilirsa,
IT.(f5 %) = FCOllp < ITu(f — g5 0l + 1T (g5 %) — gl + 1If — gl

<e(C+1)+ ITh(g; %) — gl (4.5)
bulunur. g fonksiyonu verilen aralikta siirekli oldugundan her x € [a, b] ve bir M > 0
pozitif sayisi i¢in |g(x)| < M yazilabilir. O halde,
1T, (g5 %) — 9Ol < ITa(g(®) — g(0) + g2 ) = gl

< IT(g@® — gC L0, + 1g T (15 x) — 1l

< T (g (@) — g0l + MIT, (1 %) — 11l
esitsizligi elde edilir. g € C[a, b] oldugundan, M ve § pozitif bir sabit olmak iizere, her
x,t € [a, b] i¢in Es. 2.8 ifadesindeki gibi

(t—x)°
52
yazilabilir. Dolayisiyla a < b igin,

lg(t) —g()| <e+2M

IT.(1g(®) = g 0)lp < ([T (5 +25_1\z4(t"x)2‘x>||p

- ||g(Tn(]_; ) =1+ 1)+ T (¢ - x)zix)”
p

2M
< e(IT (12 = 1l + 1) + 5 (1T (%5 %) = 221l
=2b|| T, (t; x) — xllp + b2 T (15 %) — 1lI,) (4.6)
dir. Es. 4.4’den, n € K ve n > max{ngy, n,,n,} icin Es. 4.6’daki son esitsizlik Es. 4.5’de
yerine yazildig: taktirde n — oo i¢in,

st = Hml|T, (f;2) = F@)llp = 0

olur, istenilen elde edilir.

Simdi onceki boliimlerde bahsi gecen A-istatistiksel yakinsaklik kavramina dair bilgiler

verilecektir.

A= (apy), (n,k =1,2,..,) sonsuz toplanabilir bir matris olsun. Verilen bir x := (x)

dizisi i¢in x in A-donlistimii
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[oe]

(Ax)y = z An, kXK
k=1
ile verilmektedir ve Ax := ((Ax),) olarak gosterilmektedir. Burada her n igin seriler

yakinsaktir. limy, x; = L oldugunda lim,,(Ax),, = L ise A matrisi regiilerdir denir [40].
4.2.4. Tanim

A negatif olmayan regiiler bir matris olmak iizere, her € > 0 i¢in

lim Z Qpy =0
n—-oo
k:|xp—L|ze

olacak bicimde bir L sayis1 varsa (xj) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir ve
Sty — llmk X = L

ile gosterilir [41-45].

A-istatistiksel yakinsak taniminda A matrisi yerine C; Cesaro matrisi alinirsa istatistiksel
yakinsaklik elde edilir [35,37,46]. A matrisi yerine birim matris alinirsa klasik anlamdaki

yakinsaklik elde edilir.

Canatan ve Dogru Es. 3.3’de tamimhi L, pozitif linecer operatorii icin (iv) deki
lim,_,, ¢, = 0 kosulu yerine st —lim,_ ¢, = 0 kosulunu almislar ve Teorem 4.2.3
yardimiyla Es. 3.3 operatorlerinin istatistiksel yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir [33].
Teorem 4.2.3 istatistiksel yakinsaklik i¢in verilmistir fakat ispat A-istatistiksel yakinsaklik
icin de calisir [14,47].

Simdi Teoremi 4.2.3 1518inda, Es. 4.1 ile verilen Lj,operatorii i¢in (4) de verilen
lim,,_,, d,, = 0 kosulu yerine st, — lim,,_,o, d,, = 0 ve Es. 3.3 ile taniml1 L,, operatdrii igin
(iv) de verilen lim,,_,, ¢,, = 0 yerine

sty — lim,_,, ¢, = 0 kosulu alinip asagidaki teorem verilecektir.

4.2.5. Teorem

f€L,0,a]l (0<a< i) olmak tizere Es. 4.1’de taniml1 olan pozitif lineer operatorii igin
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sta = lim L (F5.) = fll, = 0

dir.
fspat

L, uzaylarindaki istatistiksel yakinsaklik igin verilen Korovkin teoreminin sartlarinin

saglandigini gostermek teoremin ispat1 i¢in yeterli olacaktir.

Lemma 4.1.1’den
sty — lim ||L7 (eg; x) — 1[, = 0
n—-oo

oldugu agiktir.

Lemma 4.1.2°den
1
0<|L,(e;;x) — x| < Ed"

olup esitsizlige L, [0, a] normu ugulanirsa
1

* ap
0 < [IL5(eq; %) — xllp, < —-dy,

elde edilir ve sty — lim,,_,, d;;, = 0 oldugundan

sty — lim||Ly(e;;x) — x|, =0
n-oo

bulunur.

Son olarak Lemma 4.1.3 geregince
0 < |Lp(ez; %) — 22| < (¢ + d)x + 2,

olup esitsizlige L, [0, a] normunu uygulanirsa

1 1
0= Lteri) = #lly < (o ) (ent o)+ 5-d3

elde edilir. Ayrica sty — lim,,_,o, ¢, = 0, st; — lim,,_,, d;; = 0 oldugundan

sty — lim||L;,(ey; x) — x2||p =0
n—oo
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dir.

Sonug olarak v = 0,1,2 i¢in e,, = t¥ olmak lizere

sty — lim ||L7,(t%;x) — x"||, = 0,v =0,1,2
n—-oo

saglandigindan Teoremi 4.2.3 geregince ispat tamamlanir.
4.3. Voronovskaja Tipi Yaklasim Ozellikleri
4.3.1. Teorem

Es. 4.1 ile tanmimh (L}, (f; x)) dizisi igin
1
st — lim —[L,(f5x) — f(x)[ =0
n—oo ]/n
elde edilir. Burada (c,) ve (d,), (iv) ve (4) kosullarindaki diziler, ¥, ler ise st —

lim,,_ )C/—" = 0ve st —lim,,_, j—” = 0 olacak sekildeki dizilerdir.

fspat

Teoremin ispati i¢in [48] de verilen teknik kullanilacaktir. Taylor agilimindan

F©) = FO) + 10 =) + (t = 0)* (E2 4+ (e - ) (4.7)

yazilabilir. Burada

flll(x)
3!

Nt —x) =5 (=) +

ve 1 stirekli bir fonksiyon olup t — x i¢in sifira yakinsar.

Es. 4.7 ifadesinde t = af alinirsa
FE)=r@+re(E-x)+F2E -0+ -7 0 (S -x) (4.8)

bulunur. Diger taraftan 7 stirekli bir fonksiyon oldugu i¢in sinirhidir. Yani her h icin bir

pozitif H sabiti vardir ve |n(h)| < H dir.



Es. 4.8’in her iki tarafina L;, operatorii uygulanirsa

Ly(f;0) = FOL(Lx) + £ OL,((E — x);x) +

Ly, ((t = )% x)

) +c 2
Pn (O)X Vrinp S; E
‘Pn(x) Z vlicny f <an,v - x> 1 <an.v - x> “

elde edilir. L;,(1; x) = 1 ve L}, operatorii lineer oldugundan son esitlik i¢in

e
2

Ly(f5%) = f(x) + f')[Ln (& x) — x] +

fﬂz(x)' (L (t%x) — 2xLy, (t %) + x%] +1

yazilabilir. Burada

) +c 2
@n (0)x¥ [vrenv [ & 3
wn(x)z Vlen, f <an,v_"> "( ”)df
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0 2
z o (0)x” j”“’W< § _x> n( ¢ _x) i
(pn (x) v‘ Cn v v an,v an,v
|anv |

1 wo oD (0" (vteny [ & 2 (¢

@ (x)Z v=0 vic fv a__x n a —x)d§ (4.9)

n ’%—x’>é‘ Cnw nw nw

dir.

n siirekli oldugundan her € > 0 igin § (&) vardir ve

5 f—
r’ an,v *

dur. Ayrica

<e¢

S x| > § icin n sinirhidir o halde
an,y

f — X
7 An,v

olur. Bu bilgiler Es. 4.9°da kullanilirsa

<H

1 (p )(O)x v+c 3 2
I<ce © o i ”"’(a——x> de + HJ (4.10)

@n(x) vicny v n,
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elde edilir. Burada

had () + 2
P (0)x7 (THenw (&
] (Pn(X) Z V! Chy —l;; (an,v B x) dE

| )

|an v
olmak iizere,

(o)

52

£ x| > § olmasi nedeniyle

anpy

>1

dir. Bu yiizden

W) (01,0 4
] S 61 1 oo_ Pn (0)x fv‘l‘cn,v (ai _ x) df. (4‘.11)

20n(0) <=0 vicy, v

esitsizligi yazilir. Ayrica Es. 4.11°de ifadesi Es. 4.10” de kullanilirsa
I <eliy((t—x)%x) + H— Ly ((t—x)%x) (4.12)

bulunur. Diger taraftan Lemma 3.6, Lemma 3.7, Lemma 3.12, Lemma 4.1.2, Lemma 4.1.3

ve (4) kosulundan

1
L;(t; X) <x +§dn
1
L(t%x) < cpx + x% + dpx +§d,§

3 3 1
Ly (3% x) < x3 + 3x%c, + xc121+§cndnx + Ed”xz +d2x + Zd%
Ln(t*x) < x* + 60,0° + 4cia® e + 2dpx® + 6c,dnx” + 2dncix + 2djcnx

1
+2d%x? + d3x + gd;‘l

oldugunu gostermek kolaydir. O halde elde edilen bu esitsizlikler Es 4.12°de kullanilip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

L) = FGI < 1 [5G0 f"(x)<;“x+1d>+g(0_“x+lﬁ>

2 3 Yn



g [cix +2d,c2x + 2d3c,x + %d;‘;
t352
9 Yn

esitsizligi elde edilir. Ayrica st — lim,,_,q ;—" = 0 ve st — lim,;,_, % = 0 oldugundan

1
st — lim —[Ly (f; %) — f(x)| = 0
n—»oo]/n

dir ki boylece ispat tamamlanir.
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5. AGRATINI OPERATORLER DIiZiSININ KANTOROVICH TiPLi
GENELLESMESININ L, UZAYLARINDAKI A-ISTATISTIKSEL

YAKLASIM HIZI

Pozitif lineer operatorler tarafindan yaklasimda, yaklasma hizinin hesaplanmasi ayrica hizl
bir yakinsama hiz1 elde etme olduk¢a 6nemlidir. Calismamizin orijinal kisimlarindan olan

bu boliimde tanimlamis oldugumuz Es. 4.1 ile verilen L}, lineer pozitif operatorlerinin Ly,

uzaylarindaki A -istatistiksel yaklasim hizi Peetre-K fonksiyoneli, Lipschitz smifindan
fonksiyonlar, stireklilik modiilii ve Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar yardimiyla

hesaplanacaktir.

Bu bolimde Es. 4.1 ile taniml Lj operatori icin (4) sartinda verilen lim, ., d,, = 0
kosulu yerine sty — lim,_,,, d, = 0 ve Es. 3.3 ile tamiml L,, operatorii igin (iv) sartinda

verilen lim,,_,., ¢, = 0 kosulu yerine ise st, — lim,,_,, ¢,, = 0 alacaktir.

5.1. Peetre-K fonksiyoneli Yardimiyla Yaklasim Hizi

Bu alt bolimde Peetre-K fonksiyoneli kullanilarak L, metriginde L* operatorii igin A -
istatistiksel yaklasim hizi elde edilecektir. Totik [29] da p =1 i¢in L, metriginde K -
fonksiyoneli yardimiyla My, (f; x) operatorlerinin yaklasim hizini elde etmistir. Bernstein-
Durrmeyer operatdrleri, Kantorovich polinomlar1 ve Riesz tipi toplanabilir operatorlerinin
yakinsaklik hizi iizerine bir takim sonuglar [49-51] de bulunabilir. Simdi bu bdliimde

gerekli olan notasyonlar tanimlanacaktir.

D c R olsun. L5(D), L,(D) deki fonksiyonlarin uzay1 olarak tanimlanir ve

9,9, 9" € L,(D) dir. K-fonksiyonelinin tanimi asagidaki gibi verilir [13].
5.1.1. Tanim

f € L,(D)ve § = 0 olmak iizere

K(f:5)= inf {Ilf —gIILp(D)+5||g||L;<D>}

geLl (D)

ifadesine Peetre K-fonksiyoneli denir. Burada L%, (D) iizerindeki norm
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lgllzy = gL,y + 119"l 0) + 119" 111, 0

ile verilir [13].

Peetre-K fonksiyoneli ve ||g|| 13(p) hormu Bleimann, Butzer ve Hahn tarafindan D

tizerinde tanimli smirli ve diizgiin stirekli fonksiyonlarin uzayi Cg(D) i¢in tanimlanmistir

[31].
5.1.2. Teorem

n€Nve f € L,(0, %) olmak tizere Ly, (f; x) operatorleri i¢in
L (f5 %) = fFOlp, < (K + DKy (f5 6)

esitsizligi elde edilir. Burada K sabiti Lemma 4.1.4’deki sabit ile aynidir ve
5 =1 (d +1)2 1,1
n — 2 n 2 4 ‘Ll Cn
dir.
fspat
g € L5(0, %) olmak iizere L}, operatdrii

900~ 9() = g~ ) +3 9" (Ot~ 0)?

Taylor formiiliine uygulanirsa,

1
Ly(g;x) —g(x) = g’ )Ly ((t — x); %) + 29" L ((£ = %)% x)

e s . 1\ . .
bulunur ve esitsizligin her iki tarafinin (O, ;) tizerinde L, normu alinirsa,

=
[uy

% * 5 % l * 1 " * 2 P
[fitag0 - g@iax | ={ [“]ocra(e—xix) + 39" @l - 0%20| dx
0 0

yazilir ve esitligin sag tarafina Minkowski integral esitsizligi uygulanirsa
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1

1 1 p 1
(f ”lL;;(g;x)—g(x)lde) S(f ”Ig'(x)L;((t—x):x)l”dx> +%<f ”lg"(x)L;((t—x)Z;x)de)

elde edilir. O halde son esitsizlikten

ST
ST

I1L7.(g; %) — g ()l < || L7 (¢ - X);X)IIC(0 )Ilg’(X)||p+§||L’%((t - x)z:x)llc(0 )Ilg"(x)llp (5.1

1 1
o ‘n

yazilabilir. Burada Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3 den x € (0, %) icin

N =

L;((t —X);X)”C(O%) < dn

Ve

1 1
Ly ((t —x)%; <—c, +5di
” n(( x) x)”C(O%) ‘ucn 3 n

oldugunu goéstermek kolaydir. Ayrica

1 1 12 1) 1

Edn < E((dn + E) — Z) + ;Cn ve (5.2)
1 1, 1 1 1\ 1

;Cn+§dnSE (dn+§) —Z +;Cn

olup, L%,(O, %) uzaylarindaki norm tanimindan
lg"COllp + lg" Ol < llgllz ) (5.3)

oldugu da aciktir.

O halde Es. 5.2 ifadesi Es. 5.1 de kullanilirsa

1090 = 9@y < [5((dn +2) =)+ 2ea| (N9’ @, + 9" @I, (54)

bulunur ve Es. 5.3, Es. 5.4°de kullanildig1 taktirde ise

1o = 900l < [5((d +2) = 2) + a9l o (5.5)

esitsizligi elde edilir.
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Diger taraftan

IL2(f5 %) = Ol = |La(f5 %) = Ln(g; %) + Lr(g; %) + g(x) — g(x) — fF ()

esitliginin Ly, (0, %) normu alinip Minkowski integral esitsizligi uygulanirsa

1L (f5 %) = F Ol < 1L (f5 %) = Ln (g5 Ol + L0 (g5 0) =gl +llf —gll,  (5.6)
olur. Lemma4.1.4°de f yerine f — g alinip Es. 5.6’da kullanilirsa

IL2(F5 ) = fFOlp, = (K + DIIf = gll, + [1L5,(g; %) — g (Ol (5.7

yazilir. Buradan Es. 5.5 ifadesi Es. 5.7°de kullanilip gerekli diizenlemeler yapildig: taktirde
1 1\ 1\ 1

120 = F@llp < (K + D) {uf ~ gl + (E((dn +3) - Z) + ;cn) ||g||L;,(D)}

olup g € L5(0, i) lizerinden infumum alinirsa

L (f5 %) = fFOlp, < (K + DKy (f5 6)

elde edilir ki ispat tamamlanir. Burada

sty —lim,_,, d, = 0ve sty — lim,_, ¢, = 0 oldugundan

sta = lim K, (f; 8,) = 0

dir.

O halde Teorem 5.1.2 L; (f;x) operatdrler dizisinin L, uzaymnda f(x) e A-istatistiksel

yakinsakligini verir.
IL2(f5 ) = FOlp, = (K + DK, (f; 8,)

esitsizligi ise Ly, (f; x) operatdrlerinin L, uzayinda A-istatistiksel yaklasim hizinmi verir. A
matrisi birim matris alindig1 taktirde bu operatorlerin klasik anlamda yakinsaklik hizi, C;

Cesaro matrisi alindiginda ise istatistiksel yakinsaklik hizi hesaplanmis olur.
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5.2. Lipschitz Simifi Fonksiyonlar1 Yardimiyla Yaklasim Hizi
5.2.1. Tanim

f(x), I araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. 0 < a < 1 olmak {izere, her x, t € [ igin
lf(@®) = fOl < M|t —x|*
kosulunu saglayan fonksiyonlar siifina Lipschitz sinifi fonksiyonlar, M’ ye de Lipschitz
sabiti denir ve f € Lipy () ile gosterilir [5].
Verilen [ aralifinda f € Lipy (a) ise

a) f fonksiyonu bu aralikta siireklidir.

b) a > 1 i¢in f fonksiyonu sabittir.

5.2.2. Teorem

f € Lipy (@) olsun. x € (0, i) olmak tizere Ly, (f; x) operatorleri igin

M «a
L% (f5 %) = f(O)lp < — Bn2
‘up

esitsizligi saglanir. Burada

fspat

f € Lipy (@) olsun.

@) v+c
Pn (O)X e f
L5 = )l = %(x)z SO () - o) as

) v+c
Pn (O)X e E
%(x)Z VL ens / <a> AR

dg
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V+Cnyp

@) 0 e
-5 (x)Z"’" D [ 170 ~ peolat

vlicy,

anpy

dir. f € Lipy(a) oldugundan 0 < a < 1 olmak fizere,

If () = fO)] < M|t — x|

olup bu esitsizlik son esitsizlikte kullanildig: taktirde

) Vtonp
Pn (O)x anv anypy
L5 0) = FG)] < %(x)Z e

x|%dt

anyp

elde edilir. Buradan %+ % =1,p= % ve q = ﬁ secilip integral i¢in Holder esitsizligi

kullanilirsa
2_
(1])(0) V+Cny % V+Cny Ta
* Pn X" Qny an N2 Any
IL(fi) = ()] < n(x)z et [ e ) { [ a
anyp Any
a 2—-a
0 Vt+Cny 2 v+Cny 2
_ Z o (0)x anvf W x)Pdt o (0)x” an,,f X
i\ en(vicn, J v Pn()vlcny J v
bulunur. Son esitsizlikte
a 2-a

(v)( ) v 'U+Cn_1; 2 (17)( ) v 1]+Cn_1; 2
0 0
(0 ) e s )

en(X)vicny Pon(@leny “—
any anw

olmak iizere p = % ve q = % secilip Holder esitsizligi uygulanildig taktirde

(pn(x)V! Cnyp <pn(x)v! Chy J YV
=0 =0 Any

a
® () » v+cpy 2/ o @) » vHeny 2
0 nv 0 nv
ILn(f5 %) = fFOOl < M( ¥n_(O)x"ay, an'vf ’ (t—x)zdt> < o (O7ay, a""’f " de
v anyv v

anpy
olur ve

V+Cnyp

<p1(11;)(0)xvan,vf anyp
= pn(vlcn, J v

anyp

dt =1

oldugundan son esitsizlik
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V+Cnyp

- (p‘f(zv)(o)xvan,vf anypy
i pn()vicy, J v

any

ILn(f;0) — f()| <=M (t —x)*dt

= M(Ly((t — )% 2)2
seklini alir. Burada
L ((t —x)?%;x) = Ly (t2;x) — 2xL3,(t; x) + x?

olup, Lemma 4.1.2 ve Lemma4.1.3 den x € (0,%) i¢cin

1 ¢, 1
Ly ((t = x)%x) < cpx + §d2 < z" n §d,21
dir. O halde

IL(Fi ) — FGO| < M(LL((E = )% %)2

a

ey 1g2)2
<m(2+3d?)
yazilir ve son olarak bu esitsizligin Ly, (0, i) de integral normu alinirsa

M, 1 12
I (F ) = £l < E<7+ Zd3)

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

Burada st, — lim,,,,, d,, = 0 ve st, — lim,,_,, ¢,, = 0 oldugundan

DR

c 1
st, — lim (—n+§d%> =0

n—-oo ‘Ll_

dir. O halde

a
2

My, 1
1 (F ) = £l < ;(CT Zd3)

53
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esitsizligi L, metriginde L}, (f; x) operatdrlerinin f fonksiyonuna A-istatistiksel yaklasim
hizint verir. O halde L; operatoriiniin yaklasim hizi Lipschitz sinifi fonksiyonlar

yardimiyla degerlendirilmis olur.
5.3. Siireklilik Modiilii Yardimiyla Yaklasim Hizi

5.3.1. Tamim

f(x) bir I araliginda tanimlanmis fonksiyon olmak {izere,

o(f,8)= sup |f(x)=f(x,) (5.8)

XXl
[, —x,|<5

ifadesine, f fonksiyonunun [ araliginda siireklilik modiilii denir ve siireklilik modiilii

asagida verilen 6zelliklere sahiptir [5].

a) w(f;8) =0,

b") 81 < &, ise w(f;81) < w(f;62),

c¢'Ym € Nise w(f; md) < mw(f;d),

d") Her 2 € R" igin w(f;A6) < (A + Dw(f; ),
e’) Eger f € C[a, b] ise limg_ o+ w(f;8) =0,
fo(f;lx—th = 1f(x) = fO,

g If) - F©O1 < (52 +1) o(f; 8).

5.3.2. Teorem

fELY0,al (0<a< %) olsun.Es. 4.1 ile tanimlanan L}, operatdrii igin

L (f; ) — FOl, < 2aPw(f,\[2n)

esitsizligi bulunur. Burada

1
Ap = cna+§d,21

dir.
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fspat

ILa(fi %) = f(O] =

) v+c
Pn (O)X e 5;
(Pn(x) Z 12X Jv (f (an,v> - f(x)> “

olup tliggen esitsizligi kullanilirsa,

vicy

L) = FO0] S i SO preenw | (L) ) ag 59)

yazilir, diger taraftan siireklilik modiiliiniin

|t — x|
5

If(t)—f(x)|S< +1> w(f,6)

ozelliginde ¢t = —*

¢
) —_— =X
@y (0)x? (vTenw nv |
IRGERNGIE %(X)Z | 1 |o(f, O)d

_x|
n,v

§

) ten o |——

Pn (0)x” V¥ |q )
%(x)z e J e dE + oy ()

) v+c
@, (0)xV 1[ n | &
—x|dé+1 |w(f,6
(wn(x)z Ven any (| B HT) 000
) v+c,
gDn (O)X J nyv
—x|dé|+ 1 |w(f,0)
( %(x)z Vens i /
o 1 1
_etdly o (@x"\? (97 (@x"\? 1 f x|at
6 = Pn (0)V! @n () V! Cny Jy Anv
+w(f,0)
bulunur ve son ifadeye
1 1
— (‘P%v)(o)xv>gifv+cn,v § |d b= ((p%")(o)x"f
a= @n(x)v! Cny “V anp x EVC B @n (V!
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alinarak Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

1
0,0 [ [N <p£">(0>x“( 1 f ¢ >2 2[5 e
Ly(f;x) — < — —x|d
D =IO =5 L o e e M%) | |4 0nCov]
+w(f,d)
elde edilir, ayrica
w 1
o’ @x*\* _
— @p(x)V!
v=0
oldugundan gerekli diizenlemeler yapilirsa son esitsizlik
1
LN () v+c 2\ 2
1 o, (0)xV ([ 1 nv| &
L (f;%) — f(0)| < |= f —x|d +1|w(f,9d)
n(f5x) = f09 6 — on (V! \Cnp Jyy An,p ] i

sekline doniisiir ve buradan Jensen esitsizligi uygulanirsa

1

_ had ) v V+cnyp 2 2
1L (f; %) = f0)] < 1( on (O 1 f <E —x> df) + 1| w(f,6)

6 - gon(x)v! Cny an,v
v=0

= [t~ 0520 +1]w(r,5)

yazilir, son esitsizlikte x € [0, a] icin Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3’den
1
Li((t—x)%x) < cpa+ §d721

oldugu kullanilirsa

1
2

|L(f50) — f(0)] < %(cna+%d%) + 1| w(f,9)

1

olurve § = (cna + %d,zl)E alinip L, [0, a] da integral normu alinirsa
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1
1L (F; ) = FOOlp < 2aPw(f,[2n)
elde edilir ki ispat tamamlanir. Burada st —lim,_., d,, =0 ve sty —lim,,,, ¢, =0

kosullar1 dikkate alinirsa
1

1 2
sty — lim (cna +§d721) =0

n—-oo

oldugu goriiliir. Bu ise stireklilik modiiliiniin (e") ile verilen 6zelliginden

sty — lim w(f, \/A—n) =0
n—-oo

oldugunu garantiler. Bu durumda Teorem5.3.2°1, L,, uzaymnda L}, (f; x) operatorlerinin f

fonksiyonuna A-istatistiksel yaklagim hizin1 verir.
5.4. Lipschitz Tipi Maksimal Fonksiyonlar Yardimiyla Yaklasim Hiz

a mertebeli Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar Lenze tarafindan

' MO/
, p

( , x€[0,a], xe(0,1]

t#x, te[0,a] |t _x|a
olarak tanimlanmustir [32]. Simdi Es. 4.1 de tanimlanan L, operatorlerinin yaklasim hizi

Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar yardimiyla verilecektir.

5.4.1 Teorem

f Lipschitz tipi maksimal fonksiyon ve x € [0,a] (0 < a < %) olmak ftzere L;,(f;x)

operatdrleri igin

1L (F; %) = FOOIl, < aP (1) 2 (f, x)

saglanir. Burada
1
Ap = cpa + 3 dz

dir.
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fspat

Ispatta Agratininin teknigi kullanilacaktir [12].

@) v+c
Pn (O)X i f
(x) Z v! Cnw J (f(X) - f <an,v>> df

ILa(fi %) = f(O] =

z <P1(1v)(0)x v n o0 — f< § ) i
(pn (x) U' CTL v aTl,V
dir. &, (f, x) nin tanimindan
£ ¢ |
re0 = £ ()] < @alf0 | - =
yazilabilir ve bu 6zellik son esitsizlikte kullanilirsa
) v rU+C a
Pn (O)X e f
1L (5 %) — (O] < B(f,x) z j —=|d
f f( ) a f (x) U'Cn,v Y an,V f

bulunur, burada ; + E =1,p= ive q= ﬁ secilip Holder esitsizligi kullanilirsa

2-a

) v+c ) v+c 2
@n " (0)x? o @n " (0)x” o
15,CF ) — f(x)|<wa(fx)< n(x)z ]| <x—aw> )(wn(x)z o f)

elde edilir ve
Z (p1(1v) (0)x? J-v+cn‘,,d 4
on (x) Do ¢ =

oldugundan son esitsizlik i¢in

) v+tc 2
Pn (O)X e E
L5 = ) < (. x)( n(x)Z ol IR (R df)

= B2 (f, D) Ly((t — )% )

yazilir, ayrica Lemma 4.1.2 ve Lemma4.1.3 geregince x € [0, a] igin

1
Ly ((t—x)%x) < cpa+ §d,21
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olmasi nedeniyle

Ln(f ) = F()] < Delf, ) (cn +1d2)%
n ) - a Y n 3 n

elde edilir ve son olarak esitsizlige Ly, [0, a] da integral normu alinirsa

a
2

1 1
1) = F @l < @@ (cna +5d3)” @alf,0)

olur ki ispat tamamlanir.

Diger taraftan
sty —lim,_,,d, = 0vesty, —lim,,,c, =0

oldugundan

a

1 2
sty — lim (cna + gd,zl) =0
n—-oo

bulunacaktir. O halde Teorem 5.4.1 L3 (f;x) operatorler dizisinin L, uzaynda f(x) e A-

istatistiksel yakinsakligini verir.

[24
1 1 \2
1 () = £l < a7 (ena +53)” @elf,0)
esitsizligi ise L3 (f;x) operatdrlerinin f fonksiyonuna L, uzayindaki A -istatistiksel
yaklagim hizini verir. Bu hizin degerlendirilmesinde, hizli bir yakinsama elde etmede (4,,)

dizilerinin se¢imi olduk¢a 6nemlidir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde ¢alismamizda elde ettigimiz bazi sonuglardan s6z edilecektir.

Bu caligmada Agratini operatorleri ve bazi genellesmelerinin  yaklasim 6zellikleri
incelendi. Agratini operatorlerinin ve baz1 genellesmelerinin yaklagim ozellikleri ile ilgili

daha dnce yapilan bazi ¢calismalara deginildi.

Dogru tarafindan [15] de tanimlanan, Agratini operatdrleri gibi iyi bilinen bir¢ok operatorii

de igeren

e L N () X
Luf0) = s Zf (a> o O

lineer pozitif operatoriiniin Kantorovich tipli bir integral genellesmesi tanimlandi.
Tanimlanan bu operatorlere dair L, uzaylarinda yaklasim 6zellikleri verildi. L,, uzaylarinda
Korovkin tipi A-istatistiksel yaklasim 6zellikleri incelendi. Ayrica Voronovskaja tipli bir

teorem de verildi.

Tanimlanan bu operatorlerin L, uzaylarindaki yaklasim hizlar, stireklilik modiili, Petree
K-fonksiyoneli, Lipschitz smifi fonksiyonlar1 ve Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlari

yardimiyla, A-istaistiksel yakinsaklik kullanilarak verildi.

Tanimladigimiz Ly, (f;x) lineer pozitif operatorii iyi bilinen bir¢ok operatoriin bir
Kantorovich tipli genellesmesidir. Bu nedenle bu ¢alismada elde edilen sonuglar, lineer
pozitif operatorlerin Kantorovich tipli genellesmesinin genis yelpazesinde gecerlidir. Diger
taraftan caligmamizin A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak yapilmasi, tezin Onemini
artirmaktadir. Ayrica literatiirdeki caligmalarin bir¢cogu siirekli fonksiyonlar uzayinda
yapilmig olup, Olgiilebilir fonksiyonlarn siirekli fonksiyonlarin olduk¢a genis bir
genellemesi olmasi nedeniyle ¢alisgmamizin L, uzaylarinda yapilmasi tezin dnemini daha

da artirmaktadir.

Yaklasim teorisi, keyfi bir fonksiyona kendisinden daha basit, kullaniglt ve kolay sonuclar

elde edilebilen yapilar yardimiyla yaklagsmayr amac¢ edinir. Genelde fonksiyonlari
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yaklagtiran bu yapilar lineer pozitif operatorlerin yardimiyla tanimlanabildiginden lineer
pozitif operatdrler uzun siiredir yaklagim teorisinde dnemli bir yer tutar. O yiizden bu tez,
calismis oldugumuz konularla ilgilenenlere motive edici bir destek olup; kaynak
olabilecegi dislincesiyle de Onem tasimaktadir. Yaptigimiz ¢alismanin konuyla
ilgilenenlere farkli bir bakis agisi sunacagi timidini tagiyoruz. Bizim de bu yonde konu ile

alakali caligmalarimiz devam etmektedir.
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