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ÖZET

Genel olarak geni³lemeyen dönü³ümler için sabit noktalar�n varl�§�n� sa§lamak için 
hipotezlere uzay�n geometrisiyle ilgili baz� varsay�mlar eklenir. Ancak 1981'de K. 
Goebel and M. Koter, bir Banach uzay�n�n bo³ olmayan kapal� konveks bir alt kümesi 
üzerinde herhangi bir kompaktl�k varsay�m�n�n ve Banach uzay�nda özel geometrik 
³artlar�n gerekli olmad�§�na dair bir sonuç elde etmi³tir. Bu sonuçtan yola ç�karak 
olu³turulan bu çal�³mada, Banach uzaylar�nda rotasyonlu geni³lemeyen dönü³ümlerin 
sabit noktalar� üzerine baz� sonuçlar verilmi³tir. Banach uzaylar�nda rotasyonluluk 
³art�n�n, zay�f kompaktl�k veya ba³ka bir özel geometrik yap� olmasa bile 
geni³lemeyen dönü³ümlerin sabit noktalar�n�n varl�§�n� garanti etti§ine dair temel bir 
ispat sunulmu³tur. Bu ispat, ara³t�rma konusu olan dönü³ümün sabit noktas�na 
yak�nsayan bir dizi olu³turmaya dayan�r.
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ABSTRACT

In general, some assumptions about the geometry of space are added to the hypotheses
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K. Goebel and M. Koter obtained the conclusion that no assumptions of compactness
on a closed convex subset of a Banach space and special geometric conditions are not
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1. G�R��

Metrik uzaylar üstünde tan�mlanan ve nokta çiftlerinin aras�ndaki mesafeye göre

bunlar�n görüntüleri aras�ndaki mesafeleri art�rmayan dönü³üme geni³lemeyen

dönü³üm denir. Dolay�s�yla bu kavram� tan�mlamak için gereken tek ³ey soyut bir

metrik uzayd�r. Burada daha ilginç sonuçlar özellikle kapal� yuvarlar�n kompakt

olmas�n� sa§layan baz� topoloji kavramlar�na ihtiyaç duyuldu§unu gösterir. Ancak bu

ciddi bir s�n�rlama de§ildir, çünkü fonksiyonel analizde do§al olarak ortaya ç�kan

birçok uzay bu tür topolojilere sahiptir; en önemlisi Banach uzaylar�ndaki zay�f ve

zay�f* topolojilerdir.

Bu çal�³mada sabit noktalar�n varl�§� konusuna odaklanarak, geni³lemeyen

dönü³ümlerin klasik teorisine genel bir bak�³ sunulmaktad�r. Teoride geni³lemeyen

dönü³ümler için sabit nokta teorisinin kayda de§er bir ara³t�rma yolu olarak

tan�nmas�n�n en çok bilinen sonucu 1965 tarihli yay�nd�r.

Teorem

X düzgün konveks Banach uzay�n�n bir s�n�rl� kapal� ve konveks alt kümesi K olmak

üzere T : K → K geni³lemeyen dönü³üm (yani her x, y ∈ K için ‖T (x)− T (y)‖ ≤
‖x− y‖) ise T bir sabit noktaya sahiptir.

Yukar�da verilen teorem birbirinden ba§�ms�z olarak F. Bowder [1] ve D. Göhde [2]

taraf�ndan, daha genel bir formda W.Kirk [3] taraf�ndan ispatlanm�³t�r. Browder [4],

daha önce, bu sonucun Hilbert uzay versiyonunu, bir Hilbert uzay�ndaki bir T

dönü³ümünün, ancak ve ancak I − T dönü³ümünün monoton olmas� durumunda

geni³lemeyece§i gerçe§ini göstermi³tir. Göhde'nin ispat� düzgün konveks uzaylara

özgü özelliklere dayan�rken; Browder ve Kirk, asl�nda daha genel bir sonuç veren ayn�

argüman� kulland�. Sonuç olarak, Göhde'nin ispat�, sabit noktalar�n, "yakla³�k" sabit

nokta dizilerinin zay�f s�n�rlar� olarak elde edilebilece§ini ortaya koymaktad�r. Bu

çal�³maya dahil edilen ispatlar, teorideki çe³itli standart yöntemleri göstermek için

seçilmi³tir.
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2. KLAS�K VARLIK SONUÇLARI

2.1. Genel Bak�³

Önce bir Banach uzay� üstünde geni³lemeyen dönü³ümlerin bir çal�³mas�n�, daha sonra

teorinin yaln�zca metrik yönlerini ele alal�m. X bir Banach uzay�n�n alt kümesi ve

A ⊆ X olmak üzere her x, y ∈ A için

‖T (x)− T (y)‖ ≤ ‖x− y‖

³art�n� sa§layan bir T : A→ X dönü³ümü geni³lemeyen dönü³üm diye adland�r�l�r.

Geni³lemeyen dönü³ümler için sabit noktalar�n varl�§�n�n incelenmesi genellikle üç

kategoriye ayr�l�r. Bo³ olmayan s�n�rl� kapal� konveks alt kümelerinin her biri,

geni³lemeyen öz-dönü³ümler için sabit nokta özelli§ine sahipse, Banach uzay�n�n

"sabit nokta özelli§i"ne sahip oldu§u, zay�f kompakt konveks alt kümelerinin her

birinin sabit nokta özelli§ine sahip olmas� durumunda Banach uzay�n�n "zay�f

kompakt sabit nokta özelli§i"ne sahip oldu§u ve kapal� birim yuvar�n�n (dolay�s�yla

herhangi bir yuvar�n�n) sabit nokta özelli§ine sahip olmas� durumunda Banach

uzay�n�n "yuvar sabit nokta özelli§i"ne sahip oldu§u söylenebilir.

Bu son kategori öncelikle, birim yuvar�n herhangi bir öndualine göre zay�f* topolojisinde

her zaman kompakt oldu§u dual uzaylarla ilgilidir ve bu durumlarda sabit nokta özelli§i

her zaman kapal� yuvarlar�n kesi³imleri olan kümelere geni³ler. Klasik yans�mayan uzay

olan `1 uzay� yuvar sabit nokta özelli§ine sahip olan, ancak sabit nokta özelli§ine sahip

olmayan Banach uzay� örne§idir (Karlovitz [5], Lim [6]). Ayr�ca, c0 Banach uzay� zay�f

kompakt sabit nokta özelli§ine sahip olmas�na ra§men sabit nokta özelli§ine ve yuvar

sabit nokta özelli§ine sahip de§ildir (Maurey [7]).

Teorideki temel amaçlardan birinin sabit nokta özelli§ine sahip olan Banach uzaylar�n�

tam olarak karakterize etmek olmas� do§ald�r. Ancak bu amaç hâlâ belirsizdir. Esasen

tüm klasik yans�mal� uzaylar�n - özellikle tüm düzgün konveks uzaylar�n - normal yap�

ad� verilen bir geometrik özelli§in varl�§� sayesinde sabit nokta özelli§ine, dolay�s�yla

zay�f kompakt sabit nokta özelli§ine sahip oldu§u bilinmektedir. Bir X Banach uzay�,

daha genel olarak X'in bir kapal� konveks alt kümesi için K'n�n birden daha fazla

elemana sahip herhangi bir L s�n�rl� konveks alt kümesi çap noktas� olmayan bir nokta

içeriyorsa, yani

sup{‖x0 − x‖ : x ∈ L} < d(K) := sup{‖x− y‖ : x, y ∈ L}
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olacak biçimde bir x0 ∈ L varsa K'ya (X'e) normal yap�l�d�r denir. A ⊂ X için

d (A) = sup {‖u− v‖ : u, v ∈ A} ,

rx (A) = sup {‖x− v‖ : v ∈ A} ,

r (A) = inf {rx (A) : x ∈ A}

olsun. X yans�mal� ve A s�n�rl� kapal� konveks ise, X içindeki kapal� yuvarlar�n zay�f

kompaktl�§�ndan dolay�

C (A) = {z ∈ A : rz (A) = r (A)}

kümesi A'n�n bo³ olmayan kapal� konveks alt kümesidir. S�ras�yla r (A) say�s�na ve

C (A) kümesine A kümesinin Chebyshev yar�çap� ve Chebyshev merkezi denir.

K'nin zay�f kompaktl�§� yeterli olsa da, yans�mal� uzaylar için a³a§�daki teoremi ifade

edelim.

2.1. Teorem

X bir yans�mal� Banach uzay� ve X'in bir s�n�rl� kapal� konveks K alt kümesi normal

yap�l� ise herhangi bir geni³lemeyen T : K → K dönü³ümünün sabit noktas� vard�r.

Ayr�ca, X normal yap�l� ise X sabit nokta özelli§ine sahiptir.

�spat

A = {∅ 6= A ⊂ K : A kapal� ve konveks, T (A) ⊂ A}

olsun. A'n�n kümeleri zay�f kompakt oldu§undan A içindeki her azalan zincirin bir alt

s�n�r� (üyelerinin kesi³imi) vard�r. Dolay�s�yla Zorn Lemmas�ndan A'n�n bir minimal A0

eleman� vard�r. Di§er yandan,

T (A0) ⊂ A0 ⇒ T
(
konv (T (A0))

)
⊂ T (A0) ⊂ konv (T (A0))
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oldu§undan konv (T (A0)) ∈ A ve A0'�n minimal olmas�ndan konv (T (A0)) = A0

bulunur. u ∈ C (A0) olsun. Bu durumda ru (A0) = r (A0) olur. Her v ∈ A0 için

‖T (u)− T (v)‖ ≤ ‖u− v‖ ≤ r (A0) oldu§undan T (A0) ⊂ B (T (u) , r (A0)) ve

buradan

A0 = konv (T (A0)) ⊂ B (T (u) , r (A0))

bulunur. Böylece rT (u) (A0) = r (A0) oldu§undan T (u) ∈ C (A0) olur. A0 kümesinin

minimal olmas�ndan C (A0) = A0 sa§lan�r. d (A0) ≤ r (A0) ve K normal yap�l�

oldu§undan A0 kümesi T dönü³ümünün sabit noktas� olan bir tek elemana sahiptir.

Sabit nokta özelli§ine sahip uzaylar�n belirlenmesindeki en büyük engel, sabit nokta

özelli§inin denk normlar alt�nda kararl� olup olmad�§�n�n bilinmemesidir. Ba³ka engeller

de vard�r. Bir Banach uzay�n�n K s�n�rl� kapal� konveks alt kümesi için sabit nokta

özelli§inin uzay�n veya K kümesinin `iyi' geometrik özelliklerine güçlü olarak ba§l�

oldu§u neredeyse en ba³�ndan beri biliniyordu. Ancak, X Banach uzay�n�n sabit nokta

özelli§ine sahip iki kapal� konveks K1 ve K2 alt kümelerinin K1 ∩K2 kesi³imleri sabit

nokta özelli§ine sahip olmayabilir. Goebel and Kuczumow [8] `1 uzay�n�n bo³ olmayan

s�n�rl� kapal� konveks alt kümelerinin bir (Kn) azalan dizisini n tek iken sabit nokta

özelli§ine sahip, n çift iken sabit nokta özelli§ine sahip olmayan kümelerle yap�land�r�p

∩Kn kümesinin bo³ olmad�§�n� ve her iki kategoriye de girmedi§ini gösterdi. `1uzay�,

ba³ka bir ilginç örnek için ortam sa§lar. `1 uzay� içinde her biri sabit nokta özelli§ine

sahip olan, ancak ε → 0 iken Hausdor� metri§ine göre sabit nokta özelli§ine sahip

olmayan bir s�n�rl� kapal� konveks K0 kümesine yak�nsayan bir {Kε} (ε > 0) ailesi

olu³turmak mümkündür ( [9], Örnek 5.3).

Yans�mal� uzaylarda bile sabit nokta özelli§i için normal yap�n�n gerekli olmad�§�

bilinmektedir. ε > 0 iken

Xε = {x ∈ `2 : ‖x‖ε = max{‖x‖2 , ε ‖x‖∞}}

biçiminde tan�mlanan Xε uzay� bunun bir örne§idir. Bu uzay için a³a§�dakiler sa§lan�r:

(i) Xε yans�mal�d�r (`2 Hilbert uzay� ile e³yap�l� (izomorf) oldu§undan)

(ii) Xε normal yap�l�d�r ⇔ ε <
√
2.

(iii) Xε asimptotik normal yap�l�d�r ⇔ ε < 2.
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Asimptotik normal yap� kavram� Baillon ve Schöneberg taraf�ndan 1981 y�l�nda

tan�mland�. Bir Banach X uzay�n�n her bo³ olmayan s�n�rl� kapal� konveks ve birden

fazla nokta içeren K alt kümesi için (xn) ⊂ K ve ‖xn − xn+1‖ → 0 iken

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ < d(K)

olacak biçimde x ∈ K varsa, X'e asimptotik normal yap�l�d�r denir.

Baillon and Schöneberg [10]'de a³a§�daki teoremi ispatlad�.

2.2. Teorem

Yans�mal� Banach uzay� asimptotik normal yap�l� ise sabit nokta özelli§ine sahiptir.

Ayn� makalede, X2'nin asl�nda sabit nokta özelli§ine sahip oldu§unu, bu sebeple

asimptotik normal yap�n�n sabit nokta özelli§i için gerekli bir ³art olmad�§�n�

ispatlad�lar. 1985'te P. K. Lin, her ε > 0 için Xε uzay�n�n sabit nokta özelli§ine sahip

oldu§unu ispatlad� [11].

1971'de Day, James ve Swaminathan [12] taraf�ndan her ayr�labilir uzay�n normal yap�l�

denk normunun mevcut oldu§u gösterildi (ayr�ca bkz. van Dulst [13]). O halde, her

ayr�labilir yans�mal� uzay�n sabit nokta özelli§ine sahip bir denk normu vard�r.

Sabit nokta özelli§i için yans�mal�l�§�n gerekli olup olmad�§� sorusu aç�k kalsa da,

olabilece§ine dair ikna edici kan�t vard�r. �lk olarak, klasik yans�mas�z uzaylar olan c0
ve `1 içinde baz� s�n�rl� kapal� konveks kümelerin sabit nokta özelli§ine sahip olmad�§�

bilinmektedir. Ayr�ca, Bessaga ve Peªczynski, X'in herhangi bir ³arts�z tabanl�

Banach uzay� olmas� durumunda, X'in yans�mal� olmas� için c0 veya `1 ile e³yap�l�

olan bir alt uzay� içermesinin gerekip yetti§ini göstermi³tir. Bu yüzden, tüm klasik

yans�mas�z uzaylar, sabit nokta özelli§ine sahip olamayacak ³ekilde yeniden

biçimlendirilebilir.

Yukar�da belirtildi§i gibi `1 (dolay�s�yla L1) sabit nokta özelli§ine sahip de§ildir.

Bununla birlikte, 1981'de Alspach [14] çok daha fazlas�n�, yani L1'in zay�f kompakt

sabit nokta özelli§ine sahip olmad�§�n� ispatlad�. Ayn� zamanda, Maurey [7], L1'in

tüm yans�mal� alt uzaylar�n�n sabit nokta özelli§ine (dolay�s�yla zay�f kompakt sabit

nokta özelli§ine) sahip oldu§unu ispatlad�. Dowling, Lennard ve Turret (1993), L1'in

yans�mas�z alt uzaylar�n�n sabit nokta özelli§ine sahip olmad�§�n�

göstermi³tir.Böylece, L1'in bir alt uzay�n�n sabit nokta özelli§ine sahip olmas� için
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gerek ve yeter ³art o alt uzay�n yans�mal� olmas�d�r.

2.2. Goebel-Karlovitz Lemmas�

Teorem 2.1'in ispat�ndaki strateji, minimum bo³ olmayan kapal� konveks T -de§i³mez

küme elde etmek için Zorn Lemmas�n�n zay�f kompaktl�k ile birlikte kullan�lmas�yd�.

Sonras�nda bu minimal kümenin pozitif çap�n�n olmas�, uzay�n normal yap�l�

olmas�yla bir çeli³ki elde etmek için kullan�ld�. Böyle bir yakla³�m standartt�r. Öte

yandan, Teorem 2.2'in ispat� bu yakla³�m�n iyile³tirilmesini gerektirir.

Herhangi bir T : K → K dönü³ümü alt�nda de§i³mez olmas� bak�m�ndan bir Banach

uzay�n�n minimal olan herhangi bir bo³ olmayan kapal� konveks K kümesi için

konv(T (K)) = K sa§lan�r. Bunun, T dönü³ümünün özellikleriyle ilgisi yoktur.

Bununla birlikte, T geni³lemeyen ve K s�n�rl�ysa, o zaman daha fazlas� söylenebilir.

�lki, Teorem 2.1'in ispat�ndaki önemli gözlemdir.

2.3. Lemma

K'n�n her bir noktas� bir çap noktas�d�r, ba³ka bir deyi³le her x ∈ K için d (K) =

sup {‖x− y‖ : y ∈ K} sa§lan�r.

K s�n�rl� kapal� konveks küme, z ∈ K ve T : K → K geni³lemeyen dönü³üm olsun.

Herhangi bir t ∈ (0, 1) için Tt (x) = (1− t) z+tT (x) biçiminde tan�mlanan Tt : K → K

dönü³ümü tek xt sabit noktas�na sahip büzülme dönü³ümüdür.

lim
t→1−

‖xt − T (xt)‖ = lim
t→1−

(1− t) ‖z − T (xt)‖ = 0

oldu§undan a³a§�daki lemmay� verebiliriz.

2.4. Lemma

Bir Banach uzay�n�n s�n�rl� kapal� konveks bir alt kümesiK ve T : K → K geni³lemeyen

dönü³üm ise, limn→∞ ‖xn − T (xn)‖ = 0 olacak biçimde bir (xn) ⊂ K dizisi vard�r.

Bu lemma bizi, önceki lemma ile ba§lant�l� olarak, geni³lemeyen dönü³ümler için sabit

nokta sonuçlar�n� normal yap�l� uzaylar�n ötesine geni³letmede son derece yararl�

oldu§u ispatlanan temel bir gerçe§e ula³t�r�r. Bu gerçek, Goebel [15] ve Karlovitz [16]

taraf�ndan ba§�ms�z olarak ayn� zamanda ke³fedilmi³tir ve Teorem 2.2'nin ispat� için
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çok önemlidir.

2.5. Lemma

(Goebel-Karlovitz) X Banach uzay�n�n bo³ olmayan, zay�f kompakt, konveks ve baz�

T geni³lemeyen dönü³ümler için T -de§i³mez olan bir K alt kümesi minimal de§i³mez

ve bir (xn) ⊂ K için limn→∞ ‖xn − T (xn)‖ = 0 ise her x ∈ K için

d(K) = limn→∞ ‖x− xn‖ sa§lan�r.

�spat

d(K) > 0 ise K'n�n çap noktas� yoktur. limn→∞ ‖xn − T (xn)‖ = 0 ve bir x ∈ K için

limn→∞ ‖x− xn‖ = r < d(K) olacak biçimde bir (xn) ⊂ K dizisi var oldu§unu kabul

edelim.

C =

{
z ∈ K : lim sup

n→∞
‖z − xn‖ ≤ r

}

biçiminde verilen C kümesi konvekstir ve (ui) ⊆ C ve limi→∞ ui = u al�nd�§�nda her

i = 1, 2, . . . için

lim sup
n→∞

‖u− xn‖ ≤ lim sup
n→∞

‖u− ui‖+ lim sup
n→∞

‖ui − xn‖ ≤ ‖u− ui‖+ r

oldu§undan i → ∞ iken lim sup
n→∞

‖u− xn‖ ≤ r olur. Bu durumda u ∈ C, yani C

kapal�d�r. Ayr�ca u ∈ K iken

lim sup
n→∞

‖T (u)− xn‖ ≤ lim sup
n→∞

[‖T (u)− T (xn)‖+ ‖T (xn)− xn‖]

≤ lim sup
n→∞

‖T (u)− T (xn)‖

≤ lim sup
n→∞

‖u− xn‖ ≤ r

oldu§undan T : C → C dönü³üm olur. Zay�f kompakt bir kümenin herhangi bir kapal�

kompleks altkümesi de zay�f kompakt oldu§undan, K'n�n minimal olmas�ndan C = K

sonucuna var�l�r. Bununla birlikte d (K) > 0 ve bir ε > 0 için r + ε < d(K) ise

{B(x, r + ε) : x ∈ K} ailesi sonlu kesi³im özelli§ine sahiptir, çünkü her bir yuvar

(xn) dizisinin sonlu say�da terimleri d�³�nda kalanlar� içerir. Bu yuvarlar zay�f kompakt
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oldu§undan

∩x∈KB(x, r + ε) 6= ∅

sa§lan�r ve böylece r(K) ≤ r + ε < d(K) olur. Ancak bu durum, K'n�n herhangi bir

çap noktas�na sahip olmamas� gerçe§iyle çeli³ir.

Goebel-Karlovitz Lemmas�, hem Lemma 2.5'te formüle edildi§i gibi hem de

ultraproducts dilinde [17] belirtildi§i gibi geni³lemeyen dönü³ümler için sabit nokta

teorisi çal�³mas�nda kapsaml� bir ³ekilde uygulanm�³t�r. Daha yeni uygulamalardan

biri, A. Jiménez-Melado ve E. Lloréns-Fuster'�n [18]'de düzgün konveksli§in

genelle³tirilmesiyle ba§lant�l� olarak ortogonal konvekslik ad� verilen kavram�n�

tan�tmas�yla, Goebel-Karlovitz Lemmas�n� ortogonal konveks uzaylar�n zay�f kompakt

konveks alt kümelerinin zay�f kompakt sabit nokta özelli§ine sahip oldu§unu

ispatlamak için kullanmas�d�r.

Ortogonal konvekslik ³u ³ekilde tan�mlan�r: X Banach uzay�n�n x, y noktalar� ve λ > 0

için

Mλ(x, y) =

{
z ∈ X : max(‖z − x‖ , ‖z − y‖) ≤ 1

2
(1 + λ) ‖x− y‖

}
,

X'in bir A s�n�rl� alt kümesi için |A| = sup{‖x‖ : x ∈ A} ve X içinde bir (xn) s�n�rl�

dizisi ile λ > 0 için

A((xn)) = lim
i→∞

sup

(
lim
j→∞

sup ‖xi − xj‖
)

ve

Aλ((xn)) = lim
i→∞

sup

(
lim
j→∞

sup |Mλ(xi, xj)|
)

olsun.

2.6. Tan�m

X Banach uzay� içinde s�f�ra zay�f yak�nsayan ve A((xn)) > 0 ³art�n� sa§layan her

(xn) dizisi için Aλ ((xn)) < A((xn)) olacak biçimde λ > 0 say�s� varsa X'e ortogonal

konvekstir denir.
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Genelde, bir uzay�n ortogonal konveks olup olmad�§�n� test etmek zordur, ancak [19]'de

her düzgün konveks Banach uzay�n�n ortogonal konveks oldu§u belirtilmi³tir. Schauder

tabana sahip uzaylar için durum daha do§al olarak ortaya ç�kar. `1, c0 ve c uzaylar�

ortogonal konvekstir.

2.7. Teorem

X Banach uzay�n�n bo³ olmayan, zay�f kompakt ve konveks bir K alt kümesi ortogonal

konveks ise her T : K → K geni³lemeyen dönü³ümünün bir sabit noktas� vard�r.

Bu teoremin ispat�nda önce Zorn Lemmas� kullan�l�r ve K'n�n bo³ olmama ve

T -de§i³mez olmas� bak�m�ndan minimal oldu§unu varsay�l�r. Sonra

limn→∞ ‖xn − T (xn)‖ = 0 ³art�n� sa§layan (xn) ⊂ K dizisinin zay�f yak�nsak bir alt

dizisine geçilir. Üstelik (bir kayma ile) (xn) dizisinin 0 ∈ K eleman�na zay�f

yak�nsad�§� varsay�labilir. Bu durumda strateji, d (K) > 0 ise K'n�n ortogonal

konveks olamayaca§�n� göstermektir. Bunu ba³armak için birkaç ad�m gerekir.

2.3. Düzgün Lip³itzyen Dönü³ümler

Düzgün lip³itzyen dönü³ümlerin s�n�f� Goebel ve Kirk taraf�ndan 1973'de tan�t�ld� [20].

Bu s�n�f, geni³lemeyen dönü³ümler ailesinin do§al bir uzant�s�n� olu³turur.

(X, d) metrik uzay olmak üzere her x, y ∈ X için bir T : X → X dönü³ümü için

d (Tx, Ty) ≤ kd (x, y)

olacak biçimde k ≥ 0 say�s� varsa, T dönü³ümüne lip³itzyendir (veya Lip³itz ³art�n�

sa§lar, Lip³itz dönü³ümü) denir. T dönü³ümü için Lip³itz ³art�n� sa§layan en küçük

k say�s�na T 'nin Lip³itz sabiti denir ve bu say� k(T ) ile gösterilir. Herhangi iki T, S :

X → X Lip³itz dönü³ümü için

k (T ◦ S) ≤ k (T ) k (S)

ve özel olarak her n ∈ N için k (T n) ≤ kn (T ) sa§lan�r. Geni³lemeyen bir T dönü³ümü

için k (T ) ≤ 1 oldu§undan her n ∈ N için T n dönü³ümü de geni³lemeyendir.
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X üstünde iki metrik d ve ρ olmak üzere iki a > 0, b > 0 say�s� ve her x, y ∈ X için

aρ(x, y) ≤ d (x, y) ≤ bρ (x, y)

oluyorsa, d ve ρ metriklerine denk metrikler denir. d ve ρ denk metrikler ise, herhangi

bir d-lip³itzyen dönü³üm ρ-lip³itzyendir. Ayr�ca kd (T ) ve kρ (T ) Lip³itz sabitleri için

a

b
kρ (T ) ≤ kd (T ) ≤

b

a
kρ (T )

sa§lan�r. T ρ-geni³lemeyen dönü³üm, yani kρ (T ) ≤ 1 ise

sup {kd (T n) : n = 0, 1, 2, ...} ≤ b

a
< +∞

sa§lan�r. Bu durum bizi a³a§�daki tan�ma götürür.

2.8. Tan�m

T : X → X dönü³üm olmak üzere, bir k ≥ 0 sabiti ve her x, y ∈ X, n ∈ N için

d (T nx, T ny) ≤ kd (x, y)

oluyorsa T dönü³ümüne düzgün lip³itzyendir denir.

Ba³ka bir deyi³le, düzgün lip³itzyen dönü³ümler için n ∈ N iken kd (T n) ≤ k sa§lan�r.

k say�s� ba³tan verildi§inde T dönü³ümüne düzgün k-lip³itzyendir denir. Düzgün

lip³itzyen bir dönü³üm

ρ (x, y) = sup{d (T nx, T ny) : n ∈ N}

biçiminde tan�mlanan bir ρ denk metri§ini üretir. Bu denk metri§e göre T geni³lemeyen

dönü³ümdür. Böylece (X, d) metrik uzay� üstünde düzgün lip³itzyen dönü³ümler, d

metri§ine en az biri denk olan metri§e göre geni³lemeyen dönü³ümler olarak tamamen

karakterize edilebilir.

Özel olarak, tüm periyodik lip³itzyen dönü³ümler düzgün lip³itzyendir. Ayr�ca, X'in

bir lip³itzyen k�s�tlamas� K ve S : X → K dönü³ümü k(S) = k olacak biçimde bir

lip³itzyen k�s�tlama dönü³ümü ise, herhangi bir geni³lemeyen T : K → K dönü³ümünün
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T̃ = T ◦ S biçiminde verilen ve k
(
T̃ n
)
= k (T n ◦ S) ≤ k ³art�n� sa§layan T̃ : X → X

düzgün lip³itzyen geni³lemesi vard�r.

Düzgün lip³itzyen dönü³ümler için ilk sabit nokta sonuçlar�m�z� belirtmek için baz�

temel gerçekleri hat�rlatal�m. Bir X Banach uzay�n�n konvekslik modülü

δX (ε) = inf

{
1−

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, ‖x− y‖ ≥ ε

}

biçiminde tan�mlanan δX : [0, 2]→ [0, 1] fonksiyonudur. X'in konvvekslik karakteristi§i

ε0 (X) = sup {ε : δX (ε) = 0} say�s�d�r. ε0 (X) = 0 olursa, X uzay�na düzgün konvekstir

denir. Düzgün konveks uzaylar ve ε0 (X) < 1 ³art�n� sa§layan tüm uzaylar normal

yap�l�d�r. ε0 (X) < 2 ³art�n� sa§layan tüm uzaylar ise süper-yans�mal�d�r.

Biçimsel olmayan tan�m olarak, bir süper-yans�mal�X Banach uzay� ³u özelli§e sahiptir:

Key� bir Y Banach uzay� verildi§inde, Y 'nin tüm sonlu boyutlu alt uzaylar�X içinde bir

yerde oturan çok benzer bir kopyaya sahipse, o zaman Y yans�mal� olmak zorundad�r.

Bu tan�ma göre, X uzay�n�n kendisi de yans�mal� olmak zorundad�r. Temel bir örnek

olarak, iki boyutlu alt uzaylar� X = `2'nin alt uzaylar�na izometrik olan her Y Banach

uzay� paralelkenar kural�n� sa§lar, dolay�s�yla Y bir Hilbert uzay�d�r, bu nedenle Y

yans�mal�d�r; yani `2 süper-yans�mal�d�r.

Biçimsel tan�m, izometrileri de§il, hemen hemen izometrileri kullan�r. X ve Y Banach

uzaylar� olmak üzere, Y 'nin her Y0 sonlu boyutlu alt uzay� ve her her ε > 0 için X'in

d(X0, Y0) = inf{‖T‖
∥∥T−1∥∥ : T : X0 → Y0 lineer izomor�zm} < 1 + ε

olacak biçimde X0 alt uzay� varsa, Y Banach uzay� X Banach uzay� içinde sonlu temsil

edilebilir denir. `2 içinde sonlu temsil edilebilir bir Banach uzay� Hilbert uzay�d�r. Her

Banach uzay� c0 içinde sonlu temsil edilebilirdir. Lp([0, 1]) uzay� `p içinde sonlu temsil

edilebilirdir. X Banach uzay� içinde sonlu temsil edilebilir tüm Y Banach uzaylar�

yans�mal� ise, ba³ka bir deyi³le X içinde sonlu temsil edilebilir olan hiç bir yans�mal�

olmayan Y uzay� yoksa X'e süper-yans�mal�d�r denir.

Düzgün lip³itzyen dönü³ümler için ilk sabit nokta sonucu [20]'de verildi.

2.9. Teorem

Bir X düzgün konveks Banach uzay�n�n bo³ olmayan kapal�, s�n�rl� ve konveks alt
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kümesi K olmak üzere,

k (1− δX (k)) < 1

³art�n� sa§layan bir düzgün k-lip³itzyen T : K → K dönü³ümünün K içinde sabit

noktas� vard�r.

Bu teorem, asimptotik merkez tekni§i diye adland�r�lan yöntemle elde edilmi³tir. Bu

teknik ayn� zamanda ε0 (X) < 1 ³art�n� sa§layan uzaylara da geni³letilebilir.

Genel bir metrik uzayda ifade edilen bu yöndeki ufuk aç�c� sonuç, 1975'te E. A. Lifschitz

taraf�ndan elde edilmi³tir [21].

Bir (X, d) tam metrik uzay içindeki c ≥ 1 say�s� için a³a§�daki ³art� sa§layan yuvarlara

c-düzenlidir denir:

Herhangi bir k < c için x, y ∈ X ve ε > 0 iken d (x, y) ≥ (1− a)ε ve B (x, (1 + a) ε) ∩
B (y, k (1 + a) ε) kümesi bε yar�çapl� bir kapal� yuvar içinde olacak biçimde a, b ∈ (0, 1)

vard�r.

Herhangi bir metrik uzay içinde 1-düzenlidir ve c > 1 iken c-düzenli yuvarlar her

e ∈ [1, c] için e-düzenlidir.

c (X) = sup{c ≥ 1 : X içindeki yuvarlar c-düzenli}

say�s�na X'in Lifschitz karakteristi§i denir. c (X) ≥ 1 sa§land�§� ve X içindeki

yuvarlar�n c (X)-düzenli oldu§u a³ikard�r.

Banach uzaylar� için yukar�daki tan�m�n daha basit ve daha sezgisel bir formülasyonu

vard�r: X bir Banach uzay� ve d (A) , A ⊂ X kümesinin Chebyshev yar�çap�n�

gösteriyorsa,

c (X) = sup {c ≥ 1 : ‖x‖ = 1 iken d (B (0, 1) ∩B (x, c)) < 1}

olur.

H Hilbert uzay�n�n en az 2 boyutlu herhangi bir kapal� konveks A alt kümesi için ayn�

durum geçerli oldu§unda c(H) =
√
2 sa§lan�r. Di§er Banach uzaylar� için durum böyle
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de§ildir, yani A kümesine göre c(A) de§i³ebilir.

Downing and Turret [22] keyfî bir Banach uzay� için a³a§�daki katsay�y� göz önüne ald�:

c0 (X) = inf {c (A) : A X'in bo³ olmayan kapal�, s�n�rl� ve konveks alt kümesi} .

c0 (X) > 1 ise X yans�mal�d�r. Ayr�ca, ε ≥ 1 iken

ε

(
1− δX

(
1

ε

))
= 1

denkleminin tek çözümü c0 (X) ≥ ε olur. Sonuç olarak, ε0 (X) < 1 iken c0 (X) > 1

sa§lan�r.

2.10. Teorem

(X, d) s�n�rl� ve tam metrik uzay olmak üzere, x, y ∈ X, n ∈ N ve k < c (X) iken

d (T nx, T ny) ≤ kd (x, y)

³art�n� sa§layan T : X → X düzgün lip³itzyen dönü³ümünün X içinde sabit noktas�

vard�r.

�spat

c (X) = 1 durumu a³ikar oldu§undan c (X) > 1 olsun. Seçilen bir x ∈ X için

ε (x) = inf {ε > 0 : en az bir y ∈ X için n ∈ N iken d (x, T ny) ≤ ε}

olsun. c(X)-düzenli yuvarlar�n�n tan�m�ndaki k ile ili³kili pozitif say� a olsun. Seçilen

x ∈ X için d (x, Tmx) ≥ (1− a) ε (x) olacak biçimde m vard�r. Ayr�ca n ∈ N iken

d (x, T ny) ≤ (1 + a) ε (x) olacak biçimde y ∈ X vard�r. Böylece c (X)-düzenlili§inden

A = B (x, (1 + a) ε (x)) ∩B (Tmx, k (1 + a) ε (x))

kümesi bir z ∈ X merkezli ve b < 1 iken bε (x) yar�çapl� bir kapal� yuvar içindedir.
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Buradan n > m iken

d (Tmx, T ny) ≤ kd
(
x, T n−my

)
≤ k (1 + a) ε (x)

sa§lan�r. Bu durum {T ny : n > m} yörüngesinin A, dolay�s�yla B (z, bε (x)) içinde

oldu§unu gösterir. Sonuç olarak, ε (z) ≤ bε (x) olur. Ayr�ca, herhangi bir u ∈ A için

e = 1 + a+ b iken

d(z, x) ≤ d (z, u) + d (u, x) ≤ bε (x) + (1 + a) ε (x) = eε (x)

sa§lan�r.

x0 = x ve z (x0) = z alarak her n ∈ N için xn+1 = z (xn) olacak biçimde (xn) dizisi

olu³turmak mümkündür. Burada z (xn) yukar�daki yöntemle elde edilir. Böylece

ε (xn) ≤ bnε (x0) ve d (xn+1, xn) ≤ eε (xn) oldu§undan (xn) dizisi bir sabit noktaya

yak�nsar.

Bir X Banach uzay�n�n her A s�n�rl� konveks alt kümesi ve bir a ∈ (0, 1) için

Chebyshev yar�çap� r (A) ≤ a d (A) ³art�n� sa§l�yorsa, X'e düzgün normal yap�l�d�r

denir. X uzay�n�n normal yap� katsay�s�

N (X) = inf {d(A)/r(A) : A ⊂ X kapal�, s�n�rl� ve konveks}

biçiminde tan�mlan�r. X'in düzgün normal yap�l� olmas� için gerek ve yeter ³art

N (X) > 1 olmas�d�r. Genel olarak normal yap� katsay�s�n�n hesaplanmas� zordur.

Ancak, meselâ S. Prus [23]'de 1/q + 1/p = 1 iken N (Lp) = min
{
21/p, 21/q

}
oldu§unu

göstermi³tir.

A³a§�daki teorem E. Cassini and E. Maluta taraf�ndan [24]'de verilmi³tir.

2.11. Teorem

N (X) > 1 olacak biçimdeki bir X düzgün konveks Banach uzay�n�n bo³ olmayan

kapal�, s�n�rl� ve konveks alt kümesi K olmak üzere,

k <
√
N (X)

³art�n� sa§layan bir düzgün k-lip³itzyen T : K → K dönü³ümünün K içinde sabit
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noktas� vard�r.

Önceki üç teorem, düzgün k-lip³itzyen dönü³ümler için sabit noktalar�n varl�§�na

ili³kin en yayg�n bilinen sonuçlard�r. Art�k genel ³emay� formüle edebiliriz. X metrik

uzay olmak üzere tüm düzgün k-lip³itzyen T : X → X dönü³ümlerin sabit noktalar�

varsa, X'e düzgün k-lip³itzyen dönü³ümler için sabit nokta özelli§ine sahiptir denir.

Bu durumda di§er bir metrik uzay karakteristi§ini

b (X) = sup {k ≥ 1 : X düzgün k-lip³itzyen dönü³ümler için sabit nokta özelli§ine sahip}

biçiminde tan�mlayabiliriz. Ayr�ca, bir X Banach uzay� için

b0 (X) = inf {b (A) : A ⊂ X kapal�, s�n�rl� ve konveks}

alabiliriz. Yukar�da ifade edilen teoremler b(X) için baz� de§erlendirmeler verir. Genel

olarak, b(X) ≥ c(X) sa§lan�r. X Banach uzay�n�n herhangi bir konveks, kapal� ve

s�n�rl� A alt kümesi için b (A) ≥ b0 (X) ≥ c0 (X), b (A) ≥ b0 (X) ≥
√
N (X) ve

b
(
1− δX

(
1
b

))
= 1 iken b (A) ≥ b sa§lan�r. Buradan ε0 (X) < 1 ³art�n� sa§layan

uzaylar için b (A) > (1− δX (1))−1 > 1 elde edilir. Bu tür tahminler aras�ndaki

kar³�l�kl� ili³kiler birkaç yazar taraf�ndan tart�³�lm�³t�r. Ayr�ca somut uzaylar için

b0(X)'i de§erlendirme giri³imleri olmu³tur. Meselâ, Teck-Cheong Lim [25] 2 < p < ∞
için Lp uzaylar�nda, (0, 1) aral�§�nda (p− 2)xp−1 + (p− 1)xp−2 = 1 denkleminin tek

çözümü α iken

b0 (X) ≥
(
1 +

1 + αp−1

(1 + α)p−1

) 1
p

oldu§unu ispatlam�³t�r. R. Smarzewski [26] 1 < p ≤ 2 için b0 (L
p) ≥ √p tahminini

buldu. Tomas D. Benavídes [27] bir X Banach uzay� için üç sabiti içeren

b0 (X) ≥
1 +

√
1 + 4N (X) (c0 (X)− 1)

2

geli³mi³ de§erlendirmesini sundu. Bir H Hilbert uzay�n�n herhangi bir A alt kümesi

için bilinen en iyi de§erlendirme b(A) ≥ c(A) = c0(H) =
√
2'dir. Ancak bu durumda

yukar�dan bir de§erlendirme de biliyoruz. Lifschitz'in orijinal çal�³mas�nda bir

örnekten bahsedilmi³ ve ayr�ca Jean-Bernard Baillon [28] taraf�ndan ba§�ms�z olarak

sunulmu³tur.
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Örnek

B+, `2 uzay�nda birim yuvar�n pozitif k�sm� olmak üzere, e1 = (1, 0, 0, . . .) ve Px =

(0, x1, x2, . . .) kayd�rma operatörü iken T0 = e1 geni³lemesiyle

Tx =

(
cos

π ‖x‖
2

)
e1 +

1

‖x‖
sin

π ‖x‖
2

Px

biçiminde tan�mlanan T : B+ → B+ dönü³ümü düzgün π/2-lip³itzyendir ve sabit

noktas� yoktur.

Yukar�daki örnek için
√
2 ≤ b0 (H) ≤ b (B+) ≤ π/2 sa§lan�r, ancak b0 (H)'n�n de§eri

tam olarak bilinmemektedir.

Düzgün lip³itz dönü³üm çal�³malar�n�n amaçlad�§� ba³ka bir yön daha bulunmaktad�r.

X zay�f kompakt sabit nokta özelli§ine sahip bir Banach uzay� olsun. Bu özelli§in

yeniden biçimlendirme s�ras�nda kararl� olup olmad�§� konusunda soru bulunmaktad�r.

Bu durumu ³öyle biçimlendirelim:

(X, ‖ · ‖) Banach uzay� üstünde ‖ · ‖ normuna denk olan normlar�n ailesi N olsun.

Herhangi iki ‖ · ‖1 ve ‖ · ‖2 normu için

D (‖ · ‖1 , ‖ · ‖2) = sup
x 6=0

‖x‖2
‖x‖1

sup
x 6=0

‖x‖1
‖x‖2

biçiminde tan�mlanan D : N ×N → R fonksiyonuna denk normlar aras�nda Banach-

Mazur uzakl�§� denir. D bir metrik de§ildir, ancak

d (‖ · ‖1 , ‖ · ‖2) = lnD (‖ · ‖1 , ‖ · ‖2)

al�narak N ailesi metrikle³tirilebilir.

Bir konveks, kapal� ve s�n�rl� A ⊂ X kümesi için T : A → A dönü³ümü bir ||| · ||| ∈ N
normuna göre geni³lemeyen dönü³üm ise ‖ · ‖ normuna göre T dönü³ümü

K (‖ · ‖ , ||| · |||)-düzgün lip³itzyen dönü³ümdür. Ancak owever ||| · |||-geni³lemeyenlik

daha fazlas�n� ifade eder. infx∈A ‖x− Tx‖ = 0 ve ayr�ca (I + T )/2 dönü³ümü

asimptotik düzenlidir.

Bir X Banach uzay�n�n yeniden biçimlendirilmesiyle elde edilen tüm uzaylar�n ailesi,
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X üstündeki normlar�n N uzay� ile tan�mlanabilir. X süper-yans�mal� iken X üstünde

bir ||| · ||| ∈ N düzgün konveks normu vard�r. Ba³ka bir ‖ · ‖ ∈ N normu ve herhangi

bir λ > 0 için ‖.‖λ = ‖.‖+λ |.| normunun düzgün konveks oldu§undan, düzgün konveks

normlar N içinde bir yo§un küme olu³tururlar.

2.4. Geni³lemeyen Dönü³ümlerin Alt S�n��ar�

Geni³lemeyen dönü³ümlerin çe³itli alt s�n��ar� do§al yollar ile ortaya ç�kar. Bir konveks,

kapal� ve s�n�rl� A ⊂ X kümesi için T : A→ A geni³lemeyen dönü³ümlerinin F ailesi,

‖T‖C[A,X] = sup {‖Tx‖X : x ∈ A}

do§al düzgün normuyla donat�lm�³ A kümesinden X içine sürekli fonksiyonlar�n

C[A,X] uzay�n�n konveks, kapal� ve s�n�rl� alt kümesidir. Büzülme dönü³ümlerinin

F0 ⊂ F ailesi, bu normun üretti§i topolojide F içinde yo§undur. Banach Büzülme

�lkesi göz önüne al�nd�§�nda, A'n�n F0'a göre sabit nokta özelli§ine sahip oldu§u,

ancak F 'ye göre sabit nokta özelli§ine sahip olmad�§� söylenebilir. F 'nin birkaç ilginç

alt s�n�f� daha vard�r.

�zometriler ‖Tx− Ty‖ = ‖x− y‖ ³art�n� sa§layan T : A → A dönü³ümlerdir.

Geni³lemeyen dönü³ümler için sabit nokta teorisinde çok faydal� olan normal yap�

kavram�, asl�nda M.S. Brodskii ve D.P. Milman taraf�ndan 1948'de izometrilerin sabit

noktalar�n� incelemek için kullan�lm�³t�r [29]. Normal yap� ile birlikte A'n�n zay�f

yo§unlu§unun, A'n�n tüm izometrilerinin ortak bir sabit noktas�n�n varl�§�na i³aret

etti§ini ispatlad�lar. B. Maurey [7] ise izometriler için a³a§�daki teoremi verdi.

2.12. Teorem

Bir süper-yans�mal� Banach uzay�n�n A zay�f kompakt konveks alt kümesi izometri

s�n�f�na göre sabit nokta özelli§ine sahiptir.

Ba³ka bir ilginç s�n�f,x 6= y iken ‖Tx− Ty‖ < ‖x− y‖ ³art�n� sa§layan ve büzülen

dönü³üm diye adland�r�lan T : A→ A dönü³ümlerdir. Bir T büzülen dönü³ümünün en

fazla bir sabit noktas� vard�r ve T 'nin sabit noktas� mevcut de§il ve A zay�f kompakt

ise T bir tek minimal kapal� konveks de§i³mez (invaryant) kümeye sahiptir. A zay�f

kompakt ve bir kapal� konveks K ⊂ A için

sup {‖z − x‖ : x ∈ K} < d (K)
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olacak biçimde z ∈ A varsa, A büzülen dönü³ümler için sabit nokta özelli§ine sahiptir.

Bu durumun normal yap�n�n bir de§i³ikli§i oldu§unu gözlemleyebiliriz. Genel olarak,

büzülen dönü³ümler için sabit nokta özelli§ine sahip, ancak F s�n�f�n�n tamam�nda sabit

nokta özelli§ine sahip olmayan konveks kümelerin var olup olmad�§� bilinmemektedir.

B kesin olarak artan konveks b : R+→ R+; b (0) = 0 fonksiyonlar�n�n s�n�f� olmak üzere

b (‖cTx+ (1− c)Ty − T (cx+ (1− c)y)‖) ≤ ‖x− y‖ − ‖Tx− Ty‖

olacak biçimde b ∈ B varsa T : A → A dönü³ümüne B tipindendir denir. B tipi

dönü³ümler geni³lemeyendir, a�n geni³lemeyen dönü³ümler B tipindedir ve B tipi

dönü³ümlerin sabit nokta kümeleri konvekstir. Düzgün konveks uzaylarda herhangi

bir geni³lemeyen T : A→ A dönü³ümü B tipindendir [30].

Düzgün konveks uzaylar�n geni³lemeyen dönü³ümler ile ba§lant�s�, ilk bak�³ta

göründü§ünden daha yak�nd�r. Khamsi [31], bir X Banach uzay� için a³a§�daki

ifadelerin denk oldu§unu göstermi³tir:

(a) X düzgün konvekstir.

(b) d(A) = 1 olan her geni³lemeyen T : A → A dönü³ümü, bir b ∈ B için B tipinden

dönü³ümdür.

Dolay�s�yla bu uzaylarda B tipi dönü³üm s�n�f�, F s�n�f�n�n tamam� ile çak�³�r. Daha

az düzgün uzaylarda konveks olmayan kümeler üstünde tan�ml� ve sabit noktaya

sahip dönü³ümler vard�r ve bu durum herhangi bir b için B tipi olmayan geni³lemeyen

dönü³ümlerin oldu§unu gösterir. B tipi dönü³üm s�n�f�n�n, sabit noktalar�n zay�f

yakla³t�r�lmas�yla ba§lant�l� olarak çok yararl� oldu§u ispatlanm�³t�r.

Sonraki s�n�f da R. Bruck [32] taraf�ndan tan�t�ld�. Herhangi iki x, y ∈ A için t ∈ [0, 1]

iken

ϕx,y (t) = ‖(1− t) (x− y) + t (Tx− Ty)‖

fonksiyonu [0, 1] üstünde artmayan oluyorsa, T : A → A dönü³ümüne s�k�

geni³lemeyendir denir. S�k� geni³lemeyen dönü³üm geni³lemeyen dönü³ümdür, ancak

tersi do§ru de§ildir. H Hilbert uzay�n�n bir alt kümesi A olmak üzere, T : A → A

dönü³ümünün s�k� geni³lemeyen olmas� için gerek ve yeter ³art bir S : A → H

geni³lemeyen dönü³ümü için T = 1
2
(I + S) olmas�d�r. Herhangi bir x ∈ A ve bir
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α ∈ [0, 1) için

z = (1− α)x+ αTz

denkleminin bir tek zα çözümü vard�r ve bu çözüm x ve α'ya ba§l� bir çözüm

oldu§undan, α ∈ [0, 1) iken Fαx = zα olacak biçimde Fα : A → A dönü³ümlerinin bir

ailesini tan�mlayabiliriz. Fα dönü³ümleri s�k� geni³lemeyendir. Ayr�ca, herhangi bir

α ∈ [0, 1) için FixFα sabit nokta kümesi, FixT ile çak�³�r. Bu, s�k� geni³lemeyen

dönü³ümler için sabit nokta özelli§inin F s�n�f�n�n tamam� için sabit nokta özelli§i ile

çak�³t�§�n� gösterir. A'n�n s�n�rl�l�§�ndan

lim
α→1
‖Fαx− TFαx‖ = 0

sa§lan�r. Bu gerçek, güçlü yakla³�m tekniklerini incelemek için kullan�lm�³t�r.
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3. ROTASYONLU GEN��LEMEYEN DÖNÜ�ÜMLER

3.1. Ön Bilgiler

E Banach uzay�n�n bo³ olmayan kapal� konveks bir alt kümesi K ve T : K → K

geni³lemeyen dönü³üm, yani her x, y ∈ K için

‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ (3.1)

olsun. Genel olarak geni³lemeyen dönü³ümlerde sabit noktalar�n varl�§�n� sa§lamak için

hipotezlere uzay�n geometrisiyle ilgili baz� varsay�mlar eklenir [9, 33]. n ≥ 2 tamsay�s�

ve a ∈ [0, 1) verildi§inde her x ∈ K için

‖x− T nx‖ ≤ a ‖x− Tx‖ (3.2)

oluyorsa T : K → K dönü³ümüne (a, n)-rotasyonlu dönü³üm denir. a < n iken

(a, n)-rotasyonlu olan T dönü³ümüne n-rotasyonlu, n ≥ 2 iken n-rotasyonlu olan T

dönü³ümü rotasyonlu diye adland�r�l�r. Büzülme dönü³ümleri rotasyonludur ve

rotasyonlu izometriler de vard�r. Di§er yandan, herhangi bir (a, n) çifti için

(a, n)-rotasyonlu olmayan geni³lemeyen dönü³üm mevcuttur.

Genel durumun tersine, rotasyonlu geni³lemeyen dönü³ümler için sabit nokta özelli§i,

kümenin geometrisine ba§l� de§ildir. S�n�rl� olup olmad�§�na bak�lmaks�z�n, herhangi

bir kapal� konveks A kümesi bu özelli§e sahiptir.

1981 de K.Goebel ve M.Koter a³a§�daki teoremi ispatlam�³lard�r [34]. Bu teoremde

dönü³ümün tan�ml� oldu§u küme üzerinde herhangi bir kompaktl�k varsay�m�na gerek

yoktur ve Banach uzay� için özel geometrik ³artlar da gerekmemektedir.

3.1. Teorem

Bir E Banach uzay�n�n bo³ olmayan kapal� konveks bir alt kümesi K olmak üzere

herhangi bir geni³lemeyen rotasyonlu T : K → K dönü³ümünün bir sabit noktas�

vard�r.

Rotasyon terimi, öklid düzlemindeki tüm dönü³ümlerin bu durumu sa§lamas�ndan

kaynaklan�r. n periyotlu bir T periyodik dönü³ümü için T n = I oldu§undan bu

dönü³üm (0, n)-rotasyonlu, n ≥ 2 için her büzelme dönü³ümü rotasyonludur.
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Rotasyonlu dönü³ümlerinin a³ikar olmayan örneklerini göstermek zordur.Uzun y�llar,

bir Banach uzay�n�n kapal� konveks bir alt kümesinde (0, 2)-rotasyonlu lipchitzyen bir

self-dönü³ümün var olup olmad�§� bilinmiyordu ( [9], s. 180). Böyle durumlara uygun

olarak a³a§�daki örnekler rotasyonluluk olgusunu aç�klar.

Örnek

C[0, 1] standart supremum normu ile [0, 1] üzerinde sürekli reel de§erli fonksiyonlar�n

uzay� ve

K = {x ∈ C[0, 1] : 0 = x(0) ≤ x(t) ≤ x(1) = 1}

olmak üzere x ∈ K, t ∈ [0, 1] iken Tx(t) = t x(t) ile tan�mlanan T : K → K dönü³ümü

geni³lemeyen (hatta büzülen, yani x 6= y iken ‖Tx− Ty‖ < ‖x− y‖ olan) ve sabit

noktas� olmayan dönü³ümdür.Bu dönü³üm Teorem 3.1'in bir sonucu olarak rotasyonlu

de§ildir.

Örnek

K Örnek 3.1'deki gibi tan�mlans�n ve x ∈ K fonksiyonlar�n�n kümesi K1 olsun. n ∈
N, n ≥ 2 ve x ∈ K1 için

Tx(t) =


x

(
n− 1

n
+ t

)
− x

(
n− 1

n

)
, t ∈

[
0,

1

n

]

x

(
t− 1

n

)
+

[
1− x

(
n− 1

n

)]
, t ∈

[
1

n
, 1

]

biçiminde tan�mlanan T : K1 → K1 dönü³ümü geni³lemeyen dönü³ümdür,

T nx(t) = x(t) oldu§undan n-rotasyonludur ve x(t) = t (t ∈ [0, 1]) biçiminde

tan�mlanan x fonksiyonu T 'nin bir sabit noktas�d�r.

(3.2) rotasyonluluk ³art� asl�nda T 'nin geni³lemeyen olmas�ndan ba§�ms�zd�r. Asl�nda

bu ³art çok düzensiz dönü³ümlerle sa§lanabilir.

Her x, y ∈ K için ‖ Tx − Ty ‖≤ k ‖ x − y ‖ ³art�n� sa§layan T : K → K dönü³ümü

k-lip³itzyen diye adland�r�l�r. k > 1 için k-lip³itzyen rotasyonlu dönü³ümleri de

dü³ünebiliriz. Bu durumda rotasyonluluk k'n�n birden biraz daha büyük olmas�yla

sabit noktalar�n varl�§�n� garanti eder (bkz. [9, 35,36]).
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Bir Hilbert uzay�nda bile birim yuvar�n bir self-dönü³ümünün sabit noktas�z ve herhangi

bir ε ∈ (0, 1) için (1 + ε)-lip³itzyen olarak yap�land�r�labildi§ini hat�rlatal�m (bkz. [33],

Örnek 1). Tabii ki bu dönü³üm rotasyonlu de§ildir.

Örnek

K Örnek 3.1'deki gibi tan�mlans�n. k > 1 için

Tx(t) = kmax

{
x(t)−

(
1− 1

k

)
, 0

}

biçiminde tan�mlanan T : K → K dönü³ümü k-lip³itzyendir, ayr�ca
(∑n

j=1 k
1

j−1 , n
)
-

rotasyonludur ve sabit noktas� yoktur. Burada a > 1'dir. 2-rotasyonlu dönü³ümler

için a = 0 olmas� durumlar�ndan ayr� olarak, 0 < a ≤ 1 durumlar�nda hiçbir örnek

bilinmemektedir.

A³a§�daki lemma bu çal�³ma için önemli bir role sahiptir.

3.2. Lemma ( [37])

E Banach uzay�n�n bo³ olmayan kapal� konveks bir alt kümesi K olmak üzere T : K →
K dönü³ümü k-lip³itzyen olsun. A,B ∈ R ve 0 ≤ A < 1, 0 < B olmak üzere herhangi

bir x ∈ K için

‖Tz − z‖ ≤ A‖Tx− x‖ ve ‖z − x‖ ≤ B‖Tx− x‖

olacak biçimde z ∈ K varsa, T dönü³ümünün K içinde bir sabit noktas� vard�r.

3.3. Lemma

x ∈ R+\{1}ve n ≥ 3 için

n−1∑
j=2

jxj−1 =
2x− nxn−1 − x2 + (n− 1)xn

(1− x)2
(3.3)

sa§lan�r.
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�spat

n−1∑
j=2

jxj−1 = 2x+ 3x2 + · · ·+ (n− 1)xn−2

= [x2]′ + [x3]′ + · · ·+ [xn−1]′

=

[
n−1∑
j=2

xj

]′
=

[
x2 − xn

1− x

]′

oldu§undan (3.3) e³itli§i sa§lan�r.

3.2. Ana Sonuç

�imdi Teorem 3.1'in yeni bir temel ve yap�c� ispat�n� verelim. �spat�m�z incelenen

dönü³ümün bir sabit noktas�na yak�nsayan bir dizi bulmaya dayanmaktad�r. Burada

Harpern'in iteratif yöntemle aç�klad�§� �krini kullanaca§�z [38]. Halpern yöntemini,

Hilbert uzay�nda tan�ml� geni³lemeyen dönü³ümün bir sabit noktas�na yak�nsayan

sonsuz dizi olu³turmak için kulland�. Onun �krini farkl� bir ³ekilde ve Banach

uzaylar�nda kullan�yoruz.

�spat (Teorem 3.1'in ispat�)

n = 2 olsun. x0, K içinde herhangi bir nokta olmak üzere

z =
1

2
(T 2x0 + Tx0)

alal�m ve (zp) dizisini

z1 = z ve p = 1, 2, 3, . . . iken zp+1 =
1

2
(T 2zp + Tx0)

biçiminde olu³tural�m. Üçgen e³itsizli§i ile (3.1) ve (3.2) e³itsizliklerini kullanarak

‖z − Tz‖ ≤
(
1

2
+
a

4

)
‖x0 − Tx0‖ (3.4)
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ve

‖z − x0‖ ≤
1

2
(a+ 1)‖x0 − Tx0‖ (3.5)

elde edilir. a < 2 için 1
2
+ a

4
< 1 oldu§undan (3.4) ve (3.5) e³itlikleri ve Lemma 3.2'denK

içinde T dönü³ümünün sabit noktalar�n�n vard�r ve (zp) dizisi T 'nin bir sabit noktas�na

güçlü yak�nsar.

n ≥ 3 olsun. A³a§�da iterasyon ile olu³turulan diziyi göz önüne alal�m. Burada α ∈ (0, 1)

al�nm�³t�r.

x0 = x ∈ K,

x1 = αT nx0 + (1− α)Tx0,

x2 = αT nx0 + (1− α)Tx1,

...

xn−1 = αT nx0 + (1− α)Txn−2.

z = xn−1 olsun. Bu durumda

‖z − Tz‖ = ‖αT nx0 + (1− α)Txn−2 − Tz‖ (3.6)

≤ α
∥∥T n−1x0 − z∥∥+ (1− α) ‖xn−2 − z‖

= α
∥∥T n−1x0 − αT nx0 − (1− α)Txn−2

∥∥+ (1− α)

‖αT nx0 + (1− α)Txn−3 − αT nx0 − (1− α)Txn−2‖

≤ α2 ‖x0 − Tx0‖+ α(1− α)
∥∥T n−2x0 − xn−2∥∥

+ (1− α)2 ‖xn−3 − xn−2‖
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elde edilir. α(1− α) ‖T n−2x0 − xn−2‖ için bir tahmin a³a§�daki gibidir.

α(1− α)
∥∥T n−2 − xn−2∥∥ (3.7)

= α(1− α)
∥∥T n−2x0 − αT nx0 − (1− α)Txn−3

∥∥
= α(1− α)

∥∥α(T n−2x0 − T nx0) + (1− α)(T n−2x0 − Txn−3)
∥∥

≤ α2(1− α)
∥∥x0 − T 2x0

∥∥+ α(1− α)2
∥∥T n−3x0 − xn−3∥∥

= α2(1− α)
∥∥x0 − T 2x0

∥∥
+ α(1− α)2

∥∥T n−3x0 − αT nx0 − (1− α)Txn−4
∥∥

= α2(1− α)
∥∥x0 − T 2x0

∥∥
+ α(1− α)2

∥∥α(T n−3x0 − T nx0) + (1− α)(T n−3x0 − Txn−4)
∥∥

≤ α2(1− α)
∥∥x0 − T 2x0

∥∥+ α2(1− α)2
∥∥x0 − T 3x0

∥∥
+ α(1− α)3

∥∥T n−4x0 − xn−4∥∥
≤ · · ·

≤ α2(1− α)
∥∥x0 − T 2x0

∥∥+ α2(1− α)2
∥∥x0 − T 3x0

∥∥
+ α2(1− α)3

∥∥x0 − T 4x0
∥∥+ · · ·+ α2(1− α)n−2

∥∥x0 − T n−1x0∥∥
(sadece üçgen e³itsizli§ini ve (3.1)'i kullanarak)

≤

[
α2

n−1∑
j=2

j(1− α)j−1
]
‖x0 − Tx0‖
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bulunur. (3.6)'daki bir sonraki ifade için de§erlendirme a³a§�daki gibidir.

(1− α)2 ‖xn−3 − xn−2‖ ≤ (1− α)3 ‖xn−4 − xn−3‖ ≤ · · · (3.8)

≤ (1− α)n−1 ‖x1 − x0‖

= (1− α)n−1 ‖α(T nx0 − x0) + (1− α)(Tx0 − x0)‖

≤ [α(1− α)n−1α + (1− α)n] ‖x0 − Tx0‖ .

(3.6)'y� (3.7) ve (3.8) ile birle³tirerek

‖z − Tz‖ ≤

{
α2 + α2

n−1∑
j=2

j(1− α)j−1 (3.9)

+α(1− α)n−1α + (1− α)n

 ‖x0 − Tx0‖
bulunur. �imdi α = 1

n
al�p Lemma 3.3'yi kullanarak (3.9) yard�m�yla

‖z − Tz‖ ≤

{
1

n2
+

1

n2

n−1∑
j=2

j

(
n− 1

n

)j−1
(3.10)

+
1

n

(
n− 1

n

)n−1
a+

(
n− 1

n

)n}
‖x0 − Tx0‖

=

{
1 +

(a
n
− 1
)(n− 1

n

)n−1}
‖x0 − Tx0‖
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elde edilir. Üstelik,

‖z − x0‖ = ‖α(T nx0 − x0) + (1− α)(Txn−2 − x0)‖ (3.11)

≤ αa ‖x0 − Tx0‖+ (1− α) ‖Txn−2 − x0‖

≤ αa ‖x0 − Tx0‖+ (1− α)[‖Txn−2 − T nx0‖+ ‖T nx0 − x0‖]

≤ a ‖x0 − Tx0‖+ (1− α)
∥∥xn−2 − T n−1x0∥∥

= a ‖x0 − Tx0‖

+ (1− α)
∥∥α(T nx0 − T n−1x0) + (1− α)(Txn−3 − T n−1x0)

∥∥
≤ a ‖x0 − Tx0‖+ α(1− α) ‖x0 − Tx0‖

+ (1− α)2
∥∥xn−3 − T n−2x0∥∥

≤ a ‖x0 − Tx0‖+ α(1− α) ‖x0 − Tx0‖

+ α(1− α)2
∥∥x0 − T 2x0

∥∥+ α(1− α)3
∥∥x0 − T 3x0

∥∥+ · · ·
+ α(1− α)n−2

∥∥x0 − T n−2x0∥∥+ (1− α)n−1 ‖x0 − Tx0‖

(sadece üçgen e³itsizli§ini ve (3.1)'i kullanarak)

≤
{
a+ α(1− α) + 2α(1− α)2 + · · ·

+(n− 2)α(1− α)n−2 + (1− α)n−1
}
‖x0 − Tx0‖

≤ {n+ 1 + 2 + · · ·+ (n− 2) + 1} ‖x0 − Tx0‖

=
1

2
(n2 + n+ 2) ‖x0 − Tx0‖
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bulunur.

a < n için
(a
n
− 1
)(n− 1

n

)n−1
< 1

oldu§undan (3.10) ve (3.11) e³itsizlikleri ile Lemma 3.2, K içinde T dönü³ümünün sabit

noktalar�n�n varl�§�n� garanti eder.

Not

Bir önceki ispattan p ∈ N için

z1(x) = xn−1(x), z2(x) = xn−1(z1(x)), . . . , zp+1(x) = xn−1(zp(x))

iterasyon i³lemi ile üretilen (zp) dizisi T 'nin bir sabit noktas�na düzgün yak�nsar. Ayr�ca,

R(x) = lim
p→∞

zp(x) (3.12)

biçiminde tan�mlanan R : K → K dönü³ümü T dönü³ümünün sabit noktalar kümesi

üzerine K'nin bir geni³lemeyen çekmesidir. (Hat�rlatma: r : K → F sürekli dönü³üm

olmak üzere her x ∈ F için r(x) = x oluyorsa r'ye çekme denir.)

�spat

x0 ∈ K ve 0 < α < 1 iken

Tαx0 = (1− α)Txn−2 + αT nx0

biçiminde tan�mlanan Tα : K → K dönü³ümü geni³lemeyendir. Gerçekten, herhangi
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x0,y0 ∈ K için

‖Tαx0 − Tαy0‖ = ‖(1− α)Txn−2 + αT nx0 − (1− α)Tyn−2 − αT ny0‖

≤ (1− α) ‖Txn−2 − Tyn−2‖+ α ‖T nx0 − T ny0‖

≤ (1− α) ‖xn−2 − yn−2‖+ α ‖x0 − y0‖

= (1− α) ‖(1− α)Txn−3 + αT nx0−

(1− α)Tyn−3 − αT ny0‖+ α ‖x0 − y0‖

≤ (1− α)[(1− α) ‖xn−3 − yn−3‖+ α ‖x0 − y0‖] + α ‖x0 − y0‖

≤ (1− α)2 ‖xn−3 − yn−3‖+ [(1− α)α + α] ‖x0 − y0‖ ≤ · · ·

≤ (1− α)n−1 ‖x0 − y0‖

+ [(1− α)n−2 + (1− α)n−3 + · · ·+ (1− α) + 1]α ‖x0 − y0‖

=

{
(1− α)n−1 + 1

α
[1− (1− α)n−1]α

}
‖x0 − y0‖

= ‖x0 − y0‖

sa§lan�r. Rutin hesaplamalarla T 'nin bir sabit noktas�n�n Tα'n�n bir sabit noktas�

oldu§u görülür.

�imdi x0, y0 ∈ K için k ∈ N iken zk+1 = Tαzk ve z∗k+1 = Tαz
∗
k biçiminde olu³turulan

x0 −→ z1 −→ z2 −→ · · · −→ z ve

y0 −→ z∗1 −→ z∗2 −→ · · · −→ z∗
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dizilerini ele alal�m. Tα geni³lemeyen dönü³üm oldu§undan

∥∥zk+1 − z∗k+1

∥∥ = ‖Tαzk − T ∗αzk‖ ≤ ‖zk − z∗k‖

olur, böylece artmayan ve s�n�rl� (‖zk − z∗k‖) dizisi yak�nsakt�r.

lim
k→∞
‖zk − z∗k‖ = ‖z − z∗‖

olsun. Normun süreklili§inden ve ‖z − z∗‖ ≤ ‖x0 − y0‖ olmas�ndan

‖Rx0 −Ry0‖ = ‖z − z∗‖ ≤ ‖x0 − y0‖

sa§lan�r ve böylece ispat tamamlan�r.

Not

Bir önceki iterasyon i³lemleri ve modi�kasyonu n ≥ 3 iken n-rotasyonlu k-lip³itzyen

dönü³ümlerin sabit noktalar�n�n ispatlar� için uygulanabilir [35]. Burada elde edilen

sonuçlar ³imdiye kadar bilinenlerden daha iyi sonuçlard�r [39].
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4. SONUÇ

Geni³lemeyen dönü³ümlerin sabit nokta özelli§ini sa§lamak için uzay�n geometrisiyle

ilgili baz� varsay�mlar eklenir. Ba³ka bir yöntem ise dönü³ümün kendisine baz� ek

k�s�tlamalar getirmektir. Bunlardan biri de rotasyonluluktur. Bu özellik, geni³lemeyen

dönü³ümler için oldukça do§al görünmektedir. Ayr�ca, k say�s� 1'den biraz daha

büyük oldu§unda bu özellik k-lip³itzyen dönü³ümlerin sabit noktalar�n varl�§�n�

garanti eder. Konu ile ilgili çal�³malarda, sadece bu tür dönü³ümlerle ilgili mevcut

bilgi sunulmaz, ayn� zamanda birkaç ilginç aç�k problem de ortaya ç�kar. S�k�

lip³itzyen dönü³üm kavram�, s�k� geni³lemeyen dönü³ümlerin bir uyarlamas�d�r.

Çal�³mam�zda, s�k� lip³itzyen dönü³ümlerin belirli özellikleri ve asimptotik

davran�³lar� ile ilgili baz� sonuçlar sunulmu³tur. Ayr�ca, sonsuz boyutlu bir Banach

uzay�nda birim yuvar�n kendi birim küresine örten olan lip³itzyen k�s�tlamas�n�n

varl�§�, pozitif minimum yer de§i³tirmeli kompakt olmayan bir kümenin bir lip³itzyen

kendine dönü³ümünün varl�§� gibi baz� sonuçlardan bahsedilmi³tir.
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