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OZET

Genel olarak geniglemeyen doniigiimler icin sabit noktalarin varligim saglamak igin
hipotezlere uzaym geometrisiyle ilgili bazi varsayimlar eklenir. Ancak 1981°de K.
Goebel and M. Koter, bir Banach uzayinin bog olmayan kapali konveks bir alt kiimesi
iizerinde herhangi bir kompakthik varsayiminin ve Banach uzayinda 6zel geometrik
sartlarin gerekli olmadigina dair bir sonug elde etmistir. Bu sonuctan yola cikarak
olugturulan bu caligmada, Banach uzaylarinda rotasyonlu geniglemeyen déniigiimlerin
sabit noktalar1 lizerine bazi sonuclar verilmistir. Banach uzaylarinda rotasyonluluk
sartimin, zayif kompakthk veya bagka bir 0Ozel geometrik yapir olmasa bile
genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin varligini garanti ettigine dair temel bir
ispat sunulmustur. Bu ispat, arastirma konusu olan doniisiimiin sabit noktasina
yakinsayan bir dizi olugturmaya dayanir.
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ABSTRACT

In general, some assumptions about the geometry of space are added to the hypotheses
to ensure the existence of fixed points for nonexpansive mappings. However, in 1981
K. Goebel and M. Koter obtained the conclusion that no assumptions of compactness
on a closed convex subset of a Banach space and special geometric conditions are not
required in the Banach space. In this study, which is created based on this result, some
results are given on the fixed points of the rotational nonexpansive mappings in Banach
spaces. A fundamental proof is presented that the requirement of rotation in Banach
spaces guarantees the existence of fixed points of nonexpansive mappings, even if there
is no weak compactness or other special geometrical structure. This proof is based on
constructing a sequence that converges to the fixed point of the mapping that is the
subject of research.
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1. GIRIS

Metrik uzaylar iistiinde tamimlanan ve nokta ciftlerinin arasindaki mesafeye gore
bunlarin goriintiileri arasindaki mesafeleri artirmayan doniisiime genislemeyen
déntsim denir. Dolayisiyla bu kavrami tanimlamak icin gereken tek sey soyut bir
metrik uzaydir. Burada daha ilging sonucglar ozellikle kapali yuvarlarin kompakt
olmasini saglayan bazi topoloji kavramlarina ihtiya¢ duyuldugunu gosterir. Ancak bu
ciddi bir smirlama degildir, clinkii fonksiyonel analizde dogal olarak ortaya cikan
birgok uzay bu tiir topolojilere sahiptir; en 6nemlisi Banach uzaylarindaki zayif ve

zayif* topolojilerdir.

Bu calhsmada sabit noktalarin varhg konusuna odaklanarak, genislemeyen
doniisiimlerin klasik teorisine genel bir bakis sunulmaktadir. Teoride genislemeyen
doniigiimler icin sabit nokta teorisinin kayda deger bir aragtirma yolu olarak

taninmasinin en ¢ok bilinen sonucu 1965 tarihli yayindir.
Teorem

X diizgiin konveks Banach uzayinin bir sinirhi kapali ve konveks alt kiimesi K olmak
tizere T : K — K geniglemeyen doniigiim (yani her z,y € K igin ||T'(z) — T(y)|| <
||z — y||) ise T bir sabit noktaya sahiptir.

Yukarida verilen teorem birbirinden bagimsiz olarak F. Bowder [1] ve D. Gohde [2]
tarafindan, daha genel bir formda W.Kirk [3]| tarafindan ispatlanmigtir. Browder [4],
daha once, bu sonucun Hilbert uzay versiyonunu, bir Hilbert uzayindaki bir T
doniigiimiiniin, ancak ve ancak [ — T doniiglimiiniin monoton olmasi durumunda
geniglemeyecegi gercegini gostermigtir. Gohde’nin ispat1 diizgiin konveks uzaylara
ozgii ozelliklere dayanirken; Browder ve Kirk, aslinda daha genel bir sonug veren ayni
argiimani kullandi. Sonug olarak, Géhde’nin ispati, sabit noktalarin, "yaklagik" sabit
nokta dizilerinin zayif siirlar1 olarak elde edilebilecegini ortaya koymaktadir. Bu
caligmaya dahil edilen ispatlar, teorideki cesitli standart yontemleri gostermek icin

se¢ilmigtir.






2. KLASIK VARLIK SONUCLARI
2.1. Genel Bakig

Once bir Banach uzay1 iistiinde genislemeyen déniisiimlerin bir calismasini, daha sonra
teorinin yalmizca metrik yonlerini ele alalim. X bir Banach uzaymin alt kiimesi ve

A C X olmak iizere her z,y € A icin

1T(z) =Tl < llz =yl
sartini saglayan bir T': A — X doniisiimii genislemeyen dondsim diye adlandirilir.

Geniglemeyen doniigiimler icin sabit noktalarin varliginin incelenmesi genellikle {ic
kategoriye ayrilir. Bog olmayan smirhh kapali konveks alt kiimelerinin her biri,
geniglemeyen 06z-doniigiimler icin sabit nokta Ozelligine sahipse, Banach uzayimnin
"sabit nokta Ozelligi"ne sahip oldugu, zayif kompakt konveks alt kiimelerinin her
birinin sabit nokta &zelligine sahip olmasi durumunda Banach uzayinin "zayif
kompakt sabit nokta o6zelligi"ne sahip oldugu ve kapall birim yuvarmin (dolayisiyla
herhangi bir yuvarmin) sabit nokta Ozelligine sahip olmasi durumunda Banach

uzayinin "yuvar sabit nokta 0zelligi"ne sahip oldugu soylenebilir.

Bu son kategori 6ncelikle, birim yuvarin herhangi bir 6ndualine gore zayif* topolojisinde
her zaman kompakt oldugu dual uzaylarla ilgilidir ve bu durumlarda sabit nokta 6zelligi
her zaman kapali yuvarlarin kesisimleri olan kiimelere genisler. Klasik yansimayan uzay
olan ¢; uzay1 yuvar sabit nokta dzelligine sahip olan, ancak sabit nokta 6zelligine sahip
olmayan Banach uzay1 6rnegidir (Karlovitz [5], Lim [6]). Ayrica, ¢y Banach uzay: zayif
kompakt sabit nokta 6zelligine sahip olmasina ragmen sabit nokta 6zelligine ve yuvar

sabit nokta ozelligine sahip degildir (Maurey [7]).

Teorideki temel amaglardan birinin sabit nokta 6zelligine sahip olan Banach uzaylarini
tam olarak karakterize etmek olmasi dogaldir. Ancak bu amag hala belirsizdir. Esasen
tiim klasik yansimali uzaylarin - 6zellikle tiim diizgiin konveks uzaylarin - normal yap1
ad1 verilen bir geometrik 6zelligin varhig1 sayesinde sabit nokta ozelligine, dolayisiyla
zaylf kompakt sabit nokta ozelligine sahip oldugu bilinmektedir. Bir X Banach uzayi,
daha genel olarak X’in bir kapali konveks alt kiimesi icin K’'nin birden daha fazla
elemana sahip herhangi bir L simirli konveks alt kiimesi ¢cap noktasi olmayan bir nokta

iceriyorsa, yani

sup{||zg — x| : x € L} < d(K) :=sup{||z —y|| : z,y € L}



olacak bigimde bir xg € L varsa K’'ya (X’e) normal yapiidir denir. A C X igin
d(A) = sup {[lu —v[| : u,v € A},
ro (A) = sup {[lz — o] : v € A},

r(A)=inf{r, (A):xz € A}

olsun. X yansimali ve A sinirl kapali konveks ise, X icindeki kapali yuvarlarin zayif
kompakthgindan dolay:

CA)={z€A:r,(A)=r(A)}

kiimesi A'nin bos olmayan kapal konveks alt kiimesidir. Sirasiyla 7 (A) sayisina ve

C (A) kiimesine A kiimesinin Chebyshev yarigapr ve Chebyshev merkezi denir.

K’nin zayif kompaktligi yeterli olsa da, yansimali uzaylar icin agagidaki teoremi ifade
edelim.

2.1. Teorem

X bir yansimal Banach uzay1 ve X’in bir sinirh kapal konveks K alt kiimesi normal
yapili ise herhangi bir genislemeyen 7" : K — K doniigiimiiniin sabit noktas1 vardir.

Ayrica, X normal yapili ise X sabit nokta 6zelligine sahiptir.

fspat

A={0+# AC K : Akapah ve konveks, T (A) C A}

olsun. A’nin kiimeleri zayif kompakt oldugundan A igindeki her azalan zincirin bir alt
siirt (iiyelerinin kesigimi) vardir. Dolayisiyla Zorn Lemmasindan A’nin bir minimal A,

eleman1 vardir. Diger yandan,

T (Ao) C Ag = T (konv (T (Ap))) C T (Ag) C konv (T (Ay))



oldugundan konv (T (4)) € A ve Ay'mm minimal olmasindan konv (T (Ap)) = Ag
bulunur. u € C(Ap) olsun. Bu durumda r, (Ag) = r(Ap) olur. Her v € Ay igin
1T (w) =T ()] < |lu—2v| < r(Ap) oldugundan T (Ays) C B(T (u),r(Ag)) ve
buradan

Ay = konv (T (Ag)) C B(T (u),r (Ag))

bulunur. Béylece ry, (Ag) = 7 (Ap) oldugundan 7' (u) € C(Ag) olur. Ay kiimesinin
minimal olmasindan C(Ag) = Ao saglanir. d(Ay) < r(Ap) ve K normal yapih

oldugundan Ag kiimesi T déniigiimiiniin sabit noktasi olan bir tek elemana sahiptir.

Sabit nokta Ozelligine sahip uzaylarin belirlenmesindeki en biiyiik engel, sabit nokta
0zelliginin denk normlar altinda kararh olup olmadiginin bilinmemesidir. Bagka engeller
de vardir. Bir Banach uzaymin K smirh kapali konveks alt kiimesi i¢in sabit nokta
ozelliginin uzayin veya K kiimesinin ‘iyi’ geometrik oOzelliklerine giiclii olarak bagh
oldugu neredeyse en bagindan beri biliniyordu. Ancak, X Banach uzayinin sabit nokta
ozelligine sahip iki kapali konveks K; ve K alt kiimelerinin K; N K kesigimleri sabit
nokta ozelligine sahip olmayabilir. Goebel and Kuczumow [8] ¢; uzaymin bog olmayan
siirh kapal konveks alt kiimelerinin bir (/K,,) azalan dizisini n tek iken sabit nokta
ozelligine sahip, n ¢ift iken sabit nokta 6zelligine sahip olmayan kiimelerle yapilandirip
MK, kiimesinin bog olmadigini ve her iki kategoriye de girmedigini gosterdi. ¢1uzayi,
bagka bir ilgin¢ 6rnek icin ortam saglar. ¢; uzay1 icinde her biri sabit nokta 6zelligine
sahip olan, ancak ¢ — 0 iken Hausdorff metrigine gore sabit nokta ozelligine sahip
olmayan bir smirh kapal konveks K kiimesine yakimnsayan bir {K.} (¢ > 0) ailesi

olugturmak miimkiindiir ( [9], Ornek 5.3).

Yansimali uzaylarda bile sabit nokta 0Ozelligi i¢in normal yapimin gerekli olmadig
bilinmektedir. € > 0 iken

Xe=A{z e by ). = max{[|z]l, , e [l }}

bi¢iminde tamimlanan X, uzay: bunun bir 6rnegidir. Bu uzay icin asagidakiler saglanir:
(i) X. yansimalidir (¢ Hilbert uzay1 ile egyapili (izomorf) oldugundan)

(ii) X. normal yapilidir < ¢ < v/2.

(iii) X, asimptotik normal yapihdir & ¢ < 2.



Asimptotik normal yapr1 kavrami Baillon ve Schoneberg tarafindan 1981 yilinda
tanimlandi. Bir Banach X uzayimnin her bos olmayan sinirhh kapal konveks ve birden

fazla nokta iceren K alt kiimesi i¢in (x,) C K ve ||z, — 2,41]| = 0 iken
liggf |zn — 2| < d(K)

olacak bicimde x € K varsa, X'e asimptotik normal yapilidir denir.
Baillon and Schoneberg [10]’de asagidaki teoremi ispatladi.

2.2. Teorem

Yansimali Banach uzay1 asimptotik normal yapih ise sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Ayni makalede, Xy'nin aslinda sabit nokta o&zelligine sahip oldugunu, bu sebeple
asimptotik normal yapimin sabit nokta Ozelligi icin gerekli bir sart olmadigim
ispatladilar. 1985’te P. K. Lin, her € > 0 i¢in X. uzayinin sabit nokta 6zelligine sahip
oldugunu ispatlad: [11].

1971’de Day, James ve Swaminathan [12| tarafindan her ayrilabilir uzayin normal yapili
denk normunun mevcut oldugu gosterildi (ayrica bkz. van Dulst [13]). O halde, her

ayrilabilir yansimali uzayin sabit nokta 0zelligine sahip bir denk normu vardir.

Sabit nokta ozelligi icin yansimaliligin gerekli olup olmadigi sorusu acik kalsa da,
olabilecegine dair ikna edici kanit vardir. Ilk olarak, klasik yansimasiz uzaylar olan ¢,
ve (1 i¢inde baz sinirli kapal konveks kiimelerin sabit nokta ozelligine sahip olmadigi
bilinmektedir. Ayrica, Bessaga ve Pelczynski, X’in herhangi bir sartsiz tabanh
Banach uzay1 olmas1 durumunda, X’in yansimali olmasi icin ¢y veya ¢; ile egyapil
olan bir alt uzay: icermesinin gerekip yettigini gostermistir. Bu yiizden, tiim klasik
yansimaslz uzaylar, sabit nokta Ozelligine sahip olamayacak sekilde yeniden
bicimlendirilebilir.

Yukarida belirtildigi gibi ¢; (dolayisiyla L) sabit nokta ozelligine sahip degildir.
Bununla birlikte, 1981’de Alspach [14] ¢ok daha fazlasini, yani L;’in zayif kompakt
sabit nokta Ozelligine sahip olmadigini ispatladi. Ayni zamanda, Maurey [7], L,’in
tiim yansimal alt uzaylarinin sabit nokta o6zelligine (dolayisiyla zayif kompakt sabit
nokta ozelligine) sahip oldugunu ispatladi. Dowling, Lennard ve Turret (1993), L;’in
yvansimasiz  alt  uzaylarimin  sabit  nokta = Ozelligine  sahip  olmadigim

gostermigtir.Boylece, Li’in bir alt uzaymin sabit nokta o6zelligine sahip olmasi i¢in



gerek ve yeter gart o alt uzayin yansimali olmasidir.
2.2. Goebel-Karlovitz Lemmasi

Teorem 2.1'in ispatindaki strateji, minimum bog olmayan kapali konveks T-degismez
kiime elde etmek icin Zorn Lemmasinin zayif kompaktlik ile birlikte kullanilmasiydi.
Sonrasinda bu minimal kiimenin pozitif capinin olmasi, uzaymn normal yapih
olmasiyla bir celiski elde etmek icin kullanildi. Boyle bir yaklasim standarttir. Ote

yandan, Teorem 2.2’in ispat1 bu yaklagimin iyilegtirilmesini gerektirir.

Herhangi bir 7' : K — K doniigiimii altinda degigmez olmasi bakimindan bir Banach
uzaymin minimal olan herhangi bir bog olmayan kapali konveks K kiimesi ic¢in
konv(T(K)) = K saglamir. Bunun, T ddniigiimiiniin 6zellikleriyle ilgisi yoktur.
Bununla birlikte, 7' geniglemeyen ve K sinirliysa, o zaman daha fazlasi sdylenebilir.

[lki, Teorem 2.1’in ispatindaki énemli gézlemdir.
2.3. Lemma

K’nin her bir noktas1 bir ¢ap noktasidir, bagka bir deyisle her z € K igin d(K) =
sup{||z —y| : y € K} saglanir.

K smirh kapal konveks kiime, z € K ve T': K — K geniglemeyen doniigiim olsun.

Herhangi bir t € (0,1) i¢in 73 (z) = (1 — t) 2+tT (z) bi¢iminde tanimlanan 7} : K — K

doniisiimii tek x; sabit noktasina sahip biiziilme doniisiimiidiir.
lim ||z; — T (z;)]| = lim (1 —¢) ||z =T (z)|| =0

t—1- t—1—

oldugundan agsagidaki lemmay1 verebiliriz.

2.4. Lemma

Bir Banach uzayinin sinirh kapali konveks bir alt kiimesi K ve T': K — K genislemeyen

doniigiim ise, lim,, oo |2, — T (z,,)]| = 0 olacak bi¢imde bir (z,) C K dizisi vardir.

Bu lemma bizi, 6nceki lemma ile baglantili olarak, geniglemeyen doniigiimler igin sabit
nokta sonuclarini normal yapili uzaylarin Gtesine genigletmede son derece yararh
oldugu ispatlanan temel bir gercege ulagtirir. Bu gercek, Goebel [15] ve Karlovitz [16]

tarafindan bagimsiz olarak aynmi zamanda kegfedilmistir ve Teorem 2.2'nin ispati i¢in



cok Oonemlidir.
2.5. Lemma

(Goebel-Karlovitz) X Banach uzaymin bog olmayan, zayif kompakt, konveks ve baz
T geniglemeyen doniisiimler i¢cin T-degigsmez olan bir K alt kiimesi minimal degismez
ve bir (z,) C K i¢in lim, o ||z — T (2,)|| = 0 ise her z € K icin
d(K) = lim,_, ||z — 2, || saglanir.

fspat

d(K) > 0 ise K'nin ¢ap noktast yoktur. lim, o ||z, — T(x,)|| = 0 ve bir z € K igin
lim,, o0 ||z — || = 7 < d(K) olacak bi¢imde bir (z,) C K dizisi var oldugunu kabul
edelim.

C= {z € K :limsup ||z — z,]| < 7"}

n—oo

bigiminde verilen C' kiimesi konvekstir ve (u;) C C ve lim; o u; = u alindiginda her

i=1,2,... icin

limsup ||u — x,|| < limsup ||u — ;|| + limsup ||u; — x| < |Ju—wl| +7
n—00 n—00 n—o0

oldugundan i — oo iken limsup [|u —z,[ < r olur. Bu durumda u € C, yani C
n—oo

kapalidir. Ayrica u € K iken

lim sup [|T(u) — @[] < limsup([|T(w) = T(@n)[| + |7 (2n) — znll]

n—o0 n—o0

<limsup [|T(u) — T(z,)||

n—o0

<limsup ||u — z,|| < r
n—oo

oldugundan 7T : C' — C doniigiim olur. Zayif kompakt bir kiimenin herhangi bir kapah
kompleks altkiimesi de zayif kompakt oldugundan, K’nin minimal olmasindan C' = K
sonucuna varithr. Bununla birlikte d(K) > 0 ve bir ¢ > 0 igin r + ¢ < d(K) ise
{B(z,r +¢) : © € K} ailesi sonlu kesigim 0zelligine sahiptir, ¢iinkii her bir yuvar

(x,,) dizisinin sonlu sayida terimleri diginda kalanlari igerir. Bu yuvarlar zayif kompakt



oldugundan
Neex Bz, 7 +¢) # ()

saglanir ve boylece r(K) < r +¢ < d(K) olur. Ancak bu durum, K’'nin herhangi bir

¢ap noktasina sahip olmamasi gergegiyle celigir.

Goebel-Karlovitz Lemmasi, hem Lemma 2.5’te formiile edildigi gibi hem de
ultraproducts dilinde [17] belirtildigi gibi geniglemeyen doniigiimler i¢in sabit nokta
teorisi calismasinda kapsamli bir gekilde uygulanmigtir. Daha yeni uygulamalardan
biri, A. Jiménez-Melado ve E. Lloréns-Fuster'in [18]’de diizgiin konveksligin
genellegtirilmesiyle baglantili olarak ortogonal konvekslik adi verilen kavramini
tanitmasiyla, Goebel-Karlovitz Lemmasini ortogonal konveks uzaylarin zayif kompakt
konveks alt kiimelerinin zayif kompakt sabit nokta Ozelligine sahip oldugunu

ispatlamak icin kullanmasidir.

Ortogonal konvekslik su sekilde tanimlanir: X Banach uzayinin x, y noktalari ve A > 0

i¢in

My(z,y) = { & X max((lz — ] [z - yl) < 2@+ N e - yu},

N —

X’in bir A smurh alt kiimesi igin |A| = sup{||z|| : * € A} ve X i¢inde bir (z,) smirh
dizisi ile A > 0 i¢in

A((xy,)) = lim sup (hm sup ||z; — x]H) ve
i—00 j—oo

Ax((z,)) = lim sup (hm sup | M) (v, xj)!)
i—00 j—00
olsun.

2.6. Tanim

X Banach uzay1 icinde sifira zayif yakinsayan ve A((z,)) > 0 sartini saglayan her
(x,) dizisi i¢in Ay ((z,)) < A((z,)) olacak bigimde A > 0 sayisi varsa X’e ortogonal
konvekstir denir.
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Genelde, bir uzaymm ortogonal konveks olup olmadigini test etmek zordur, ancak [19]’de
her diizgiin konveks Banach uzayinin ortogonal konveks oldugu belirtilmigtir. Schauder
tabana sahip uzaylar icin durum daha dogal olarak ortaya ¢ikar. ¢1, c¢q ve ¢ uzaylar

ortogonal konvekstir.
2.7. Teorem

X Banach uzayinin bosg olmayan, zayif kompakt ve konveks bir K alt kiimesi ortogonal

konveks ise her T': K — K geniglemeyen doniigiimiiniin bir sabit noktas1 vardir.

Bu teoremin ispatinda o6nce Zorn Lemmasi kullanihir ve K’nin bos olmama ve
T-degismez  olmasi  bakimindan  minimal  oldugunu  varsayilir. Sonra
lim,, o ||z — T(2,)]] = 0 sartmi saglayan (x,) C K dizisinin zayif yakinsak bir alt
dizisine gecilir. Ustelik (bir kayma ile) (z,) dizisinin 0 € K elemanma zayif
vakinsadigr varsayilabilir. Bu durumda strateji, d(K) > 0 ise K’nin ortogonal

konveks olamayacagini gostermektir. Bunu basarmak icin birkac adim gerekir.
2.3. Diizgiin Lipsitzyen Doniistimler

Diizgiin lipgitzyen doniigiimlerin sinifi Goebel ve Kirk tarafindan 1973’de tanitildi [20].

Bu sinif, geniglemeyen doniisiimler ailesinin dogal bir uzantisin1 olusturur.

(X, d) metrik uzay olmak iizere her x,y € X i¢in bir 7' : X — X doniigiimii igin
d(Tx,Ty) < kd (z,y)

olacak bigimde k& > 0 sayis1 varsa, T' doniigiimiine lipgitzyendir (veya Lipgitz sartins
saglar, Lipsitz dondigimi) denir. T' doniigiimii igin Lipsitz sartim saglayan en kiiciik
k sayisina T’nin Lipgitz sabiti denir ve bu say1 k(T) ile gosterilir. Herhangi iki 7', S :
X — X Lipsitz doniisiimii icin

k(ToS)<k(T)k(S)

ve Ozel olarak her n € N igin k (T") < k™ (T') saglanir. Geniglemeyen bir 7" dontigiimii
icin £ (7') < 1 oldugundan her n € N i¢in 7" déniigiimii de geniglemeyendir.
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X iistiinde iki metrik d ve p olmak iizere iki @ > 0,0 > 0 sayis1 ve her x,y € X i¢in

ap(z,y) < d(z,y) < bp(r,y)

oluyorsa, d ve p metriklerine denk metrikler denir. d ve p denk metrikler ise, herhangi

bir d-lipsitzyen doniisiim p-lipsitzyendir. Ayrica kq (1) ve k, (1) Lipsitz sabitleri i¢in

kp (T) < ka (T) <

SHE

6 kp (T)

saglanir. T' p-geniglemeyen doniisiim, yani k, (T") < 1 ise

. b
sup {kq (T") :n=0,1,2,...} < - < 400

a

saglanir. Bu durum bizi agagidaki tanima gotiiriir.
2.8. Tanim
T : X — X doniisiim olmak {izere, bir k£ > 0 sabiti ve her z,y € X, n € N i¢in
d(T"z,T"y) < kd (z,y)
oluyorsa 1" doniisiimiine dizgin lipsitzyendir denir.
Bagka bir deyisle, diizgiin lipsitzyen doniigiimler i¢in n € N iken ky (T") < k saglanir.
k sayis1 bagtan verildiginde T doniigiimiine dizgin k-lipsitzyendir denir. Diizgiin
lipsitzyen bir déniigiim
p(z,y) =sup{d (I"z,T"y) : n € N}
bi¢iminde tanimlanan bir p denk metrigini iiretir. Bu denk metrige gore 1" genislemeyen
dontigiimdiir. Boylece (X, d) metrik uzay: iistiinde diizgiin lipsitzyen doniigiimler, d

metrigine en az biri denk olan metrige gore geniglemeyen déniigiimler olarak tamamen

karakterize edilebilir.

Ozel olarak, tiim periyodik lipsitzyen déniisiimler diizgiin lipsitzyendir. Ayrica, X’in
bir lipsitzyen kisitlamasi K ve S : X — K doniigiimii k(S) = k olacak bigimde bir

lipsitzyen kisitlama doniigiimii ise, herhangi bir geniglemeyen T : K — K doniigiimiiniin
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T = T o S bi¢iminde verilen ve k (T”) =k (T" 0 S) < k sartin saglayan T:X > X

diizgiin lipsitzyen geniglemesi vardir.

Diizgiin lipsitzyen doniisiimler icin ilk sabit nokta sonuclarimizi belirtmek icin baz

temel gercekleri hatirlatalim. Bir X Banach uzaymnin konvekslik modili

r+y

Sy () = inf{l .

H el < 1l < 1, eyl > }

bi¢iminde tamimlanan dx : [0,2] — [0, 1] fonksiyonudur. X’in konvvekslik karakteristigi
g0 (X) =sup{e: 0x (¢) = 0} sayisidir. g9 (X) = 0 olursa, X uzaywna dizgiin konvekstir
denir. Diizgiin konveks uzaylar ve €9 (X) < 1 sartini saglayan tiim uzaylar normal

yapilidir. g9 (X)) < 2 sartin1 saglayan tiim uzaylar ise siiper-yansimalidir.

Bicimsel olmayan tanim olarak, bir siiper-yansimali X Banach uzay1 gu 6zellige sahiptir:
Keyfi bir Y Banach uzay1 verildiginde, Y’nin tiim sonlu boyutlu alt uzaylar1 X icinde bir
yerde oturan ¢ok benzer bir kopyaya sahipse, o zaman Y yansimali olmak zorundadir.
Bu tanima gore, X uzayinin kendisi de yansimali olmak zorundadir. Temel bir 6rnek
olarak, iki boyutlu alt uzaylar1 X = /y’nin alt uzaylarina izometrik olan her Y Banach
uzay1 paralelkenar kuralini saglar, dolayisiyla Y bir Hilbert uzayidir, bu nedenle Y

yansimalidir; yani /5 siiper-yansimalidir.

Bicimsel tanim, izometrileri degil, hemen hemen izometrileri kullanir. X ve Y Banach

uzaylari olmak iizere, Y'nin her Y; sonlu boyutlu alt uzay:1 ve her her ¢ > 0 i¢in X’in
d(Xo,Yo) = inf{||T|| |T7|| : T : Xo — Yp lineer izomorfizm} < 1+ ¢

olacak bicimde X, alt uzay: varsa, Y Banach uzay1 X Banach uzay icinde sonlu temsil
edilebilir denir. /5 i¢inde sonlu temsil edilebilir bir Banach uzay1 Hilbert uzayidir. Her
Banach uzay1 ¢ iginde sonlu temsil edilebilirdir. L,([0, 1]) uzay1 ¢, iginde sonlu temsil
edilebilirdir. X Banach uzay: icinde sonlu temsil edilebilir tiim Y Banach uzaylarn
yvansimali ise, bagka bir deyisle X icinde sonlu temsil edilebilir olan hi¢ bir yansimal

olmayan Y uzay1 yoksa X'e siiper-yansimalidir denir.
Diizgiin lipsitzyen doniigiimler i¢in ilk sabit nokta sonucu [20]'de verildi.
2.9. Teorem

Bir X diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan kapali, sinirli ve konveks alt
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kiimesi K olmak iizere,
kE(1—6x (k) <1

sartim1 saglayan bir diizgiin k-lipsitzyen T : K — K doniigiimiiniin K icinde sabit

noktast vardir.

Bu teorem, asimptotik merkez teknigi diye adlandirilan yontemle elde edilmistir. Bu

teknik ayni zamanda ey (X) < 1 gsartim saglayan uzaylara da genigletilebilir.

Genel bir metrik uzayda ifade edilen bu yondeki ufuk acici sonug, 1975’te E. A. Lifschitz
tarafindan elde edilmigtir [21].

Bir (X, d) tam metrik uzay igindeki ¢ > 1 sayis1 igin agagidaki sart1 saglayan yuvarlara

c-diizenlidir denir:

Herhangi bir k < cigin z,y € X ve € > 0 iken d (z,y) > (1 —a)e ve B(x,(1+a)e)N
B (y,k (1 + a)¢e) kiimesi be yarigaph bir kapali yuvar iginde olacak bi¢imde a,b € (0, 1)

vardir.

Herhangi bir metrik uzay i¢inde 1-diizenlidir ve ¢ > 1 iken c-diizenli yuvarlar her
e € [1,¢] i¢in e-diizenlidir.

c(X) =sup{c>1: X icindeki yuvarlar c-diizenli}

sayisina X'in Lifschitz karakteristigi denir. ¢(X) > 1 saglandigi ve X icindeki

yuvarlarin ¢ (X)-diizenli oldugu agikardir.

Banach uzaylari icin yukaridaki tanimin daha basit ve daha sezgisel bir formiilasyonu
vardir: X bir Banach uzay1 ve d(A), A C X kiimesinin Chebyshev yarigapini

gosteriyorsa,
c(X)=sup{c>1:|xz| =1iken d(B(0,1)N B (z,c)) <1}
olur.

H Hilbert uzaymin en az 2 boyutlu herhangi bir kapali konveks A alt kiimesi icin ayni

durum gecerli oldugunda c¢(H) = v/2 saglanir. Diger Banach uzaylari icin durum bayle
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degildir, yani A kiimesine gore c¢(A) degigebilir.
Downing and Turret [22] keyfi bir Banach uzay1 i¢in asagidaki katsayiy1 goz 6niine aldi:
co (X) =inf{c(A) : A X’in bog olmayan kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi} .
co (X) > 1ise X yansimahdir. Ayrica, € > 1 iken
(a)-

€

denkleminin tek ¢oziimii ¢y (X) > ¢ olur. Sonug olarak, € (X) < 1 iken ¢y (X) > 1

saglanir.

2.10. Teorem

(X, d) siirh ve tam metrik uzay olmak iizere, z,y € X, n € N ve k < ¢(X) iken
d(T"z, T"y) < kd (z,y)

sartim1 saglayan T : X — X diizgiin lipsitzyen doniigiimiiniin X icinde sabit noktasi

vardir.

fspat

¢(X) = 1 durumu asikar oldugundan ¢ (X) > 1 olsun. Secilen bir x € X icin
e(r) =inf{e > 0: en az bir y € X i¢gin n € N iken d (x,T"y) < ¢}

olsun. ¢(X)-diizenli yuvarlarinin tanimindaki & ile iligkili pozitif say1 a olsun. Secilen
r € X i¢in d(x,T™z) > (1 —a)e(z) olacak bigimde m vardir. Ayrica n € N iken
d(x,T"y) < (1+ a)e(x) olacak bicimde y € X vardir. Boylece ¢ (X)-diizenliliginden

A=B(z,(14+a)e(z))N BTz, k(1 +a)e(x))

kiimesi bir z € X merkezli ve b < 1 iken be (z) yarigaph bir kapal yuvar i¢indedir.
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Buradan n > m iken
d(T"z, T"y) < kd (2, 7" ™y) < k(1 +a)e (2)
saglanir. Bu durum {7"y:n > m} yoriingesinin A, dolaysiyla B (z,be (z)) icinde

oldugunu gosterir. Sonug olarak, ¢ (z) < be (x) olur. Ayrica, herhangi bir v € A i¢in
e=14+a+0biken

d(z,z) < d(z,u) +d(u,z) <be(z)+ (14 a)e(z) = ec(x)
saglanir.

xg = x ve z(xg) = z alarak her n € N i¢in x,4; = 2 (z,,) olacak bi¢imde (z,) dizisi
olugturmak miimkiindiir. Burada z(x,) yukaridaki yontemle elde edilir. Boylece
e(x,) < b (x9) ve d(xpi1,2,) < ec(z,) oldugundan (x,) dizisi bir sabit noktaya

yakinsar.

Bir X Banach uzaymin her A simirh konveks alt kiimesi ve bir a € (0,1) igin
Chebyshev yaricapt 7 (A) < a d(A) sartin1 saghyorsa, X'’e dizgin normal yapilidir

denir. X uzayimin normal yap1 katsayisi
N (X)=1inf{d(A)/r(A) : A C X kapali, sinirh ve konveks}

bigiminde tanimlanir. X’in diizgiin normal yapili olmasi igin gerek ve yeter sart
N (X) > 1 olmasidir. Genel olarak normal yapi katsayisinin hesaplanmasi zordur.
Ancak, mesela S. Prus [23]’de 1/g + 1/p = 1 iken N (L?) = min {2'/7,2"/4} oldugunu
gostermigtir.

Agagidaki teorem E. Cassini and E. Maluta tarafindan [24]|’de verilmigtir.

2.11. Teorem

N (X) > 1 olacak bi¢imdeki bir X diizgiin konveks Banach uzayinin bog olmayan

kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi K olmak {izere,
k<+/N(X)

sartin1 saglayan bir diizgiin k-lipgitzyen T : K — K d0Oniigiimiiniin K ic¢inde sabit
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noktas1 vardir.

Onceki ii¢ teorem, diizgiin k-lipsitzyen doniigiimler icin sabit noktalarm varhgina
iligkin en yaygin bilinen sonuclardir. Artik genel semay1 formiile edebiliriz. X metrik
uzay olmak iizere tiim diizgiin k-lipsitzyen T : X — X doniigiimlerin sabit noktalar:
varsa, X'e duzgiin k-lipsitzyen dondsimler icin sabit nokta ozelligine sahiptir denir.

Bu durumda diger bir metrik uzay karakteristigini

b(X)=sup{k >1:X diizgiin k-lipsitzyen doniigiimler i¢in sabit nokta 6zelligine sahip}
biciminde tanimlayabiliriz. Ayrica, bir X Banach uzay1 icin

bo (X) =1inf{b(A) : A C X kapal, sinirh ve konveks}

alabiliriz. Yukarida ifade edilen teoremler b(X) i¢in bazi degerlendirmeler verir. Genel
olarak, b(X) > ¢(X) saglanir. X Banach uzayinin herhangi bir konveks, kapali ve
smirh A alt kiimesi ic¢in b(A) > by (X) > ¢ (X), b(A) > by (X) > /N (X) ve
b(1—6x(2)) = 1 iken b(A) > b saglanir. Buradan g (X) < 1 sartin saglayan
uzaylar icin b(A) > (1—0x(1))"" > 1 elde edilir. Bu tiir tahminler arasmdaki
kargiliklh iligkiler birkac yazar tarafindan tartigilmigtir. Ayrica somut uzaylar igin
bo(X)'1 degerlendirme girigimleri olmugtur. Mesela, Teck-Cheong Lim [25] 2 < p < oo
igin LP uzaylarinda, (0,1) arahgmda (p —2) 2P~ + (p — 1) 272 = 1 denkleminin tek

¢Oziimii «v iken

1+ aP™! )11’
bp(X) > [1+ ———
o >_( (1+a)

oldugunu ispatlamigtir. R. Smarzewski [26] 1 < p < 2 igin by (L?) > /p tahminini
buldu. Tomas D. Benavides [27] bir X Banach uzay1 i¢in ii¢ sabiti iceren

. 14+ /144N (X) (e (X) — 1)
- 2

bo (X)

gelismis degerlendirmesini sundu. Bir H Hilbert uzayinin herhangi bir A alt kiimesi
icin bilinen en iyi degerlendirme b(A) > ¢(A) = co(H) = v/2'dir. Ancak bu durumda
yukaridan bir degerlendirme de biliyoruz. Lifschitz’in orijinal caligmasinda bir
ornekten bahsedilmis ve ayrica Jean-Bernard Baillon [28] tarafindan bagumsiz olarak

sunulmugtur.
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Ornek

B*, {5 uzayinda birim yuvarin pozitif kismi olmak {iizere, e; = (1,0,0,...) ve Pz =

(0, 21, xo, . ..) kaydirma operatorii iken T0 = e; geniglemesiyle

1
Tx = <cos T HIH) e; + —sin m izl Pz
2 [z 2

bigiminde tammlanan 7 : BT — BT doniigiimii diizgiin 7/2-lipsitzyendir ve sabit

noktas1 yoktur.

Yukaridaki érnek icin v2 < by (H) < b(BT) < 7/2 saglamr, ancak by (H)'nimn degeri

tam olarak bilinmemektedir.

Diizgiin lipsitz doniigiim calismalarinin amacladigir bagka bir yon daha bulunmaktadair.
X zayif kompakt sabit nokta Ozelligine sahip bir Banach uzay:1 olsun. Bu 6zelligin
yeniden bicimlendirme sirasinda kararl olup olmadigi konusunda soru bulunmaktadir.

Bu durumu s6yle bigimlendirelim:

(X, |- |) Banach uzay1 iistiinde ||| normuna denk olan normlarn ailesi A olsun.

Herhangi iki || - ||; ve || - ||, normu i¢in

[ Py 5
D (Il [l [+ [ly) = sup ;= sup 7=
R | P [

bi¢iminde tanimlanan D : N’ x A/ — R fonksiyonuna denk normlar arasinda Banach-

Mazur uzakligr denir. D bir metrik degildir, ancak

d(|[- [y 1) =W DAy - 1l)

alinarak N ailesi metriklestirilebilir.

Bir konveks, kapali ve simirlh A C X kiimesi igin T': A — A doniisiimii bir ||| - ||| € N
normuna gore geniglemeyen doniigim ise ||| normuna gbére T doniigiimii
K (|-, [l - |||)-diizgiin lipgitzyen doniigiimdiir. Ancak owever |||-|||-geniglemeyenlik
daha fazlasimi ifade eder. inf,ea ||z —Tz|| = 0 ve ayrica (I + T)/2 doniigiimi

asimptotik diizenlidir.

Bir X Banach uzaymin yeniden bi¢imlendirilmesiyle elde edilen tiim uzaylarin ailesi,
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X iistiindeki normlarin A uzay: ile tanimlanabilir. X siiper-yansimali iken X iistiinde
bir ||| -]|] € N diizgiin konveks normu vardir. Bagka bir || - || € A normu ve herhangi
bir A > 0igin [.||, = ||.|[+A|.| normunun diizgiin konveks oldugundan, diizgiin konveks

normlar N i¢inde bir yogun kiime olustururlar.
2.4. Geniglemeyen Doniigsiimlerin Alt Siniflar:

Geniglemeyen doniigiimlerin cesitli alt siniflar1 dogal yollar ile ortaya cikar. Bir konveks,

kapali ve sitnirh A C X kiimesi i¢in 7" : A — A geniglemeyen doniigiimlerinin F ailesi,
1T cpa,x) = sup {7y : v € A}

dogal diizgiin normuyla donatilmig A kiimesinden X igine siirekli fonksiyonlarin
C[A, X] uzaymin konveks, kapali ve sinirh alt kiimesidir. Biiziilme déniigiimlerinin
Fo C F ailesi, bu normun iirettigi topolojide F icinde yogundur. Banach Biiziilme
Ilkesi goz oniine almdiginda, A'nin Fy’a gére sabit nokta ozelligine sahip oldugu,
ancak F’ye gore sabit nokta 6zelligine sahip olmadigl soylenebilir. F'nin birkag ilging

alt siifi daha vardir.

Izometriler |Tx —Ty| = |z —y| sartim saglayan T : A — A déniigiimlerdir.
Geniglemeyen doniisiimler icin sabit nokta teorisinde ¢ok faydali olan normal yapi
kavrami, aslinda M.S. Brodskii ve D.P. Milman tarafindan 1948’de izometrilerin sabit
noktalarini incelemek i¢in kullamilmigtir [29]. Normal yapi ile birlikte A'nin zayif
yogunlugunun, A’'nin tiim izometrilerinin ortak bir sabit noktasinin varhigina isaret

ettigini ispatladilar. B. Maurey [7] ise izometriler i¢in agagidaki teoremi verdi.
2.12. Teorem

Bir siiper-yansimali Banach uzaymin A zayif kompakt konveks alt kiimesi izometri

siifina gore sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Bagka bir ilging simfx # y iken ||[Tx — Ty|| < ||z — y|| sartim1 saglayan ve biiziilen
doniigiim diye adlandirilan T : A — A doniisiimlerdir. Bir T biiziilen doniigiimiiniin en
fazla bir sabit noktasi vardir ve T’nin sabit noktas1 mevcut degil ve A zayif kompakt
ise T bir tek minimal kapali konveks degismez (invaryant) kiimeye sahiptir. A zayif
kompakt ve bir kapali konveks K C A icin

sup{|lz — x| :x € K} < d(K)
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olacak bicimde z € A varsa, A biiziilen doniigtimler i¢in sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Bu durumun normal yapinin bir degisikligi oldugunu gozlemleyebiliriz. Genel olarak,
biiziilen doniigiimler i¢in sabit nokta 0zelligine sahip, ancak F sinifinin tamaminda sabit
nokta ozelligine sahip olmayan konveks kiimelerin var olup olmadigi bilinmemektedir.

B kesin olarak artan konveks b : R*— R™; b(0) = 0 fonksiyonlarinin sinifi olmak iizere
bl + (1 =) Ty =T (cx + (L= )y)l) < llz = yll = [T = Ty]|

olacak bigimde b € B varsa T : A — A doniigiimiine B tipindendir denir. B tipi
doniigiimler geniglemeyendir, afin geniglemeyen doniigiimler B tipindedir ve B tipi
doniigiimlerin sabit nokta kiimeleri konvekstir. Diizglin konveks uzaylarda herhangi

bir geniglemeyen T': A — A déniisiimii B tipindendir [30].

Diizgiin konveks uzaylarin geniglemeyen doniigiimler ile baglantisi, ilk bakigta
goriindiigiinden daha yakidir. Khamsi [31], bir X Banach uzay1 icin asagidaki

ifadelerin denk oldugunu gostermistir:
(a) X diizgiin konvekstir.

(b) d(A) = 1 olan her geniglemeyen 7' : A — A doniisiimii, bir b € B i¢in B tipinden
doniigiimdiir.

Dolayisiyla bu uzaylarda B tipi doniigiim sinifi, F sinifinin tamam ile ¢akisir. Daha
az diizgiin uzaylarda konveks olmayan kiimeler iistiinde tanimli ve sabit noktaya
sahip doniigtimler vardir ve bu durum herhangi bir b i¢in B tipi olmayan geniglemeyen
doniigiimlerin  oldugunu gosterir. B tipi doniisiim sinifinin, sabit noktalarin zayif

yaklagtirilmasiyla baglantili olarak ¢ok yararl oldugu ispatlanmistir.

Sonraki simif da R. Bruck [32] tarafindan tanitildi. Herhangi iki z,y € A igin ¢ € [0, 1]

iken
Pry (1) =[|(L=t) (z —y) +t (Tz — Ty)||

fonksiyonu [0, 1] iistiinde artmayan oluyorsa, 7' : A — A doniigiimiine siks
genislemeyendir denir. Siki geniglemeyen doniigiim genislemeyen doniigiimdiir, ancak
tersi dogru degildir. H Hilbert uzaymn bir alt kiimesi A olmak iizere, T : A — A
doniigiimiiniin siki1 geniglemeyen olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir S : A — H

geniglemeyen doniigiimii i¢cin 7' = %(I—}—S) olmasidir. Herhangi bir x € A ve bir
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a € 1[0,1) i¢in
z=(1-a)z+alz

denkleminin bir tek z, ¢O6zliimii vardir ve bu c¢oziim x ve «’ya bagh bir c¢odziim
oldugundan, a € [0,1) iken F,x = z, olacak bigimde F, : A — A déniigiimlerinin bir
ailesini tanimlayabiliriz. F, doniigiimleri siki geniglemeyendir. Ayrica, herhangi bir
a € [0,1) i¢in Fix F,, sabit nokta kiimesi, FixT ile ¢akisir. Bu, siki geniglemeyen
doniigiimler i¢in sabit nokta 6zelliginin F sinifinin tamami icin sabit nokta &zelligi ile

cakigtigini gosterir. A'nin sinirliligindan
lim ||Fpx — TF,x|| =0
a—1

saglanir. Bu gercek, giiclii yaklagim tekniklerini incelemek igin kullanilmigtar.
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3. ROTASYONLU GENISLEMEYEN DONUSUMLER
3.1. On Bilgiler

E Banach uzaymin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi K ve T' : K — K

genislemeyen dontstim, yani her x,y € K icin
[Tz = Ty|| < llz -y (3.1)

olsun. Genel olarak geniglemeyen doniigiimlerde sabit noktalarin varhgini saglamak icin
hipotezlere uzayin geometrisiyle ilgili baz1 varsayimlar eklenir [9,33]. n > 2 tamsayisi
ve a € [0,1) verildiginde her x € K i¢in

|lx = T'z|| < allz— Tx|| (3.2)

oluyorsa T : K — K doniigiimiine (a,n)-rotasyonlu donigim denir. a < n iken
(a,n)-rotasyonlu olan T doniigiimiine n-rotasyonlu, n > 2 iken n-rotasyonlu olan T
doniisiimii  rotasyonlu diye adlandirilir. Biiziilme doniisiimleri rotasyonludur ve
rotasyonlu izometriler de vardir. Diger yandan, herhangi bir (a,n) cifti i¢in

(a,n)-rotasyonlu olmayan geniglemeyen déniigiim mevcuttur.

Genel durumun tersine, rotasyonlu geniglemeyen doniigiimler icin sabit nokta 6zelligi,
kiimenin geometrisine bagh degildir. Sinirhi olup olmadigina bakilmaksizin, herhangi

bir kapali konveks A kiimesi bu 6zellige sahiptir.

1981 de K.Goebel ve M.Koter agagidaki teoremi ispatlamiglardir [34]. Bu teoremde
doniisiimiin tanimli oldugu kiime iizerinde herhangi bir kompaktlik varsayimina gerek

yoktur ve Banach uzayi i¢in 6zel geometrik sartlar da gerekmemektedir.
3.1. Teorem

Bir £ Banach uzayinin bog olmayan kapali konveks bir alt kiimesi K olmak iizere
herhangi bir geniglemeyen rotasyonlu 7' : K — K doniigiimiiniin bir sabit noktasi

vardir.

Rotasyon terimi, ¢klid diizlemindeki tiim doniigiimlerin bu durumu saglamasindan
kaynaklanir. n periyotlu bir T periyodik doniigiimii icin 7" = [ oldugundan bu

doniigiim (0, n)-rotasyonlu, n > 2 i¢in her biizelme doniigimii rotasyonludur.



22

Rotasyonlu doniigtimlerinin agikar olmayan 6rneklerini géstermek zordur.Uzun yillar,
bir Banach uzayimin kapali konveks bir alt kiimesinde (0, 2)-rotasyonlu lipchitzyen bir
self-doniigiimiin var olup olmadigr bilinmiyordu ( [9], s. 180). Béyle durumlara uygun

olarak asagidaki 6rnekler rotasyonluluk olgusunu agiklar.
Ornek

C'[0, 1] standart supremum normu ile [0, 1] iizerinde siirekli reel degerli fonksiyonlarin

uzayl ve
K={zxeC0,1]:0=2(0) <z(t) <z(l) =1}

olmak tizere z € K, t € [0, 1] iken Tx(t) = t x(t) ile tammlanan 7" : K — K doniigiimii
geniglemeyen (hatta biiziilen, yani @ # y iken ||Tx — Ty| < ||z — y|| olan) ve sabit
noktasi olmayan doniigtimdiir.Bu doniisiim Teorem 3.1’in bir sonucu olarak rotasyonlu
degildir.

Ornek

K Ornek 3.1°deki gibi tanimlansm ve 2 € K fonksiyonlarinin kiimesi K, olsun. n €
N, n > 2ve z € K; icin

() (55) e
(-2) o pee5Y)] e[

bigiminde tanimlanan 7° : K; — K; doniisimi geniglemeyen doniigiimdiir,
T"xz(t) = z(t) oldugundan n-rotasyonludur ve z(t) = t (¢ € [0,1]) bigiminde

tanimlanan z fonksiyonu 7”nin bir sabit noktasidir.

Tx(t) =

(3.2) rotasyonluluk gart1 ashnda 7’nin geniglemeyen olmasindan bagimsizdir. Ashnda

bu sart ¢ok diizensiz doniigiimlerle saglanabilir.

Her z,y € K i¢in | Tz — Ty ||[< k || * — y || sartim1 saglayan T : K — K doniigiimii
k-lipsitzyen diye adlandirihir. £ > 1 igin k-lipsitzyen rotasyonlu doniigiimleri de
diiglinebiliriz. Bu durumda rotasyonluluk A'nmin birden biraz daha biiyiik olmasiyla

sabit noktalarin varhgim garanti eder (bkz. |9, 35, 36]).
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Bir Hilbert uzayinda bile birim yuvarin bir self-doniigiimiiniin sabit noktasiz ve herhangi
bir € € (0, 1) i¢in (1 + ¢)-lipgitzyen olarak yapilandirilabildigini hatirlatahm (bkz. [33],
Ornek 1). Tabii ki bu déniisiim rotasyonlu degildir.

Ornek

K Ornek 3.1°deki gibi tanimlansin. k > 1 icin

Ta(t) = kmax {:c(t) - (1 - %) ,o}

bi¢iminde tanimlanan 7" : K — K doniigiimii k-lipsitzyendir, ayrica (2?:1 k;f%l,n>—
rotasyonludur ve sabit noktasi yoktur. Burada a > 1’dir. 2-rotasyonlu doéniigtimler
icin a = 0 olmas1 durumlarindan ayri olarak, 0 < a < 1 durumlarinda hi¢bir &rnek

bilinmemektedir.

Agagidaki lemma bu caligma icin énemli bir role sahiptir.
3.2. Lemma ( [37])

FE Banach uzayinin bog olmayan kapali konveks bir alt kiimesi K olmak tlizere T': K —
K doniigiimii k-lipsitzyen olsun. A, B € Rve 0 < A < 1, 0 < B olmak iizere herhangi
bir z € K igin

1Tz = 2| < A[[Tw — || ve |z -2 < B||Tz — x|
olacak bicimde z € K varsa, T doniigiimiiniin K iginde bir sabit noktas1 vardir.

3.3.Lemma

z € Ry\{1}ve n > 3 i¢in

n—1 2 n
ijj_l _2x—mna" -4 (n— L (3.3)

saglanir.
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n—1 4 ! 1;2 _gn /
-[£-] -
, 11—z
Jj=2
oldugundan (3.3) esitligi saglanir.

3.2. Ana Sonucg

Simdi Teorem 3.1'in yeni bir temel ve yapici ispatmi verelim. Ispatimiz incelenen
doniigiimiin bir sabit noktasina yakinsayan bir dizi bulmaya dayanmaktadir. Burada
Harpern’in iteratif yontemle acikladigi fikrini kullanacagiz [38]. Halpern yontemini,
Hilbert uzayinda tanimli genislemeyen doniigiimiin bir sabit noktasina yakinsayan
sonsuz dizi olugturmak icin kullandi. Onun fikrini farkli bir gekilde ve Banach

uzaylarinda kullaniyoruz.
Ispat (Teorem 3.1’in ispati)
n = 2 olsun. xy, K iginde herhangi bir nokta olmak iizere
|
Z = §(T To + T.%‘())
alahm ve (z,) dizisini
. |
=z ve p=1,23,... iken 2,4, = §(T 2y, + T'xo)

bigiminde olugturalim. Uggen esitsizligi ile (3.1) ve (3.2) esitsizliklerini kullanarak

1 a
|z —Tz| < (5—1-1) |xo — T'zo| (3.4)
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ve
1
Iz = zoll = 5(a + 1)llzo — To (3:5)

elde edilir. a < 2i¢in £+ < 1 oldugundan (3.4) ve (3.5) esitlikleri ve Lemma 3.2’den K
icinde T" doniisiimiiniin sabit noktalarinin vardir ve (z,) dizisi 7"nin bir sabit noktasina

giiclii yakinsar.

n > 3 olsun. Asagida iterasyon ile olugturulan diziyi g6z 6niine alalim. Burada o € (0, 1)

alinmigtir.
To =T € K?
x1 =Tz + (1 — )Tz,

o = aT"xy + (1 — )Tz,

Tp1=aT"xg+ (1 — )Tz, o.
z = xp—1 olsun. Bu durumda
|z —Tz|| = |aT"xo + (1 — a)Tx, o — Tz (3.6)
<a|T"  ao — 2| + (1 — a) lzp—2 — 2]
=a||T" " wo — aT xo — (1 — a)Tzp 2| + (1 — a)
|laT"zo + (1 — @)Tx, 3 — aT"zg — (1 — @)Tx, o
< a?||zg — Taol| + a(l — ) HT”_Q:UO — xn,gH

+ (1= @) 203 — Tl
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elde edilir. a(1 — ) [|[T"2x¢ — T,,_»|| i¢in bir tahmin agagidaki gibidir.

a(l —a) |77 = zps
= a(l —a)|[|[T" 2z — aT g — (1 — a) Tz, s
— a(1 — @) ||a(T" 20 — T"wo) + (1 — @) (T 22 — T s)
< (1= a) ||lzo — T?xo|| + (1 — ) [|[T" P20 — 2p_s)|
= o*(1— ) [z — T
+a(l—a)? || Tz — aT zo — (1 — a) Tz, 4|
= a’(1 — ) [Jzo — T
+a(l — ) ||a(T" Py — T xo) + (1 — a)(T" Pwg — T
< a*(1 - a) [|Jzo — T?o|| + a*(1 — @)? ||zo — Txo
Fa(l—a) [Tz — 2,
<...
< 02(1 = a) ||wo — T2mo|| + a2(1 — 0)? ||2o — Tao|
+a2(1— a)? |Jwo — Tao|| + -+ + 02(1 — 0)"2 |Jwg — T" Lz

(sadece liggen esitsizligini ve (3.1)1 kullanarak)

=

n—1
< [a2 j(1 - Oz)j‘ll [0 — T
2

(3.7)



bulunur. (3.6)’daki bir sonraki ifade i¢in degerlendirme agagidaki gibidir.
(1 =) |zn-3 — @noll < (1 = @)* |lzg-a — Tasl] < -
< (1= a)" My — o
= (1= a)" " la(T" w0 — o) + (1 — @) (Two — )|
< [a(l —a)" ta+ (1 —a)"||ze — Txol| -

(3.6)’y1 (3.7) ve (3.8) ile birlegtirerek
n—1
|z — Tz|| < {a2 +a?) il —a)!

j=2

+a(l —a)" ta+ (1 —a)" p||lzwo— Txol|

bulunur. Simdi & = £ alip Lemma 3.3’yi kullanarak (3.9) yardimiyla

27

(3.8)

(3.10)
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elde edilir. Ustelik,
|z — xo|| = [[a(T"xg — z0) + (1 — @) (Txp_2 — o) (3.11)
< aa ||xg — Taol| + (1 — ) | Tz — xo|
< aa||wg — Taol| + (1 — )| T2n—2 — T"xo|| + || T"20 — o]
< allzo = Tl + (1 = @) [[enz = T" "z
= allzg — Txo|
+ (1 —a) Ha(T”xo —T" 'rg) + (1 — ) (Txn 3 — T”_le)H
< allxg — Txo|| + a(1 — ) ||zg — Tzo|
+ (1 — a)? Hmn_g — T"_QxOH
< al|xg = Taol + a(l — @) [[wg — Tao|
+ ol = @) || — T?mo| + a(1 — @) ||zo — TPxo|| + - --
+ ol —a)" 7 ||zo — T" x| + (1 — )" ||lwo — Tao|
(sadece tiggen esitsizligini ve (3.1)1 kullanarak)
<{atoa(l-a)+2a(l—a)+---
= 2)a(1 — )" + (1 — )"}l — T

<{n+1+2+-+(n—2)+ 1} |lzg — T

1
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bulunur.

-1 n—1
a <mn icin (g_1>(n ) <1
n n

oldugundan (3.10) ve (3.11) esitsizlikleri ile Lemma 3.2, K iginde 7" doniigiimiintin sabit

noktalarinin varhigini garanti eder.

Not

Bir 6nceki ispattan p € N icin

2(@) = wna(2), 2(2) = 20 (2(2), - (@) = 2a1(2p(7))

iterasyon iglemi ile {iretilen (z,) dizisi 7"nin bir sabit noktasina diizgiin yakinsar. Ayrica,

R(z) = lim z,(x) (3.12)

p—o0

biciminde tanimlanan R : K — K doniigtimii 7" doniisiimiiniin sabit noktalar kiimesi
lizerine K'nin bir geniglemeyen ¢ekmesidir. (Hatirlatma: r : K — F siirekli doniigiim

olmak iizere her € F i¢in r(x) = z oluyorsa r’ye ¢ekme denir.)
fspat

9 € K ve 0 < a <1 iken

Toxg= (1 —a)Tx, o+ aT

bi¢iminde tanimlanan 7, : K — K doniigiimii geniglemeyendir. Gergekten, herhangi
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ZoYo € K i¢in
I Toxo — Towoll = [|(1 — a)Txp—o + aT"xo — (1 — @)Typ_o — aT"yo||
< (1= ) [|Tzn—s = Tynoll + a||T"zo — T"yo||
< (1 =) |zn-2 — yn-2|l + allzo — ol
=(1—-a)|(1 =—a)Tz,3+aT"ze—
(1 = a)Typ—3 — aT"yol| + v |[z0 — Yol
< (1 =a)[(1 =) [[zn-3 — yn-sl + llzo — yoll] + e [lzo — woll
< (1= a)[lzn—s = yosl + [(1 — @)+ o] o — yol| < -+
< (1=a)" lzo — woll

L= (1 ey (1 )+t
_ {(1 —a)" !+ éh -(1- oc)"l]a} lzo — woll

= [lzo = %oll

saglanir. Rutin hesaplamalarla 7"nin bir sabit noktasinin 7,nin bir sabit noktasi

oldugu goriiliir.
Simdi xo, yo € K i¢in k € N iken 24, = T, 2, ve 2, = T,z bi¢iminde olugturulan

To—> 2 —> R —>+++—> 2 Ve

Yo —> 2] —> 25 —> - — 27
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dizilerini ele alalim. T, genislemeyen déniigiim oldugundan
lowss = Zhanl] = [Tz - T3zl < 12 - =)
olur, boylece artmayan ve smurh (||z; — 2;||) dizisi yakinsaktir.
Jim |z — 2| =[]z =27
olsun. Normun siirekliliginden ve ||z — z*|| < ||zg — yo|| olmasindan
[Rzo = Ryoll = ||z = 2" < [0 — ol
saglanir ve bdylece ispat tamamlanair.
Not

Bir onceki iterasyon iglemleri ve modifikasyonu n > 3 iken n-rotasyonlu k-lipsitzyen
doniigiimlerin sabit noktalarimin ispatlar i¢in uygulanabilir [35]. Burada elde edilen

sonuglar simdiye kadar bilinenlerden daha iyi sonuglardir [39].
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4. SONUC

Geniglemeyen doniigiimlerin sabit nokta Ozelligini saglamak igin uzayin geometrisiyle
ilgili baz1 varsayimlar eklenir. Bagka bir yontem ise doniigiimiin kendisine baz ek
kisitlamalar getirmektir. Bunlardan biri de rotasyonluluktur. Bu 6zellik, genislemeyen
doniigiimler icin oldukca dogal goriinmektedir. Ayrica, k sayisi 1’den biraz daha
biiyiik oldugunda bu o6zellik k-lipsitzyen doniisiimlerin sabit noktalarin varhigini
garanti eder. Konu ile ilgili calismalarda, sadece bu tiir déniigiimlerle ilgili mevcut
bilgi sunulmaz, aymi zamanda birka¢ ilgin¢ acik problem de ortaya cikar. Siki
lipsitzyen doniisiim kavrami, siki genislemeyen doniigiimlerin bir uyarlamasidir.
Cahgmamizda, siki lipsitzyen doniigtimlerin = belirli  6zellikleri ve asimptotik
davraniglart ile ilgili bazi sonuclar sunulmustur. Ayrica, sonsuz boyutlu bir Banach
uzayinda birim yuvarin kendi birim kiiresine orten olan lipsitzyen kisitlamasinin
varligi, pozitif minimum yer degistirmeli kompakt olmayan bir kiimenin bir lipsitzyen

kendine doniigiimiiniin varligi gibi baz sonuclardan bahsedilmigtir.
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