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OZET

Bu tez 5 béliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismina ayrilmistir. Tkinci
boliimde analiz ve yaklasimlar teorisindeki bazi temel tamimlar ve teoremler
verilmistir. Uciincii béliimde Brenke tip polinomlar tabanh Szasz-Kantorovich
operatorlerinin yaklagim dereceleri, siireklilik modiilii, Voronovskaja tip teorem ve
Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla incelenmigtir. Dordiincii boliimde Brenke tip
polinomlar1 tabanlh Szasz-Kantorovich operatorlerinin iki degigkenli bir genelleg
tirilmesi tanimlanmigtir. Tam siireklilik, kismi siireklilik modiilii, Lipschitz sinifindan
fonksiyonlar ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla bu operatorlerin yaklagim hiz
hesaplanmistir. Ayrica bu operatorlerin agirlikli uzaylarda yaklagimi incelenmistir.
Son olarak, iki degiskenli Brenke tip polinomlar1 tabanlh Szasz-Kantorovich
operatorlerinin genellegtirilmis Boolean toplamlari tanimlanmigtir. Bu operatorlerin
Bogel sii rekli fonksiyonlar uzayinda karma siireklilik modiilii ve karma Lipschitz
sinifindan fonksiyonlar yardimiyla yaklagim hizi hesaplanmigtir. Beginci béliim sonug
kismina ayrilmigtir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Simgeler

C [0, >c)
Cg [0, 00)
Cs [0, 00)

K (f;6)
Lipn (1, C2)

an»ﬂn(f, w)
Lananv'Ym’nm (f :U, y)

U dmstion (fs @, )
Sn(f;x)

Winized(f; 01, 62)

w (f;0)

wz (f39)

Q(f;90)

Aciklamalar

[0, 00) arahigindaki siirekli fonksiyonlarin uzayi

[0, 00) arahgindaki siirekli sinirli fonksiyonlarin uzayi
[0, 00) iizerinde B-siirekli fonksiyonlar uzay:

f fonksiyonun Peetre— K fonksiyoneli

Lipschitz sinifi fonksiyonlari

Tek degigkenli Szasz-Kantorovich operatorii

Iki degiskenli Szasz-Kantorovich operatorii

Tki degiskenli Szasz-Kantorovich tip GBS operatorii
Szasz operatorii

f fonksiyonunun Bégel(karma) siireklilik modiilii

f fonksiyonun siireklilik modiilii

f fonksiyonun 2.siireklilik modiilii

f fonksiyonun agirlikhi siireklilik modiilii



1. GIRIS

Weierstrass 1885 yilinda [a,b] arahginda siirekli her f fonksiyonuna bir polinomla
vaklagabilecegini ifade etmigtir [36]. Weierstrassin bu ifadesi yaklagim teorisinin

temelini olugturmustur.

Son zamanlarda cesitli polinom tiirleri iizerine énemli calismalar yapilmistir. Uzerinde
calisgitlan bu polinom tiirlerinden biride Appell polinomlaridir. Appell polinomlar:
olarak bilinen ve agagidaki diferansiyel denklemi saglayan n.dereceden polinomlar

Appell tarafindan [5] de tanimlandu.
DP,(x) =nP,_1(x), D d
n\T) = NLp—1(T), =0
! dx

Diger yandan yaklagim teorisinde énemli rol oynayan lineer pozitif operatorlerden en

iyi bilineni agagidaki sekilde tanimlanan Szész-Mirakjan operatorleridir [32].

f(=);z>0,neN, (1.1)

Bircok arastirmacinin, bu operatorlerin  genellegtirmeleri iizerine calismalar:

bulunmaktadir, ( [6], [11], [16]).

Jakimovski ve Leviatan [24] de

ge(i‘”) Zpk(nx)f(g), x>0, neN. (1.2)

J(fix) =
seklinde tanimladiklart Favard-Szasz operatorlerinin yaklagim oOzelliklerini incelediler,
burada g(z) , |2| < R, (R > 1) bolgesinde analitik bir fonksiyon ve py(nx) fonksiyonlar:
ise

g(t)e”™ = pr(a)t, (1.3)

esitligini saglayan Apell fonksiyonlarinin dogrucu fonksiyonlaridir.



Son yillarda bircok aragtirmaci bazi 6zel polinomlar iceren Szasz operatorlerinin
genellegtirmelerini tanimlayarak yaklagim ozelliklerini incelediler ( [2]- [22]- |25]- [28]-
[30]- [33]- [34]).

Varma ve arkadaglari,

A(t).B(at) =Y prl(a)th (1.4)

kogulunu saglayan dogrucu fonksiyonlara sahip Brenke tip polinomlar yardimiyla Szész

operatorlerinin bir genellegtirmesini [34] de verdiler. Burada

k
pr(x) = Zak,rbrﬂ k=0,1,... (1.5)
r=0

Brenke polinomlart olup A(t) ve B(t)

A(t) = i artr, ao 7é 0, B(t) == f: brtr, b() 7& 0 (16)
r=0 r=0

esitliklerini saglayan analitik fonksiyonlardir.

[34] de

)AL #0, %t > 0,0<r <k, k=0,1,2, .,
ii) B :]0,00) — (0,00),
iii) Es. (1.6) de verilen seriler [t| < R , (R > 1), i¢in yakinsaktur,

B&)
iv) lim (v)

B =1,icin £ =1,2,3,4 (1.7)

varsayimlari altinda Brenke tip polinomlar: iceren Szész operatorleri

Tn(f;x):m;pk(nx)f(g), x>0, neN. (1.8)



seklinde tanimland.

Daha sonra [33] de Tagdelen ve arkadaslar1 Eg. (1.7) varsayimlar altinda Eg (1.8)
operatorlerinin Kantorovich tip genellegtirmelerini, f € C[0,00), x € [0,00) ve n € N

olmak tizere asagidaki gsekilde tanimlandilar:

k41

n

Ko(fiz) = m kz:%pk(nx)/ﬁ f(t)dt (1.9)

Bu operatorlerin yaklagim derecelerini, siireklilik modiilii ve Peetre-K  fonksiyoneli

yardimiyla incelediler.

Daha sonra [30] de Oksiizer ve arkadaslar olasilik teorisinin bazi sonuclari araciligiyla

bu operatorlerin sinirh fonksiyonlara yakinsama hizini verdiler.

Mursaleen ve Ansari ise [28] da Brenke tip polinomlar yardimiyla Szasz operatorlerinin
Chlodowsky tipli bir genellemesini tanimladilar ve diger klasik yaklagim sonuglarinin

yant sira agirlikli uzaylarda yaklagimini incelediler.

Daha sonra [7] de Atakut ve Biiyiikyazici, Eg. (1.9) ile verilen Szész-Kantorovich tip

operatorlerinin
5 0o k6+1
Lynon(fix) = ——~m—— > pe(an) / " ft)dt (1.10)
’ A(1)B(ay,x) kz:% x

seklinde bir genellemesini vererek, yaklagim oOzelliklerini incelediler. Burada x > 0 ,
f € Cl0,00) ve {a,} , {8} pozitif artan diziler olup agagidaki kogullar saglar:

1 . 1
lim — =0, O‘—:1+0(6—

), (n — 00). (1.11)
Diger yandan [35] da Walczak iki degigkenli Szész-Mirakjan operatorlerini tanimlayarak
agirlikli uzaylarda yaklagimi inceledi. Son zamanlarda bir¢ok yazar tarafindan, Szasz-
Mirakjan operatérlerinin iki boyutlu uzaylarda bazi genellegtirmeleri incelenmistir ( [1],

[20], [31]).



Bu tezde, Oncelikle tek degiskenli Brenke polinomlar1 tabanl Szasz-Kantorovich
operatorlerinin temel yaklagim 6Ozellikleri verilecektir. Daha sonra Brenke tip
polinomlar: tabanli Szasz-Kantorovich operatorlerinin iki degiskenli bir genellegtirmesi
tanimlanacaktir. Bu operatorler icin tam siireklilik modiilii, kismi siireklilik modiilii,
Lipschitz simifindan fonksiyonlar ve Peetre K-fonksiyoneli yardimiyla yaklasim
derecesi verilecektir. Ayrica bu operatorlerin agirlikli uzaylarda yaklagimi incelenerek,

Bogel siirekli fonksiyonlar uzayinda yaklagim 6zellikleri verilecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Tanim ve Teoremler

Bu boéliimde caligmamiz boyunca kullanacagimiz lineer pozitif operatorler dizisinin

yaklagim 6zellikleri ile ilgili baz1 temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1.1. Tanim

X ve Y iki fonksiyon uzayi olsun. X’ten alinan herhangi bir f fonksiyonunu Y’de bir

g fonksiyonuna kargilik getiren L doniigiimiine operator denir.

feX ,geY vex, ¢gnin tanim kiimesine ait olmak iizere

L(f;x) = g(x)

veya daha acik bicimde; ¢t , f nin tanmim kiimesine ait olmak {izere

L(f(t); z) = g(x)

seklinde ifade edilir [21].

2.1.2. Tanim

X lineer bir uzay ve L : X — Y bir operator olsun. Va8 € R ve Vf, fo € X icin

L(afy + Bfz;x) = aL(fi;x) + BL(f2; )

kosulu saglaniyorsa L operatoriine lineer operator denir [21].

2.1.3. Tanim

L lineer operatér ve f € X olsun. Eger f > 0 iken L(f;x) > 0 gergekleniyorsa L

operatoriine lineer pozitif operator denir [21].



2.1.4. Lemma

L lineer pozitif bir operator olsun. Her f , g € X icin f < g ise
L(f;z) < L(g; z)

dir [21].

Bu 6zellige L lineer pozitif operatoriiniin monotonluk 6zelligi denir.
2.1.5. Lemma

L lineer porzitif bir operator olmak {izere her f € X igin

IL(f;2)] < L(|f];2)

dir [21].

2.1.6. Tanim

Her n € N igin L, (f;z) bir operatér ise bu durumda bir operator dizisi (L,,) ile

gosterilir.
2.1.7. Tanmim

I C R herhangi bir alt aralik olsun. I iizerinde siirekli tiim fonksiyonlarin simfi C(7) ile
gosterilir. Ozel olarak I = [a, b] kapali ve siirh araligi alinirsa, C [a, b ile [a, b] araligi

tizerinde siirekli tiim fonksiyonlarin smifi gésterilecektir. C'[a, b]

1 llepap = max [f(2)]

a<z<b

normu ile bir lineer normlu uzaydir [29].



2.1.8. Tanim
f, f1, fay ... € C'la,b] olsun. Eger

B [ fo = Fllegay = lim max |fula) = f(2)] =0

n—oo a<z<b

ise (f,) fonksiyonlar dizisi C [a, b] uzayimnda f fonksiyonuna yakinsaktir denir ve f,, = f
seklinde gosterilir |26].

Fonksiyon dizilerinin diizgiin yakimsakligi C [a, b] iizerindeki yakinsakliga denktir.
2.1.9 Teorem (Korovkin Teorem)

Her n € N i¢in L, : C'[a,b] — C[a,b] seklinde tanimh (L,,) lineer pozitif operatérler

dizisi verilsin. Her bir k = 0,1, 2 igin ex(z) = 2" olmak iizere
T |a(e6) = exll iy =0,k =0.1,2

kogullar1 saglaniyorsa, bu durumda [a, b] arahginda siirekli ve tiim reel eksende simirh

olan her f € C'[a, b] fonksiyonu i¢in

Tim (| Ln(f) = fllcpar =0

gergeklenir ( [21], 3], [27]).

2.1.10. Tamim

I C R herhangi bir aralik olsun. ¢ € [0, 00) ve f € C(I) olmak iizere
w(f;0) =sup{|f(x2) = fz1)] : |w2 — 21| < 0,21, 35 € I}

seklinde tammlanan w : [0,00) — [0,00) fonksiyonuna f fonksiyonunun siireklilik

modiili denir.



Stireklilik modiili agagida verilen 6zelliklere sahiptir:
i) w(f;0) >0,

i) 01 < g ise w(f;01) < w(f;02),

iii) m € N igin w(f;md) < maw(f;9),

iv) A € Rficin w(f; M) < (1+ Nw(/f;0),

v) f, I iizerinde diizgiin siirekli <= 61+ir£10w(f; J) =0,
vi) [f(t) = f(@)] < w(f; |t — ),

vii) [£() = (@) < (152 + 1) w(£:9).

2.1.11. Tanmim

f € Cg[0,00) ve § > 0 olmak iizere

K0y =t {If = dlloym + 9 19l
ifadesine Peetre K-fonsiyoneli denir.

Burada

Cpl0,00) ={f € C[0,00): f, [0,00) da sirh}

ve

C%10,00) ={g:9,9.9" € Cp[0,00)} olup Cj [0,00) ve C% [0, 00) iizerindeki normlar

sirasiyla

11l = sup [f (@)l ve llglles, = ll9ll + 1191l + 19"l
€10,00

T



dir [19].

2.1.12. Tanim

f € Cg[0,00) ve § > 0 olmak iizere f fonksiyonun ikinci siireklilik modiilii

w(f;0) = sup |f(z +2h) = 2f(x + h) + f(2)]

0<h<z,z+2h€[a,b]

seklinde tanimlanir. Ayrica

K(f;0) < Aws(f;9)

olacak sekilde bir A > 0 vardir [15].
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3. BRENKE TIiP POLINOMLARI TABANLI SZASZ-
KANTOROVICH OPERATORLERININ YAKLASIM
OZELLIKLERI

3.1. Brenke tip Polinomlar1 Tabanli Szasz-Kantorovich Operatoérlerinin

Yaklagim Ozellikleri

Bu boliimde 6ncelikle Atakut ve Biiyiikyazic1 tarafindan Eg. (1.10) ile verilen Brenke
polinomlar1 tabanli Szasz-Kantorovich tip operatorlerinin yaklagim 6zellikleri

incelenecektir.
3.1.1. Lemma
YV € [0, 00) i¢in
i) LenPn (1) =1
o, B'(a,x) 1 24'(1)+1

D =5 Blan) B 240

ol B'(apz) 5 20, A(1) 4+ A(L) B'(ap)

ii1) Lo P (12; 1) r® + x

T B Blow) . B A1) Blana)
1 3A'(1)+6A4(1) + A1)
T35 A1)

e o B"(a,) 3a22A'(1) + 3A(1) B"(a,x)
iv) LonPn (3 1, y) = 5—2 Blawr) 3+ 5 A Blawr) z?

L @ 6A'() £ 18A(1) + TA() Baya) 1 44"(1) +16A4"(1) + 12411) + A()
2633 A(1) Blayz) 483 A(1)

it O B (a,x) 403 A'(1) + 2A(1) B" (o)
v)LanPn (4 x) = 5_,% Blont) xt + 7 A0) Blant) x?

3a2 2A"(1) + 8A'(1) + 5A(1) B”(Oznyc)ﬂc2
26, A(1) B(an)
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an 4A"(1) +24A"(1) + 30A'(1) + 6A(1) B'(anz)

5 A() Blan) "
1 5A®(1) +40A"(1) + 75A"(1) + 30A4'(1) + A(1)

"B A1)

3.1.2. Teorem

f € Cg0,00) olsun. Bu durumda [0, 00) un kompakt alt kiimeleri {izerinde

lim {|L55=(f) — fHCE[O,oo) =0

n—o0

gerceklenir. Burada

E={f:1fl<ae’™ aec R, be R} ve Cp[0,00) =C[0,00)NE

dar.

fspat

Lemma 3.1.1, Es. (1.7) kosullar1 ve Korovkin Teoreminden ispat elde edilir.
3.1.3. Lemma

YV € [0,00) i¢in agagidaki esitlikler gergeklenir:

B 1 2A'(1)+1
i) Lo (t — x;2) = (an (anz) _ 1) T+ 240) +1

B Blanz) B, 2A(1)

N T (5 N2 a_iB"(oznx)_Qoan'(anx) )
i) LonPr((t — 2)% ) = (52 Blana) 5, Blon) —i—l) x

n

+(2%A'(1)+A(1)B'(anx) _i214<1>+1)36+ 1 3A4'(1) +6A(1) + A(1)
gy AQ)  Blowz) B, A1) 332 A1)

i) LonB (t — 2)ts ) = O <i) ﬁ:x



3.1.4. Teorem

f € Cgl0,00) olsun. Bu durumda

L (f12) = f(@)] < 2w (£ /5(@))

esitligi saglanir. Burada

0= ((Sn@))

ve

bal2) = /LI ((t - 2)2: )
dir.

jspat

Lemma 3.1.1 ve L&%n operatoriiniin lineer pozitifliginden

|[Lom P (fr o) = f()] < LymPe (| f(t) —

olur.

13

Diger yandan siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginden ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden

Lo (fia) = fla)|

1

B i
< T B ) f'f

k+1

Bn

< B S peene) [ (15 1) dru0)

Bn
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w(f;é){l—i—%mkzopk Oén£E f |t[Edt}

B
w18 (125 5 (=52
elde edilir.

Burada

5= (6u(2). Ba(x) = \JLEP (¢ — )2 2)
secilirse

Ly (f12) = f(@)] < 2w (£ /0, @)
bulunur.

Simdi L% icin Voronovskaja tip teoremi agagida verelim.
3.1.5. Teorem

[ €C%[0,00) ve Vz € [0, a] i¢in

2A'(1) +1 12A'(1)

im o [L (fi2) = (0] = 2500 o)+ 5 e @)

n—o0
gergeklenir, burada C%[0,00) = {f : f,f',f" € Cg[0,00)} dir.
fspat

x > 0 olsun. Taylor formiiliinden

L2 P bt ) (- )

F0) = fla) = (t =) F () + 5

(3.1)

yazabiliriz, 6yleki h (t,z) € Cg[0,00) i¢in lim;_,, h (t,2) = 0 dir. Eg. (3.1) esitliginin



her iki tarafina Lo#» operatorii uygulanip o, ile carpilirsa
ay [Lym o (fra) — f()]

= an f'(x)Lgm P ((t = 2) 5 2) + ang f'(@) LgwP (¢ = 2)* 5 2)
+a, L& P (b (¢, ) (¢ — z)? 1)

Es. (1.7), Es. (1.11) ve Lemma 3.1.3 den

, 2A'(1) +1

1 Lanngn _ . - 7
Mim e L™ (¢ = 2);.2) 2A(1)

, . ) 2A(1) — 1
Jim o L (8 =) ) = =y =

lim o, L& ((t — z)* r) = 3a?

n—o0

dir. Diger yandan Cauchy-Schwarz egitsizliginden

Qty, Lo P (h (t,x) (t — $)2 ;x)

< LR (12 (1) ;o Ja2 L (¢ - 2)' )
vazabiliriz. Ayrica h? (t,x) € Cg [0, 00) oldugundan
lim LoP» (h% (t,z)) = h? (z,2) =0

n—o0

olur. Bu durumda

lim o, L& (B (t, z) (t — z)? ;x) =0

n—o0

bulunur.

O halde

15
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124(1) -1

lim o, [LE%(f;2) — f(2)] @+ 5w

n—00 2A(1) zf'(z)

elde edilir.

3.1.6. Teorem

f € Cp|0,00) olsun. Bu durumda her g € C% [0, 00) i¢in
| Lo (fr2) = f(2)]

< 4k (i 2eon 0) + w (£ lnki) — 7
< #, {us (7377 @) i (1,2 0) 1.

v (k) =)

dir, burada H; > 0 bir sabit ve PoFfr(z) = 0,(2)% 4+ (an(z)—x)° ve
an(z) = a, B'(a,7) 124(1)+1

= B, Blanz) ' B, 2AQ1)
gibidir.

olup 6,(z) de Teorem 3.1.4 de tanmimlandig

fspat

f € Cgl0,00) olmak iizere Lo (f:x) yardimcr operatériinii asagidaki sekilde

tanimlayalim.

a, B'(a,7) 1 2A'(1) +1

Lo B £\ — [oamBa( fe o ) — f(=" P S — .
L) = L) 4 1 0) - (2 2 )y LA 32

Lemma 3.1.3 den

olur.
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g € C%]0,00) ve z € [0, 00) i¢in Taylor formiiliinden,

yazilir. LoPn operatorii yukaridaki egitligin her iki yanina uygulanirsa;

Ly (g5 ) — g(x))

— Y@L (= a)ia) + 87 ([0 - g ()auio )

g (f“(t—u>g"<u>;x) =1 () — ) g (w)du
elde edilir.

Buradan

Ly (g;x) — g(flf))

< Lgnvﬁn <

J 1t = ullg"(w)] du

)
Bn B(anw) Bn 2A(1)

+ J |an(x) — ul |g"(u)| du

an B'(anz) o+ 2A'(1)+1

< lg'lloo (L ((t = 2)% s 2) + (an(z) — 2)7)
< [lg"llc (du(2)* + (an(z) — 2)°)

olup Pgmfn(z) = b,(2)* + (an(w) — 2)* secilir ve [lglloz 0.0y = 19l + 19/l + 119"l
esitligi dikkate alinirsa

L™ (g(t) ) — g@)| <ol Pentn(o)
"

bulunur.
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an,Bn

Diger yandan L, operatoriiniin tanimdan ve Lemma 3.1.1 den

L™ (f:)
= |LymPe(fr2) + f(2) = flan(x))|
< Lo P (fy )] + 1 (@)] + |f (an (2))]
<3 fllo (3.3)
olur. Béylece f € C[0,00) ve g € C%[0,00) icin Es. (3.2) ve Es. (3.3) den

| LonBe(fy ) — f()]

< |2 (i) = 1(@) + Flan(@)) - f()]

<

Ly (f—g);x’Jr

L™ (g:2) - (o) + |f(2) — g(x)]
+1(2) = Flan(@))]
<4l =gl + lologen P @)+ 0 (Vlanlo) - )

bulunur. Bu egitsizligin ¢ € C%0,00) iizerinden her iki yammin infimumu alinirsa

Peetre K-fonksiyoneli’'nin tanimindan
|Lom P (fy2) — fla))|
< infyeczn {1 = gll + gl ey P (2) |

v (1 (onte) — )

=4k (7 Pen) o (£l - )



< H, {w2 (f; \/Pﬁ‘"’ﬁ"(:c)) - min (1, Pge (1) anoo}

v (i yflonte) — )

elde edilir.

19
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4. IKI DEGISKENLI BRENKE TiP POLINOMLARI
TABANLI SZASZ -KANTOROVICH OPERATORLERI

4.1. iki Degiskenli Brenke Tip Polinomlar: Tabanli Szasz-Kantorovich

Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

Bu boliimde, Brenke tip polinomlar1 tabanli Szasz-Kantorovich operatorlerinin iki
degigkenli bir genellegtirmesi tanimlanarak, bu operatorler icin tam siireklilik modiilii,
kismi siireklilik modiilii, Lipschitz sinifindan fonksiyonlar ve Peetre K-fonksiyoneli

yardimiyla yaklagim derecesi hesaplanmigtir.
4.1.1. Tanim

nom €N, (2,y) € I* = [0,00) x [0,00) ve {an}, {Bu}, {Ym} ve {1} asagada verilen
kosullar saglayan pozitif artan diziler olsun.
1 o,

im — =0, 2_140
g B (

1

ﬁn) (4.1)

1 m 1
lim — =0, 1™—140()

m=0 Tlm Thm hm

Bu durumda

k+1

@ Bl ) [ o

ﬂ’ll

Ly (frayy) =

J+1

y L (fs s y) = m]ipj(vmy) T;fm f(x,s)ds

nm

olmak {izere Lg%ﬁnﬁm’"m(f;x,y) operatorii Lo Pr(frx,y) ve , Lymm(fix,y)

operatorlerinin

By Ymm — an, Ym 7
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seklinde bir tensorel carpimidir. Buna gore

Bn "hn
Lyievmin(fia,y) =
, ( ) A(1)B(anz) A(1)B(vmy)
k+1 j+1
Bn  nm
Xzzpk’ n)p; »ymy)//f(t,s)dsdt (4.2)
k=0 j5=0 J
Bn nm

seklinde tamimlanan operatore iki degiskenli Brenke polinomlar1 tabanh
Szasz-Kantorovich operatérii denir. Burada py(a,z) ve p;(ymy), Es. (1.5) esitligi ile

verilen Brenke taban polinomlaridir.
4.1.2. Lemma

(z,y) € I?

i) Lom (1, y) = 1

oy B'(ant) 1 24(1)+1

B, Blamz) " Ba  2A(1)

i) Ly 0t (£ @, y) =

Y B'(ymy) N 124(1)+1

§id) LonBnsvmsin (g2 4)) = Yy —
e ) = By T e 240D

BH
z‘v)ng;;f””m’”’"( ST, Y) = 22 B(( ))$2+ 2 A(1) B(an:v)x

1 3A'(1) +6A'(1) + A(1)
T35 A1)

T B' (vmy) o5 | 29m A'(1) + A(L) B'(vmy)

B YmoNm 5% x

DL () = SR+ S e ey
1 3A4'(1) + 6A/(1) + A(1)

s A(T)

a, B"(anz) 3 302 2A'(1) + A(l)B”(anx)xQ
Y= B Bl T B A1) Blow)

Ui)Lg%ﬁn,vm,nm (
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ay, 6A"(1) 4 18A'(1) + TA(1) B'(apz) 1 4A"(1) + 16A"(1) + 124'(1) + A(1)

28 (D) Blans) " T 150 A0
m B" (Ym 372 2A'(1) + 3A(1) B"(m
Vig) Lo ntmotim (53: 32 4)) = ’Y_;n (Ymy) 3 4 ’ém (1) +3A(1) B"(v y)y2
’ M B(ymy) T A1) B(ymy)

Ym 6A"(1) +18A'(1) + 7TA(1) B'(vmy) n 1 4A"(1) +16A"(1) + 12A4'(1) + A(1)
21, A1) Blymy)” " 4, A1)

_ah B (a,x) 40l A'(1) + 2A(1) B" (o)
T8 Blagr) B AN Blawa)

viid) LomBrrmim (14 2 y)

302 2A"(1) +8A'(1) + 5A(1) B"(a, ) 2

234 A(1) B(ay,x)
+%4A'”(1) +24A"(1) + 30A'(1) + 6A(1) B'(anx)x
ek A(1) Blanz)

+L 5AM (1) 4+ 40A" (1) + 75A"(1) + 30A'(1) + A(1)
B A(1)

4B ) || AW +240) B )
n;in B(fymy) nfn A(l) B(’me)

i) Ly oemie (sh @, y) =

372, 2A"(1) + 8A'(1) + 5A(1) B"(Ymy)

2 A1) B(ymy)
L 4A"(1) +24A"(1) + 30A'(1) + 6A(1) B'(Ymy)
T A(1) B(ymy)”

1 5AW(1) +40A"(1) + 75A"(1) + 30A'(1) + A(1)
+_
Uk A(1)

fspat

Tki degiskenli bir operator icin dogrucu fonksiyonlar agagidaki gibi tanimlayalim:

AWBat) = 3 pyla)tt (4.3)
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A(s)Blys) = Y _ pi(y)s’ (4.4)
=0

i) Es. (4.3) de t = 1 ve x yerine o,z alirsak

AB(ar) = 3 prlan) (1.5

k=0

ve benzer gekilde Es. (4.4) de s = 1 ve y yerine ~,,y alirsak

AM)B(m) = > pi(ymy) (4.6)
=0

elde ederiz.

Ligyomn (L2, y)

= Fn i 35S anZ)p; T s

" AW Blana) AW B i O [ ]

___ b Mo EE (i1 G
=AM Blan) ATBG) & ) ] (o)
_ NS IS )

= A Blans) A Blmy) i i om0

bulunur. Boylece Es. (4.5) ve Es. (4.6) esitliklerinden

L%:&ﬁn,’)’m,nm (1’ x, y)

B e 11
A1) B(anz) A1) B(YmY) Mm B

- A(DB(anx)A(l)B(%ﬂy)
Lo (153, y) = 1

elde edilir.
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i1) Es. (4.3) ifadesinin ¢ ye gore tiirevinden

A'(t)B(at) + z At kak )tk (4.7)
olur. Eg. (4.7) egitliginde t = 1 ve x yerine o, alnirsa

A'(1)B(anr) + aprA(1 Z kpr(ax (4.8)

bulunur.

o GE)

k+1 j+1

B ﬂn Nim y Bn nm ]
= A(l)B(oznx)A(l)B(me)kz:oyzpk( nT)P () Bf { "
B /Bn " ) k+1 1
= OB AT Blry) 2 2 i) f [
_ Bn N
A(1)B(anz) A1) B(Ymy)
%0 o9 | 1 | (k+1)? K
X I{;)];]pk(anx)pj (’me> 2 TQL /B?L]
B Nm, 1 2k+1
~ AR AT B o) i P )3~
B Nm 1

A1) B(an) A1) B(Ymy) 20mB:

25 S kpr(one)p; (mt) + 3 S pr(0nz)p; (1)

k=0 j=0 k=0 j=0
olup Es. (4.5), Es. (4.6) ve Es. (4.8) den

oy B'(ant) 1 2A4(1)+1

By Blown) " T By 2A(D)

Lan ,Bn, Ym,Nm (t T y)
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elde edilir.

iii) Es. (4.4) ifadesinin s ye gore tiirevi;

A'(s)B(ys) + yA(s) ijg )si~! (4.9)
dir. Es. (4.9) esitliginde s = 1 ve y yerine 7,y yazildiginda;

A(D)B(ymy) + 1myA(1) B (Ymy) Zyp] (4.10)

olur.

_ Bn T
A B(anz) A(1)B(my)

k+1 j+1
Bn  nMm

x Y Zpk(ozn )p; (Ymy) f f sdsdt

k=0 j=

ﬁn ”]m

_ B Tlm
A1) B(anz) A(1)B(ymy)

k+1

<5 S ) [ 20

2
k=0 j= ~ m
n

dt

_ Bn T
A(D)B(anx) A(L)B(ymy)

o 2j + 1
X Pr(n)p;(Ymy) 5 5=
P T

_ B hm 1
A1) B(anz) A1) B(vmy) 2n3,8n

250> ipk(ent)p;(my) + 32 5 pr(0nz)p; (my)

k=07=0 k=0 j=0
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olup Es. (4.5), Es. (4.6) ve Eg. (4.10) den

B, 1 24(1) + 1
Lz%ﬁn:'}/mynm(s;x’y> — V_My _L
' N B(Ymy) Nm 24(1)

elde edilir.
iv) Eg. (4.7) ifadesinin ¢ ye gore tiirevi;

k(k — 1)pg(z)th—2 (4.11)

hE

A"(t)B(xt) + 20 A'(t)B'(xt) + 2?A'(t)B"(xt) =

=
Il

0

dir. Es. (4.11) egitliginde ¢t = 1 ve x yerine o,z yazildiginda;

> k?pi(z)

k=0

= A"(1)B(a,z) + 20,7 A'(1) B (o) + 0222 A'(1) B" ()

+A'(1)B(anz) + A(1)ayzB'(anx) (4.12)
olur.

L%%ﬁna'ﬁnvnm (tQ, x, y)

A(1)B(anz) A1) B(ymy)
B g1
sz Zopk(anx)pj(’}/my) f f thSdt
=0j= ki
Bn  Nm
A(1)B(anz) A1) B(ymy)
B1
< 3 prlewa)p;(rmy) | -dt
k=07=0 k. Mm,

Bn
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_ B Tim
A(1)B(anz) A(1)B(ymy)

[e'elNe'e] ,] 9
X an)pi (Vmy) —— [3k* + 3k + 1
kZ:?O];)pk( )i (Ymy) 30 65;[ ]

olup Es. (4.5), Es. (4.6), Es. (4.8) ve Es. (4.12) den

Lg%ﬁn77M7nm (t2; z, y)

o B'(og) N 20, A'(1) + A(1) B‘(Ozn$)x

T B Blagr) ' B A1) Blawr)

1 3A'(1) + 6A(1) + A1)
T35 A1)

elde edilir.

v) Es. (4.9) ifadesinin s ye gore tiirevi;

A'(s)B(ys) + 2yA'(s)B'(ys) + y*A'(s) B'(ys) = Zj(j — 1)p;(y)s’ >

dir. Es. (4.13) egitliginde s = 1 ve y yerine 7,y yazildiginda;
]ifpj ()

= A'(1)B(Ymy) + 29myA' (1) B'(Ymy) + v1my* A (1) B" (ymy)
+A (L) B(ymy) + A1) ymyB' (ymy)

olur.

L (s%:2,)

_ Bn T
A(1)B(anz) A(1) B(ymy)

(4.13)

(4.14)



k41 j+1
Bn  nMm

X Z Zpk(ozn 10 (Ymy) f f s2dsdt

k=0j=
Bn ”]'m

_ b T 1
A(1)B(anz) A1) B(vmy) 3n3,

k+1

00 00 Br,

x kz Zopk(anl’)pj(vmy) [ (32 +3j+1)dt
—0j= e
Bn

— n Nm
— A()B(anz) A(1)B(ymy)

olup Es. (4.5), Es. (4.6), Eg. (4.10) ve Es. (4.14) den

Vi B (my) 2y 2 A'(1) + A(L) B'(vmy)
nz B(ymy) A1) B(ymy)

s BryYm, 2. _
Ln:;nﬁn’Ymnm(s 7x’y)7 Yy

1 3A"(1)+6A'(1)+ A(1)
T3, A1)

elde edilir.

4.1.3. Lemma

(z,y)el?

ay B'(anz) 1) 1 2A4(1)+1

Q) Ly orom i ((t — w); 2w, y) = (B Blanr) +

Pn 2A(1)

7_mB‘(7my) B 1> 1 2A(1)+1

i) Ly (s — y); @, y) = (n B(ymy) "

I 2A(1>

ap B'(anx) 20, B'(a,1) N 1) 2

iii)Lg%ﬁn,’YmJ]m((t—Qf)z;x;y) = (52 B(Oz x) B ﬁ B(O‘ x)

grno A1) Blowr) B A1)

(2an A1)+ A1) B'(apx) 1 2A(1)+1>

29
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1 3A'(1) +6A(1)+ A(1)
[ A(D)

2
‘ Yon B (mY)  29m B'(Ymy)
o)L (s - i) = (22 - F1)y?
' 7712n B('me TIm B('me)

N (Q'ym A1)+ A1) B'(vmy) 1 2A'(1)—|—1)
M A1) Blwy)  mm A1)

1 3A'(1) + 6A4'(1) + A(1)
T A(T)

dir.
fspat
i) Lonfnmnim operatoriiniin lineerlik ézelliginden
Lyoevmotm((t = @) 2, y) = LyPetmmm (4 2, y) — wLomi»0mim (1, y)
Lemma 4.1.2 (i) ve (ii) den
o, B'(a,r) 1 24(1)+1

Lg%ﬁnﬁmmm((t _ SC), x, y) — R U A —

= B, Blamz) ' T B, 24(1)

_ <04n Bl(anr) 1) 1 24(1) +1

By Blagr) ) T B 2400

olarak bulunur.

i1) (i) dekine benzer gekilde elde edilir.

iid) Lgnfromaim (¢ — x)% 2, y)

_ Lgmgnﬁm,nm (tz; z,y) — Qng%Bnﬁmvnm (t;x,y) + x2Lg%ﬁn77m»nm<1; x,y)

olup Lemma 4.1.2, (7), (i7) ve (iv) den ispat elde edilir.
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iv) (7i7) dekine benzer gekilde elde edilir.

4.1.4. Tanim

f € Cg(I?) = {f: f:I?> = Rsmirh ve siirekli} ve § > 0 olsun. Iki degiskenli

fonksiyonlar i¢in tam siireklilik modiilii agagidaki gibi tanimlanar:

w(fi0) = sup |f(t,s) = flz,y)]
(t,s),(zy)€l?
¢(t757'r:y)§5

burada

Ot s,2,y) = /(t—2)* + (s —y)?

dir.

x ve y degiskenlerine gore kismi siireklilik modiilleri ise

wi(f;0) =sup {[f(z1,y) — f(z2,9)| : y € [0,00) ve [z1 — 22| < 0}
wa(f;0) =sup{|f(z,11) = f(@,92)| : @ € [0,00) ve |y1 — y2| < 6}
seklinde tanimlanir [4].

Tam siireklilik modiilii ve kismi siireklilik modiilii, siireklilik modiilii ile aym 6zelliklere

sahiptir.

4.1.5. Teorem

feCp(I*)NF ve (z,y) € I? i¢in

| Lo framnn (frx,y) — f2,y)| < 2w (f; Onm (2, 9))

olur. Burada
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0= (5n,m (1’7@/)), (5n,m (x,y)) = {5721 (517) + 5,2-,1 (y)}l/z, 5n($) = (Lsnﬁn((t . ZE)2; 1’))1/2 ve
Om(y) = (LYmm((s — y)?; y))l/z

dir. Ayrica
F={f:|f(z,y)] < M=t M >0, € R}.
fspat

LonBnamnm  operatoriiniin - lineer porzitifliginden ve tam siireklilik modiiliiniin

tammindan

Lgggnrn (fi2,9) — Fa,)|

< Lommomin ([ £(¢, s) = f(@,9)]5 2, y)

< Lot (w (f3 6 (8,8, 2,9)) 12, y)

< w(f30) {1+ 5 [Lomdmmmnm (o (L, s, 2, y) 5 2,y)] }

dir. Cauchy-Schwarz egitsizligi ve Lemma 4.1.3 den

| Ly (fra,y) — f(2,y))|

<w(f:0) {143 [Lagomm (¢ (¢ s.wy)so,y)]

= w(f;9) {1 + A [LanBn (¢ — )5 2) + L ((s — y)*5y)) 1/2}
elde edilir. 6,,(z) ve 6,,(y) hipotezde verildigi gibi secilir ve

6= Bum (2.9) » bum (2,9) = {87 (1) + 67, (1)}

alinirsa
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LomBrmam (frx ) — f(z,y)] < 2w (f; 0nm (z,7))

bulunur.

4.1.6. Teorem

feCp(I?)NF icin

| LanBuman (frx ) — fz, )] < 2(wi(f; 6a(x)) + wal(f50m(y)))

Burada §; = (6,(2)), 02 = (6m(y)), Teorem 4.1.5 de tanimlandigy gibidir.
fspat

LonBrymim  operatdriiniin - lineer pozitifliginden ve kismi siireklilik modiiliiniin

tanumindan

Ly rmn (frx,y) = f(x,y)]

Qn By YmyMm
< Lo

f(t,s) = flz.y)l;z,y)
< Lg%ﬁnﬁm,ﬂmﬁf(t’ S) - f(l’, S>| y Ly y) + Lg%ﬁnﬁmmmﬂf(x’ S) - f(xu y)| 3 Ly y)
< Lgmtnmtim (w (f5 [t = x]); 2, y) + Lomlrrmm (wy(f; s = yl); 2, y)
S w(fi00) |1+ FLy ([t —ali2)| +wa(f:02) |1+ £Lyr (s = yl5)]
olur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden
| Leommtin (fr2,y) — f(x,y)]
. 1 an,Bn 2. 1/2
<wi(fso) [1+ & (L ((t - 2)%2)) "]

+wo(f; d2) [1 + % (Lymmn (s — y)?; y))1/2}
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bulunur. §; ve d Teorem 4.1.5 de verildigi gibi secilirse ispat tamamlanir.
4.1.7. Tanim

(¢1, &) € (0,1] ve f € C(I?) olsun. Eger

[F(t5) = flz,9)| < Nt = |s —y[

kosulu saglanacak sekilde bir N > 0 sabiti varsa f fonksiyonu Lipschitz sinifindandir

denir ve f € Lipn((y, () ile gosterilir.

4.1.8. Teorem

[ € Lipn (G, G2) ise

| Lonromnn (fy2,y) — f(z,y)| < NG ()5, (y)

dir, burada d,(z) ve ,,(y) Teorem 4.1.5 de tamimlandig: gibidir.
fspat

f € Lipn(Gi, ¢2) igin

| Lomlenmnm(frx,y) — f(a,y)|

< Lgmmomim (| f(t,s) = f(a,y)|;2,9)

< Lgnframnn (N [t — 2| |s =y 2, y)

= NLgwP (|t —al ™ s2) Ly (|s — ]2 5 y).

olur.

P = C%v G = ﬁ Ve po =2, ¢ = ﬁ icin Holder egitsizligi ve Lemma 4.1.3 den
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| LanBman (fr 2, 9) — f(z,y)]

<N (L ((t—a)sa) (L (L)) T (@pm((s— %) F (L (L)
= N53 ()5 (1)

elde edilir.

4.1.9. Tanim

f®9 g ve y degiskenlerine gore f fonksiyonunun (p, ¢). mertebeden kismi tiirevlerini

gostermek iizere
CL(I2) = {f € Cp(I2) : f®9) € Cp(I?),1< p,q <2}

uzayl

o' f
oxt

2

+2

Cp(1?) =1

o f
oy’

2
Il 2y = 1 fllcpazy + 22
=1 Cp(12)

normu ile bir normlu uzaydir. f € C(I?) fonksiyonunun Peetre’s K-fonksiyoneli
K(f;6) = infyecz 12 {Hf — dlleyaz +0gllez o2y 0> O}

seklinde tanimlanir ve 6 > 0 i¢in

K (£:0) < H {un(f:v8) + min(1,0) |l o) § (4.15)

dir [14]. Burada H, § ve f den bagimsiz pozitif bir sabit olup wy(f;0) ise

2 , ,
wa(f;6) = sup |3 (=1)*7 | | f(z+jty+js)
Vi2+52<6 ||9=0 7 )
cB

seklinde tanimlanan ikinci siireklilik modiiliidiir [15].
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Simdi, Peetre’s K-fonksiyoneli yardimiyla ng;;f””ym’”m (f;x,y) operatériiniin yakinsama

oranini verelim.
4.1.10. Teorem
f S CB(]Q) 1(;111

| Loy (fra,y) — fa,y)]

gH{mUWﬂWﬁMWMwaD

+ min(1, A (2, 9) | Flogen |

tw (f V(@ (@) — 2) —(bm(y)—y)z)

dir, burada Ag%ﬂnﬁm:nm( ) — ( (.T))2 + (5m<y>>2 + ((],n(x) . x)Z i (bm(y) _ y)Q’
an(z) = S \nT)g 124(1)+1 () = I Blwy) 1240 +1
' Bn B(anz) L 2A4(1) ™

+ ————— olup
On(z) ve 0, (y) Teorem 4.1.5 de tanimlandigy gibidir.

= o BOmw)? T 24(1)

fspat

Oncelikle yardime1 operatériimiizii tanimlayalim.

Lyl mstn (f12,y) = Lanburmno (fiz y) + f(2,y) — f(an(®), bn(y))-
Lemma 4.1.2 den

Ly (1, ) = 1,

L (¢ — ) 2,y) = 0,

L (s = )i, ) = 0



dir.
g € C4(I?) ve (t,s) € I? igin Taylor formiiliinden

g9(t,s) — g(z,y)

_99(z,y) ! Pglu,y)
= T(t —z)+ [(t— U)Wdu

x

P 0%g(z,v)
dg(z,y) g\z,
‘l‘ga—yy(s — y) + Ly/‘(S - ’U)de.

olur.

Bu esitligin her iki tarafina LY "™ operatériinii uygulayalim:

L™ (g 2,y) = g(x, y)

g
= Lo ([ (¢ — ) 2558 du 1, )

T
S

+La"’6"’7m’"m(f(s - U)_angg,v) dv ;x,y)
y

t
= Lzl ([ (t — u) 48D du ;. y)

xT

an(x) )
=T (o) — ) ol
T

+Lgzdraman ([(s — 0) 2458 dv s, )

<

2 T, v
- f (bm(y) - U) %dv

Boylece

Lomimrmm (ge ., y) — g(2,y)

37
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t 2
S ng’;ﬁﬁru'}/nun'm < f |t _ u’ ‘w du ’x7y>
b T u
an(x) 829(u’y)
] lan(e) —ul [ 550 \du
s &?g(v, )
_i_L%r;;L/Bn,’Ymanm f’s_rU’ SN dv LY
; ( ) ov?
bm (y) o?
g(v, z)
bin(y) — vl |—55—|d
+ yf ‘ (y) U| o2 v
< {82 + (au(@) =)} gl ,
B
+{05.) + (o) = 9"} g, . -
B

elde edilir.
AgmBromoim () = 62(x) + 02, (1) + (an (@) — 2)* 4 (bn(y) — y)?

secilirse

LEs o (g, y) = gl )| < AP () lgllog ey (4.16)

bulunur. Diger yandan

L™ (i)
< | Lgndmrmam (fr 2, y)| 4+ 1 (@, 9)] + | f(an(@), bn ()]
< 3 fllepe) - (4.17)

olur. Es. (4.16), Es. (4.17) ve tam siireklilik modiiliiniin tanimindan

Lonframnn (frx,y) — f(z,y)|
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<

Lymlmimim (f — gox, y)‘ + [ f(z,y) — g9(z,y)|

+

L (g, ) = g(w,9)| + 1 (0 (@), buly)) = f(.9)]

<40 f = glleyzy + Anmd o (2, y) 9l e o)

o (5o () = 2= G ) =)
elde edilir.

Egitligin her iki yanimin g € C%([?) iizerinden infimumu ahmirsa, Peetre K

fonksiyonelinin tanimindan ve Esg. (4.15) den
Ly Brvmnn(f:z,y) — f(x,y))|

<4 inf {||f—g||CB(]2)+Aﬁf§q’f”’%’"’"($,y)||g|| , }
) c%,(12)

gEC%(I2

tw (f; V(@ (@) = 2) = (b (y) - y)2)

= 4K (f; ACnBnamim (g )

e (f; \/(an (2) — 2)* = (b (y) — y)z)

<H {m <f; VAT () 4 min (1, gz, y))) ||f||CB<p>}

tw (f; V(@ (@) = 2)* = (b () - y)Q)

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
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4.2. iki Degiskenli Brenke Polinomlar1 Tabanli Szasz-Kantorovich

Operatorlerin Agirhiklh Uzaylarda Yaklagimi

Bu kisimda ng;f”’"’m’"m operatorlerinin diizgiin yakimsakhg 12 C R? de incelenecektir.
Bunu incelemek i¢in Gadjiev tarafindan [17] ve [18] de verilen agirhikhh Korovkin tip
teoremlere ihtiyag vardir. Bu yiizden Oncelikle gerekli olan tanimlari ve teoremleri

agagida verelim.
4.2.1. Tanim

(z,y) € I? igin p(x,y) > 1ve lim  p(x,y) = oo olacak gekilde I? iizerinde siirekli
v 22 +y?—oo
p fonksiyonuna bir agirlik fonksiyonu denir.

Her (z,y) € I? i¢in
[f(z,9)| < Myp(z,y)

kosulunu saglayan tiim f fonksiyonlarinin smifi B, (/ 2) ile gosterilecektir. Burada M [

f fonksiyonuna bagli pozitif bir sabittir.

C,(I?) ise, B,(I?) ya ait I? iizerinde siirekli f fonksiyonlarimm simifidir. B,(1?) ve C,(1?)

|f(z,, )|
|fll, = sup ——"==
r (z,y)€l? p(x,y)

normu ile birer normlu uzaylardir.

Ayrica

(72 _ U (C )
Cp(f)_{fecp(f). ,521+y2%0p(x,y) kf<oo}

1se

Ch(I?) € C,y(I%) C B,(I?)
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olur.
4.2.2. Lemma

Bir {T,..} operator dizisinin C,(I?) agihkh uzaymmdan B,(/?) agirhkh uzayma

doniisiim yapmasi icin gerek ve yeter kogul
“Tn,m(p$$ay>“p < M,
olacak sekilde bir M; > 0 sabitinin bulunmasidir [17,18].

4.2.3. Teorem

{Tom}, C,(I?) uzaymdan B,(I?) uzaymna doniigiim yapan lineer pozitif operatdrlerin

bir dizisi olsun. Ayrica p; ,

im 258 g (4.18)
\/ T2, y2—00 pl(xa y)

kosulunu saglayan bir agirhik fonksiyonu olsun. Eger {T,, ,,,} lineer pozitif operator dizisi

lim HTTL,m (600) - 1||p =0

n,M—00

lim |7}, (€10) — €10][, = 0
n,m—00

n71711r—r>100 [ Tom (€01) = eOal =0

lim HTmm (620 + 602) - (620 + 602)Hp =0

7n,M—00

kogullarim saglarsa bu durumda her f € C,(1?) i¢in

n,}rlLr—I}oo HTn,mf B prl =0

gerceklenir. Burada e;; = 2'y/ | 4,7 = 0,1,2 dir [15,17].
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Simdi amacimiza ulagmak i¢in

LonBrdman (fox ), (2,y) € Layd,,

Tom(fi2,y) =
f(xay) ’ (xay) §é [andma

(4.19)

seklinde tanimlanan {7, ,,,} lineer pozitif operator dizisini ele alalim, burada

Io,q, = {(:c,y) 0<zr<a,0<y<d,ve lima, =o00, lim b, = oo}
n—oo m—00

dir.

4.2 4. Teorem

p(z,y) = 1+ 22 +y? ve pi(z,y), Es. (4.18) kosulunu saglayan agirhikh fonksiyonlar

olsunlar.

Bu durumda her f € Cp([2) icin
Jim Ty f = £, =0

dir.

Ispat

Oncelikle Lemma 4.2.2 yardimiyla 7, ,,, operatorlerinin C,(12) dan B,(I?) ya déniisiim
yapan operatorler oldugu gosterilmelidir. Es. ( 1.7) ve Eg. (4.1) kogullarindan

HTn,m(me
2 B" (o, 2a, A'(1 Al B'(«ay,
§1+a_; sup (o) 042 (1) + A(1) sup (o)
B2 (ew)ela, q, Blan) 2 AL (el ., Blan)

1 3A'(1) +6A(1)+ A(1)
T3 A(D)
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2 B'(~,, 2, A'(1) 4+ A(1 B'(v,,
%_1%1 sup (v y)_+ /Z (1) + A(1) sup (Ymy)
N2 @w)ela, o, BOmy) 14 A1) @yels, o BOmy)

1 3A"(1)+6A'(1) + A(1)
T, A1)

<1+ K

olacak gekilde bir K > 0 sabiti vardir. Bu da T}, ,,, operatériiniin C,(I?) dan B,(I?) ye

giden bir doniigiim oldugunu gosterir.

Sinirsiz araliklarda her zaman § — 0 iken w(f;J) — 0 olamaz. Bu durumda smirsiz
araliklarda yaklagimin derecesini incelemek icin agirlikli siireklilik modiiliinden

yararlanilir.
4.2.5. Tanim

f e Cx(I?) igin Q(f;01,02) agirhikh siireklilik modiilii

h hy) —
f:0.0) = sup  sup  LEFRy+h) = fzy)]
(@,y) €12 k1| <51, |h2| <52 p(z,y)p(hi, hs)

seklinde tanimlanir ve agsagidaki ozellikleri saglar:

i) lim )Q(f; 01,02) =0

(51,52)*}(0,0

i) |f(t,s) = f(@,y)] < 8(L+ 2 +y*)g(t;2)g(s; y)QS; s O) (4.20)

burada g(t;x) = <1 + %) (1 + (t— x)Q) ve g(s;y) = (1 + %) (1 + (s — y)2)
dir [23].

Simdi ng;;f"”%”m operatoriiniin yaklagim oranini agirlikh siireklilik modiilii yardimiyla

hesaplayalim.
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4.2.6. Teorem
f € Cx(I?) olsun. Bu durumda yeterince biiyiik m,n ler igin

HLg%ﬁnﬁmmm(f;xuy> - f(xhy)”p?» < H29(f751752)

esitsizligi saglanir. Burada Hs, n , m lerden bagimsiz pozitif bir sabit ve §; = (d,) ,

6y = (0,n) olmak iizere §,, = /3% , Oy = nim dir.
fspat
Es. (4.20) esitsizliginden

| LanBman (f: 2, y) — f(z,y)]

ﬁn 77m .
x 3 . i
X an,k(oznx) / g(t,z)dt me,j(%ny) / g(s,y)ds (421)
k=0 4 = J
Pn nm

elde edilir. Diger yandan

g(t,2) <2(1+02) (1+ 0,4 (t —2)")

g(s,y) S2(1+62) (L+04 (s — 1))

esitsizlikleri Eg. (4.21) de dikkate almirsa, her (z,y) € I,, 4, ve (t,s) € I? i¢in

‘Lgmﬂm'sz’?M(f; x, y) — f([[;, y)l S 8(]. + :L‘2 + y2>Q(f7 5717 5m)

1 o 1 (07
(O R EN] R ER PV S (R ] B

m

olur. Boylece Eg. (4.1) ve Lemma 3.1.3 den



45

1.4,

Lygafromnn((t — )" 5 2,y) = O(=) Yoo
' B’ i=0

an,S 4 1 1 i

Lgndmamin((s —y) 2,y) = O(—) 2y
m  i=0

olup Es. (4.22) de yerlerine yazilirsa

| LanBaman (fr 2, 9) — f(z,y)]

<8(1+ 22+ yH)QUS; 00, Om)

< {1 Lo 24:9(:} {1 + Lol iy}
5% 5n =0 5;1n Nm i=0
bulunur ve 9, = —, §,, = — secilirse
Bn N

‘Lg:;hﬁvu'}’mvnm(f; X, y) — f(JJ, y)l
(1422 + y2)°

S HQQ(fa 67” 577”&)

elde edilir.

4.3. GBS Operatorleri ile Yaklagimin Derecesi

Bu kisimda, siirekli fonksiyonlarin uzayindan daha genig olan Bogel siirekli
(B-siirekli) fonksiyonlar uzayinda ¢alisacagiz. Bogel siirekli fonksiyon tanimi Bogel
tarafindan [12] ve [13] de verildi. Bogel siirekli fonksiyonlara genellegtirilmis Boolean
Toplam operatorleri (GBS operatérleri) ile yaklagim ilk defa 1990 yihinda Badea ve
Cottin tarafindan tamimlandi, [10]. Badea ve arkadaglari, [9] ve [10] de GBS

operatorlerini kullanarak B-siirekli fonksiyonlar icin bir Korovkin-tip teorem verdiler.

4.3.1. Tanim

X ve Y reel araliklar olmak iizere A = X x Y olsun. f : A — R fonksiyonunun karma

farky (zo,v0), (z,y) € A icin
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Af [({L’,y); (l‘o,yo)] = f(xvy) - f(J;Ovy) - f($,yo) + f(l‘(),yo)
seklinde tanimlanir.

Eger herhangi bir (zg,y0) € A noktasi i¢in

lim  Af[(%,y); (v0,90)] = 0

(z,y)—(x0,y0)

ise f: A — R fonksiyonu (z9,9) € A noktasinda Bogel siireklidir ( B-siireklidir) denir.

A iizerindeki biitiin B-siirekli fonksiyonlarin sinifi C,(A) ile gosterilir.
Eger her (z,y) , (t,s) € A icin |Af [(x,y); (zo,%0)]| < M olacak bi¢imde bir M > 0
sabiti varsa f fonksiyonuna A iizerinde Bogel simirhidir ( B-simirhdir) denir. A {izerinde

B-sinirh tiim fonksiyonlarin simifi B,(A) ile gosterilir. Kompakt kiimeler iizerinde her

B-siirekli fonksiyon B-sinirhdir. Ayrica
C(A) C Cy(A) ve B(A) C By(A)

dur.

4.3.2. Tamm

L : Cy(A) — By(A) bir lineer pozitif operator olsun. Bu durumda L den elde edilen
GBS operatorii her f € Cy(A) ve (z,y) € Aigin

UL(f;@,y) = L{f(t,y) + f(z,s) = [t s); (2,9)] (4.23)
seklinde tanimlanir.
4.3.3. Tanim

Es. (4.2) ile verilen LonBnymim operatorii ile elde edilen Ugn:Anamm operatorii her

feGyI?), (z,y) € I” igin



B T
Qn By YmsMm
Ft,y) + fx,s) — f(t,s))dsd,
22/!

seklinde tanimlanir. Buna gore

anvﬁnv'}’mv”m _ an,Bn Ymsm
Un,m T Ln +y Lm

yazilabilir.

4.3.4. Lemma

Ugmfnmnm . Cy(1%) — Cy(1?) operatérii lineer ve pozitiftir.

Lan By Ym Mm
n,m
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(4.24)

(4.25)

Gergekten ,LomFPn  LImom ye [onBedmiin gperatorleri lineer ve pozitif oldugundan

UgnBramim operatérii lineer ve pozitiftir.

Es.(4.25), Lemma 4.1.3 ve Lemma 4.1.2 den agagidaki lemmalar1 verebiliriz.

4.3.5. Lemma

i) Ugnimn (1.3, ) = 1
i) Ugnfrmim (¢ x,y) =«
iii) Ugplmmsin (s, 2, y) = y
iv) Unfoimin (2,7, y) = 27

v) U bndmnm (g2 x y) = y?
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4.3.6. Lemma

i) Ugesimmn (¢ = 2) s2,) = 0

it) Ugfromim (s — y) s, y) = 0

4.3.7. Tanim

f € By(A) olsun. Bu durumda her 4§, d2 € [0,00) % [0,00) ve (z,y), (¢,s) € A igin
Winized : |0,00) X [0,00) — [0, 00)

Wiized(f301,02) = sup {|Af [(¢, s), (z,v)]| : |x —t| < 1, |y — 8| < 42}

seklinde tanimlanan fonksiyona karma siireklilik modiilii denir.

Karma siireklilik modiilii, klasik siireklilik modiilii ile ayni ozelliklere sahiptir. Buna

gore
1) Bir reel degerli f fonksiyonunun diizgiin B-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

5,8 =0

2) Ay >0, A2 > 0 i¢in

Winiged(f3 A101, A202) < (14 A1) (1 4+ | A2]) Winizea([f5 91, 62)
dir , burada |A[ ,A min tam degeridir, [8].

4.3.8. Teorem

Vf e Cy(I?) ve (x,y) € I? igin

|Ugnbnmin (12 4) — f(2,y)| < dwmizea(f; On, o)
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dir. Burada é,, ve é,, Teorem 4.1.5 de tamimlandig1 gibidir.

fspat

Karma siireklilik modiiliiniin 6zelliginden

[Af 1t 8); (2, )] < Winizea(f5 [t — 2], [s — y])
1 1

< (U 5 [t = 2)(1+ = |5 = Y)mieealf3 61,82, (4.26)
1 2

Karma fark fonksiyonunun tanimindan ve Uﬁ;’f”’%’”m(l; z,y) = 1 esitliginden (z,y),

(t, S) S IQ, 01, 09 > 0 ic¢in

Unin (f2,y) = f(a,y) = Ly 7t (AF[(t, 8); (2, )]s 2, ) (4.27)

vazabiliriz. Eg. (4.27) de, Es. (4.26), Lemma 4.1.3 ve Cauchy-Schwarz esitsizligi

kullanihirsa

Unan(fi2,y) = f(,9)] < Lm0 (JAF[( 9); (2, 9)]] 5 2, y)

< (Lﬁ%ﬁ"’”’”’"’"(l; z,y) + 5f1\/L3"’5"((t — x)% )

0 IR (5 — %) + 07 S L (1 - w2 )

x /Ly (s — y)?; y)> Winized(f; 01, 02)

elde edilir. Burada §; = J,(x) ve d3 = 6,,(y) Teorem 4.1.5 deki gibi alinirsa ispat

tamamlanair.
4.3.9. Tanim

f € Cy(I?) ve (1, ¢ € (0,1] olmak iizere Lipschitz sinifindan fonksiyonlar
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Lipm (G, G2) = {f € Go(I?) - [Af[(E,5) 5 (2, y)]]

< M |t — 2| |s — y|* olacak bicimde bir M > 0 vardlr}

seklinde tanimlanir.

4.3.10. Teorem

f € Lipy (i, ¢2) olsun. Bu durumda

|UgnBastmtin (12, ) — f(z,y)| < MG (2)d,2 (y)

esitsizligi saglanir. Burada d,, ve d,, Teorem 4.1.5 de tamimlandig1 gibidir.
fspat

f € Lipy(¢h,¢o) olsun. Bu durumda Eg. (4.27) den

Uy (fr2,y) = £ y)|

< Lgfmrmm [Af [(5,1): (2,)]

< MLgneomn (|t — 2| s — y| 52, )

= ML (i — [ ) L ([t — 41 1)

olur. p; = C%’ q = 2_—241 ve py = %, qs = ﬁ icin Holder egitsizligi ve Lemma 4.1.3 ten
|Ugmbnmn (f12y) — f(z,y)]

G 2-¢
< M ((Lembomamn (t — z)%2,y))  (LomPormin (152, y)) 2

9 2=¢

X (Lg:%ﬁny')’manm (3 _ y)2’ x, y)? (Lg:’;hﬁn77'nu77m (1’ x, y)) 2



= M5 ()3, (y)

m

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.
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5. SONUC

Bu tezde tek degigkenli Brenke tip polinomlar1 tabanhh Szasz-Kantorovich
operatorlerinin  bir genellemesi tanimlandi. Bu operatorler igin tam siireklilik,
Voronoskajatip teorem ve Peetre K-fonksiyoneli yardimiyla yaklagim derecesi
hesaplandi. Daha sonra Brenke tip polinomlar1 tabanlhh Széasz-Kantorovich
operatorlerinin iki degiskenli bir genellemesi tanimlandi. Bu operatorler icin tam
siireklilik modiilii, kismi siireklilik modiilii, Lipschitz sinifindan fonksiyonlar ve Peetre
K-fonksiyoneli yardimiyla yaklagim derecesi hesaplandi. Ayrica bu operatorlerin
agirhikli uzaylarda yaklagimi incelendi. Son olarak iki degigkenli Brenke tip
polinomlar1 tabanh Szasz-Kantorovich operatorlerinin  genellegtirilmis Boolean
toplamlar1 tanmimlanarak Bogel siirekli fonksiyonlar uzayinda karma siireklilik modiilii

ve karma Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla yakinsaklik orani bulundu.

Tezden elde edilen sonucglar “Degree Of Approximation For Bivariate
Szasz-Kantorovich Type Based On Brenke Type Polynomials” baghkh bir caligma
Honam Mathematical Journal, vol.42,No.2, pp.251-268, June 2020”

olarak ”

dergisinde yayinlandi.

Bu tez ¢aligmasi bu alanda yapilacak olan diger caligmalara katk: saglayacaktir.
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