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OZET

Bu tezde Benjamin-Bona-Mahony denkleminin ¢oziimiiniin varhk ve tekligi

> (Q)’da coziimlerinin uzun zaman davranis

aym zamanda H, (Q) ve H,
iizerinde yapilmis cahismalar incelenmistir [13,22,24]. Giris bdoliimiinde
Benjamin-Bona-Mahony denklemi hakkinda yapilmis bazi cahismalar
verilecektir. ikinci béliimde bu cahsmaya temel olusturacak tanim ve teoremler
hakkinda bilgi verilecektir. Uciincii béliimde ise Feado-Galerkin yéntemi
kullanilarak Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemi icin tamimlanan

problemin ¢oziimiiniin varhk ve tekligi gosterilmistir [13]. Dordiincii boliimde

1 o o s - . . o o .
H,,(Q)’da zayif yerel olmayan cekicisinin varhgi gosterilmistir [24]. Tezin

2 e s e e - o . .
sonunda H, ())’da zayif yerel olmayan cekicisinin varhg: gosterilmis olup

enerji esitsizligi ile zayif yerel olmayan cekicinin giiclii yerel olmayan cekici

oldugu gosterilmistir [22].
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ABSTRACT

In this thesis, the existence and uniqueness of the solution of the Benjamin-

Bona-Mahony equation and also a long time behavior of the solution of this

2 (Q) [13,22,24].

equation, which is known, has been studied at 4, (Q) and H,,
In the introduction part some studies about the Benjamin-Bona-Mahony
equation will be given. In the second part, the basis of definitions and theorems
of this study will be given. In the third part by using Feado-Galerkin method,
the existence and uniqueness of solutions of the problem for Benjamin-Bona-

Mahony equation has been shown [13]. In the fourth part the existence of weak

global attractor has been shown at H' (Q) [24]. At the end of the thesis the

per

existence of weak global attractor is shown at H ier (). And also the weak

global attractor has been shown to be strong global attractor by energy

inequality [22] .
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1.GIRiS

Bu tezde

U, —Uyy — U, +f(u)x = g(x) > (11)
u(x,0) =u,(x), xeQ (1.2)
u(x+ L,t) =u(x,t) (x,1) e QxR" (1.3)

baslangic ve smir degerli Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemi alinmustir.

Burada v>0, f:R— R siirekli fonksiyon, g(x)e L*(Q), Q R’de smirl bir
araliktir. f(u)=u +%u2 0zel durumunda BBM denklemi birgok arastirmaci

tarafindan incelenmistir [13, 22, 24]. Bona ve Dougalis [5]

u, +u, +uu, —vu —a’u_, =0  (x,0)e[0l]xR*
u(0,¢) = h(t), u(lLty=g@), 0<t

u(x,0) = f(x), 0<x<l1

burada a >0 ve v 20 ve

u(0,0) = 1(0) = ~(0) ve u(1,0)= f(1) = g(0)
baslangi¢ ve sinir degerli problemi iizerine ¢alismistir. Albert [2]

u, +u +u’u +u_ =0 (xeR,t>0)

u(x,0)=6(x) (xeR)
problemi iizerinde ¢alismistir. Benjamin-Bona-Mahony denkleminin ¢éziimlerinin

varlik ve tekligi bir¢ok bilim adami tarafindan incelenmistir [3,5,6]. Medeiros ve

Miranda [13] v = 0 durumunda Galerkin metodunu kullanarak

u, + (f(u))x Uy = g(x,1)



denklemi icin verilen Cauchy probleminin zayif ¢éziimlerinin varlik ve tekligini
calismiglardir. Burada u=u(x,t), xe(0]1) ve ¢t>0 dir. f(s)eC'(R) ve
g(x,t) e L”(0,T;L*(0,1)) dir. Iki ve daha yiiksek boyutlu uzaylarda bazi denklemler

igcin ¢Oziimlerinin uzun zaman davranislart pek ¢ok yazar tarafindan incelenmistir.

Wang [23] tarafindan

%szu—}tu—f(u)Jrg

u(x,0) = u, (x)
f@u=0, f(0)=0, [f'(u)=-C,
/@) < CA+[u]),

. . .42 . oo s
n<2 i¢gin >0 ve n=>3 icin rSmln(—,—z) olmak iizere reaction-diffusion
n

denkleminin L*(R") de yerel olmayan gekicisinin varligi gosterilmistir. Celebi,

Kalantarov ve Polat [7]

u, — ahu, —bAu+V.F(u) = h(x)
u(x,0) =u,(x)

u(xtLe,t) =u(x,t), u, (x+Le,t)=u_(x1)
genellestirilmis Benjamin Bona Mahony denklemi i¢in baglangic ve sinir deger
probleminin yerel olmayan cekicisinin varligin1 gostermislerdir. Stanislavova,

Stefanov and Wang [18]

u, —Au, —vAu+div(f(u)) =g

Benjamin-Bona-Mahony denkleminin R’ de, ¢oziimlerin asimptotik davranigii

incelemis ve R’ de Genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemi igin



cekicinin varhgini gdstermistir. Burada o pozitif sabit, geL’(R’) ve
1 : : L :
fu)y=u+ Euz dir. Bu ¢alismada ise (2, R nin bir alt araligi olmak tizere Mederios

ve Miranda tarafindan [13] de wverilen makale esas alinarak Es.1.1-Es.1.3

problemlerinin varlik ve tekligi incelendi. Daha sonra Wang ve Yang [24], Wang

> (Q) da

per

[22] tarafindan verilen Es.1.1-Es.1.3 problemi i¢in sirasiyla A IIM (Q) ve H

yerel olmayan ¢ekicilerinin varligi iizerine elde edilen sonuglari incelenmistir.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE ON BiLGILER

2.1 Tanim

p =1 reel say1 olmak {lizere QO — R" ilizerinde

j|u(x)|pdx<oo , xeQ

Q
kosulunu saglayan dlgiilebilir u fonksiyonlarinin uzayma L’ (Q) uzayi denir. L” ()

tizerindeki norm,

b, = (o @

bi¢iminde tanimlanir [1].

2.2 Tanim

!

X bir Banach uzay1 olmak iizere (X ') = X esitligi saglantyorsa X Banach uzayina

refleksif uzay denir [9].
2.3 Tanim

X bir Banach uzay1 olmak iizere X Banach uzayiin sayilabilir yogun bir alt kiimesi

varsa bu uzaya ayrilabilir uzay denir [9].

2.4 Tanim

Q c R" de hemen hemen her yerde sinirli dlciilebilir fonksiyonlar uzayma L_(€2)
uzay1 denir. L_(Q) iizerindeki norm,

= ess sup|u(x)|

XE,

”””Lw @)

bi¢giminde tanimlanir [8].



2.5 Tamim

Q c R" olmak iizere

u:Q—->X

stirekli fonksiyonlarin uzay1 C(Q X ) ile gosterilir [9].

2.6 Tanim

k dogal say1 ve QQ < R" olmak iizere k ’inct mertebeden siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlarin  uzay1 C“(Q) ile gosterili. C*(Q) iizerindeki norm,

||u|| @y = Zsup‘D“u(x)‘ bi¢ciminde tanimlanir.
‘a‘gk xeQ

2.7 Tanim

Qc R" de kompakt destege sahip her mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlarin

uzayina test fonksiyonlarinin uzay1 denir ve C;’(QQ) veya D(Q) ile gosterilir [8].
2.8 Tamim
Qc R" ve X normlu uzay olmak lizere u:Q — X fonksiyonun sifirdan farkli

degerler aldig1 K alt ciimlesini gbz Oniine alalim. K (K kiimesinin kapanis) Q nin

kapali ve smirli alt ciimlesi ise bu kiime u fonksiyonunun kompakt destegi olarak

adlandirilir; yani K = {x eQ:u(x)#0,xe Q} dir [8].
2.9 Tamim

X Banach uzay1, 1< p<o ve —wo<a<b< o olacak sekilde a ile b genisletilmis

reel sayilar olmak iizere [a,5] den X’e tamimlanmis



”V@Mﬁ<w

kosulunu saglayan oSlgiilebilir fonksiyonlarinin uzayr L”(a,b: X) ile gosterilir. Bu

uzayin iizerindeki norm

|7

vy = @I a0

biciminde gosterilir ve Banach uzayidir [21].

2.10 Tanim

X Banach uzayi olmak iizere [a,b] den X’e tanimlanan hemen hemen her yerde

siirli 6l¢iilebilir fonksiyonlarin uzayr L”(a,b; X)dir. L”(a,b; X) uzay1 lizerindeki

norm, ”u L*(a,b:X)z €ss Sup”f(t)”)(
tela,b]

biciminde gosterilir ve bu uzay bu norma goére Banach uzayidir [21].

2.11 Tanim

Cy(Q), (D(Q)) tizerinde tanimli siirekli, lineer fonksiyonele genellestirilmis

fonksiyon denir. Genellestirilmis fonksiyonlarin uzaym C; (Q)" ile gosterilir [8].

2.12 Tanim

Her bir «, 1<i<n negatif olmayan tamsayi olmak iizere o« =(¢,,,,....a,)

seklindeki vektor coklu indis olarak adlandirilir. u, Q< R" bolgesinde ¢ok
degiskenli fonksiyon olmak {izere u fonksiyonunun |a| ’yinct kismi tiirevi

Pkl +ota,

u

o a a, a,
ox,” Ox, *..0x,

D%u



ile tanimlanir. Burada o = o, + a, +...+ «, dir. k negatif olmayan bir tamsay1 ise k.
mertebeden biitiin kismi tiirevlerin mertebeleri D*u(x) = {D“u(x) : |a| = k}

ile verilir [9].
2.13 Tanim

u,vel, (Q) ve a ¢oklu indis olsun. V¢ e C(Q) igin

loc

[u(x)D g(x)ebx = (—1) [vop(x)dx

esitligi saglaniyorsa D“u =v fonksiyonuna u’nun «. zayif tlirevi denir burada

Q c R" dir [9].
2.14 Tanim

Q c R", m negatif olmayan tamsay1r ve 1< p <o olsun. o ¢oklu indis,

a| <k
olmak lizere u:Q — R fonksiyonunu ve m. mertebeye kadar biitiin genellesmis

tiirevleri L” uzayina ait olan fonksiyonlarin uzayma Sobolev uzay1 denir. Yani

W (Q)={uel,(Q):|a|<kDucL,(Q) }

bi¢ciminde tanimlanir. W™ (Q) uzayi lizerindeki norm

1

(X [|peu " dx)? (1< p < o)
||u||Wk"’(Q) = o

z ess sup‘D“u‘(p = o)

‘a‘ék Q

bigiminde tanimlamir. Eger p=2 ise H'(Q)=w*?*(Q), (k=1,2,...) dir. Burada

H"(Q) uzay1 Hilbert uzayidir [9].



2.15 Tanim (Banach uzaylarn {lizerinde lineer operatdr)

X ve Y Banach uzaylari olsun. Eger her x,y € X, 4,u € R icin
1) A(Ax + wy) = AA(x) + pA(y)

saglaniyorsa 4: X — Y operatorii lineerdir denir [9].
i1) Eger
|4 = supida, :Ju], <1j<c0

ise 4: X — Y lineer operatorii sinirlidir denir [9].
2.16 Tanim

X bir normlu uzay olmak iizere

limu, —uf =0

k—

ise {u ‘ } c X dizisi u € X ’e yakinsaktir denir ve u, — u bigiminde gosterilir [9].
2.17 Tanim

X normlu uzay1 lizerinde tanimli sinirl, lineer fonksiyonellerin uzayna X’in dual

uzay1 denir ve X' ile gosterilir [9].
2.18 Tanim

X bir reel Banach uzay1 olmak iizere eger k — o i¢in
<x*,xk> - <x*,x> Vx*e X'
saglaniyorsa {xk } c X dizisi x € X ’e zayif olarak yakinsaktir denir ve x, ——x

biciminde gosterilir. Ayn1 zamanda zayif yakinsak dizi sinirhdir [9].
2.19 Tanim

X bir reel Banach uzay1 olmak iizere Vu € X i¢in n — oo iken



f.u)—>(f,u) saglaniyorsa |f, jc X' fonksiyoneller dizisi f < X' ya zayif
(fou) = (fou) i)

yildiz olarak yakinsamaktadir ve f, s f ile gosterilir [19].
2.1 Teorem (Banach-Alaoglu)

X ayrilabilir lineer normlu uzay ve { £, }::1 — X olsun. Eger Vn igin || £, || <M ise

bu durumda Oyle bir {f

ny,

}c {f,} alt dizisi vardir ki ve f, € E* olmak iizere

fo, = f, olur [9].
2.2 Teorem

X lineer normlu uzay, {x, }:c:l c X olsun. Bu durumda x, ——x, ise

||x0||E < liminf ||xn ||X esitsizligi saglanir [9].

n—o0

2.1 Lemma

V ve H, V< HcV' kosulunu saglayan Hilbert uzaylar1 olsunlar. Burada V',V
nin duali ve ¥V, H da H da V'de yogundur. Eger uelL,(0,T;V) ve

u, € L,(0,T;V") ise o zaman u hemen hemen her yerde [0,T] den H ya siirekli bir
) . d dy 2 ~ e .
fonksiyona esittir ve E(u,u) = j”“”L @ = 2<u ,u> esitligi (0,T) de genellestirlmig
t 2

manada saglanir [17].
Agmon Egsitsizlikleri:

Q c R" de C" sinifindan bir bolge olmak iizere
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1 1 n
— — —+1
2, .. DueH? (Q),ngift
H2 (Q) H? (Q)
Le 1 1 n+l
C|u|2 i |u|2 i sDue H ? (Q),ntek

H2(Q) H? Q)

el

esitsizligine Agmon esitsizligi denir. Burada c, Q bolgesinde sabittir [20].

2.2 Lemma

1< p,q <oo,l+l:1 ve a,b>0, & >0 olmak {izere
q

ab < ga” + c(g)b*

esitsizligine Young Esitsizligi denir. Burada

(ep)

c(e) =1L

dur [20].

2.3 Lemma

1
1< p,g <o, —+l:1 olmak tizere her ueLp(Q), velL, (Q) igin
P q

[lotee <, I
L[’ Lq

Q

esitsizligine Holder Esitsizligi denir [20].
2.2 Teorem (Gronwall-Reid-Bellman esitsizligi)

c negatif olmayan sabit u,v ¢, <t <¢, + ¢ araliginda tanimli negatif olmayan siirekli
fonksiyonlar olmak {izere,

u(t)<c+ ju(s)v(s)ds, te [to,to + a]

fy

esitsizliginden
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u(t) < cexp[j‘ v(s)ds} , te [to,to + a]

ty

Gronwall esitsizligi elde edilir [12].
2.20 Tanim

X ve Y Banach uzaylari, X Y olsun. Eger
1) ||x||Y < c||x||X , csabit(xe X)ve

2) X’ deki her bir sinirh dizi Y’ de prekompakttir.
kosullar1 saglaniyorsa X, Y ye kompakt olarak gdmiilmiistiir denir ve X cc Y ile

gosterilir [9].
2.3 Teorem

Q, R’ nin smirl agik bir alt ciimlesi 1< p < n igin u € W,”” (Q) olsun. Bu durumda

esitsizligi saglanir. Burada C =C(Q, p)’ dir

Yu e W,* (Q) igin ||u||L < C”Du

Q)

[11].
2.4 Teorem

Q c R" nin smirli, agik bir alt ciimlesi ve C'(Q) smifindan bir bolge olsun. Bu
durumda asagidaki kompakt gémiilmeler vardir.

(1) p<nise W'?(Q) —>L(Q), 1<q<p’,
(2) p=nise W"(Q)—> L (Q), 1<g<wo,

(3)p>n ise W' (Q) - C(Q).

burada p* =2 dir [11].
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2.21 Tanim

H bir Banach uzay1, {S(¢)},., H iizerinde tanimli operatorlerin bir ailesi olmak iizere
1) S(0)=1
i1) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s 20

kosullar1 saglaniyorsa {S (t)}t20 ailesine yar1 grup denir [20].

2.22 Tanim

X bir Banach uzayi, S(¢) : X — X bir yar1 grup olmak iizere B < X kiimesi V¢ >0

igin

S(t)B=8B

esitligi saglaniyorsa B kiimesine degismez kiime denir [20].
2.23 Tanim

B c X kiimesi i¢in w limit kiimesi

w(B) = Ny S@)B
520125
seklinde tanimlariz. Burada kapanis X uzayindaki zayif topolojiye gore alinmistir

[10].

2.5 Teorem

Q,C" siifinda smirli bir bolge olsun. Bu durumda H'(Q), L’ (Q)’ya kompakt

olarak gomiilmiistiir [9].
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2.24 Tanim

B < R" herhangi bir siirli kiime olsun V¢ 2>t (B) icin S(¢)B — B, olacak sekilde

t, =t,(B)>0 varsa B, ¢ R" kiimesine S(t) yar1 grubu i¢in yutan kiime denir [9].

2.25 Tanim

A kiimesi X de simirli ve zayif kapali ve V¢ >0 i¢in {S (t)}t20 icin degismez kiime
ise yani V¢2>0 i¢in S(r)A=A ise ve X deki her simnirlh kiimeyi ¢ekiyorsa yani

B c X siirli kiimesi i¢in

limd" (S(t)B,A)=0

t—o©

oluyorsa A ya zayif yerel olmayan ¢ekici denir. Burada

d"(X,Y)=S8up Infd" (x,y)

xeX yeY

dir [10]. Simdi Es.1.1-Es.1.3 probleminin ¢6zlimiiniin varlik ve tekligi asagidaki

boliimde incelenecektir.
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3. COZUMUN VARLIK VE TEKLiGi

Bu bolimde BBM denklemi i¢in tanimlanan baslangic sinir deger problemi
g6zOniine alinacak bu problemin zayif ¢oziimlerinin varlik ve tekligi ispatlanacaktir.
Teoremin ispatinda Feado-Galerkin metodu kullanilacaktir. Problem periyodik sinir
sartlar1 altinda diisiiniilerek boliimiin sonunda ise ele alinan problemin ¢éziimlerinin
siirekliligi incelenecektir. Bu kisimda incelenen sonuglar v =0 i¢in [13] dadir.

B.B.M denklemi:

ut_uxxt_uuxx+f(u)x :g(X), (xat)EQXR+ (31)
u(x,0) = u,(x), xeQ (3.2)
u, Q periyodik (3.3)

baslangi¢ ve smir kosulu altinda incelenecektir. Burada Q= (0,L) dir.o >0,

f:R— R diizgiin fonksiyon ve g(x)e Lie,, (Q)’dir. Varlik teoremini vermeden

Once teoremin ispatinda kullanilacagindan asagidaki lemmalar verilecektir.

3.1 Lemma

Eger u e H'(Q) ise

)5

uX

1
suplu(] <l (o +
0<x<1

esitsizligi saglanacak sekilde u’dan bagimsiz ¢>0 sabiti vardir [13].

3.2 Lemma

feC"(Q), k>1ve £(0)=0 olsun. Eger u e L_(0,T : H*(Q)) ise 0 zaman
Su(x,0)e L, (0,T:H"(0,1)) ve

||f(u(t))||H'(Q) < M”””H'(Q)
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k-1

”f(u)”H"(Q) < Ck (1 + ||u||H"’1 )”u”H"
esitsizlikleri elde edilir [13].
Eger k> 2 ise M ve C, sabitlerdir.

Simdide Es.3.1-Es.3.3 ile verilen baslangi¢ sinir degerli BBM denkleminin zay1f

¢Ozlimlerini tanimlayalim.

3.1 Tanim

Yve H! (Q) icin

per
(V) + (v ) V(v )+ (f (1), v) = (85V) (3.4)
esitligini saglayan, u € L” (0,7 : H'(Q)), u, € L”(0,T : H'(Q))

olmak iizere u fonksiyonuna Es.3.1-Es.3.3 denkleminin zayif ¢oziimii denir.

3.1 Teorem

T>0 reel sayl, g(x)el’ (Q) ve u,(x)eH

per

! (Q) olsun. O zaman (3.1)-(3.3)

per

denkleminin,
u(x,t)e L (0,7 : H'(Q)), % e L”(0,T:H' (Q))

kosullarin1 saglayan bir tek u(x,t) ¢oziimii vardir. Burada 6 =Qx [0, T ], T>0 dir
[13]

fspat.‘

Teoremin ispati ii¢ adimda yapilacaktir. Ilk olarak problemin yaklasik ¢oziimii
olusturulmustur. Daha sonra problemin ¢6ziimii olan fonksiyon igin bazi 6n
degerlendirmeler elde edilmistir. Son olarakta problemin varyasyonel formunda
limite gecilebilecegi gosterilmistir. Simdi  problemin yaklasik ¢dziimlerini

olusturalim. H ;er (Q) wuzayr aynlabilir uzay oldugundan bir bazi vardir.
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w, eH;er(Q) olacak sekilde {wj }jeN dizisini segelim. Her bir me N igin
W, W,,...,w,, lineer bagimsiz ve w, lerin lineer kombinasyonlarindan olusan uzay

1 - .
H,, (Q) da yogundur. Bu sonlu elemanlar tarafindan gerilen alt uzayin elemanlari

Z g, (Ow,(x) bicimindedir. Es.3.1 yaklasim dizisini

i=1

U =u" (1) =Y g, (Ow,(x) (3.5)
i=1
formunda olusturalim. Es.3.4 varyasyonel formunda v yerine w;, 1 < j <n u yerine

u” yazilirsa
(s w)) + (ug,w, )+ v, w )+ (f(w,),w;)=(gw,) j=1.2,...m (3.6)

esitligi elde edilir. Es.3.6 u" (0) =u,,, kosuluyla birlikte diistiniildiigiinde

g () + Uz A8 im )+ bij (f(u,), Wj) = Z Vi (g Wj) (3.7
Jj=1 Jj=1

8,,(0) = (uy,,, w;)

g, (¢) bilinmeyenlerine goére diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Burada «;,

b;, v, reel sabitlerdir. Picard teoreminden bu sistemin [0,7,] araliginda bir tek

¢ozlimii vardir. Daha sonra elde edilecek olan degerlendirmeler gozoniine
alindiginda ¢6ziim [O, T ] aralifina genisletilebilir oldugu goriiliir. Simdi ispatin ikinci
adiminda ¢6ziim i¢in baz1 degerlendirmeler elde edilecektir.

3.1 Céziim icin Bazi Degerlendirmeler

Es$.3.6 g, (¢) ile garpilarak j =1"den j =m’ye toplam alinirsa
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(" u")+ (uyul)+ o ul )+ (f@"), u")=(gu") (3.8)
elde edilir.
F(s)= [ f(z)dz (3.9)

esitligi gbzoniine alir ve esitligin sag tarafina Cauchy-Schwarz ve Young esitsizligi

uygulanarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

m
ux

L+l )+ 20 <l + o (.10)

esitsizligi elde edilir; yani

2 2
-2V

(3.11)

um

m m
ux ux

d (|
(=

2 2
» )<l +

esitsizliginde v > 0 oldugundan Es.3.11
4 e * ) < gl 12
L=l <lel G.12)

biciminde yazilir. Es.3.12°e Gronwall esitsizligi uygulanirsa, V¢ € [O,to] icin
2 2 2

el < oo " + ]

elde edilir. Bu esitsizlikte Bessel esitsizligi gdzoniine alinirsa

bl <lpeonl e + el e’ <o +lee” veeor,] (3.13)

bulunur. Bu durumda asagidaki degerlendirmeler elde edilir. V7 € [0,7] igin
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[, . <c@) (3.14)

HY(Q)
boylece Es.3.14 den
u" eL (0,T:H'(Q)) (3.15)

bulunur. Es.3.14, Es.3.15 ve Banach Alaoglu teoreminden {um} nin
L*(0,T : H'(Q)) da yakisak olacak sekilde {u™ | alt dizisi vardir. Ancak genelligi
bozmadan {u’”‘} yerine {u’"} alinir. Boylece L” (O,T ‘H l(Q)) da u", u ya zayif

yildiz olarak yakinsar. Daha sonra {ut } icin degerlendirmeler elde etmek i¢in Es.3.6

g';,, (1) ile carpilarak j =1 den j =m ye toplam alinirsa
(" )+ W)+ 00! ) + (), = (o] (3.16)

bulunur. Esitligin sag tarafina Young ve Cauchy Schwarz esitsizligi uygulanir gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

2 2

2 & 2 &
u"l +ulll <l =W 3.17
el <5 le] % @™, (3.17)
yazilir. Lemma 3.2 ve g € Lim_ (Q) dan dolay1 Es.3.17 Vr € [0,T] igin
/|, <C (3.18)

elde edilir. Boylece Es.3.18’den

urle 170,17 H'(Q) (3.19)
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sonucu ¢ikar. Banach—Alaoglu teoremine gore L* (0,7 : H'(Q)) da
u —su, (3.20)

olacak sekilde {ut’" * }c {ut’" } alt dizisi vardir. Ancak genelligi bozmadan {u;' ' } yerine

{u’”} almabilir. Es.3.15 ve Es.3.19’dan ¢ = (0,7)XQ olmak {izere {u’"} H'(¢) da

sinirlidir. {um}’nin H'(¢)’da sinirh olmasi ve Rellich imbedding teoreminden
dolay1 L*(¢)’da u” —> uelde edilir. Bununla birlikte ™ < u” alt dizisi ¢ da u'ya

h.h.h.y yakinsamaktadir. Son basamakta da problemin varyasyonel formunda limite
gecilebilecegi gosterilecektir. i1k olarak lineer olmayan terim ile baslayalim. Es.3.14

ve Lemma 3.2 dikkate alindiginda

lr@m)|,, <c,vielo.r] (3.21)

H'(Q)
elde edilir. Boylece L (0,7 : L,(€2))da

flum), — (3.22)
olur. Es.3.21 ve f fonksiyonunun R ’de siirekli oldugu gézoniine alindiginda

f("™), ¢ dahemen hemen her yerde f(u) ya yakinsamaktadir. (3.23)

Es.3.14, Lemma 3.1 ve Lemma 3.2’den

<C, Vm ve Vte[0,T] (3.24)

| @m)

L’ (¢)

elde edilir. Es.3.22 ve Es.3.23 den L’ (¢) ’da

Sl )= r) (3.25)
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dir. Burada ki yakinsama ¢ ’da genellestirilmis manada diistiniildigiinde
SfW™) ’in f(u),’ e ¢ da genellestirilmis manada yakinsadig1 elde edilir. (3.26)
Es.3.22 ve Es.3.26’dan y = f(u), olur ve L (0,7 :L,(QQ)) da zayif yi1ldiz manada

yakinsar ve
f@"), == f(w), (3.27)

biciminde gosterilir. Boylece Es.3.6, Es.3.15, Es.3.20 ve Es.3.26 go6zoniine
alindiginda L*(0,7") da sirastyla

(ut’",wj )%(u[,wj)

(W, )= w,)

W W, )= w,,)

elde edilir. Es.3.6’da m — o i¢in limit alindiginda, yukaridaki sonug¢lardan

(1t w,) + (1 w,) 0w )+ () w)) = (8 w)) (3.28)

esitligi elde edilir. Es.3.28 V; icin gegerli oldugundan lineerlikten her v € H' (Q)

per
(1, ) + 1ty v, + 0, ,) + (£ (1)) = (g2)
esitligi yazilir. Simdi u’nun baslangi¢ kosulunu sagladigini gosterelim.

L*(0,T : H'(Q)) da {um} dizisi u’ya zayif yildiz yakinsak oldugundan

Vve L'(0,T: L*(Q)) icin
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[ vydt - [ @,v)de (3.29)

0

olur. Diger yandan {u’”} dizisi u’ya L*(0,T:H'(Q))’da zayif yildiz yakisak

t

oldugundan

L7(0,T: H'(Q)) da u" ——u,

dolay1; Vve L, (0,T : L,(€)) igin

[ vyde - [, var (3.30)

0

yazilir. Burada we L*(Q), 8eC'(0,T) ve 0(0)=1 6(T)=0 olmak iizere
v(x,t) = O(t)w(x) bi¢iminde yazilsin. Eger Es.3.29’da v =60'w, Es.3.30’da v=6w
almir gerekli diizenlemeler yapilirsa L*(Q)’de u”(0) = u(0) elde edilir. Boylece u

¢Oziimiinlin baslangi¢ kosulunu sagladigi gosterilmis olur. Kabul edelim ki u, v
fonksiyonlar1 Es.3.1-Es.3.3 denkleminin iki farkli ¢6ziimii olsun o zaman w=u—v

olmak iizere w,

w,—w, —ow, + fu,)-f(v), =0 (3.31)
w(0)=0, w_(0)=0

baslangi¢ kosullu denklemin bir ¢oziimiidiir. Es.3.31 w ile L* de i¢ carpimi almir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

ld

2dt " (f), ~ f(),,w) =0

2+u|

i
2 dt

X

WX

bulunur. Buradan da w=u-v=0 elde edilir. Dolayisiyla tek bir ¢6zlimii oldugu sonucu

cikar.
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4. BENJAMIN-BONA-MAHONY DENKLEMI iCiN YUTAN KUME VE
YEREL OLMAYAN CEKICININ VARLIGI

Bu béliimde H'(Q)’da zayif yerel olmayan cekicinin varlig1 gosterilmistir. Daha

sonra Ball’un yontemi ile zayif yerel olmayan ¢ekicinin ayni zamanda giiclii yerel
olmayan c¢ekici oldugu gosterilmigtir. Teorem 3.2°den Es.3.1-Es.3.3 probleminin

¢Oziimiiniin var ve tek olmasindan S(¢) yari grubu tanimlanabilir. Bu kisim [13] ve

[24] makalelerinin incelenmesiyle olusturulmustur.

4.1 Teorem

(x)e L’ (Q) ve u, € H'(Q) olsun. Bu durumda S(¢): H'(Q) = H'(Q) dinamik
g per 0

sistemi V¢ > 0 i¢in zay1f stireklidir [24].

fspat.‘

Her ¢, >0 sabiti igin S(z,) nin H'(Q) dan H'(Q) ya zayif siirekli oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in
Uy — W, (4.1)

olacak sekilde H'(Q) da bir {uOk} dizisi secelim. H'(Q)’da S(t,)u,, —>S(t,)w,
oldugu gosterilecektir. 7 >¢, secelim ve u,(¢)=S(u,,, wit)=SHw, ile

gosterilsin. Zayif yakinsak her dizi sinirli oldugundan Es.4.1°den

<R (4.2)

”uOk ”H‘ Q)

olur, burada R, k dan bagimsiz sabittir. u, (¢), Es.3.1 saglasin bu durumda



uy () =t () —u, + (f (), = g(x)

esitligi yazilir. Es.4.3 H’ da u, ile i¢ ¢arpimi alinirsa

T LR T O Y JUrlu ) = (g

bulunur.
F(s)=[ f(x)dz

olsun. Bu durumda

G )t == £t o = -2 =0

Q

elde edilir. Es.4.3’de Es.4.6 g6zoniine alinirsa

2dt” I+ ””kx” +ofu | = (g.uy)
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(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

olur. Es.4.7 sag tarafina Cauchy-Schwarz ve Young esitsizligi uygulanir gerekli

diizenlemeler yapilirsa,
d Q 2 2) 2 2 2
[ e[+ 20 | < gl + o

elde edilir. Es.4.8’e Gronwall lemmasinin uygulanmasi ile

et O + e < € (o, O + e O ) + [l

(4.8)
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<(R* +|g[")e™
elde edilir. Buradan
lu, 0, <C  vo<t<T (4.9)

olur. Burada C, T ye bagl bir sabittir. Simdi Es.4.3 u,, ile L,(Q)da i¢ carpimini
alirsak

2

| + = 0ty st )+ (f (0 )ott) + (g5

U kxt

elde edilir. Bu esitligin sag tarafina Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

el + ™ Ol o+ G Moo+ i s | (4.10)
bulunur.

11
e, < Cllel2 o] - Vue H'(Q)

Agmon esitsizligi, Lemma 3.2 ve Es.4.9°dan
|/ @, @), <C VO<t<T 4.11)
elde edilir. Daha sonra Es.4.9 ve Es.4.11, Es.4.10°da birlikte diisiiniiliirse

i+l < s+ |

U kxt

elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafina Young esitsizligi uygulanirsa



1 1
e T e 0 R ¥ e

yazilir, bu esitsizlikten

et < 2C YV 0<t<T

elde edilir. Es.4.9 ve Es.4.12°den

H'(Q)’da u, (t,)—2>0
L*(0,T;H'(Q)) *da w, (1) —E>u(r)
(0,7 : H'(Q)) da u, () —=>u,
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(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

olacak sekildeu, dizisinin bir alt dizi vardir bu alt diziyi genelligi bozmadan u, ile

gosterebiliriz. Burada @ € H'(Q), u(t) e L”(0,T;H'(Q)) dir. Es.4.14, Es.4.15 ve

kompaktlik teoreminden [21]

u, (t) > u(?) L*(0,T; H)

(4.16)

elde edilir.Vve H! (Q), Vi (t)eC,(0,T) icin Es4.3 w(t)v ile carpip gerekli

per

diizenlemeler yapilirsa

O —y

(100 OV + [ (s (OO, )t + 0] (s (OO = [ (F )y (09, )t

= [ (. (ew)ar

4.17)
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elde edilir. Burada lineer olmayan terim gézoniine alinarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa

[CF@w@w)de=[(Fap v, )dt

dt <

[(F@) = ra)y@w,)d

< [(f @)= F @)y @y,

di < Cly (t)v,

L, (0,T:H) ”uk —u L, (0.T:H)

T
17O, e ~ulll @y,
0
elde edilir. Boylece Es.4.16 goz 6niine alinirsa
T T
[(Fa@)p@wde = (fa)y@v,)d] -0
0 0

olur. Es.4.14, Es.4.15, Es.4.16 dikkate alinarak k& — o i¢in Es.4.17 de limit alinirsa

O —y

(VW Ot + [ v W@t + 0 v, W (Od = [ ()0, )y =

=[(g. vy ()t (4.18)

bulunur. Boylece
U~ —ou, + fu), = g(x) (4.19)

esitliginin genellestirilmis manada saglanir. Yani u, Es.3.1 saglar. Simdi u(0) = w,

esitliginin  genellestirilmis manada  saglandigin1  gosterelim. Vve H' (Q),

per
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Yy(t) e C°°[O,T ], w(T ): 0, w(0)=1 icin Es.4.3 ele alarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa

0'—.H

(e v (0 + j u,m,vx)y(t)dt+u'[ u, v, Y (O)dt

O ey

(/e v ()t = (0, (0),v)+ [ (gl (t)a (4.20)

elde edilir H'(Q) da u, —“>w, ele alarak E$.4.20°de k — o icin limit

alindiginda

O'—.’\]

(v @)dr + j u,,v, )y(t)dtwj (e, x),y(t)dt+j(f(u),vx)y(t)dt-

[y W@t = (wy,v)+ [ (g vl ()t (4.21)

O —y

yazilir. Diger yandan Es.4.19 vy (¢) ile ¢arpilir ve diizenlenirse

O'—u"]

(@ vy @)dr + j u,,v, )w(t)dtwj (e, X),y(t)dt+j(f(u),vx)y(t)dt

O'—.H

[y e = (w©0),v)+ [ (g, v (t)ar (4.22)

elde edilir. Es.4.21 ve Es.4.22 birlikte diisiiniildiigiinde
(u(0),v) = (w,,v) vveH,, ()

bulunur. Buradan ise

u(0) =w, (4.23)
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sonucu yazilir. Boylece Es.4.19 ve Es.4.23’den

u(t) = S(Oyw, =wlt) (4.24)

olur. Vve H! (Q), Yy (t)e C“’[O,tl] w(0)=0, w(¢) =1 olmak iizere

per

Es.4.18 ve Es.4.20 esitlikleri tekrar ele alinirsa Es.4.18’den

f t

-J.(u, vv'(t)dt + JL(ux, VO (t)dt + U'I[ (u,,v, )dt

0 0

- [ w0 = ) + [ (g o
Es.4.20°den

f 4 4
[ Ot + [ (g, v, )t + 0] (v, )t
0 0 0
—_[(f(uk),vx)w(f)df = (u (1,),v) +I(g,V)!//(f)dt
0 0
k — oo i¢in limit alindiginda Es.4.13°den

(u(t,),v) = (6,v) VveH! (Q) (4.25)

per

elde edilir. Es.4.24 ve Es.4.25 den

u(t)) =60=S()w,
esitligi yazilir. Béylece Es.4.13’den H'(Q) da

St u,, ——> S(t,)w, elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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4.1 Yerel Olmayan Cekicinin Varhg:

Bu boliimde Es.3.1-Es.3.3 problemi icin yerel olmayan cekicinin varligini
gosterecegiz. Bunun i¢in gerekli Lemma ve Teoremleri vermeden 6nce Es.3.1-Es.3.3
probleminin H da yutan kiimeye sahip olmadigimi gosterelim. Oncelikle Es.3.1
esitligi Ve > 0 icin € bolgesi lizerinde integrallenir ve Es.3.3 kosulu uygulanirsa

Vvt > 0 i¢in u’nun ortalamast

g(x)el’, (Q) ve j 2(x)dx =0 olmak iizere
Q

per

O(u(t)) = ﬁju(x, f)dx = ﬁ j uy (x)dx = Ou, ) (4.26)

bulunur. Bu durum bize Es.3.1-E5.3.3 probleminin A uzayinin tamaminda bir yutan

kiimeye sahip olmadigini gosteriyor. Dolayisiyla yutan kiimenin varligini1 géstermek
icin H, = {u € H:|<9(u)| < a}’ y1 tanimlayalim. Boylece Es.4.26 H,’nin Es.3.1-
Es.3.3 sistemi tarafindan iretilen S(¢#) yarigrubu altinda de§ismez oldugunu

gosteriyor. Simdi /, da yutan kiimenin varligin1 gdsterecegiz.

4.1 Lemma

Kabul edelim ki

g el’, (), j g(x)dx =0 (4.27)

ve u, € H' (Q)nH, olsun. Bu durumda Es.3.1-Es.3.3 denkleminin herhangi bir

per

u(?) ¢dziimii igin |u(t)|,, <K Vi1,
esitsizligi saglanir. Vu, € H i¢in 8(u) = |éj.u(x)dx olmak iizere
Q

u=u—0®u) (4.28)
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dir. Burada K sabiti (v, f,2,Q,a) degiskenlerine baglh bir sabit, ||u0||SR

oldugunda ¢, ise (v, f,g,Q,a) ve R ’ye baghdir [24].
fspat.‘

Es.4.28’den
u=u+0®u)

oldugu dikkate alinirsa, Es.4.26’dan

u=u+ O(u,)

yazilir. Es.4.29, Es.3.1°de yazilirsa

U —I/_Ixxt _U;L‘c +f(u)x = g()C)

olur. Es.4.30 H da u ile i¢c carpimini alirsak

"o j (f (), udx = (g,u)

ur

Yl

elde edilir.
F(s)= [ /(r)dr

biciminde tanimlansin. Bu durumda

J @) e = =[ f e = =] [y dx

= ~[(F@)). dr = ~F@(L)) + F(u(0)) = 0

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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bulunur. Eger

[v(x)de =0 ise

Q
||v|| <c v, (4.33)
Poincare esitsizligi saglanir. E5.4.26 ile
[utx,t)de = [ (u(x,t) - O(u))dx
Q Q
= [u(x,tydx — [u(x,0)dx = 0 (4.34)
Q Q

elde edilir. O zaman Es.4.33 ve Es.4.34’den
HZ(t)H <, th(t)H V>0 icin (4.35)
elde edilir. Young esitsizligi ve Es.4.35’den Es.4.31 sag tarafin1 ele alirsak

_ — — 1 11— 12
|(g,u)|£||g|| HuHSCl ||g|| U SZU uxl| +C, (4.36)

bulunur. Burada C ve C, (i=1,2,...), (v, f,g,Q,a) ya bagh sabitlerdir. Es.4.31,
Es.4.32 ve Es.4.36’dan

ux

d . 3 .
—al + [+ ol < 2c, (4.37)

esitsizligi yazilir. Esitsizligin sol tarafina Poincare esitsizligi uygulanir gerekli

diizenlemeler yapilirsa



Y+ G|+ < 2¢,

d 2 - _
E(”u” + |l u,
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esitsizligi Vi >0 i¢in elde edilir. Burada C, =min{%,0Cgl} dir. Gronwall

teoreminin uygulanmasi ile

[l + [z < (ol +

yazilir. Es.4.35 Poincare esitsizliginden

lZ@)|” +]z, @ <a+c’)

elde edilir. Es.4.29 uygulanmasi ile

[z )|’ +]&, " <a+c’)

<(1+C2)R*e ™ +

bulunur. Boylece V¢ > ¢, i¢in

4C,

— 2
ux(t)H <—
3

e +

elde edilir. Burada 7, = Lln(
C, 2C,

oldugundan

7O e

3

CZ

7O e+ 252

3

2C,

O e+

C,(1+C*)R?

3

2w

3

(4.38)

) dir. Sonug olarak Es.4.29 ve u, € H,

[u@| =l @] +o)| = |z@®] +oaf ]

<|z@)| +ea?|)

(4.39)
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esitsizligi yazilir. Es.4.38 ve Es.4.39 g6zoniine alindiginda

[ =u@] + e O <] +

i (1) +a* [0

<*% L)
(73

esitsizligi bulunur. Boylece Lemma 4.1 ispatlanmig olur. Buradan

B={ue H'(Q):u],, <K|

yuvart H'(Q) H, da S(¢) yarigrubu igin bir yutan kiime oldugu sonucu ¢ikar.

Kabul edelimki

A=nuUS)B (4.40)

520 t>5

olsun. Buradaki kapanis H' deki zayif topolojiye gére alinmistir. Teorem 4.1°den
A, S(t) yarigrubu igin zayif yerel olmayan gekicidir. Buradan asagidaki teorem ifade

edilir.
4.2 Teorem

Kabul edelim ki g(x)e L’ (Q) ve j 2(x)dx =0 olsun. Bu durumda Es.4.40 ile

per
tanimlanan 4 asagidaki aksiyomlar1 saglar.

i) A simirli ve H'(Q) n H,, da zayif olarak kapalidir.

ii) V¢ >0 igin S(tHA=A  dir

iii) H'(Q) ’daki her sinirh X kiimesi i¢in # — o iken H' deki zay1f topolojiye
gore S(1)X ,A’ya yakimsaktir. Yani,

dist(S(t) X ,-A)=0 t— o0

dir.
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fspat.‘

Bu teorem Teorem 4.1 ve [10]’daki teknikler kullanilarak ¢ikarilabilir. Burada Ball
[24] tarafindan gelistirilen teknik ile «4’nm aslinda H'(Q)’da yerel olmayan giiclii

cekici oldugu gosterilmistir.
4.3 Teorem

Teorem 4.2°de olusturulan zayif yerel olmayan cekici H'(Q)’da giiclii yerel
olmayan cekicidir [24].

fspat.‘

wewA olmasi igin gerek ve yeter sart {w,iJ }keN ve {t, }keN iki dizi olmak iizere
S(t)w!, H'(Q)’da w ye zayif olarak yakinsamasidir. Burada B, H'(Q) da smirh
yutan kiime olmak iizere {w,?}e B ve t, - o .Eger S(t,)w, dizisi H'(Q)’da w’ye
giiclii yakinsak olmak iizere w .4 oldugunu gosterebilirsek teorem ispatlanmis
olacaktir. T>0 sabit ve Lemma 4.1°den ile S(z, —T)w, dizisinin H'(Q) da sirh

oldugu agiktir. Bu durumda bir alt dizisi mevcuttur. Ancak genelligi bozmadan alt

dizi yerine dizinin kendisi alinabilir. Sonug olarak H'(Q)’da
S(t, —T)w) —2L—>v (4.41)

dir. w,(t)=S®)S(t, —T)w} =S(t+t, —T)w,] denilirse Es.4.41 ve Teorem 4.1
denw, (t)—2>S(t)v, H'(Q)’da ve w=S()v dir. Eger u(t) Es.3.1-Es.3.3

probleminin bir ¢6zlimii ise 0 zaman Es.3.1’in u ile H ’da i¢ carpimini alirsak

2)+2u

% (e +u, |+ 2f (£ udx = 2(g,u) (4.42)
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bulunur. Es.4.32 ile benzer olarak

2[(f @) udx = =2[ f(uyudx=0 (4.43)
Q Q

elde edilir. Es.4.42 ve Es.4.43’den

dy 2 2

el + 200 = 200" + 2800 (4.44)

sonucu ¢ikar. Es.4.44°den

Ju();, =

u(O);, + jezv“-’)K(u(r))dr (4.45)

elde edilir. Burada

K(u)= 2U||u||2 +2(g,u)dur. H'(Q)c H gdmiilmesi kompakt oldugundan dolayi
K(u) H'(Q) da zayif siireklidir. Es.4.45°de u yerine w, (t) = S(t)S(t, —T)w, y1 ele

alirsak
[we @[, = e[St - T)w,?H; + [e K (w, (2)dr (4.46)
0

sonucu ¢ikar. Es.4.46’da t yerine T alinir ve Lebesgue yakinsaklik teoreminden

S(t, —=T)w!’ nin H'(Q) da smirh olmasida dikkate alinirsa

T
lim sup|Sz, Wil < e+ [PV K(S(y)de (4.47)
0

elde edilir. Es.4.45’ew = S(T)v nin uygulanmas ile
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-20T
e

T
[l = + [ K Sz (4.48)
0

bulunur. Es.4.47 ve Es.4.48’den

2
W”H‘

. of|? —20T 2 —20T
IICEESHPHS(% )wkHHl <Ce +||w||Hl —e
elde edilir. 7 — oo i¢in limit alinirsa

tim sup|[S (e wf], <[, (4.49)

k—o0

yazilir. S(¢t,)w, min H'(Q) da w’ya zayif yakinsadigindan dolay1

timinf[S (e )we| | = i, (4.50)

k—o

elde edilir. Boylece Es.4.49 ve Es.4.50’den

tim|s(eowi [, =,

k—o

elde edilir. Bu sonu¢ zayif yakinsaklik ile birlikte diisiiniildiigiinde kuvvetli

yakinsaklik elde edilir. Boylece Teorem ispatlanmis oldu.
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5. BENJAMIN-BONA-MAHONY DENKLEMI ICIN A, (Q)’da YUTAN

KUME VE YEREL OLMAYAN CEKIiCiNIN VARLIGI

Bu boliimde B.B.M denklemi i¢in H ;er (Q) da zayif yerel olmayan ¢ekicinin varligt

gosterilmigtir. Daha sonra Ball’un teknigi ile zayif yerel olmayan c¢ekicinin ayni

zamanda gii¢lii yerel olmayan ¢ekici oldugu gosterilmistir.

5.1 Teorem

u, e Ht (Q), k=12 igin Es.3.1-Es.3.3 denkleminin R* da tanimlanmis ve

per

asagidaki kosullar1 saglayan tek bir u(¢) ¢ozimii vardir [22].

u(t)e L”(0,T; H (Q)), %EL‘”(O,T;H" (€2), VT >0

per per

Bu teoremin ispat1 3. boliimde Teorem 3.2 ile benzer oldugundan yapilmamistir. Bu

teoremden [Es.3.1-Es.3.3 sisteminin  S(¢): H (Q) —> H! (Q),k=12 siirekli

per per
yarigrup olusturdugunu géstermektedir [10].
5.1 Onerme
S(t):H fm QQ->H fm (QQ) dinamik sistemi zayif siireklidir [22]. Burada bilindigi
gibi H =L§m (Q) fzerindeki i¢ carpimi (.,.) ile normu ise || || bi¢iminde
gosterilecektir. H*(Q) uzayinda yutan kiimenin varlig1 i¢in 4. boliimde belirtilen

zorlugu kaldirmak i¢in tanimlandig: gibi burada da ayni diisiinceyle H, uzaym

H,=lueH:|pw)|<a}
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gbzoniine alacagiz. Simdi S(7) yar1 grubunun HZ2 (Q) uzayinda yutan kiimeye

per
sahip oldugunu gosterecegiz. Es.4.26’dan H_,, S(¢) yar1 grubu altinda degismez

kimedir.

5.1 Lemma

per

O(u) :ﬁj‘u(x)dx, uy € H,, (QNH, ve |uy|,, <R olsun. Bu durumda V21,

icin ||u(z‘)||Hl < E, esitsizligi saglanir. Burada E, sadece (v, g,Q,a)degiskenlerine

bagl ¢, ise sadece (v, g, &) ve R ye baghdir [22].

Ispat:

Yue H igin

u=u—0(u) (5.1)
oldugundan

u(?) = u(t) + Ou(t)) = u(t) + O(u,) (5.2)

olur. Es.5.2, Es.3.1°de yazarsak

Ui — Ut — Ul + (f (), = g(x) (5.3)

bulunur. Es.5.3 H da u ile i¢c carpimini alirsak

+U

| + ol +j(f(u)) = (g,u) (5.4)

2l 3
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elde edilir.
F(s)= j f(r)dr

olmak iizere asagidaki esitlik elde edilir.

[ () e = =] f (v = =] f oy

= —[(F(w)), dx = =F (u(L)) + F(u(0)) = 0 (5.5)
elde ederiz. Eger

[v(r)dx =0 ise v < C)[v. (5.6)
Q

Poincare esitsizligi saglanir.

i u(x, f)dx = i(u(x, £)— O(u))dx = E[ u(x, t)dx — i u(x,t)dx = 0 (5.7)
oldugundan Eg.5.6 ve Es.5.7’den

Vi >0 igin H&(t)” < C [, (t)” (5.8)
elde edilir. Boylece

(0] <] = € elfe-] < o]+ (5.9)

yazilir. Es.5.4, Es.5.5 ve Es.5.9°dan
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G0 b5 [ <2c. .10
%UHLHZ = %UHZXHZ + uH;xuz > %UHLHZ +0C,” H&Hz >C, (H;Hz +H§XH2) (5.11)

esitsizligielde edilir. burada C, = min{(%)u, UCI_Z} olup, bununla birlikte Es.5.10 ve

Es.5.11°den
V>0 icin %(HEHZ D+ e +fueH <26, (5.12)

elde edilir. Gronwall Esitsizliginden

&

o o] = of oo 262 s eofiof e 26

<1+ CH|u, (0 e " + 26, (5.13)
3
<(1+CHR*e ™ 2% yiso
C3
4C 1
< C; , VYVt >t t, :(C—3)ln(C3(1+Cf)R2 /2C,)
yazilir. Bu esitsizlikle birlikte

lu(| = HE(t)HZ + o) = Hﬁ(t)uz + o)l

(5.14)

< |u)|+ e’

oldugundan
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[y = e[ + e OF <[+ )]+ o< 4 7))

sonucu elde edilir. Agmon esitsizliginden

YueH' (Q) (5.15)

H'? per

o, =l o
oldugundan Lemma 5.1°den
Vit @), <C, (5.16)

elde edilir. Simdi asagidaki Lemmay1 verelim.

5.2 Lemma

uy € H,, (QNH,,(5.1)ve u,],. <R olsun. Bu durumda V7 > 1,

per

(@), < Vi>t,

olur. Burada E, (v, f,g,Q,«a) degiskenlerine, ¢, ise (v, f,g,Q2,a) degiskenlerine
ve R ye baghdir [22].

fspat ;

Es.3.1 H da u_ ile i¢ carpimi aliir  bolgesi iizerinden integre edilirse

? +||um||2)+20 u

( ux XX

4 ? :2j Fluu_de—2(g,u..) (5.17)
dt o
yazilir. Esitsizligin sag tarafindaki ilk terim ve ikinci terimlere bilinen esitsizliklerin

kullanilmasiyla
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2

2 £ @y <2 1@ [l o] < C e <Ly +§—1 (5.18)

o 19

1 2 2y 2
|— 2(gu, )| < 2||g U, SEU U, +—||g|| (5.19)
19

esitsizlikleri elde edilir. Boylece Es.5.18-Es.5.19°dan

d 2 2 2
(e, |+ |+ 0l <€, (5.20)
dt
elde edilir. Es.5.20°den
St O S T SR Y P SR VA PR AT oS 72 (5.21)

sonucu ¢ikar. Daha sonra Es.5.21 ele aldigimizda V7 > 0 icin

d
dt(

2

e Do + e H<C,, vO<e<T (5.22)

u

X ux uxx

sonucu elde edilir. ||u0 2 SR oldugundan C,, R ve T’ye baghdir. Gronwall

esitsizliginden ve Es.5.22den

(0 <(

u, 0 +

C
b O+ e O D™+ =

SRze_“‘JrgSCS, YO<t<T, T>0 (5.23)
19

yazilir. Eg.5.21e tekrar Gronwall esitsizligini uygularsak
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”x(t)” +“xx(f)|| < (o, (2| + e, )] He™ >+73
—U(t—tx) C3
<Cse +—=, Vit (5.24)
19
£2C3’ Vit
19

burada ¢ = max{t*,t* +(l) In(vC,(R)/ C, )} dir. Boylece
v

B:{ueH2 (Q):”u e SEQ}

per

e (Q)

per

elde edilir. Burada E, Lemma 5.2 de belirtilen sabittir. Boylece B kiimesi H

da S(t) yarigrubu i¢in yutan kiimedir. Simdi “4= N US(#)B olsun. Burada ki

5§20 125

kapanis H;er da zayif topolojiye gore alinmistir. Onerme 5.1°den Teorem 5.2

kolaylikla yazabilir.

5.2 Teorem

A kiimesi H ier (QQ) da zay1f yerel olmayan ¢ekicidir.
i) A siirh ve H ;er (Q) da zayif kapalidir.
i)Vt e R icin S(7).A=4

i) H fm (Q) da her bir sinirlt X kiimesi i¢in ¢ — o iken

d"(S()X,A) =supinf d" (S()x,y) > 0 dir [22].

xeX V€
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5.3 Teorem

Teorem 5.1°de olusturulan «4 zayif yerel olmayan ¢ekici H >, (Q)’da giiclii yerel

per

olmayan ¢ekicidir [22].
fspat.‘

Bir w noktasinin «’ya ait olmasi igin {w,? }keN cB ve {t,} t, = oo iken,

keN 2

dizileri i¢in S(¢,)w, nin w ya H> _(Q) da zayif olarak yakinsamasi gereklidir. Eger

per

S(t,)w; dizisinin H>, (Q)da wye giiglii olarak yakinsadigimi gosterebilirsek ispat

per

tamamlamr. 7 >0 sabit olmak iizere S(¢, —T)w, dizisi H fm_ (€2) da smrh

oldugundan S(¢, —T)w! dizisinin bir alt dizisi ve ve H ;er(Q) vardir. Ancak

genelligi bozmadan alt dizi yerine dizinin kendisini alabiliriz. H ;@r (QQ)’da

S(t, —-T)w! —L>v (5.25)

olur. w,(t) = S®)S(t, —T)w, = S(t, +¢t—T)w, denilirse Es.5.25 ve Onerme 5.1°den
H ;er (€©2)’da w, (r)——S(¢t)v elde edilir. Es.3.1-Es.3.3 probleminin herhangi bir

¢oziimii Es.5.17 sagladigindan Es.5.17 w, (¢) cinsinden yazilirsa

2
+

2

aax_zwk O =e (S, -Tw)), [ +|s —Tywd) [+

0
— t
H@xwk()

j TR (S(t, +7-T)w)dr (5.26)

0

elde edilir. Burada

K@) =20u || +2(f " u,,u)-2g.u..)

ux



dir. E§.5.26’da ¢t =T alinirsa Lebesgue yakinsaklik teoreminden

“es@omd.

T
lim sup([(S(t)w)), Y<Ce ™ [ K (S(@wvydr
0

sonucu ¢ikar. E§.5.26’ya benzer olarak  w = S(T")v yi uyguladigimizda

2
+

2
=e

2

—2UT( +

w

X

w

XX

14

X

v XX

)+ jezu("T)K(S(r)v)dr

Es.5.27 ve Es.5.28’den

timsup((Se)wi). | +JSwd) ) < Ce 4w+
elde edilir. 7 — oo i¢in limit aldigimizda

. 0 2 0 2 2 2
timsup(|(Se)w), | +[SEowd) ) <l +[w.

H’ (Q) da S(t,)w, —~>w oldugundan Sobolev gémiilme teoreminden ~H

per

S(t,)w; — w olur. Es.5.29°dan

2
H?

2
g S

lim sup||S (¢, )wy

k—o0

elde edilir. Diger yonden S(z, )w! —%—>w oldugundan

liminf||S(t, )wy

2
2
k—0 H

2
g 2

sonucu ¢ikar. Es.5.30 ve Es.5.31’den

45

(5.27)

(5.28)

(5.29)

’da

(5.30)

(5.31)
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limHS(tk yw?

2
k—0 u?

2
H? = ||W

2

sonucu ¢ikar. Boylece «4 zayif yerel olmayan gekici H Der

(Q)’°da giiclii yerel

olmayan ¢ekicidir. Boylece Teorem ispatlanmis olur.
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