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ÖZET 

 

Bu tezde Benjamin-Bona-Mahony denkleminin çözümünün varlık ve tekliği 

aynı zamanda )(1 ΩperH  ve )(2 ΩperH ’da çözümlerinin uzun zaman davranışı 

üzerinde yapılmış çalışmalar incelenmiştir [13,22,24]. Giriş bölümünde 

Benjamin-Bona-Mahony denklemi hakkında yapılmış bazı çalışmalar 

verilecektir. İkinci bölümde bu çalışmaya temel oluşturacak tanım ve teoremler 

hakkında bilgi verilecektir. Üçüncü bölümde ise Feado-Galerkin yöntemi 

kullanılarak Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemi için tanımlanan 

problemin çözümünün varlık ve tekliği gösterilmiştir [13]. Dördüncü bölümde 

)(1 ΩperH ’da zayıf yerel olmayan çekicisinin varlığı gösterilmiştir [24]. Tezin 

sonunda )(2 ΩperH ’da zayıf yerel olmayan çekicisinin varlığı gösterilmiş olup 

enerji eşitsizliği ile zayıf yerel olmayan çekicinin  güçlü yerel olmayan çekici 

olduğu gösterilmiştir [22]. 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, the existence and uniqueness of the solution of the Benjamin-

Bona-Mahony equation and also a long time behavior of the solution of this 

equation, which is known, has been studied at )(1 ΩperH  and )(2 ΩperH  [13,22,24]. 

In the introduction part some studies about the Benjamin-Bona-Mahony 

equation will be given. In the second part, the basis of definitions and theorems 

of this study will be given. In the third part by using Feado-Galerkin method, 

the existence and uniqueness of solutions of the problem for Benjamin-Bona-

Mahony equation has been shown [13]. In the fourth part the existence of weak 

global attractor has been shown at )(1 ΩperH  [24]. At the end of the thesis the 

existence of weak global attractor is shown at )(2 ΩperH . And also the weak 

global attractor has been shown to be strong global attractor by energy 

inequality [22] . 
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1.GİRİŞ 
 

Bu tezde   

 

)()( xgufuuu xxxxxtt =+−− υ , (1.1) 

)()0,( 0 xuxu = ,                        Ω∈x  (1.2) 

 ),(),( txutLxu =+            +×Ω∈ Rtx ),(  (1.3) 

       

başlangıç ve sınır değerli Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemi alınmıştır. 

Burada ,0>υ  RRf →:  sürekli fonksiyon, ),()( 2 Ω∈ Lxg  Ω  R ’de sınırlı bir 

aralıktır. 2

2
1)( uuuf +=  özel durumunda BBM denklemi birçok araştırmacı 

tarafından incelenmiştir [13, 22, 24]. Bona ve Dougalis [5] 

 

02 =−−++ xxtxxxxt uuuuuu αυ   [ ] +×∈ Rtx 1,0),(  

),(),0( thtu =        )(),1( tgtu = ,    t≤0     

),()0,( xfxu =                                  10 ≤≤ x  

burada 0>α  ve 0≥υ  ve  

)0()0()0,0( hfu ==  ve )0()1()0,1( gfu ==  

 

başlangıç ve sınır değerli problemi üzerine çalışmıştır. Albert [2] 

 

0=+++ xxxx
p

xt uuuuu   )0,( >∈ tRx  

u(x,0)=θ (x)    )( Rx∈  

 

problemi üzerinde çalışmıştır. Benjamin-Bona-Mahony denkleminin çözümlerinin 

varlık ve tekliği birçok bilim adamı tarafından incelenmiştir [3,5,6]. Medeiros ve 

Miranda [13] 0=υ  durumunda Galerkin metodunu kullanarak      

 

),())(( txguufu xxtxt =−+  
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denklemi için verilen Cauchy probleminin zayıf çözümlerinin varlık ve tekliğini 

çalışmışlardır. Burada ),( txuu = , x ∈ )1,0(  ve 0≥t  dır. )()( 1 RCsf ∈  ve 

))1,0(;,0(),( 2LTLtxg ∞∈  dır. İki ve daha yüksek boyutlu uzaylarda bazı denklemler 

için çözümlerinin uzun zaman davranışları pek çok yazar tarafından incelenmiştir. 

Wang [23] tarafından  

 

gufuu
t
u

+−−∆=
∂
∂ )(λυ  

)()0,( 0 xuxu =  

,0)( ≥uuf    0)0( =f ,    ,)( Cuf −≥′  

),1()( ruCuf +≤′  

 

2≤n  için 0≥r  ve 3≥n  için )
2

2,4min(
−

≤
nn

r  olmak üzere reaction-diffusion 

denkleminin )(2 nRL  de yerel olmayan çekicisinin varlığı gösterilmiştir. Çelebi, 

Kalantarov ve Polat [7]  

 

)()(. xhuFubuu tt =∇+∆−∆−
→

α  

)()0,( 0 xuxu =  

u(x+ ), teL ii = ),( txu , ),(),( txuteLxu
ii xiix =+  

 

genelleştirilmiş Benjamin Bona Mahony denklemi için başlangıç ve sınır değer 

probleminin yerel olmayan çekicisinin varlığını göstermişlerdir. Stanislavova, 

Stefanov and Wang [18] 

 

gufdivuuu tt =+∆−∆− ))((υ  

 

Benjamin-Bona-Mahony denkleminin 3R  de, çözümlerin asimptotik davranışını 

incelemiş ve 3R  de Genelleştirilmiş Benjamin-Bona-Mahony denklemi için 
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çekicinin varlığını göstermiştir. Burada υ  pozitif sabit, )( 32 RLg ∈  ve 

2

2
1)( uuuf +=  dir. Bu çalışmada ise Ω , R nin bir alt aralığı olmak üzere Mederios 

ve Miranda tarafından [13] de verilen makale esas alınarak Eş.1.1-Eş.1.3 

problemlerinin varlık ve tekliği incelendi. Daha sonra Wang ve Yang [24], Wang 

[22] tarafından verilen Eş.1.1-Eş.1.3 problemi için sırasıyla )(1 ΩperH  ve )(2 ΩperH  da 

yerel olmayan çekicilerinin varlığı üzerine elde edilen sonuçları incelenmiştir. 
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2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE ÖN BİLGİLER 
 

2.1 Tanım  

 

1≥p  reel sayı olmak üzere nR⊂Ω  üzerinde  

∞<∫
Ω

dxxu
p

)( , Ω∈x  

koşulunu sağlayan ölçülebilir u fonksiyonlarının uzayına )(ΩpL  uzayı denir. )(ΩpL  

üzerindeki norm,  

( )pp

p
dxxuu

1

)(∫=  

biçiminde tanımlanır [1]. 

 

2.2 Tanım  

 

X bir Banach uzayı olmak üzere ( ) XX =′′  eşitliği sağlanıyorsa X Banach uzayına 

refleksif uzay denir [9]. 

 

2.3 Tanım  

 

X bir Banach uzayı olmak üzere X Banach uzayının sayılabilir yoğun bir alt kümesi 

varsa bu uzaya ayrılabilir uzay denir [9]. 

 

2.4 Tanım  

 
nR⊂Ω  de hemen hemen her yerde sınırlı ölçülebilir fonksiyonlar uzayına )(Ω∞L  

uzayı denir. )(Ω∞L  üzerindeki norm,             

( )Ω∞L
u =

Ω∈x
xuess )(sup  

biçiminde tanımlanır [8]. 
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2.5 Tanım  

 
nR⊂Ω  olmak üzere 

Xu →Ω:  

sürekli fonksiyonların uzayı ( )XC :Ω  ile gösterilir [9]. 

 

2.6 Tanım  

 

k  doğal sayı ve nR⊂Ω  olmak üzere k ’ıncı mertebeden sürekli türevlere sahip 

fonksiyonların uzayı )(ΩkC  ile gösterilir. )(ΩkC  üzerindeki norm, 

)(sup
)(

xuDu
k x

C k
α

α
∑
≤ Ω∈

Ω
=  biçiminde tanımlanır. 

 

2.7 Tanım  

 
nR⊂Ω  de kompakt desteğe sahip her mertebeden türevlenebilir fonksiyonların 

uzayına test fonksiyonlarının uzayı denir ve )(0 Ω∞C  veya )(ΩD  ile gösterilir [8]. 

 

2.8 Tanım  

 
nR⊂Ω  ve X normlu uzay olmak üzere Xu →Ω:  fonksiyonun sıfırdan farklı 

değerler aldığı K alt cümlesini göz önüne alalım. K  (K kümesinin kapanışı) Ω  nın 

kapalı ve sınırlı alt cümlesi ise bu küme u fonksiyonunun kompakt desteği olarak 

adlandırılır; yani  { }Ω∈≠Ω∈= xxuxK ,0)(:  dır [8]. 

 

2.9 Tanım  

 

X Banach uzayı, ∞<≤ p1  ve ∞≤<≤∞− ba  olacak şekilde a ile b genişletilmiş 

reel sayılar olmak üzere [ ]ba,  den X’e tanımlanmış  
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∞<∫ dttf
b

a

p

X
)(   

koşulunu sağlayan ölçülebilir fonksiyonlarının uzayı ):,( XbaLp  ile gösterilir. Bu  

uzayın  üzerindeki norm 

( )
p

b

a

p

XXbaL
dttff p

1

:,
))((∫=  

biçiminde gösterilir ve Banach uzayıdır [21]. 
  

2.10 Tanım  

 

X  Banach uzayı olmak üzere [ ]ba,  den X’e tanımlanan hemen hemen her yerde 

sınırlı ölçülebilir fonksiyonların uzayı );,( XbaL∞ dir. );,( XbaL∞  uzayı üzerindeki 

norm,  
X

bat
XbaL tfessu )(sup

],[
):,(

∈
=∞  

biçiminde gösterilir ve bu uzay bu norma göre Banach uzayıdır [21]. 

 

2.11 Tanım  

 

)(0 Ω∞C , )(( ΩD ) üzerinde tanımlı sürekli, lineer fonksiyonele genelleştirilmiş 

fonksiyon denir. Genelleştirilmiş fonksiyonların uzayını )(0 ′Ω∞C  ile gösterilir [8]. 

 

2.12 Tanım  

 

Her bir iα  1 ni ≤≤  negatif olmayan tamsayı olmak üzere ),...,,( 21 nαααα =  

şeklindeki vektör çoklu indis olarak adlandırılır. u, nR⊂Ω  bölgesinde çok 

değişkenli fonksiyon olmak üzere u fonksiyonunun α ’yıncı  kısmi türevi  

uDα =
n

n

nxxx
u

ααα

αα

∂∂∂
∂ ++

...2

1

21

...
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ile tanımlanır. Burada nαααα +++= ...21  dir. k negatif olmayan bir tamsayı ise k. 

mertebeden  bütün kısmi türevlerin mertebeleri { }kxuDxuDk == αα :)()(  

ile verilir [9]. 

 

2.13 Tanım  

 

( )Ω∈ 1, locLvu  ve α  çoklu indis olsun. )(Ω∈∀ ∞
oCφ  için                                   

 

∫∫
ΩΩ

−= dxxxvdxxDxu )()()1()()( φφ αα  

 

eşitliği sağlanıyorsa vuD =α fonksiyonuna u’nun .α  zayıf türevi denir burada 
nR⊂Ω  dir [9]. 

 

2.14 Tanım  

 
nR⊂Ω , m negatif olmayan tamsayı ve ∞≤≤ p1  olsun. α  çoklu indis, k≤α  

olmak üzere Ru →Ω:  fonksiyonunu ve .m  mertebeye kadar bütün genelleşmiş 

türevleri pL  uzayına ait olan fonksiyonların uzayına Sobolev uzayı denir. Yani  

 

{ })(,:)()(, Ω∈≤Ω∈=Ω pp
pm LuDkLuW αα  

 

biçiminde tanımlanır. )(, ΩpmW  uzayı üzerindeki norm 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∞=

∞<≤
=

∑

∑∫

≤ Ω

≤ Ω
Ω

k

k

pp

W

puDess

pdxuD
u pk

α

α

α

α

)(sup

)1()(
1

)(,  

biçiminde tanımlanır. Eğer p=2 ise ( ) ( )Ω≡Ω 2,kk WH , (k=1,2,…) dir. Burada 

)(ΩkH  uzayı Hilbert uzayıdır [9]. 
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2.15 Tanım (Banach uzayları üzerinde lineer operatör) 

 

X ve Y Banach uzayları olsun. Eğer her Xyx ∈, , R∈µλ,  için 

i) )()()( yAxAyxA µλµλ +=+   

sağlanıyorsa YXA →:  operatörü lineerdir denir [9]. 

ii) Eğer 

{ } ∞<≤= 1:sup
XY

uAxA   

ise YXA →:  lineer operatörü sınırlıdır denir [9]. 

 

2.16 Tanım  

 

X bir normlu uzay olmak üzere  

0lim =−
∞→

uukk
 

ise { } Xuk ⊂  dizisi Xu∈ ’e yakınsaktır denir ve uuk →  biçiminde gösterilir [9]. 

 

2.17 Tanım  

 

X normlu uzayı üzerinde tanımlı sınırlı, lineer fonksiyonellerin uzayına X’in dual 

uzayı denir ve X ′  ile gösterilir [9]. 

 

2.18 Tanım  

 

X bir reel Banach uzayı olmak üzere eğer ∞→k  için 

xxxx k *,*, →    Xx ′∈∀ *  

sağlanıyorsa { } Xxk ⊂   dizisi Xx∈ ’e zayıf olarak yakınsaktır denir ve xx w
k ⎯→⎯  

biçiminde gösterilir. Aynı zamanda zayıf yakınsak dizi sınırlıdır [9]. 

 

2.19 Tanım  

 

X bir reel Banach uzayı olmak üzere Xu∈∀ için ∞→n  iken 
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ufufn ,, →  sağlanıyorsa { } Xfn ′⊂  fonksiyoneller dizisi Xf ′⊂  ya zayıf 

yıldız olarak yakınsamaktadır ve ff w
n ⎯→⎯

*

 ile gösterilir [19]. 

 

2.1 Teorem (Banach-Alaoglu)  

 

X ayrılabilir lineer normlu uzay ve { } *
1 Xf nn ⊂∞
=  olsun. Eğer n∀  için Mfn ≤  ise 

bu durumda öyle bir { } { }nn ff
k
⊂  alt dizisi vardır ki ve *

0 Ef ∈  olmak üzere  

0

*

ff w
nk

⎯→⎯  olur [9]. 

 

2.2 Teorem  

 

X lineer normlu uzay, { }∞=1nnx X⊂  olsun. Bu durumda 0xx w
n ⎯→⎯  ise 

XnnE
xx inflim0 ∞→

≤  eşitsizliği sağlanır [9]. 

 

2.1 Lemma  

 

V  ve H , VHV ′⊂⊂  koşulunu sağlayan Hilbert uzayları olsunlar. Burada V ′ ,V  

nin duali ve V , H  da H  da V ′ de yoğundur. Eğer );,0(2 VTLu∈  ve 

);,0(2 VTLut ′∈  ise o zaman u hemen hemen her yerde [0,T] den H  ya sürekli bir 

fonksiyona eşittir ve uuu
dt
duu

dt
d

L
,2),( '2

)(2
==

Ω
 eşitliği (0,T) de genelleştirlmiş 

manada sağlanır [17]. 

 

Agmon Eşitsizlikleri: 

 
nR⊂Ω  de nC  sınıfından bir bölge olmak üzere 
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⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

Ω∈

Ω∈

≤
+

ΩΩ

+

ΩΩ

+−

+−

∞

ntekHDuuuc

nçiftHDuuuc
u

n

HH

n

HH

L

nn

nn

),(,

),(,

2
1

2
1

)(

2
1

)(

1
22

1

)(

2
1

)(

2
1

2
1

1
2

1
2

 

eşitsizliğine Agmon eşitsizliği denir. Burada c, Ω  bölgesinde sabittir [20]. 

 

2.2 Lemma  

 

111,,1 =+∞<<
qp

qp  ve a,b>0, 0>ε  olmak üzere  

( ) qp bcaab εε +≤    

eşitsizliğine Young Eşitsizliği denir. Burada  

( )
q

pc
p
q

−

≡
εε )(  

dır [20]. 

 

2.3 Lemma  

 

,,1 ∞≤≤ qp  111
=+

qp
 olmak üzere her ( )Ω∈ pLu , )(Ω∈ qLv  için  

qp LL
vudxuv ≤∫

Ω

 

eşitsizliğine Hölder Eşitsizliği denir [20]. 

 

2.2 Teorem (Gronwall-Reid-Bellman eşitsizliği) 

 

c negatif olmayan sabit u,v α+≤≤ 00 ttt  aralığında tanımlı negatif olmayan sürekli 

fonksiyonlar olmak üzere,  

∫+≤
t

t

dssvsuctu
0

,)()()(   [ ]α+∈ 00 , ttt  

eşitsizliğinden 
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≤ ∫

t

t

dssvctu
0

)(exp)( ,   [ ]α+∈ 00 , ttt  

Gronwall eşitsizliği elde edilir [12]. 

 

2.20 Tanım  

 

X ve Y Banach uzayları, YX ⊂  olsun. Eğer  

1) 
XY

xcx ≤  ,  c sabit ( Xx∈ ) ve 

2) X’ deki her bir sınırlı dizi Y’ de prekompakttır. 

koşulları sağlanıyorsa X, Y ye kompakt olarak gömülmüştür denir ve YX ⊂⊂  ile 

gösterilir [9]. 

 

2.3 Teorem  

 

Ω , nR  nin sınırlı açık bir alt cümlesi np <≤1  için )(,1
0 Ω∈ pWu  olsun. Bu durumda 

)(,1
0 Ω∈∀ pWu için 

)(Ω
≤ p

p LL
DuCu eşitsizliği sağlanır. Burada ),( pCC Ω= ’dır 

[11]. 

 

2.4 Teorem 

  
nR⊂Ω  nin sınırlı, açık bir alt cümlesi ve )(1 ΩC  sınıfından bir bölge olsun. Bu 

durumda aşağıdaki kompakt gömülmeler vardır. 

(1) np <  ise )()(,1 Ω→Ω q
p LW ,  *1 pq <≤ ,  

(2) p = n  ise  )()(,1 Ω→Ω q
n LW ,  ∞<≤ q1  , 

(3) p >n   ise ).()(,1 Ω→Ω CW p  

burada 
pn

npp
−

=*  dır [11]. 
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2.21 Tanım  

 

H bir Banach uzayı, { } 0)( ≥ttS  H üzerinde tanımlı operatörlerin bir ailesi olmak üzere  

i) S(0)= Ι  

ii) S(t+s)=S(t)S(s),   0, ≥∀ st  

 koşulları sağlanıyorsa { } 0)( ≥ttS  ailesine yarı grup denir [20]. 

 

2.22 Tanım  

 

X bir Banach uzayı, XXtS →:)(  bir yarı grup olmak üzere XB ⊂   kümesi 0≥∀t  

için 

 

BBtS =)(    

 

eşitliği sağlanıyorsa B kümesine değişmez küme denir [20]. 

 

2.23 Tanım  

 

XB ⊂  kümesi için w  limit kümesi 

BtSBw
sts

)()(
0 ≥≥
∪∩=  

şeklinde tanımlarız. Burada  kapanış X  uzayındaki zayıf topolojiye göre alınmıştır 

[10]. 
 

2.5 Teorem  

 

Ω , 1C  sınıfında sınırlı bir bölge olsun. Bu durumda ),(1 ΩH )(2 ΩL ’ya kompakt 

olarak gömülmüştür [9]. 
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2.24 Tanım  

 
nRB ⊂  herhangi bir sınırlı küme olsun )(1 Btt ≥∀  için 0)( BBtS ⊂  olacak şekilde 

0)(11 >= Btt   varsa nRB ⊂0  kümesine S(t) yarı grubu için yutan küme denir [9]. 

 

2.25 Tanım  

 

Α  kümesi X  de sınırlı ve zayıf kapalı ve 0≥∀t  için  { } 0)( ≥ttS  için değişmez küme 

ise yani  0≥∀t  için Α=Α)(tS  ise ve X  deki her sınırlı kümeyi çekiyorsa yani 

XB ⊂  sınırlı kümesi için 

 

0),)((lim =Α
∞→

BtSd w

t
 

 

oluyorsa Α  ya zayıf yerel olmayan çekici denir. Burada  

 

),(),( yxdInfSupYXd w

YyXx

w

∈∈
=  

 

dir [10]. Şimdi Eş.1.1-Eş.1.3 probleminin çözümünün varlık ve tekliği aşağıdaki 

bölümde incelenecektir. 
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3. ÇÖZÜMÜN VARLIK VE TEKLİĞİ 

 

Bu bölümde BBM denklemi için tanımlanan başlangıç sınır değer problemi 

gözönüne alınacak bu problemin zayıf çözümlerinin varlık ve tekliği ispatlanacaktır. 

Teoremin ispatında Feado-Galerkin metodu kullanılacaktır. Problem periyodik sınır 

şartları altında düşünülerek bölümün sonunda ise ele alınan problemin çözümlerinin 

sürekliliği incelenecektir. Bu kısımda incelenen sonuçlar 0=υ  için [13] dadır. 

B.B.M denklemi: 
 

)()( xgufuuu xxxxxtt =+−− υ ,                      +×Ω∈ Rtx ),(  (3.1) 

)()0,( 0 xuxu = ,                                               Ω∈x  (3.2) 

u, Ω  periyodik  (3.3) 

 

başlangıç ve sınır koşulu altında incelenecektir. Burada ),0( L=Ω  dir. 0>υ , 

RRf →:  düzgün fonksiyon ve )()( 2 Ω∈ perLxg ’dır. Varlık teoremini vermeden 

önce teoremin  ispatında kullanılacağından aşağıdaki lemmalar verilecektir. 

 

3.1 Lemma  

 

Eğer )(1 Ω∈Hu  ise  

2
1

2
1

10
)()(sup x

x
uuucxu +≤

≤≤
 

eşitsizliği sağlanacak şekilde u’dan bağımsız c>0 sabiti vardır [13]. 

 

3.2 Lemma  

 

)(Ω∈ kCf , 1≥k  ve 0)0( =f  olsun. Eğer ))(:,0( Ω∈ ∞
kHTLu  ise o zaman  

))1,0(:,0()),(( kHTLtxuf ∞∈  ve 

)()( 11))((
ΩΩ

≤
HH

uMtuf  
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)(
)(

ΩkH
uf kk H

k

Hk uuC )1( 1
1

−
−+≤  

eşitsizlikleri elde edilir [13]. 

Eğer 2≥k  ise M ve kC  sabitlerdir. 

Şimdide Eş.3.1-Eş.3.3 ile verilen başlangıç sınır değerli BBM denkleminin zayıf  

çözümlerini tanımlayalım. 

 

3.1 Tanım  

 

)(1 Ω∈∀ perHv  için 

),(),)((),(),(),( vgvufvuvuvu xxxxxtt =+++ ν   (3.4) 

eşitliğini sağlayan, ))(:,0( 1 Ω∈ ∞ HTLu , ))(:,0( 1 Ω∈ ∞ HTLut  

olmak üzere u fonksiyonuna Eş.3.1-Eş.3.3 denkleminin zayıf çözümü denir. 

 

3.1 Teorem  

 

T>0 reel sayı, )()( 2 Ω∈ perLxg  ve )()( 1
0 Ω∈ perHxu  olsun. O zaman (3.1)-(3.3) 

denkleminin, 

( ) ))(:,0(, 1 Ω∈ ∞ HTLtxu , ))(:,0( 1 Ω∈
∂
∂ ∞ HTL

t
u  

koşullarını sağlayan bir tek u(x,t) çözümü vardır. Burada [ ]T,0×Ω=θ , T>0 dır 

[13] 

 

İspat: 

 

Teoremin ispatı üç adımda yapılacaktır. İlk olarak problemin yaklaşık çözümü 

oluşturulmuştur. Daha sonra problemin çözümü olan fonksiyon için bazı ön 

değerlendirmeler elde edilmiştir. Son olarakta problemin varyasyonel formunda 

limite geçilebileceği gösterilmiştir. Şimdi problemin yaklaşık çözümlerini 

oluşturalım. )(1 ΩperH  uzayı ayrılabilir uzay olduğundan bir bazı vardır. 
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)(1 Ω∈ perj Hw  olacak şekilde { }
Njjw

∈
 dizisini seçelim. Her bir Nm∈  için 

mwww ,...,2,1  lineer bağımsız ve jw  lerin lineer kombinasyonlarından oluşan uzay 

( )Ω1
perH  da yoğundur. Bu sonlu elemanlar tarafından gerilen alt uzayın elemanları 

)()(
1

xwtg i

m

i
im∑

=

 biçimindedir. Eş.3.1 yaklaşım dizisini   

)()(),(
1

xwtgtxuu i

m

i
im

mm ∑
=

==  (3.5) 

formunda oluşturalım. Eş.3.4 varyasyonel formunda v  yerine jw , nj ≤≤1  u yerine 

mu  yazılırsa  

 

),(),)((),(),(),( jjxmjx
m
xjx

m
xtj

m
t wgwufwuwuwu =+++ ν  j=1,2,…,m (3.6) 

 

eşitliği elde edilir. Eş.3.6 m
m uu 0)0( =  koşuluyla birlikte düşünüldüğünde 

 

),(),)(()()('
11
∑∑
==

=++
m

j
jijjxmij

m

j
imijim wgwufbtgtg γαυ  (3.7) 

jmim wug ,()0( 0= ) 

 

)(tgim  bilinmeyenlerine göre diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Burada ijα , 

ijb , ijγ  reel sabitlerdir. Picard  teoreminden bu sistemin [ ]0,0 t  aralığında bir tek 

çözümü vardır. Daha sonra elde edilecek olan değerlendirmeler gözönüne 

alındığında çözüm [ ]T,0  aralığına genişletilebilir olduğu görülür. Şimdi ispatın ikinci 

adımında çözüm için bazı değerlendirmeler elde edilecektir. 

 

3.1 Çözüm İçin Bazı Değerlendirmeler 

 

Eş.3.6 )(tg jm  ile çarpılarak 1=j ’ den mj = ’ye toplam alınırsa  
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),(),)((),(),(),( mm
x

mm
x

m
x

m
x

m
xt

mm
t uguufuuuuuu =+++ υ  (3.8) 

 

elde edilir. 

 

∫=
s

dfsF
0

)()( ττ  (3.9) 

 

eşitliği gözönüne alınır ve eşitliğin sağ tarafına Cauchy-Schwarz ve Young eşitsizliği 

uygulanarak gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

22222
2 mm

x
m
x

m uguuu
dt
d

+≤+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + υ  (3.10) 

 

eşitsizliği elde edilir; yani 

 

22222
2 m

x
mm

x
m uuguu

dt
d υ−+≤⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +  (3.11) 

 

eşitsizliğinde 0>υ  olduğundan Eş.3.11  

 

222
)()( 11 guu

dt
d

H

m

H

m ≤−  (3.12) 

 

biçiminde yazılır. Eş.3.12’e Gronwall eşitsizliği uygulanırsa, [ ]0,0 tt ∈∀  için  

tt
mHm egeuu 22

0
2

1 +≤       

 

elde edilir. Bu eşitsizlikte Bessel eşitsizliği gözönüne alınırsa 

 
tttt

mHm egeuegeuu 22
0

22
0

2
1 +≤+≤         [ ]0,0 tt ∈∀  (3.13) 

 

bulunur. Bu durumda aşağıdaki değerlendirmeler elde edilir. [ ]Tt ,0∈∀  için 
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)()( 1

2

)(1 TCtu
H

m ≤
Ω

 (3.14) 

 

böylece Eş.3.14 den  

 

))(:,0( 1 Ω∈ ∞ HTLu m  (3.15) 

 

bulunur. Eş.3.14, Eş.3.15 ve Banach Alaoglu teoreminden { }mu  nin 

))(:,0( 1 Ω∞ HTL da yakınsak olacak şekilde { }kmu  alt dizisi vardır. Ancak genelliği 

bozmadan { }kmu  yerine { }mu  alınır. Böylece ( ))(:,0 1 Ω∞ HTL  da mu , u  ya zayıf 

yıldız olarak yakınsar. Daha sonra { }m
tu  için değerlendirmeler elde etmek için Eş.3.6 

)(' tg jm  ile çarpılarak 1=j  den mj =  ye toplam alınırsa 

 

( ) ),(),(),(),(),( m
t

m
tx

mm
xt

m
x

m
xt

m
xt

m
t

m
t uguufuuuuuu =+++ υ  (3.16) 

 

bulunur. Eşitliğin sağ tarafına Young ve Cauchy Schwarz eşitsizliği uygulanır gerekli 

düzenlemeler yapılırsa,  

 

2

1

22

1

122
)(

22 x
mm

xt
m
t uf

k
g

k
uu εε

+≤+  (3.17) 

 

yazılır. Lemma 3.2 ve )(2 Ω∈ perLg  dan dolayı Eş.3.17 [ ]Tt ,0∈∀  için  

 

Cu
H

m
t ≤

2

1  (3.18) 

 

elde edilir. Böylece Eş.3.18’den 

 

{ } ))(:,0( 1 Ω∈ ∞ HTLu m
t  (3.19) 
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sonucu çıkar. Banach–Alaoglu teoremine göre ))(:,0( 1 Ω∞ HTL da 

 

t
m
t uu k ⎯→⎯*  (3.20) 

 

olacak şekilde { } { }m
t

m
t uu k ⊂  alt dizisi vardır. Ancak genelliği bozmadan { }km

tu  yerine 

{ }m
tu  alınabilir. Eş.3.15 ve Eş.3.19’dan ΧΩ= ),0( Tφ  olmak üzere { }mu  )(1 φH ’da 

sınırlıdır. { }mu ’nin )(1 φH ’da sınırlı olması ve Rellich imbedding teoreminden 

dolayı )(2 φL ’da uu m → elde edilir. Bununla birlikte mm uu k ⊂  alt dizisi φ  da yau'  

h.h.h.y yakınsamaktadır. Son basamakta da problemin varyasyonel formunda limite 

geçilebileceği gösterilecektir. İlk olarak lineer olmayan terim ile başlayalım. Eş.3.14 

ve Lemma 3.2 dikkate alındığında 

 

Cuf
H

m <
Ω)(1)( , [ ]Tt ,0∈∀  (3.21) 

 

elde edilir. Böylece ))(:,0( 2 Ω∞ LTL da 

 

( ) χ⎯→⎯
*w

x
muf  (3.22) 

 

olur. Eş.3.21 ve f fonksiyonunun R ’de sürekli olduğu gözönüne alındığında 

)( muf , φ ’da hemen hemen her yerde )(uf  ya yakınsamaktadır. (3.23) 

Eş.3.14, Lemma 3.1 ve Lemma 3.2’den 

 

Cuf
L

m <
)(2)(

φ
, m∀  ve [ ]Tt ,0∈∀  (3.24) 

 

elde edilir. Eş.3.22 ve Eş.3.23 den )(2 φL ’da  

 

( ) )(
*

ufuf wm ⎯→⎯  (3.25) 
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dır. Burada ki yakınsama φ ’da genelleştirilmiş manada düşünüldüğünde 

x
muf )( ’in xuf )( ’ e φ ’da genelleştirilmiş manada yakınsadığı elde edilir. (3.26) 

Eş.3.22 ve Eş.3.26’dan xuf )(=χ  olur ve ))(:,0( 2 Ω∞ LTL  da zayıf yıldız manada 

yakınsar ve  

 

x
w

x
m ufuf )()(

*

⎯→⎯  (3.27) 

 

biçiminde gösterilir. Böylece Eş.3.6, Eş.3.15, Eş.3.20 ve Eş.3.26 gözönüne 

alındığında ),0( TL∞ da sırasıyla 

 

( ) ),(,
*

jt
w

j
m
t wuwu ⎯→⎯  

 

),(),(
*

jxxt
w

jx
m
xt wuwu ⎯→⎯  

 

),(),(
*

jxx
w

jx
m
x wuwu ⎯→⎯  

 

elde edilir. Eş.3.6’da ∞→m  için limit alındığında, yukarıdaki sonuçlardan 

 

( ) ),(),(),(),(),( jjxjxxjxxtjt wgwufwuwuwu =+++ υ  (3.28) 

 

eşitliği elde edilir. Eş.3.28 j∀  için geçerli olduğundan lineerlikten her v )(1 Ω∈ perH  

 

),(),)((),(),(),( vgvufvuvuvu xxxxxtt =+++ υ  

 

eşitliği yazılır. Şimdi u’nun başlangıç koşulunu sağladığını gösterelim. 

 

))(:,0( 1 Ω∞ HTL ’da { }mu  dizisi u ’ya zayıf yıldız yakınsak olduğundan 

))(:,0( 21 Ω∈∀ LTLv   için 
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∫∫ →
TT

m dtvudtvu
00

),(),(  (3.29) 

olur. Diğer yandan { }m
tu  dizisi u ’ya ))(:,0( 1 Ω∞ HTL ’da zayıf yıldız yakınsak 

olduğundan  
 

))(:,0( 1 Ω∞ HTL  da t
m
t uu ⎯→⎯*  

 

dolayı; ))(:,0( 21 Ω∈∀ LTLv  için  

 

dtvudtvu
T

t

T
m
t ),(),(

00
∫∫ →  (3.30) 

 

 yazılır. Burada )(2 Ω∈ Lw , ),0(1 TC∈θ  ve 1)0( =θ  0)( =Tθ  olmak üzere 

)()(),( xwttxv θ=  biçiminde yazılsın. Eğer Eş.3.29’da wv θ ′= , Eş.3.30’da wv θ=  

alınır gerekli düzenlemeler yapılırsa )(2 ΩL ’de )0()0( uu m →  elde edilir. Böylece u 

çözümünün başlangıç koşulunu sağladığı gösterilmiş olur. Kabul edelim ki u, v 

fonksiyonları Eş.3.1-Eş.3.3 denkleminin iki farklı çözümü olsun o zaman vuw −=  

olmak üzere w, 

 

0)()( =−+−− xxxxxxtt vfufwww υ  (3.31) 

0)0( =w , 0)0( =xw  

 

başlangıç koşullu denklemin bir çözümüdür. Eş.3.31 w ile 2L  de iç çarpımı alınır ve 

gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

 

0),)()((
2
1

2
1 222 =−+++ wvfufww

dt
dw

dt
d

xxxx υ  

 

bulunur. Buradan da w=u-v=0 elde edilir. Dolayısıyla tek bir çözümü olduğu sonucu 

çıkar. 
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4. BENJAMİN-BONA-MAHONY DENKLEMİ İÇİN YUTAN KÜME VE  

    YEREL OLMAYAN ÇEKİCİNİN VARLIĞI 

 

Bu bölümde )(1 ΩH ’da zayıf yerel olmayan çekicinin varlığı gösterilmiştir. Daha 

sonra Ball’un yöntemi ile zayıf yerel olmayan çekicinin aynı zamanda güçlü yerel 

olmayan çekici olduğu gösterilmiştir. Teorem 3.2’den Eş.3.1-Eş.3.3 probleminin 

çözümünün var ve tek olmasından )(tS  yarı grubu tanımlanabilir. Bu kısım [13] ve 

[24] makalelerinin incelenmesiyle oluşturulmuştur.  

 

4.1 Teorem  

 

)()( 2 Ω∈ perLxg  ve )(1
0 Ω∈Hu  olsun. Bu durumda )()(:)( 11 Ω→Ω HHtS  dinamik 

sistemi 0>∀t  için zayıf süreklidir [24]. 
 

İspat:  

 

 Her 01 >t  sabiti için )( 1tS  nin )(1 ΩH  dan )(1 ΩH  ya zayıf sürekli olduğunu 

gösterelim. Bunun için  

 

00 wu w
k ⎯→⎯  (4.1) 

 

olacak şekilde )(1 ΩH  da bir { }ku0  dizisi seçelim. )(1 ΩH ’da 0101 )()( wtSutS w
k ⎯→⎯  

olduğu gösterilecektir. 1tT >  seçelim ve kk utStu 0)()( = , 0)()( wtStw =  ile 

gösterilsin. Zayıf yakınsak her dizi sınırlı olduğundan Eş.4.1’den 

 

Ru
Hk ≤

Ω)(0 1  (4.2) 

 

olur, burada R , k  dan bağımsız sabittir. )(tuk , Eş.3.1 sağlasın bu durumda 
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)())(()()( xgufututu xkxxkxxtkt =+−− υ  (4.3) 

 

eşitliği yazılır. Eş.4.3 H ’ da ku  ile iç çarpımı alınırsa 

 

( )( ) ),(
2
1

2
1 222

kkxkkxkxk ugdxuufuu
dt
du

dt
d

=+++ ∫
Ω

υ  (4.4) 

 

bulunur. 

 

∫=
s

dfsF
0

)()( ττ  (4.5) 

 

olsun. Bu durumda 

 

( )( ) ( ) ( )dxuF
x

dxuufdxuuf kkxkkxk ∫∫∫
ΩΩΩ ∂
∂

=−= =0 (4.6) 

 

elde edilir. Eş.4.3’de Eş.4.6 gözönüne alınırsa 

 

),(
2
1

2
1 222

kkxkxk uguu
dt
du

dt
d

=++ υ  (4.7) 

 

olur. Eş.4.7 sağ tarafına Cauchy-Schwarz ve Young eşitsizliği uygulanır gerekli 

düzenlemeler yapılırsa, 

 

( ) 22222 2 kkxkxk uguuu
dt
d

+≤++ υ  (4.8) 

 

elde edilir. Eş.4.8’e Gronwall lemmasının uygulanması ile  

 
t

kxk
t

kxk eguueutu 222222 ))0()0(()( ++≤+ υ  
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                          tegR υ222 )( +≤  

 

elde edilir. Buradan  

 

Ctu
Hk ≤2

1)(        ∀ Tt ≤≤0  (4.9) 

 

olur. Burada C, T ye bağlı bir sabittir. Şimdi Eş.4.3 ktu  ile )(2 ΩL da iç çarpımını 

alırsak 

 

),()),((),(22
ktkxtkkxtkxkxtkt uguufuuuu ++−=+ υ  

 

elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafına Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa  

 
22

kxtkt uu +  ( ) ktkxtkkxtkx uguufuu ++≤υ  (4.10) 

 

bulunur.  

 

2
1

)(
2
1

1 Ω
≤

∞ HL
uuCu ,  )(1 Ω∈∀ Hu  

 

Agmon eşitsizliği, Lemma 3.2 ve Eş.4.9’dan 

 

Ctuf k ≤
∞

))((  ∀ Tt ≤≤0                (4.11) 

 

elde edilir. Daha sonra Eş.4.9 ve Eş.4.11, Eş.4.10’da birlikte düşünülürse 

 

kxtktkxtkt uCuCuu +≤+ 22  

 

elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafına Young eşitsizliği uygulanırsa  
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2222

2
1

2
1

kxtktkxtkt uuuu +≤+  +C 

 

yazılır, bu eşitsizlikten  

 

Cu
Hkt 22

)(1 ≤
Ω

  ∀  Tt ≤≤0               (4.12) 

 

elde edilir. Eş.4.9 ve Eş.4.12’den 

 

)(1 ΩH ’da               θ⎯→⎯w
k tu )( 1  (4.13) 

 

))(;,0( 1 Ω∞ HTL ’da  )()(
*

tutu w
k ⎯→⎯              (4.14) 

 

))(:,0( 1 Ω∞ HTL ’da  t
w

kt utu ⎯→⎯
*

)(              (4.15) 

 

olacak şekilde ku  dizisinin bir alt dizi vardır bu alt diziyi genelliği bozmadan ku  ile 

gösterebiliriz. Burada )(1 Ω∈Hθ , ))(;,0()( 1 Ω∈ ∞ HTLtu  dır. Eş.4.14, Eş.4.15 ve 

kompaktlık teoreminden [21] 

 

)()( tutuk →   );,0(2 HTL                (4.16) 

 

elde edilir. ( )Ω∈∀ 1
perHv , ),0()( 0 TCt ∞∈∀ψ  için Eş.4.3 vt)(ψ  ile çarpıp gerekli 

düzenlemeler yapılırsa 

 

( ) ( ) ∫∫∫∫ −++
T

xk

T

xkxx

T

kxt

T

kt dtvtufdtvtudtvtudtvtu
0000

))(),(()(,))(,()(, ψψυψψ   

                              = ∫
T

dtvtg
0

))(,( ψ             (4.17) 
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elde edilir. Burada lineer olmayan terim gözönüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa 

 

=−∫ ∫
T T

xxk dtvtufdtvtuf
0 0

))(),(())(),(( ψψ  

≤−≤− ∫∫ dtvtufufdtvtufuf x

T

k

T

xk )())()(())(),()((
00

ψψ  

):.0():,0(
0

22
)()()('

HTLkHTLxx

T

k uuvtCdtvtuuf −≤−∫∞
ψψξ  

 

elde edilir. Böylece Eş.4.16 göz önüne alınırsa 

 

0))(),(())(),((
0 0

→−∫ ∫
T T

xxk dtvtufdtvtuf ψψ  

 

olur. Eş.4.14, Eş.4.15, Eş.4.16 dikkate alınarak ∞→k  için Eş.4.17 de limit alınırsa  

 

( ) ( ) ( ) ψψυψψ )),(()(,)(,)(,
0000
∫∫∫∫ −++
T

x

T

xx

T

xxt

T

t vufdttvudttvudttvu = 

= ( ) dttvg
T

)(,
0

ψ∫  (4.18) 

 

bulunur. Böylece  

 

( ) )(xgufuuu xxxxxtt =+−− υ  (4.19) 

 

eşitliğinin genelleştirilmiş manada sağlanır. Yani u , Eş.3.1 sağlar. Şimdi 0)0( wu =  

eşitliğinin genelleştirilmiş manada sağlandığını gösterelim. ),(1 Ω∈∀ perHv  
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[ ]TCt ,0)( ∞∈∀ψ , ( ) 0=Tψ , 1)0( =ψ  için Eş.4.3 ele alarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa 

 

- ( ) ( ) ( ) dttvudttvudttvu
T

xkx

T

xkxt

T

k )(,)(,)(',
000

ψυψψ ∫∫∫ ++  

- ( )( ) ( ) ( ) dttvgvudttvuf
TT

kxk )(.),0()(,
00

ψψ ∫∫ +=  (4.20) 

 

elde edilir. )(1 ΩH  da 00 wu w
k ⎯→⎯  ele alarak Eş.4.20’de ∞→k  için limit 

alındığında 

 

- ( ) ( ) ( ) ( ) dttvufdttvudttvudttvu
T

x

T

xx

T

xxt

T

)(),()(,)(,)(',
0000

ψψυψψ ∫∫∫∫ +++ -

( )( ) ( ) ( ) dttvgvwdttvuf
TT

x )(,,)(,
0

0
0

ψψ ∫∫ +=               (4.21) 

 

yazılır. Diğer yandan Eş.4.19 )(tυψ  ile çarpılır ve düzenlenirse 

 

- ( ) ( ) ( ) ( ) dttvufdttvudttvudttvu
T

x

T

xx

T

xxt

T

)(),()(,)(,)(',
0000

ψψυψψ ∫∫∫∫ +++  

- ( )( ) ( ) ( ) dttvgvudttvuf
TT

x )(,),0()(,
00

ψψ ∫∫ +=               (4.22) 

 

elde edilir. Eş.4.21 ve Eş.4.22 birlikte düşünüldüğünde  

 

( ) ),(),0( 0 vwvu =   )(1 Ω∈∀ perHv  

 

bulunur. Buradan ise  

 

0)0( wu =  (4.23) 
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sonucu yazılır. Böylece Eş.4.19 ve Eş.4.23’den  

 

)()()( 0 twwtStu ==  (4.24) 

 

olur. )(1 Ω∈∀ perHv , [ ]1,0)( tCt ∞∈∀ψ  0)0( =ψ , 1)( 1 =tψ  olmak üzere  

Eş.4.18 ve Eş.4.20 eşitlikleri tekrar ele alınırsa Eş.4.18’den  

 

- ∫∫ ∫ ++′
11 1

00 0

),()(),()(),(
t

xx

t t

xxt dtvudttvudttvu υψψ  

∫∫ +=−
11

00
1 )(),()),(()()),((

tt

x dttvgvtudttvuf ψψ  

 

Eş.4.20’den 

 

- ∫ ∫ ∫++′
1 1 1

0 0 0

),(),()(),(
t t t

xkxxkxtk dtvudtvudttvu υψ  

∫∫ +=−
11

00
1 )(),(),)(()()),((

tt

kxk dttvgvtudttvuf ψψ  

 

∞→k  için limit alındığında Eş.4.13’den  

 

( ) ),(),( 1 vvtu θ=                  )(1 Ω∈∀ perHv  (4.25) 

 

elde edilir. Eş.4.24 ve Eş.4.25 den  

 

011 )()( wtStu == θ  

 

eşitliği yazılır. Böylece Eş.4.13’den )(1 ΩH  da  

 

0101 )()( wtSutS w
k ⎯→⎯  elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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4.1 Yerel Olmayan Çekicinin Varlığı 

 

Bu bölümde Eş.3.1-Eş.3.3 problemi için yerel olmayan çekicinin varlığını 

göstereceğiz. Bunun için gerekli Lemma ve Teoremleri vermeden önce Eş.3.1-Eş.3.3 

probleminin H da yutan kümeye sahip olmadığını gösterelim. Öncelikle Eş.3.1 

eşitliği 0>∀t  için Ω  bölgesi üzerinde integrallenir ve Eş.3.3 koşulu uygulanırsa 

0>∀t  için u’nun ortalaması 

 

)()( 2 Ω∈ perLxg  ve ∫
Ω

dxxg )( =0 olmak üzere 

)()(1),(1))(( 00∫∫
ΩΩ

=
Ω

=
Ω

= udxxudxtxutu θθ  (4.26) 

 

bulunur. Bu durum bize Eş.3.1-Eş.3.3 probleminin H  uzayının tamamında bir yutan 

kümeye sahip olmadığını gösteriyor. Dolayısıyla yutan kümenin varlığını göstermek 

için  { }αθα ≤∈= )(: uHuH ’ yı tanımlayalım. Böylece Eş.4.26 αH ’nın Eş.3.1-

Eş.3.3 sistemi tarafından üretilen )(tS  yarıgrubu altında değişmez olduğunu 

gösteriyor. Şimdi αH  da yutan kümenin varlığını göstereceğiz. 

 

4.1 Lemma  

 

Kabul edelim ki 

)()( 2 Ω∈ perLxg , ∫
Ω

= 0)( dxxg                                     (4.27) 

ve ( ) αHHu per ∩Ω∈ 1
0  olsun. Bu durumda Eş.3.1-Eş.3.3 denkleminin herhangi bir 

)(tu  çözümü için Ktu
H

≤1)(   1tt ≥∀  

eşitsizliği sağlanır. Hu ∈∀ 0  için ∫
ΩΩ

= dxxuu )(1)(θ  olmak üzere  

)(uuu θ−=  (4.28) 
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dır. Burada K  sabiti ),,,,( αυ Ωgf  değişkenlerine bağlı bir sabit, Ru ≤0  

olduğunda 1t  ise ),,,,( αυ Ωgf  ve R ’ye bağlıdır [24]. 

 

İspat:  

 

Eş.4.28’den    

)(uuu θ+=  

olduğu dikkate alınırsa, Eş.4.26’dan 

 

u = )( 0uu θ+                    (4.29) 

 

yazılır. Eş.4.29, Eş.3.1’de yazılırsa  

 

)()( xgufuuu xxxxxtt =+−− υ                           (4.30) 

 

olur. Eş.4.30 H  da u  ile iç çarpımını alırsak 

 

),())(()(
2
1

2
1 222

ugdxuufxuu
dt
du

dt
d

xx =+++ ∫
Ω

υ  (4.31) 

 

elde edilir. 

 

ττ dfsF
s

)()(
0
∫=  

 

biçiminde tanımlansın. Bu durumda  

 

dxuufdxuufdxuuf xxx ∫∫∫
ΩΩΩ

−=−= )()(.))((  

                       0))0(())(())(( =+−=−= ∫
Ω

uFLuFdxuF x             (4.32) 
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bulunur. Eğer  

 

∫
Ω

= 0)( dxxv  ise  

xvcv 1≤                                                    (4.33) 

 

Poincare eşitsizliği sağlanır. Eş.4.26 ile  

 

∫∫
ΩΩ

−= dxutxudxtxu ))(),((),( θ  

                  ∫∫
ΩΩ

=−= 0),(),( dxtxudxtxu                (4.34) 

 

elde edilir. O zaman Eş.4.33 ve Eş.4.34’den  

 

)()( 1 tuCtu x≤   0≥∀t    için                (4.35) 

 

elde edilir. Young eşitsizliği ve Eş.4.35’den Eş.4.31 sağ tarafını ele alırsak  

 

gug ≤),( u ≤ 1C g xu 2

2

4
1 Cu x +≤ υ                             (4.36) 

 

bulunur. Burada C  ve iC  (i=1,2,…), ),,,,( αυ Ωgf  ya bağlı sabitlerdir. Eş.4.31, 

Eş.4.32 ve Eş.4.36’dan 

 

2
222 2

2
3)( Cuuu

dt
d

xx ≤++ υ                (4.37) 

 

eşitsizliği yazılır. Eşitsizliğin sol tarafına Poincare eşitsizliği uygulanır gerekli 

düzenlemeler yapılırsa 
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2
22

3
22 2)()( CuuCuu

dt
d

xx ≤+++   

  

eşitsizliği 0≥∀t  için elde edilir. Burada 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= −1

23 ,
2

min CC υυ  dir. Gronwall 

teoreminin uygulanması ile  

 

3

22222 2))0()0(( 3

C
Ceuuuu tC

xx ++≤+ −  

 

yazılır. Eş.4.35 Poincare eşitsizliğinden   

 

3

222
1

22 2)0()1()()( 3

C
CeuCtutu tC

xx ++≤+ −  

 

elde edilir. Eş.4.29 uygulanması ile 

 

3

222
1

22 2)0()1()()( 3

C
CeuCtutu tC

xx ++≤+ −  

         
3

222
1

2)1( 3

C
CeRC tC ++≤ −   0≥∀t  

bulunur. Böylece *tt ≥∀  için                 

 

22
)()( tutu x+

3

24
C
C

≤                                         (4.38) 

 

elde edilir. Burada )
2

)1(
ln(1

2

22
13

3
* C

RCC
C

t
+

=  dir. Sonuç olarak Eş.4.29 ve αHu ∈0  

olduğundan  

Ω+=+= 22222 )()()()()( utuututu θθ  

            Ω+≤ 22)( αtu              (4.39) 
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eşitsizliği yazılır. Eş.4.38 ve Eş.4.39 gözönüne alındığında 

Ω++≤+= 222222 )()()()()( 1 αtututututu xxH
 

             Ω+≤ 2

3

24
α

C
C  

 

eşitsizliği bulunur. Böylece Lemma 4.1 ispatlanmış olur. Buradan    

 

B={ }KuHu
H

≤Ω∈ 1:)(1  

 

yuvarı αHH ∩Ω)(1  da )(tS  yarıgrubu için bir yutan küme olduğu sonucu çıkar. 

Kabul edelimki  

 

BtS
sts

)(
0 ≥≥
∪∩=                  (4.40) 

 

olsun. Buradaki kapanış 1H  deki zayıf topolojiye göre alınmıştır. Teorem 4.1’den 

, S(t) yarıgrubu için zayıf yerel olmayan çekicidir. Buradan aşağıdaki teorem ifade 

edilir. 

 

4.2 Teorem 

 

Kabul edelim ki )()( 2 Ω∈ perLxg  ve ∫ = 0)( dxxg  olsun. Bu durumda Eş.4.40 ile 

tanımlanan  aşağıdaki aksiyomları sağlar. 

i)  sınırlı ve αHH ∩Ω)(1  da zayıf olarak kapalıdır. 

ii) 0≥∀t  için  S(t) =  dır  

iii) )(1 ΩH ’daki her sınırlı X  kümesi için ∞→t  iken 1H  deki zayıf topolojiye  

göre XtS )( , ’ya yakınsaktır. Yani, 

,)(( XtSdist )=0  ∞→t  

dır.  
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İspat: 

  

Bu teorem Teorem 4.1 ve [10]’daki teknikler kullanılarak çıkarılabilir. Burada Ball 

[24] tarafından geliştirilen teknik ile ’nın aslında )(1 ΩH ’da yerel olmayan güçlü 

çekici olduğu gösterilmiştir. 

 

4.3 Teorem  

 

Teorem 4.2’de oluşturulan zayıf yerel olmayan çekici )(1 ΩH ’da güçlü yerel 

olmayan çekicidir [24]. 

 

İspat:  

 

∈w  olması için gerek ve yeter şart { } Nkkw ∈
0  ve { } Nkkt ∈  iki dizi olmak üzere 

0)( kk wtS , )(1 ΩH ’da w  ye zayıf olarak yakınsamasıdır. Burada B , )(1 ΩH ’da sınırlı 

yutan küme olmak üzere{ } Bwk ∈0  ve ∞→kt  .Eğer 0)( kk wtS  dizisi )(1 ΩH ’da w ’ye 

güçlü yakınsak olmak üzere  ∈w  olduğunu gösterebilirsek teorem ispatlanmış 

olacaktır. T>0 sabit ve Lemma 4.1’den ile 0)( kk wTtS −  dizisinin )(1 ΩH ’da sınırlı 

olduğu açıktır. Bu durumda bir alt dizisi mevcuttur. Ancak genelliği bozmadan alt 

dizi yerine dizinin kendisi alınabilir. Sonuç olarak )(1 ΩH ’da 

 

vwTtS w
kk ⎯→⎯− 0)(                             (4.41)  

 

dır. 00 )()()()( kkkkk wTttSwTtStStw −+=−=  denilirse Eş.4.41 ve Teorem 4.1 

den vtStw w
k )()( ⎯→⎯ , )(1 ΩH ’da ve vtSw )(=  dir. Eğer u(t) Eş.3.1-Eş.3.3 

probleminin bir çözümü ise o zaman Eş.3.1’in u ile H ’da iç çarpımını alırsak 

 

),(2))((22)( 222 ugudxufuuu
dt
d

xxx =+++ ∫
Ω

υ             (4.42) 
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bulunur. Eş.4.32 ile benzer olarak 

 

0)(2))((2 =−= ∫∫
ΩΩ

dxuufudxuf xx                (4.43) 

 

elde edilir. Eş.4.42 ve Eş.4.43’den 

 

),(222 222
11 uguuu

dt
d

HH
+=+ υυ               (4.44) 

 

sonucu çıkar. Eş.4.44’den 

 

τττυυ duKeuetu
t

t
H

t
H

))(()0()(
0

)(2222
11 ∫ −− +=              (4.45) 

 

elde edilir. Burada  

 

),(22)( 2 uguuK += υ dur. HH ⊂Ω)(1  gömülmesi kompakt olduğundan dolayı 

K(u) )(1 ΩH ’da zayıf süreklidir. Eş.4.45’de u yerine 0)()()( kkk wTtStStw −= ’yı ele 

alırsak 

 

τττνν dwKewTtSetw k

t
t

Hkk
t

Hk ))(()()(
0

)(22022
11 ∫ −− +−=             (4.46) 

 

sonucu çıkar. Eş.4.46’da t yerine T alınır ve Lebesgue yakınsaklık teoreminden 
0)( kk wTtS − ’ nın )(1 ΩH  da sınırlı olmasıda dikkate alınırsa  

 

T

Hkkk
CewtS υ220

1)(suplim −

∞→
≤ + τττν dvSKe

T
T ))((

0

)(2∫ −             (4.47) 

elde edilir. Eş.4.45’e vTSw )(=  nin uygulanması ile  
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τττνυ dvSKevew
T

T
H

T
H

))((
0

)(2222
11 ∫ −− +=               (4.48) 

 

bulunur. Eş.4.47 ve Eş.4.48’den 

 
222220

111)(suplim
H

T
H

T

Hkkk
wewCewtS υυ −−

∞→
−+≤  

 

elde edilir. ∞→T  için limit alınırsa 

 
220

11)(suplim
HHkkk

wwtS ≤
∞→

                (4.49) 

 

yazılır. 0)( kk wtS  nın )(1 ΩH ’da w ’ya zayıf yakınsadığından dolayı 

 
220

11)(inflim
HHkkk

wwtS ≥
∞→

                (4.50) 

 

elde edilir. Böylece Eş.4.49 ve Eş.4.50’den  

 
220

11)(lim
HHkkk

wwtS =
∞→

 

 

elde edilir. Bu sonuç zayıf yakınsaklık ile birlikte düşünüldüğünde kuvvetli 

yakınsaklık elde edilir. Böylece Teorem ispatlanmış oldu.  
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5. BENJAMİN-BONA-MAHONY DENKLEMİ İÇİN )(2 ΩperH ’da YUTAN               

    KÜME VE YEREL OLMAYAN ÇEKİCİNİN VARLIĞI  

 

Bu bölümde B.B.M denklemi için )(2 ΩperH  da zayıf yerel olmayan çekicinin varlığı 

gösterilmiştir. Daha sonra Ball’un tekniği ile zayıf yerel olmayan çekicinin aynı 

zamanda güçlü yerel olmayan çekici olduğu gösterilmiştir. 

 

5.1 Teorem  

 

)(0 Ω∈ k
perHu , 2,1=k  için Eş.3.1-Eş.3.3 denkleminin +R  da tanımlanmış ve 

aşağıdaki koşulları sağlayan tek bir )(tu  çözümü vardır [22]. 

 

))(;,0()( Ω∈ ∞ k
perHTLtu , ))(;,0( Ω∈

∂
∂ ∞ k

perHTL
t
u , 0>∀T   

 

Bu teoremin ispatı 3. bölümde Teorem 3.2 ile benzer olduğundan yapılmamıştır. Bu 

teoremden Eş.3.1-Eş.3.3 sisteminin )()(:)( Ω→Ω k
per

k
per HHtS , 2,1=k  sürekli 

yarıgrup oluşturduğunu göstermektedir [10]. 

 

5.1 Önerme   

 

)()(:)( 22 Ω→Ω perper HHtS  dinamik sistemi zayıf süreklidir [22]. Burada bilindiği 

gibi )(2 Ω= perLH  üzerindeki iç çarpımı (.,.) ile normu ise  biçiminde 

gösterilecektir. )(2 ΩH  uzayında yutan kümenin varlığı için 4. bölümde belirtilen 

zorluğu kaldırmak için tanımlandığı gibi burada da aynı düşünceyle αH  uzayını 

 

{ }αθα ≤∈= )(: uHuH  
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gözönüne alacağız. Şimdi )(tS  yarı grubunun )(2 ΩperH  uzayında yutan kümeye 

sahip olduğunu göstereceğiz. Eş.4.26’dan αH , )(tS  yarı grubu altında değişmez 

kümedir. 

 

5.1 Lemma  

 

∫
ΩΩ

= dxxuu )(1)(θ , αHHu per ∩Ω∈ )(1
0  ve Ru

H
≤10  olsun. Bu durumda  1tt ≥∀  

için 11)( Etu
H

≤  eşitsizliği sağlanır. Burada 1E  sadece ( ),,, αυ Ωg değişkenlerine 

bağlı 1t  ise sadece ),,,( αυ Ωg  ve R  ye bağlıdır [22]. 

 

İspat: 

 

Hu∈∀  için 

 

)(uuu θ−=  (5.1) 

 

olduğundan  

 

)()())(()()( 0ututututu θθ +=+=  (5.2) 

 

olur. Eş.5.2, Eş.3.1’de yazarsak 

 

)())(( xgufuuu xxxxxtt =+−− υ  (5.3) 

 

bulunur. Eş.5.3 H  da u  ile iç çarpımını alırsak 

 

),())((
2
1

2
1 222

ugufuu
dt
du

dt
d

xxx =+++ ∫
Ω

υ  (5.4) 
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elde edilir. 

 

∫=
s

dfsF
0

)()( ττ  

 

olmak üzere aşağıdaki eşitlik elde edilir. 

 

∫∫∫
ΩΩΩ

−=−= dxuufdxuufdxuuf xxx )()(.))((        

                       ∫
Ω

=+−=−= 0))0(())(())(( uFLuFdxuF x               (5.5) 

 

elde ederiz. Eğer  

 

∫
Ω

= 0)( dxxv  ise xvCv 1≤                   (5.6) 

 

Poincare eşitsizliği sağlanır. 

 

∫ ∫ ∫∫
Ω Ω ΩΩ

=−=−= 0),(),())(),((),( dxtxudxtxudxutxudxtxu θ              (5.7) 

 

olduğundan Eş.5.6 ve Eş.5.7’den 

 

0≥∀t  için         )()( 1 tuCtu x≤                  (5.8) 

 

elde edilir. Böylece  
 

2

2

1 4
1),( CuugCugug xx +≤≤≤ υ                 (5.9) 

 

yazılır. Eş.5.4, Eş.5.5 ve Eş.5.9’dan 
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2

22
2

2
3)( Cuuu

dt
d

xx ≤++ υ                (5.10) 

 

)(
2
1

2
1

2
3 22

3

22
1

2222
xxxxx uuCuCuuuu +≥+≥+= −υυυυυ           (5.11) 

 

eşitsizliğielde edilir. burada 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= −2

13 ,)
2
1(min CC υυ olup, bununla birlikte Eş.5.10 ve 

Eş.5.11’den 

 

0≥∀t  için  2

22

3

22
2)()( CuuCuu

dt
d

xx ≤+++             (5.12) 

 

elde edilir. Gronwall Eşitsizliğinden 

 

3

2
2222 2))0()0(()()( 3

C
Ceuututu tC

xx ++≤+ −

3

2
22

1
2)0()1( 3

C
CeuC

tC
x ++≤ −  

 

           
3

222
1

2)0()1( 3

C
CeuC

tC
x ++≤ −              (5.13) 

 

             
3

222
1

2)1( 3

C
CeRC

tC ++≤ − ,  0≥∀t  

                                    
3

24
C
C

≤ , *tt ≥∀ , )2/)1(ln()1( 2
22

13
3

* CRCC
C

t +=  

yazılır. Bu eşitsizlikle birlikte  

 

Ω+=+= 22222 )()()()()( utuututu θθ  

                   (5.14) 

                                         Ω+≤ 2)( αtu  

olduğundan 
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Ω+≤Ω++≤+= 2

3

2222222 4)()()()()( 1 αα
C
Ctututututu xxH

 

 

sonucu elde edilir. Agmon eşitsizliğinden 

 

2
1

2
1

1 1H
uuCu ≤

∞
,  )(1 Ω∈∀ perHu                           (5.15) 

 

olduğundan Lemma 5.1’den 

 

*tt ≥∀ ,  Ctu ≤
∞

)( ,                (5.16) 

 

elde edilir. Şimdi aşağıdaki Lemmayı verelim. 

 

5.2 Lemma 

 

αHHu per ∩Ω∈ )(2
0 , (5.1) ve Ru

H
≤20  olsun. Bu durumda 2tt ≥∀  

22)( Etu
H

≤ ,  2tt ≥∀  

 

olur. Burada 2E  ),,,,( αυ Ωgf  değişkenlerine, 2t  ise ),,,,( αυ Ωgf  değişkenlerine 

ve R  ye bağlıdır [22]. 
 

İspat : 

 

Eş.3.1 H  da xxu  ile iç çarpımı alınır Ω  bölgesi üzerinden integre edilirse 

 

),(2)(22)( 222
xxxxxxxxxx ugdxuuufuuu

dt
d

−′=++ ∫
Ω

υ             (5.17) 

 

yazılır. Eşitsizliğin sağ tarafındaki ilk terim ve ikinci terimlere bilinen eşitsizliklerin 

kullanılmasıyla 
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υ
υ

22
1)(2)(2

2
12

1
C

uuCuuufdxuuuf xxxxxxxxxx +≤≤′≤′
∞

Ω
∫            (5.18) 

 

22 2
2
12),(2 guugug xxxxxx υ
υ +≤≤−               (5.19) 

 

eşitsizlikleri elde edilir. Böylece Eş.5.18-Eş.5.19’dan 

 

2
222 )( Cuuu

dt
d

xxxxx ≤++ υ                (5.20)  

 

elde edilir. Eş.5.20’den  

 

32
22222 )()( CCuuuuu

dt
d

xxxxxxx ≤+≤+++ υυ , *tt ≥∀            (5.21) 

 

sonucu çıkar. Daha sonra Eş.5.21 ele aldığımızda 0>∀T  için 
 

4
2222 )()( Cuuuu

dt
d

xxxxxx ≤+++ υ , Tt ≤≤∀0             (5.22) 

 

sonucu elde edilir. Ru
H

≤20  olduğundan 4C , R  ve T ’ye bağlıdır. Gronwall 

eşitsizliğinden ve Eş.5.22’den  

 

υ
υ 42222 ))0()0(()()( Ceuututu t

xxxxxx ++≤+ −  

                              ≤ ,5
42 C

C
eR t ≤+−

υ
υ         Tt ≤≤∀0 ,    0>T                        (5.23) 

 

yazılır. Eş.5.21’e tekrar Gronwall eşitsizliğini uygularsak 
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υ
υ 3)(2

*
2

*
22

*))()(()()(
C

etutututu tt
xxxxxx ++≤+ −−  

                               
υ

υ 3)(
5

*
C

eC tt +≤ −− ,          *tt ≥∀                                              (5.24) 

                               ,
2 3

υ
C

≤      '
*tt ≥∀  

 

burada 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +=′ )/)(ln()1(,max 35*** CRCttt υ

υ
 dir. Böylece  

 

{ }2
2

2:)( EuHuB
Hper ≤Ω∈=  

 

elde edilir. Burada 2E  Lemma 5.2 de belirtilen sabittir. Böylece B  kümesi )(2 ΩperH  

da S(t) yarıgrubu için yutan kümedir. Şimdi BtS
sts

)(
0 ≥≥
∪∩=  olsun. Burada ki 

kapanış 2
perH  da zayıf topolojiye göre alınmıştır. Önerme 5.1’den Teorem 5.2 

kolaylıkla yazabilir. 
 

5.2 Teorem  

 

 kümesi )(2 ΩperH  da zayıf yerel olmayan çekicidir. 

i)  sınırlı ve )(2 ΩperH  da zayıf kapalıdır. 

ii) Rt ∈∀  için )(tS =  

iii) )(2 ΩperH  da her bir sınırlı X  kümesi için ∞→t  iken 

 

0),)((infsup),)(( →=Α
∈∈

yxtSdXtSd w

AyXx

w  dır [22]. 
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5.3 Teorem  

 

Teorem 5.1’de oluşturulan  zayıf yerel olmayan çekici )(2 ΩperH ’da güçlü yerel 

olmayan çekicidir [22]. 

 

İspat: 

 

Bir w  noktasının ’ya ait olması için { } Bw Nkk ⊂∈
0  ve { } Nkkt ∈ , ∞→kt  iken, 

dizileri için 0)( kk wtS  nın w  ya )(2 ΩperH  da zayıf olarak yakınsaması gereklidir. Eğer 

0)( kk wtS  dizisinin )(2 ΩperH da w ye güçlü olarak yakınsadığını gösterebilirsek ispat 

tamamlanır. 0>T  sabit olmak üzere 0)( kk wTtS −  dizisi )(2 ΩperH  da sınırlı 

olduğundan 0)( kk wTtS −  dizisinin bir alt dizisi ve ∈v )(2 ΩperH  vardır. Ancak 

genelliği bozmadan alt dizi yerine dizinin kendisini alabiliriz. )(2 ΩperH ’da 

 
0)( kk wTtS − vw⎯→⎯                  (5.25) 

 

olur. 00 )()()()( kkkkk wTttSwTtStStw −+=−=  denilirse Eş.5.25 ve Önerme 5.1’den 

)(2 ΩperH ’da vtStw w
k )()( ⎯→⎯  elde edilir. Eş.3.1-Eş.3.3 probleminin herhangi bir 

çözümü Eş.5.17 sağladığından Eş.5.17 )(twk  cinsinden yazılırsa 

 

)))(())((()()(
20202

2

2

22

xxkkxkk
t

kk wTtSwTtSetw
x

tw
x

−+−=
∂
∂

+
∂
∂ − υ + 

τττυ dwTtSKe kk

t
t ))(( 0

0

)(2 −+∫ −  (5.26) 

 

elde edilir. Burada  

 

),(2),)((22)( 2
xxxxxx uguuufuuK −′+= υ  
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dır. Eş.5.26’da t T=  alınırsa Lebesgue yakınsaklık teoreminden 

 

τττυυ dvSKeCewtSwtS
T

TT
xxkkxkkk

))(()))(())((sup(lim
0

)(222020 ∫ −−

∞→
+≤+  (5.27) 

 

sonucu çıkar. Eş.5.26’ya benzer olarak vTSw )(=  yi uyguladığımızda 

 

τττυυ dvSKevveww
T

T
xxx

T
xxx ))(()(

0

)(222222

∫ −− ++=+  (5.28) 

 

Eş.5.27 ve Eş.5.28’den 

 
2222020 )))(())((sup(lim xxx

T
xxkkxkkk

wwCewtSwtS ++≤+ −

∞→

υ  

 

elde edilir. ∞→T  için limit aldığımızda 

 
222020 )))(())((sup(lim xxxxxkkxkkk

wwwtSwtS +≤+
∞→

            (5.29) 

 

)(2 ΩperH  da wwtS w
kk ⎯→⎯0)(  olduğundan Sobolev gömülme teoreminden H ’da 

wwtS kk →0)(  olur. Eş.5.29’dan  

 
220

22)(suplim
HHkkk

wwtS ≤
∞→

 (5.30) 

 

elde edilir. Diğer yönden wwtS w
kk ⎯→⎯0)(  olduğundan 

 
220

22)(inflim
HHkkk

wwtS ≥
∞→

 (5.31) 

 

sonucu çıkar. Eş.5.30 ve Eş.5.31’den  
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220
22)(lim

HHkkk
wwtS =

∞→
 

 

sonucu çıkar. Böylece  zayıf yerel olmayan çekici )(2 ΩperH ’da güçlü yerel 

olmayan çekicidir. Böylece Teorem ispatlanmış olur. 
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