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1. GIRIS

Tiirbiilansh akislarla, giinlik hayatimizda pek ¢ok olayda karsilasiriz. Ornegin,
bacadan ¢ikan dumani gozlemledigimizde, bu bir tiirbiilansh akistir. Irmaklardaki,
kanallardaki ve okyanuslardaki su hareketlerinin de birer tiirbiilanshi akis oldugu
gozlemlenir. Tiirbiilansl akislarin pek ¢ok diger 6rnekleriyle niikleer, cevre, kimya

miihendisliklerinde, okyanus biliminde, astrofizikte karsilasilir.

Araba dizayn etmede olusturulan riizgar kanallarindaki akislar, araba ve ucaklarin
arkalarinda biraktiklar1 hava akislari, tiirbiilansh akislara ornek teskil eder. Dogada
yonii ve hizi birdenbire degisebilen yiiksek hizli kasirga da tiirbiilansh akisa bir
baska oOrnektir. Tiirbiillansh akislar, pek cok farkli Olceklerde girdaplar1 igerir.
Kasirga 6rnegi diisiiniildiigiinde, ¢ok biiyiik olcekte girdaplarin yani sira, cok kiigiik
Olcekte girdaplar da vardir.

Tirbiilanshi  akiglarin  direk simiilasyonu bilgisayarlar tarafindan hesaplama
yapmanin miimkiin oldugu da bir yoldur. Fakat olduk¢a masrafli bir yoldur. Bu

nedenle bu akiglara yaklasmanin bir baska yolu da LES ile miimkiindiir. LES;

Biiyiik girdap simiilasyonunda temel fikir, hiz1 u ile gosterecegimiz bir uzaysal

ortalama ve bu ortalamadan sapma u” olmak iizere, iki parcaya ayirmaktir. Burada,

u konvoliisyon yardimiyla tanimlanir. Tirbiilansh akislarda, u hizin ortalama
degerini gostermek lizere, u'nii de ortalama degerden sapma(fluctation) olarak

gosterirsek,

u=u+u" olarak yazilir. Boylece,

un=u+u)u+u)=uu+w +uu+uu

seklinde lineer olmayan terimlere ayrilir. Buradaki terimler, ¢oziimlenmis terim,
capraz terim ve tiirbiilansli salimlar olarak adlandirilir. Her bir terim bir takim
fiziksel ve deneysel gercekler goz oniine alinarak modellenir. Bu yaklasimla pek ¢ok

bilim adamu tarafindan, pek cok model iiretilmistir.



LES modelleri, Reynolds stress tensorii olarak adlandirilan R —uu—-uu nin

deneysel ve fiziksel gercekler gz Oniine alimarak modellenmesiyle olusturulur.
Reynolds, 1895’de Navier—Stokes denklemleri gibi bir tiirbiilansh akis icin,

ur —uNu+Vp—vAu+V(V,Vu) = f

Vu=0

denklemlerini Onermistir [20]. Smagorinsky ise V, Kkatsayismin v+,

Vi,

biciminde olacagimi belirtmistir. Boylece elde edilen Smagorinsky modelinin
olusturdugu sistem i¢cin matematiksel olarak Navier—Stokes denklemlerinden daha
iyi sonuglar elde edilmistir. Smagorinsky modelinin ¢oziimiiniin ii¢ boyutlu uzayda
da varlik ve teklik ¢oziimlerinin regiilerligi elde edilmistir [15]. Bu sonuglar i¢in

daha fazla bilgi Mohammadi (2004) kaynaginda mevcuttur.

Pek cok bilim adami uu  terimi icin, en iyi yaklagimi vererek cesitli modeller

olusturmuglardir. Taylor LES modeli de benzer sekilde,

2
w, + wVw+V.(0+0,|[Vn] V) + V.(j— (VwVw' ) +Vr=f
Y

Vw=0

biciminde verilmistir. Ladyzhenskaya’ nin Smagorinsky modeli i¢cin [12,13]’de
vermis oldugu varlik ve teklik ispatini, Coletti (1998)’de Taylor LES modeli i¢in
genisletmistir. Benzer sekilde, Rasyonel-LES model Galdi ve Layton tarafindan
Padé yaklagimi kullanilarak,

2 2

w, =V.(0+0,|[Vw| JVw+wV)w+Vr+ v —4—V)-1 (VwVw') = f
/4 /4

Vw=0
biciminde Onerilmis, bu modelin ¢Oziimlerinin varhigi ve tekligi iizerine sonuclar

Traian Iliescu tarafindan verilmistir [9].

Bu kisimda bahsedilen konularla ilgili daha detayl bilgi i¢in [4,9,10,14-17,19,21]
kaynaklarina bakilabilir.



2. NOTASYON VE BAZI TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Notasyonlar

2.1.1 Tanim

Eger A= (aU)d ve B= (b[j)d dxd tipinde matrisler ise bu durumda,

i,j=1 i,j=1

A:B= iiaﬁblj ve,

=l j=1

1

1 1
”A” e |A| =(A:A)? = (Z Zd: a; j ’ biciminde tanimlanr.

i=l j=1
2.1.2 Tanmum(Coklu indis)

Her bir ¢; bileseni pozitif tam say1 olan « =(¢,,...,c,) bicimindeki bir vektor
coklu indis olarak tanimlanir. Burada,

o=, +...+ @, dir.

a‘a‘u(x)

D” =
)=

— a a"
=97 .07u du.

2.1.3 Tamim

Egerm>1ve u:Q—>R" u=w',.,u™)
D% = (D%',..,D%"™) biciminde tammlanir. Bu durumda,

D*u={D"u:|a|=k}
‘Dku‘ Z(Z‘D“u‘z)”z dur.
=

Ozelolarak k =1 alinirsa ;



ox, ox,
Du=| : .
u"  odu"
ox, ox,

mxn

bicimindedir. Burada Du = Vu biciminde de gosterilir.

2.1.5 Tamm

a, ap .. e
A= olmak iizere, matrisin diverjansi

ay Ay
K2 day, +aa12
ox, |(a, a ox, Ox
VA=| ' ( ! ‘2j= ! > | seklindedir.
i Ay Ay da,, _l_aazz
ox, ox, Ox,

2.2. Bazi1 Fonksiyon Uzaylan
2.2.1 C*(Q) Uzay

k dogal say1 olmak iizere k ’inc1 mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlarin
uzayr C*(Q)ile gosterilir. Yani,

C"(Q):{u:Q - R:u k’ ymci mertebeden siirekli tiirevlebilir fonksiyon} dir.

2.2.2 C*(Q) Uzay

k =0 ise,C”(Q)ile, her mertebeden tiirevlere sahip fonksiyonlarm uzayi,

C”(Q)={u:Q — R : u her mertebeden tiirevlenebilir } biciminde tanimlanir.



2.2.3 C; () Uzay

Q’da kompakt destege sahip, her mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayi

C, () ile tanimlanir.

2.2.4 L' Uzayw

p=1icin,

j|u(x)|pdx integrali sonlu ise; R" nin bir Q alt climlesi iizerinde tanimli u : Q — R
Q

olgiilebilir fonksiyonlarin uzayma L, () uzay: denir.

2.2.5 L_(Q) Uzay

p —>oicin Q {izerinde hemen hemen her yerde (h.h.h.) smirh, Olgiilebilir
fonksiyonlar uzayr L_(€Q)ile gosterilecektir. Yani kisaca

L (Q)={u:[u(x)|<k;Q'dahhh} biciminde ifade edilir.
2.2.6 L"(0,T; X) Uzay

X bir Banach uzayi ve 1< p <o olsun L7 (0,7;X) ile

T
()l '’ 1< p<oo
0

[ 0.5, =
I’ (0,T;X)
ess sup”u(t)”x , p=oo
te(0,T)

sonlu olacak sekilde;

u:te (0,T) > u(t)e X olgiilebilir fonksiyonlarin uzayidir.



2.2.7 Sobolev Uzayt

R"’nin bir agik ciimlesi Q olsun. Bu kiime iizerinde skaler degerli fonksiyonlar
u=u(x,.,x,) xeQ seklinde gosterelim. m pozitif bir tam say1 olmak
tizere, D'u, 0< |r| <m zayif tiirevleri L,(Q), 1< p <o wuzaymnda olan

fonksiyonlarin uzayina Sobolev uzayr denir. Sobolev uzay1 {iizerinde

1

”“”Wm,n(g) = (J. z ‘Da‘p); bir normdur. Boylece,

Qlolsm

WP (Q)={u:D'ue L,(Q),0<|r|<m}, 1< p<co dr.
2.3. Baz1 Temel Tanimlar

2.3.1 Tanim

X lineer uzay olmak iizere,

i) Her u,ve X icin,

] <+

ii) Herue X , Ae R icin,

Au] = A
iii) ||u|| =0 esitliginin saglamasi icin gerek ve yeter kosul u =0 dir

ozellikleri saglayan || || : X —[0,0) doniisiimiine norm denir.

2.3.2 Tanim

Eger ll(im”wk - w|| =0 ise,
{w, }ry €V altdizisi, we V ’de yakinsaktir denir ve

w, — w seklinde yazilir.



2.3.3 Tanim

i) u” : X = R sinurh lineer operatorii, X iizerinde sinirh lineer fonksiyonel olarak
adlandirilir.
i1) X iizerindeki sinirl lineer fonksiyonellerin uzayma X ’in dual uzayi denir ve

X" seklinde gosterilir.
2.3.4 Tanim

Eger her sinirli lineer " € X~ fonksiyoneli icin

<u*,uk> %<u*,u> ise,

{u,},, € X dizisi u’ ya zayif yakinsaktir denir ve u, — u seklinde gosterilir.

2.3.5 Tanim

Eger X uzaymin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa, X uzayma ayrilabilir bir

uzaydir denir.
2.3.6 Tamim

U ve V normlu uzaylar ve A:U —V bir lineer operator olsun. Eger, her ue U

icin, ||[Au||, <K |ju| olacak sekilde bir K > 0 sayis1 varsa A operatorii sinirhidir
Vv U

denir.



2.4. Baz1 Onemli Esitsizlikler

2.4.1 Young Egsitsizligi

1 1
I<p,g<oe —+—=1 olsun. O zaman

P q
ab< 4400 (a,b>0)
P q

2.4.2 Holder Eyitsizligi

1< p,g<e l+l=1 olsun. Bu durumda
P q

uel’(Q),veL'(Q) ise,

dir.

v

L@ ML)

J. |u v |dx S”u”
Q

2.4.3 Cauchy — Schwarz Esitsizligi
o< ldly] e )
2.4.4 Gronwall Lemmasi

TeR"Uew, f,geL”(0,T), he L'(0,T) ve hhh te[0,T]
olsun. Bu durumda, hhh te[0,T] icin,

)< g@) + j exp(j Wr)dT)h(T)g(s)ds esitsizligi,

icin, h(t)=0

)< g(t) +Ih(s)f(s)ds esitsizligini saglar. Eger, g€ W"'(0,T) ise,
0



£(t) <exp( j h(7)d7)(g(0) + j exp(—j W(7)dT))g (s)ds esitsizligi saglanir.

Bu boliimde verilen esitsizlikler, bazi temel tanimlar ve notasyonlarin detaylar1 i¢in

[1,6,10,22,23] kaynaklarma bakilabilir.
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3. NAVIER - STOKES VE ORTALAMALI NAVIER - STOKES
DENKLEMLERI

Akiskanlar mekaniginin temel denklemleri kiitle, momentum ve enerjinin korunumu

kanunlarindan ¢ikarilir [16].

R’ iin Q bolgesinde sikistirilamaz akislar1 diisiinelim. Bu akislarin hareketlerini

belirleyen Navier-Stokes denklemleri,

ou

— NVu - Vp =

5 +uNVu—-vAu +Vp f 3.1
V.u=0 (3.2)

biciminde verilir. Burada ¢ zaman, x=(x,,x,,x;) Q’nmn bir noktasini,
u=u(x,t)=(u,(x,t),u,(x,t),us(x,t)) akis hizini, p = p(x,t) basincit ve v pozitif

sabit viskozite katsayisini verir. Ayrica ;

3. du,
uVu = ZMI. a—x’ j =123 konvektif terim,
i=1 i

3 82
A= 5 Laplace operatorti,
i=1 a-x,‘
V= (i,i,—) gradient ve
ox;, Ox, Ox,
30
div = Z— diverjans operatoriinii, f ise dig kuvveti gostermektedir.
i=1 OX;

1

Es. 3.1 momentumun korunumu (Newton kural1), Es. 3.2 kiitlenin korunumundan
(sikistirilmazlik kosulu) c¢ikarilir ve siireklilik denklemi olarak da bilinir [16]. Bu
denklemlerden iyi tamimli bir Cauchy problemi elde etmek i¢in baslangic ve sinir
kosullar1 ile birlikte diisiiniilmelidir. Genelde baslangic kosulu olarak baslangi¢
zamaninda bdlgenin her noktasimda hizin degeri verilir. Smir kosullar1 probleme gore
degisir. Bu problemlerin Poueisille ya da Couette’nin akislar1 gibi basit durumlar

disinda analitik ¢oziimleri yoktur. Navier-Stokes denklemleri icin, tanimlanan
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problemin ¢oziimiiniin varlik ve tekligi iki boyutlu durumda ispatlanmuis, ii¢c boyutlu
uzayda ancak kiiciik Reynold baslangic sayilar1 i¢in Kiselev ve Ladyzhenskaya
tarafindan ispatlanmigtir [11]. Bundan dolayi, bu denklemleri ¢6zmek i¢in pek ¢ok
niimerik yontemler arastirilmistir. Analitik ¢oziimlerde oldugu gibi, Reynold
sayisinin biiyiik oldugu ( bu akislar tiirbiilansh akislar olarak adlandirilir) durumlarda

da ¢oziimler kararl degildir.

Dogada ve endiistride meydana gelen pek cok olayr anlamak icin, tiirbiilansl
akiglarin simiilasyonu gerekmektedir. LES (large eddy simulation), biiyiik girdap
simiillasyonu, ¢ok popiiler bir yaklasimdir. LES’de temel diisiince, akiskani
belirleyen hiz, basing, dis kuvvet gibi biiyiikliikklerin biiyiik girdapli ve kalam da
kiiciik girdapli olmak iizere ikiye ayrilmasi seklindedir. ideal yaklasim direk olarak
Navier—Stokes denklemlerinin diskretizasyonu kullanilarak Galerkin’in sonlu eleman
yaklasimi gibi yontemlerle hesaplamalar yapmaktir. Bu yaklagim direk niimerik
simiilasyon olarak adlandirilir. Ancak giiniimiiz bilgisayarlarinda Reynold sayisinin

sinirl degerleri icin hesaplama yapilabilir.

Daha once bahsettigimiz gibi, tiirbiilansh akislar1 modellemede diger bir yol biiyiik
girdap simiilasyonudur. Biiyiik girdap simiilasyonunda esas amag yeni bir sistem elde
etmek icin, konvoliisyon operatorii kullanarak Navier-Stokes denklemlerinin yeniden
diizenlenmesi seklindedir. Biiyiik girdap simiilasyonunda, biiyiikk akis yapilar1
ortalama hiz, basin¢ yardimiyla tanimlanir. Biiyiik 6lcekli akislar1 tanimlamak icin
Navier — Stokes denklemlerinin uygun bir filter fonksiyonu ile konvoliisyonu almnir.

Bunun i¢in genelde kullanilan Gaussian filter,

3

2 _ x\z
2 1 2
ga(x):(gj 8 ‘X‘ :xlz +X22 +X32

P
y>0 , 06>0 (ortalama yarigap1 gosterir ) gbz Oniine alinsin. Herhangi u(x,t)

fonksiyonu icin ortalama operatorii konvoliisyon yardimiyla,
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u(x,t)=(g s Fu)(x, 1) = .[ gs(x—xu(x’,t)dx” bi¢iminde tanimlansin. Boylece
ERS

Navier-Stokes denklemine konvoliisyon uygulanirsa ve bu denklem yeniden

diizenlenirse,
U +V.uu)-vAu+Vp=f—V.Ru)

(3.3)
V.u=0
biciminde yeniden yazilwr. Burada R(u)= uu—uu ile tammh Reynolds stress
tensoriidiir. Es. 3.3’e karsilik gelen LES modeli R(u« ) yerine E(;) modeli yazilarak
olusturulur. Burada R(u) # E(;) dir. Ancak R(u) yerine E(;) modeli yazildiginda

elde edilen sistem u icin en 1iyi yaklasimi verir. Navier-Stokes denklemlerinden

direk olarak (;,;) "ye baglh denklemler ¢ikarmak miimkiin degildir. Navier—Stokes
denklemlerinde nonlineer terim modellenerek, u ve ; ’ye en 1yi yaklagimlar oldugu

diistiniilerek u=w, ; = q segilerek (w, r) ’lere karsilik gelen LES modelleri olarak
adlandirilan denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin matematiksel analizi pek ¢ok bilim
adami tarafindan c¢alisilmustir. (;,; )Yye bu yaklasim (w,q) ile gosterilirse
yukaridaki sistemden ,
w, +V.(ww) —0Aw + V.ﬁ(w) +Vg = ?

(3.4)
Vw=0
sistemine ulasilir. Bu boliimde verilen bilgiler i¢in detayl olarak [2,4,910,12,24]
kaynaklarina bakilabilir.
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4. SMAGORINSKY MODELININ ZAYIF COZUMLERININ VARLIGI VE
TEKLIGi UZERINE

Bu kisimda, Ladyzhenskaya’nin makalesi izlenerek, Volker John (2004) kaynaginin,
5.1 kisminda verilen Smagorinsky modelinin zayif ¢6ziimlerinin varlig1 ve tekligi

calisgtlmistir [10]. Bu modelle ilgili olarak Ladyzhenskaya ilk olarak [12,13] de,

w, + (WYY w=V.0+0 [V )+ Vr = f (0,T1xQ
Vw=0 [0, T]xQ2
w(0,.) =w, Q
W =0

. . 1 .. - I .. e
probleminin ¢oziimlerinin x > 3 icin varhigi ve u > 5 icin tekligini ispatlamigtir.

Onun bu sonucu ise ,UZ% icin Du ve Gunzburger (1991) tarafindan,

genisletilmistir [5].

Simdi, Smagorinsky modeline karsilik gelen denklem sistemini, asagida verilen

baslangi¢ ve sinir kosullari ile birlikte diistinelim.

w, =V.(0+0, [Vl )VW) + (wV)w+Vr = f (0,T]x€

V=0 [0,71xQ

w=0 [0,7]x0Q (4.1)
w(0,.) =w, o)

[rax=0 0,T]

o

Burada, v, >0, fe L’(0,T,L*(Q)) ve T <o dur.

W (@ ={ve W (Q):v],, =0,Vy=0 Q'da} 4.2)



14

Banach uzayindaki norm, Wol’3 () uzayindaki norm ile donatilmis olsun.
V=H'0,T,[*(Q)NL0,T,W,;, (Q) (4.3)

uzayimda norm, ||v||v :||Vv

Bor.0@) + ||v, seklinde tanimlansin.

L*(0.7.12(Q))
Es. 4.1’in zayif formiili,

ve V olmak iizere, w(0,x) = w, € Wy, (Q) ve Vve V igin,

[, +w¥yw )+ @+,

V] OV, V)i = [(f,v)dr (4.4)

bi¢ciminde verilsin. Bu esitligi saglayan we V fonksiyonu, Smagorinsky modelinin

zayif ¢oziimii olarak adlandirilir. Es. 4.4 ile verilen esitligi saglayan w €V

fonksiyonunun varligi Galerkin metodu ile gosterilecektir. Bunun i¢in V uzaymin
bir sonlu boyutlu alt uzayr V" ’de { w"} dizisini olusturacagiz. Daha sonra w" ’in

sagladig1 Es. 4.4°de limite gecilebilecegi gosterilecektir. Coziimlerin varligmi ve
tekligini gostermeden once varlik ve teklik ispatinda kullanacagimiz asagidaki

lemmalar1 ifade ve ispat edecegiz.
4.1 Lemma [10]

Kabul edelim ki (w,r), Es. 4.1 probleminin yeterince diizgiin ¢6ziimii olsun. Bu

durumda bu ¢6ziim,
T

||W(T’x)||L2(Q) < ”WO (x)"wg) + ,[”f(t’x)"ﬁ(g)dt t>0 (4.5)
0

esitsizligini saglar.
Ispat [10]

Es. 4.1 w test fonksiyonu ile carpilip daha sonra integre edilirse,

(w,,w)+((V+,

V|, )Vw.Vw) +b(w,w,w)+ (Vr,w) = (f,w)

esitligi elde edilir. Burada her bir terim ayr1 ayr1 goz Oniine alinsin, i¢ ¢arpimin

simetrik oldugu ve
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(w,,w) = (a—w, w) = i(w, w) —(w, a—W) esitligi dikkate alinirsa,
ot dt ot
ow 1d
—.,w)=——(w,w) dir
( ot ) 2 dt (w.w)
Ayrica,

(Vr,w)zi J.al.rwidxzzd: jai(rwl.)dx—zd: J.ra,.wl.dx
: =i :

oldugundan, divergence teoremi ve V.w=0 kullanilarak sinir kosullar1 dikkate

alinirsa,

(Vr,w) = J-rwl.nids—J-rV.wdx =0

oQ Q
bulunur. Ugiincii terim,

(WwV)Yw,w) =b(w,w,w) seklinde ifade edilebilen ii¢ yere gore de lineer formdur.

b(w,w,w)=((wV)w,w) = .[w (0,w;)w,dx = J-w 0. (—)dx

ij=l O i,j=l Q
S [0 -3 [ Ema
_t,/=19 lWi 2 x i,j=l Q 2 e

esitliginde tekrar divergence teoremi, sinir kosulu ve V.w = 0 oldugu kullanilarak,

2

w’ w?
= IW; (—H)n,ds — j—’V.wdx
oQ 2 Q 2

b(w,w,w) =0 elde edilir. Kalan terim de g6z Oniine alinirsa

(V.(v+0,

=—((v+,

bulunur. Boylece her bir terim i¢in elde edilen

esitlikler g6z Oniine alinirsa,

li(w,w)+((v+ v, =(f,w) (4.6)
2 dt ‘
bulunur.
1d 2
EE”W 2@ + ((U + U,
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burada ikinci terim negatif olmadigindan ithmal edersek,

1d, p

EE”W”LZ(Q) <(fsw)

elde edilir. Zincir kurali ve Cauchy-Schwarz esitsizligi  kullanilarak,
d . .

||w|| 2 ‘Q)E”WH 2@ S” f || 2 (Q)”w” 2@ bulunur. Gerekli sadelestiremeden sonra, bu

esitlik 0’dan 7 ’ye integre edilirse,

T

d T
,(')- E”W LZ(Q) dt S .([ ||f LZ(Q) dt
T
||w(T,x) 2@ —||w(0, X) 2@ < }[ ||f 2@ dt bulunur. T >0 icin,
T
W, )] 2y < W02 g + ! [£] @t elde edilir.

4.2 Lemma [10]

Kabul edelim ki (w,r), Es. 4.1’in yeterince diizgiin ¢oziimii olsun. Bu durumda bu
¢oziim, T >0 igin,

2
L(Q)

T
W, 02 g, +2 [ (0, VW], )V, Vi)t
0

, 4.7)
< Qo O g, +3(] @0, 00 = C,(T)

esitsizligini saglar.
Ispat [10]
Es. 4.6’daki formiilii g6z 6niine alalim.

1d
——(w,w)+ (V+0,
2dt( )+ ((

V| VW, Vw) = (f,w)

Bu esitligi 0’danT ’ye integre edelim.
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| A wowydr + 2 [ (@+o,|vn],)Vw,Vwidr =2 (f,war
0 dt 0 0

buradan,

2
Q)

||w(T, X)

+2 [ (+0, V], )V, V)t =[wy ()2 o, +2C[ (f, w)elt (4.8)

elde edilir. Cauchy —Schwarz esitsizligi bu esitligin sag tarafinda kullanilirsa,

j (f,w)dt = j F(t,0)w(t,x) dt < j | £, x)

|w(t, X)

L2<Q)| LZ(Q)dt

yazilir. Boylece Es. 4.5’den,

[(rowde < [|fao|  (JwO,x) ey dt ) di

L(Q)

}(Q) + .[ ”f(t’x)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse,

[(f.wyde < w0, 2 [IF @2 de+ [ £ 0] g, [IFE0)]dnrar

Q)

ve birinci terime Young esitsizligi uygulanirsa,

| (flraeozar
] A 1§ N FICE) PR

1 2 3 ¢ R
= Sl +5Jlr@n]

@)
elde edilir. Elde edilen bu ifadeyi, Es.4.8’de yerine yazarsak;

2
L(Q)

2
L(Q)

w7 )

T
+2[(+0,[Vn],)Vw, Vw)dr <[, (x)]
0

+ 2(%||w0 (x)

2 3 ¢ ,
2@ +§(.([||f(t,x)|| )dt)

L(Q)

bulunur. Gerekli diizenlemelerden sonra

T
[T, ). 0, +2 [ @+, |[Vif, )V, Vw)ar
0
T
< Ao (2 g, + 3£ 2,2 5 0, dD)* = C(T)
0
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
4.3 Lemma [10]

Kabul edelim ki bir dnceki lemmadaki varsayimlar saglansin. Bu durumda,

2

3 7
23(9) +5 .[”Wr” dr < C,(T) 4.9)

50 L(Q)

IVw(T, x)

esitsizligi saglanir.

Ispat [10]

Es. 4.9’ u ispatlamak i¢in Es.4.1 ile w, fonksiyonunu ile ¢arparak € iizerinden
integral alalim.

w,,w,)+({(v+0,

bu esitsizligi 0’dan7 ’ye integre edelim.

J-”Wf”iz(ﬂ) ”VW ||L2(Q) + (v,
0

elde edilir. Burada, (Vr,w,) =0dur.

Ayrica, (||Vw||FVw, Vw, ) terimini yeniden diizenlersek,
1d 3
(v, vw.Vw,) = Sj} [Vl Vs Vo, e == g[ [V dx

biciminde diizenlenir ve yukaridaki esitlikte yazilirsa,

T

v d
wl, —|—(Vw|,
f Il + 24101

0

d 3
—(lV
[ o,

+jb(w,w,w,)dz:j (f.w,)dt
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esitligi bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,
) v
;')‘ "Wr";(g) +§ "VW(T’ x)"iz(g) _EHVWO (x)"iz(g)
T T
+% [ [wwer. x)||;)dx—% [ [l et [ bGwmw = [ (fow,)dr 410
Q Q 0 0
esitligi elde edilir. Boylece,
1
[ gy 5 VT 0. V(T 0) +% S[ [Vw (T, )| dx
1 ) T T T
= VW, Vi) + = [ [vwy @l dx= [bOw,w,w)de+ [ (f,w,)dt
0 0 0
bulunur. Diger taraftan,
j(wTw)(Vw :Vw) = jwz (Vw)?dx terimi icin, Holder esitsizligi uygulanirsa;
Q Q
. 52
[ wyVw: V) = [w? (Vw)>dx < ([|w?] )3 ([|[vw?|2)?
Q Q Q Q
= |w’

1 2 | |
=(sz‘3dx)3(.ﬂvw|3dx)§ - [(I|W|6dx)g]2[(.ﬂVw|3dx)g]z= ||w 2
Q Q Q 2

I5(Q) |

Lg(g) bulunur. Yeniden bu esitligin ikinci tarafi diizenlenirse,

o

Q)

yazilir.

2
L@

< c||Vw

W' (Q) - L°(Q) Sobolev gommesine gore; |w yazabiliriz.

1°(Q) Q)

||Vw

=c ||Vw

(4.11)

Q) 2w L@

Buradan, J-(wTw)(Vw :Vw)dt < c||Vw
Q
elde edilir. Daha sonra,
T T
[bOw,w,w)dt = [([ .V )ww,dxdt
0 0 Q

ifadesine Young esitsizligi uygulanirsa,

T

< _” — 4+ (WVw)? ldxdt = _” + (W' w)(Vw: Vw)dxdt
0Q

elde edilir. Es. 4.11 gz oniine alinirsa,

dt

L)

1 T
Zj”w ||j2 dt+cj||Vw
0
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T
yazilir. Daha sonra, j( f,w,) terimiicin Young esitsizligi uygulanirsa,
0

T 2
< '[ j( 2+ WTf’)dxdt yazilir. Boylece,
0Q

Ls(g))

J (.

<oV,

ca T v||Vw(T 0| vy T

(4.12)
21)

s +2I 11 i+ 2¢ I |

L2<Q> L@

elde edilir. Bu esitsizligi 23 ile carparsak,
()

s

[Vw, )|’

3
L’(Q) 20 ||VW0||L2(Q) +||VW0 L‘(Q) Hf ||L2(Q) . j”VW ” dt

22 Q)

bulunur. Yukaridaki esitsizlige Gronwall lemmas1 uygulanirsa,

[Vw(T, x|

+[[Vw,

IIVWoll

rw - ( L(Q)

3¢ ¢
\Y4
vl a

Q)

3 fan
L’(Q) v_x,([”f”ﬁ(m
1

elde edilir. Diger taraftanZa <(Za”)” a, 20, p=1 esitsizligi gdz Oniine

i
i=1

almarak {iistel terim icin asagldakl degerlendirme elde edilir.

[ ol =[S as [ (0

0 Qij= 1
Ayrica,

aw ow,

))2d)3dt

j [V (Vw:Vw) = j (V2w V) (Vow: Vinyds = j (Vv V) di = | (3|2 )de

F Q i,j=1

dir. Son iki esitlikten,
T
I ||Vw
0

elde edilir. Burada Holder esitsizligi uygulanirsa;

1

T —
oy di < j (1.( i [V, (Vw: Viwydx)® e
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T 3 2

padt < ( j 12d1)* j (j [Vu], (Vw: Vw)dx) )’ dt}3

j [Vw

2
<T3{ j [Ivw] vw: Vw)dt} > elde edilir. Es. 4.7°de ilk terim ihmal edilirse,
0Q

F

T T
20 [|[Vuf* + 20, [ (V] Vw, Vi)t < C,(T) pozitif olan birinci terim ihmal edilirse
0 0

T
J-(”VW”F Vw,Vw)dt < @
0 )

s

bulunur. Bu son esitsizlikten Es. 4.12 kullanilirsa,

C, (T)

i arsr G0

Q)

olur. Dolayisiyla 2. tarafa C,(T") denirse,

[Vw(T, x|

< C,(T) yazilir. Boylece Es. 4.12

£Q)

J-”w ||L2(Q) +||Vw(T x) ey = < C,(T) bi¢iminde bulunur.

20,

4.1. Galerkin Metodu

Burada oncelikle Es.4.1’in zayif formu olan Es.4.4’1 saglayacak sekilde bir {w"}
dizisi olusturulacak, daha sonra Es. 4.4’de limite gecilebilecegi gosterilecektir.
V=H'0,T,L*(Q)NL0.T,W,;, (Q)

Wy (@) ={ve W (Q) 11,0 =0,divy=0Qda}drr. Simdi w" =) g, v' (4.13)

=l
leri V ’de olusturalim. Burada {v'} = W, dir.w" leri Es.4.4’de yazalm. Ayrica

v yerine v’ alalim. Bdylece denkleminin varyasyonel formunu alalim.

(w,",vj)+(v+vs“Vw” Nabw" W' v)=(fv))  j=la.n (4.14)

elde edilir. (w",v’) = g;n bulunur. Ayrica,
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b(wﬂ,wﬂ,vj) = (Wn'v)wn’vj)= zginglnailj

il=

elde edilir. Burada @, = (v'.Vv',v/) = v'.Vv'v/dx dir
Q

4.4 Lemma [10]

() V) + @+, [V [Vw" Vo)) £ bw" W v ) = (fv)) j=len

sistemi V7T >0 ig¢in, bir tek ¢oziime sahiptir. Ayrica, Es. 4.5 , Es. 4.7, Es. 4.9

ifadeleri w" i¢inde gecerlidir.

Ispat [10]

Es.4.14 sistemi VT >0 g, ;1<i<n bilinmeyenlerine gore bir sistem verir. Bu

sistem, g;.n = F(g,,) biciminde olup, esitligin sag tarafi g, lere gore ya 1. yada

2.dereceden terimler bulundurur. Lipschitz kosulunu saglar. F ve ifadeleri

g,
stirekli fonksiyonlardir. Simdi, rglaxz gfn (t) ifadesi icin baz1 on degerlendirmeler
[0.7] 4=

elde edecegiz. {v'(x)}’ ler Q’da ortonormal oldugu g6z Oniine alinirarak gerekli

<c elde

w"(t,x)

: esitliginden |g ,,

2
X (Q

n
diizenlemeler yapilirsa, max PINHOE r[r(}g})](‘
T ,

edilir. Boylece, g}n =F(g;) j=1,..,n sistemi, gjn(O)z(wo,vj) baslangic
kosullar ile birlikte Picard- Lindel6f teoreminden tek ¢oziime sahiptir. Simdi, Es.

4.14’dev,” leri g, ’ler ile carparak bu esitlikler toplanirsa,

(aln, i g )+ W+, HVW"
o ‘I

Vw",zlg WV )+(W"V)w",Z:,g W =(f ,Z:,g V)
Jj= J= J=



bulunur. Yani,

(%%iJW)+(U+UJVWn
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w" ,w") + (W' VIw", w")=(f,w") (4.16)

elde edilir. w" Es. 4.14’lin ¢6ziimii olarak tanimlandigindan, buradan lemma 4.1 ve

4.2 uygulanabilir. Boylece,

esitsizligi yazilabilir. Benzer sekilde,

yazilir. Ayn1 yontemle lemma 4.3 deki gibi

w" (T, x)

<|

w"(0,)| -+} (RGeS

’
2@ dt

L(Q) L (Q)

2

w" (t,x)

Vw",Vw")dt < C,(T)

T
v T ZI v+ USHVW"
0

2
w'| dr< (1)

L (Q)

HVW%TJ)

3 3 L
|
r@ 2o, 0

elde edilir. Simdi asagidaki lemmadan Es. 4.4’iin bir w

sekilde bir { w" } alt dizisi olusturacagiz.
4.5 Lemma [10]
{w"}’ nin bir alt dizisi,

i) V> de w’ ye zayif olarak yakinsak,
ii) L(0,T,L*(Q)) da w’ya giiclii olarak yakisak,

i) L7(0,T,L7(Q))’da g <4 icin w’ ya giiclii yakinsak,

(4.17)

(4.18)

¢Oziimiine yakinsak olacak

iv) L*(0,T,L7(Q))’da {w"}alt dizisi w, ’ye zayif yakinsak,

ow” ow

v) L}0,T,L’(Q))’ da i=1,..,d icin L —L’ye zayif olarak yakmsak,

X, ox,

l l

olacak sekilde we V' vardir.
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Ispat [10]
Ispatta biitiin yakinsakliklar aymwe V icin gegerlidir.

i) {w"} nin bir alt dizisi we V ’ ye zayif olarak yakinsar. Burada

V=H'(0,T,L(Q) N L'(0,T,W,;, ()

||V||V :”Vv (0.7, (Q)) +||vt I2(0.T,I*(Q)) dur.

T T
lim J- J- w"v dxdt = J- J- w v dxdt 4.19)
"0 a 0 Q

Vve V™ (Vnin duali V" olmak iizere) oldugunu gostermeliyiz.
V ’ deki norma gore {w"} ’nin diizgiin siirliligi Es. 4.18’den kolayca elde edilir.

2

Yani, |w" (T, x)

w/ dt < C,(T) ifadesinde ikinci terim ihmal edilir

3 3 H
w3y
L@ sz 0 }(Q)

ve 0’danT ’ye integre edilirse,
T

(|
0

3
w" (t,x)

3

)dtﬁ <([ c,man’ =c,(nr?

w" (t, x)

< C,(T) bulunur.

3(0,T,L(Q))

Boylece Es. 4.18’den ilk terim ihmal edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

n

w" w,

elde edilir. Buradan {w"}, V ’de diizgiin sinirlhidir. Bir yansimali uzayda her sinirli

) :HVW"(z, x)

<C,(T)

+| <
20,1, (Q)) 12(0,T,13(Q))

dizi yakinsak bir alt diziye sahiptir [22]. L*(0,T,L*(Q)) uzayr yansimalidir [1].

Boylece {w"}, V’de bir w € V ’ye zayif yakinsaktir.

ii) {w"}’nin bir alt dizisinin L*(0,T,L*(®))’dan w’ya giiclii yakinsak oldugunu
gosterecegiz. V < L*(0,T,L*(Q)) c V oldugundan ve L*(0,7,L°(Q)) uzaymin duali

yine L*(0,T,L*(Q))olduguna gore Es.4.19’den
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lim fj w"vdxdt = fj wvdxdt , Yve L*(0,T,L*(Q))
0Q 0Q

n—oo

elde edilir. Boylece, (W}c L*(0,T,L*(Q))dew’ya zayif yakinsaktir. Es.4.18’den

va" (T, x)

;(Q) <C,(T) oldugundan {w'} < W5 (Q) uzaymda V>0 igin
diizgiin olarak smnirhdir. Diger taraftan W, (Q) — L’ (Q) kompakt gomiilmesini goz
oniine alirsak {w'} , (W} — W ya L*(Q)da gicli yakinsaktir. Vz>0 icin,
Hw” - WH — 0 oldugundan {w'}, we L*(0,T,L*()) icin de giiclii olarak yakinsaktir.

Dolayisiyla gii¢lii  yakinsak ise ayn1 zamanda w’ya zayif yakimsaktir.
T T
J-.[w”vdxdt—> .[.[Wvdxdt . Buna gére {w'}’in L*(0,T,[*(Q)) da w’ ya zayif
0Q 0Q

yakinsak oldugunu belirtmistik. Dolayisiyla limitin tekliginden w=w bigiminde

elde edilir. Boylece {W'} , w’ya L*(0,T,L*(Q)) da giiclii olarak yakimsaktir. Yani,

W} — w dr.

iii) q<4igin L'(0,7,L(Q))da {w"}’in w’ ya gii¢lii yakinsak oldugunu

gosterecegiz. Bunun icin {w'} in L'(0,T,L'(Q))da diizgiin olarak smirl oldugunu

gosterelim. “w" 2(

0= .[ (W”)“dxzj(w" Y (W)dx Cauchy—Schwarz esitsizliginden,
Q Q

4

|

Q)

1 1
< (J-(W” Yo dx)*( .[ W)dv)? yazilir. H'(Q) —I°(Q) gomiilmesi kullanilirsa,
Q Q

|

4
Wn“t‘(g) SC”VW"

4 3
w H elde
¢ Q) “ Q)

3 1
o S j (Vw2 d)2( j (W)’dx)> bulunur. Béylece,
Q Q

edilir. 0’dan 7 ’ye integral alinir ve Es. 4.17 , Es. 4.18 kullanilirsa,

T . T
[ Pl =] b

3
() “

Wn“ﬁ(m dt S.T[ GDIG (D]%dt
0
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T
4 e e s .
.([ “wf’“ T <G(T) elde edilir. Simdi W — w, g=4-& , &£>0 olmak iizere,

L'(0,T,L"(Q)) da giicli yakinsak oldugunu gostermek icin Holder esitsizligini

kullanalim,

S H(W_Wn)Z—E

2-¢

w'—w w—w"|dxdt

‘w—w"

T
q
=] Jpw=w
L7(0,T,L7(Q))
0Q

n n

12(0,T.1*(Q)) H 40,7, (Q)) H LH0.T.LH Q)

elde edilir. Burada ii¢gen esitsizliginden ve {w'}’nin L'(0,7,L'(Q)) da diizgiin

sinirli oldugundan son iki terim smirhdir. Holder esitsizliginin ardisik olarak

uygulanmasi ile 2-¢&, <lolacak sekilde H(w - degerlendirmesi

(0,1, 12 (Q))
elde edilir. Eger 2—¢, =1 ise, lemma (ii)” den sonug elde edilir. Eger 2—-¢£ <1 ise,
bu durumda ,

H(w—w")z_g bulunur. Tekrar (ii) uygulanirsa sonuca

n
LZ(OTLZ(Q))S HW_W 12(0,T,1*(Q))

ulagilir[1].

iv) {w} dizisinin w ye L*(0,7,L°(Q))’da zayif olarak yakinsak oldugunu
gosterecegiz. Bunun icin C;(0,7,L(Q))’ nin L*(0,T,L*(Q))’da yogun oldugunu
kullanacagiz [1]. Boylece V¢ C; (0,T,L*()) icin (W'} nin w’ya L*(0,T,L*(Q)) da

giiclii yakinsak oldugu kullanilirsa, zayif tiirev tanimi g6z 6niinde bulundurularak,

T

lim jT [wig didx =1im— [ [ w"g, dxdt = lim - jT [w,dxdr = lim jT [, gt
0o Q 0 Q 0Q 0Q

n—oo n—o0 n—o0 n—oo

elde edilir.
ow'’ o ... ow 3 3
V) {a 21 i,j=1,...,d dizisinin 3 L* ye L[’(0,T,L'(Q))da zayif yakinsak
X.

i i

3 3

oldugunu gosterelim. Yani,V@e L2 (0,T,L2(Q)) igin,
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~

n—oo
0 Q i 0o 9%

3 3

esitligini sagladigmi gostermeliyiz. C,(0,T,Ch(Q)) , L*(0,T,1*(Q)) de

yogundur [1]. Vge C,(0,T, C (€2)) olsun. Kismi integrasyon kullanilirsa,

=—hm.[ .[w a—dxdt dir.

i n—oo X.
l i

n—oo

(iiy’den L* (0,T, L} (Q)) 'de{w"} > w  giicli yakmsak oldugunu gostermistik.

Buradan,

“W%’ dt:fj Y dxdi

X;

n—o0

olarak bulunur. Ayrica yogunluktan sonuca ulasilir. BOylece Lemmanin ispati

tamamlanmis olur.

Simdi mutlak olarak siirekli fonksiyonlarin uzayini olusturup, P"ile gosterecegiz ve

@e P"icin Es. 4.14°iin saglandigin1 gosterecegiz. 5, (1) e H'(0,T) , te [0,T] mutlak

stirekli fonksiyonlar olmak iizere, P" ={v:v = z B (v (x)} olsun.

I=1

B,(t):[a,b] >R Eger Ve>0 bird >0 varsa, (a,,b,) ortak noktalar1 olmayan

sonlu araliklar i¢in k=1,...,n olmak iizere ,(a,,b,) < (a,b) i¢in, Z(bk -a,)<d

k=1

olmak iizere, Z|,B, b,)- 5, (ak)|<€ saglaniyorsa, S, mutlak olarak siireklidir.
k=1

Birgpe P" fonksiyonunu secelim. ¢ igin,
(W', @)+ @+, Lo =(f.9) (4.20)

esitliginin  saglandigi goriilebilir. Simdi asagidaki iki terim icin limite

gecilebilecegini gosterelim.
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4.6 Lemma [10]

@€ P"olmak lizere,

T T
lim j W', @)dt = j (W, ,@)dt (4.21)
0 0
T T
lim [ (b(w", ", @)dt = [ bw,w, p)dt (4.22)
0 0
Ispat [10]

Lemmadaki ilk esitlik {w"} nin {w,}’ye L’(0,T,L’())’da yakinsak olmasindan
kolayca elde edilir. Simdi Es. 4.22’yi ispatlayalim. ¢ € P" olsun. Buradan,

T d T awn
J.(b(w”,w”,@dt = z J. J.wl” a—’(pjdxdt dir. Diger yandan,
0 Q X

i,j=1 ¢

n

" T T o P
iw;’alx;(pjdxdm! g_[w[”alx:@dxdt—!:gwi alx:(pjdxdwgiwi "1 dudt

ox,
i Iw, 3 3 ; -
yazilir. Ayrica, =3 've L' (0,7,L°(Q))’de zayif yakinsak oldugundan ve
X, Ox,
3 3

w,Q; € L (O,T,LE (Q)) oldugundan, iigiincii terim igin,

lilﬁf £w[ %jdxdtz fiwi %v:f o dxdr

yazabiliriz. Kalan terim icin yani;

T

! Sj} (W —wl.)%(pjdxdt

terimi icin Holder esitsizligini uygularsak,
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n
W

0x

jTj(w —w, )—(p dxdi| < |(w! = w,)g,| :

LZ(OTLZ) )
1

30,1, ()

bulunur. Cauchy — Schwarz esitsizligi uygulamrsa,

n

i

<‘w

oz = e, o

L2 ,T, L2 Q) L‘(o T, (Q)) L}(0.T.1}(Q))

elde edilir. Lemma (4.5) (iii)’den {w! }'nin {w, }’ye L'(0,T,L'(Q)) de giiclii

— (0 dir. Burada,

30,7, (Q)

yakinsak oldugu kullanilirsa,

(Win - W) ¢j

n

H¢ horB@ bir sabit ve |—- ifadesinin diizgiin sinirhi oldugu goz
Heor.rw)y)
T n
Oniinde bulundurulmalidir. Boylece, hmj =0
elde edilir. Yani,
o'’}
’lll_)rg J. Iw —(pjdxdt bulunur.
4.7 Lemma [10]
Es. 4.20°de limite gegilirse ,
T T
[, .o+ @+o,[Vw [Vw Vo) +b0w ,w @)de = [ (f.p)dt (4.23)
0 0

3 3
elde edilir. Burada v+, HVW H Vwe L?(0,T,L%(Q)) dir.

Ispat [10]

Esitlikteki ilk ve ficiincii terim i¢in limite gecilebilecegini lemma (4.6)” da gosterdik.
3

3
EgerVope L’'(0,T,L’(Q)) ise, (v+v, (0,T,L* (L)) de

diizgiin sinirl oldugu gosterilirse, bu durumda,
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B=(@+v, i vardir. Simdi diizgiin

smirl oldugunu gosterelim.

N\w

2 dxdt (4.24)

g

elde edilir. I1k terime Young esitsizligi uygulanirsa,

H(v +0,
LZ(OT L2 Q)

n
i

ox .

J

ow;'

)3dxdt+ jjdxdt<%

J

I2(0.T,[*(Q))

A . awk aw

j I HVW dxdt = dxdt yazilir.

0Q
Burada, |Vw ‘ yaz111rsa ve yine Young esitsizligini kullanirsak,

T

0 a
IIHVW 4 (Z Wk Wi 4 dxdt
00 ox;

1 T
<

e
her iki terimde Es.4.17 gore sinirhdir.

4.8 Lemma [10]

Es. 423 ¢@eV icin gecerlidir. Ispat icin Ladyzhenskaya (1969) kaynagma
bakilabilir [12].

Smagorinsky modelinin ¢oziimlerinin varlik ispati i¢in, Minty (1962) ve Browder
(1965)’in monoton operatorler icin vermis oldugu teorem’i kullamilmistir [18,3].

Burada nonlineer operatdriin monoton oldugu gosterilecek. A
3

A:L[}(Q) = L (Q) operatdrii

A(Vw") =0+, (4.25)




31

seklinde tanimlansin. Bu operatoriin monotonlugu icin asagidaki lemma verilecektir.

4.9 Lemma [10]

Asagidaki lemmalar ve teoremler kaynaklarda da orijinal olarak verilmistir [12,13].

w,w”e W (Q) olsun. A operatorii, Es. 4.25°deki gibi verilsin

2 (4.26)

I} (AQ)

[ (AW = A 1 (Vi = Vi )dx 2 D]V’ = VW]
Q

esitsizligi saglanir. Ozel olarak ,

[V vw') = [Vw (V")) : (Vi = V") > 0
Q

3
saglanir. Boylece yukarida belirtilen A operatorii L'(Q)’dan L?(Q)’ya monoton

operatordiir.
Ispat [10]

A operatoriiniin monoton oldugunu gosterecegiz. Bunun icin asagidaki lemmayi

kullanacagiz. A operatoriiniin  monoton olmast icin, gerek ve yeter kosul
td
f(r)= Id_ AT VW +(1-17)Vw") : V(W' = w")dx olmak iizere,
T
0

Vw weW”(Q) icin, f:[0]] >R fonksiyonun monoton artan oldugu
gosterilmelidir [24]. Burada, C'(Q) =W (Q) yogun oldugundan, ¥ w’ w”e C'(Q)
icin f(z)’nun monoton artan oldugu gosterilirse, w’w”e W (Q) icinde f(z)
nun  monoton oldugu gosterilmis  olur. w*, w° =7 w’+ (1—7)w” biciminde
tanimlansm. f(7)’ nun tanimi gdz Oniine alindigindan,

(A(VW) = A(VW)) : (VW =Vw") = ;:( f%Ay (Vw)d T)(?)va - g%;”) yazilir. Burada
gerekli hesaplamalart yapalim.w’,w"e C'(Q) ve w' =7 w +(—-7)w” olsun.

f ’nin yukaridaki tanimi g6z Oniine alinirsa,
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(ATVW) = AW : (Vo —Vw') = 3 j LA, (Vw)de )(——al) buradan
52 dr X axj
d o d
EAU(VW )=E[(v+vs
T d T
F)E(VW )
dx; Ox;
elde edilir. Ayrica burada, hesaplanirsa,
” 1
iHVWT Wk )2)5
dt ox,

1 & ow, ow,  ow, ow,
=—( (t—~+(1- ) ) O.(—+-=—5)
2 ,;1 ox, e} dx,  dx, Ox

d ”
- 2 (cow +(1-)w k)(aw" —aw")
= = 0x, ox, o,
1 iaw,f(awk _ aw,':)
HVw’ S5 0x, ox,

elde edilir. Boylece yukaridaki esitlikte ifadeler yazilirsa,

ow, dw, dw, ow/
1 _ 1 _ l d
dx; ox )(axj axj) ‘

(ACVW) = A(VW)) - (VW' = V") = i (v,

0 i,j.k,l=1

d

1 ’ ” ’ ”
ow, ow’ 0 0 ow, ow,
oo 3 DO O Wy WM gr bu esitikeek ik terim
0

ijri O0X, O0x; Ox, dx, dx; Ox;
L ow,  ow,_ ow, o/, |
(v+, LKy )dr>v (———’)2 dr
}[i,,%—l ox;  dx, axj ,;1 x;  Ox; '([

=0 (VW =Vw"): (VW' =Vw)
esitsizligini saglar. Ikinci terim ise pozitiftir. Burada Q iizerinden bu esitsizligin

integrali alinirsa,
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j rw,w)dx= j AVW) — A(VW) 1 (VW = V)
Q

Q

2

d T ’
-1 G ow] ow] I

awff
vw® )2+ | VW = VW
F(,»;laxjkaxj ox; ) £ |

1
> [,
0
elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki ilk terim ihmal edilirse,

2dx elde edilir. Boylece,

[ AW = ACVW): (V0 = V") 2 0 [V = V'
Q

Q

2
L(Q)

j A(VW) = A(YW) 1 (VW = V") 2 0|V’ = V|
Q
yazilir. Bu esitsizlikte A operatoriiniin tanimi dikkate alinirsa,

j (A(VW) = A(VW")) : (YW = Vw")dx

v Ve - j v+,

Q

=J- (v+0, Vw””F Ww” : (Vw' = Vw")dx
Q

=of (VW = VW) (VW =Vu") dr+ [ ([Vw], V' = [V’ V") : (V" = Vi")dx
Q Q

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafi Es. 4.26 ile birlikte diisiiniiliirse

2
L (Q)

2
L(Q)

VW =V o+ [V, V0 = [V, V') s (Vi = Vi) > oV’ = V']
Q

elde edilir. Bu esitsizlikten

j (|vw’

Q

Y |[vw’

VW) (V' =Vn")dx 20

yazilir. Diger yandan C 1(ﬁ) nin WY (Q)da yogun oldugu dikkate alinirsa

w,w”e W' (Q) icinde yukaridaki esitsizliklerin gecerli oldugu goriiliir.
4.10 Lemma [10]

@ €V olsun, bu durumda,

— [[on, + W V)w=FYv=§)+ AV @) : (Vw=V P)dxdt 20 dir. (4.27)
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Ispat [10]

Keyfi bir n icin@ e P"olsun. w" e P" ve ¢ € P" oldugundan Es. 4.20’de ¢’ nin
yerine w" — @ yazilirsa,

T T

J-.[ (A(VwW"): V(W" — @)dxdt = J-(f —-w' ="' V)w" w" —@)dt dr. Ayrica A
0Q 0
operatorii monoton oldugundan,

T

T
J- (A(@):V(w" —p) < J.((f —-w' —w"V)w", w" —@)dt elde edilir. Boylece,
0

0
T

—([[ v, +W" V" = YW = P)dt + AV P): (VW' =V P)dxdt} 2 0
0Q

bulunur. Bu esitsizlikten, n — oo i¢in limit alalim. Bunun i¢in her bir terimi ayr1 ayr1

diistinelim.

T T T

[(row =@ye= [(fow =Pt + [(f,w" —widt

0 0 0
esitliginin sag tarafindaki ikinci terim i¢in Cauchy — Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

w'" —

<[z 1z \ W
f L7 (0,T,L°(Q)) 12(0.T,12(Q))

f(f,w” —w)dt

elde edilir. Ayrica lemma (4.5) (ii)’den {w"} —>w ya L*(0,T,L*(Q)) da giicli

yakinsak oldugu goz Oniine alinirsa, bu terim sifira gider. Boylece
T T

lim [(f,w" = @)= [(fow - )i
0 0

yazilir. Simdi lineer olmayan terimi diisiinelim.

( WV et =S (o 2 v
M w" V)w" w" dx _](Zl_“l!iwk " X
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alln}_t %’

esitliginde her bir bilesen icin, Lemma (4.5) (v)’den {
ox, ox,

ye

L’(0,T,[’(Q))’ da zayif yakinsak oldugu dikkate alinirsa ve bu esitlik yeniden

diizenlenirse,

lim jT i wi L BXk wydxdt = lim j j wk an wl dxdt + lim j j x; (Wiw!' = w,w, )dxdt

=szwk wl dxdt + hm“- 2 o —L(wiw —w,w,)dxdt
0Q

n—oo
k

elde edilir. Diger taraftan bu esitligin sag taraftaki ikinci terim i¢in Holder esitsizligi

uygulanirsa,
T T 1 T 3 2
ow/' ow, 3 SR
e N
” (w,’jw, w,w, )dxdi| < ” )3(” ‘ Wi = wew|n)?
0Q 0Q X1 Q) 0Q L2(Q)

elde edilir. Simdi sag taraftaki ikinci terim icin,

3 3
L2(0,T,L2(Q))

n n
Hwk Wi = WiW,

3 3 — n n _ n n _
B ori @ —‘wkw, ww twow —ww,

icgen esitsizligi uygulanirsa,

< H(Wk A

'4
L2 (0.T,L2(Q))

'i
LZ(OTLZ(Q)) H(W’ W)W,

elde edilir. Sag taraftaki birinci terim goz Oniine alinirsa,

3 2

J-((wk w, w2 dxdr) >
Q

n

H(WZ —W) Wy

L2 0.7 LZ(Q))

o'——..\]

3 3

=( _[ (W, —w,)2(w))? d)cdt)3
Q

o'—;.\]

yazilir. Cauchy—Schwarz esitsizligini uygularsak,

3 1 2

ERN | S(J?{(J- [(w,i‘—w,c)z]z);(J-[(W,Z‘)Z]z)zdx}dt)3

n

H(W/’: —W,) W

L2(0,T,L*(Q))

2

T 1 1
<([(] vy —wy a0 ([Tw)) do)? dry’

0 Q Q
Cauchy—Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

snf[(j (w;:—wkfdx)i]zdx}i.(f [ a2y ) dn )"
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T 2T 12
_ n 23\3 n 23\3
= w, —w dt _[ ‘w
A it =wi |, 1 o]0
0 0
:Hw,f -wll, ‘w,f ., bulunur. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa
L (0,T,L' (Q)) L' (0,T,L’(Q))

3

3
L?(0.T,L? (Q))

n n
Hwk Wi —WiW,

k

n
W

S‘w,f—wk w, w —w,

+] H
30,7, (Q)) ‘ 20,7, (Q)) £30,T,12(9)) £30,T,12(9))

elde edilir. Ayrica, lemma (4.5) (iii)’den {w]} — w,’ya L'(0,T,L(Q)) de giiclii

3 3

yakinsak oldugundan, w/w,’ = w,w, ya L?(0,T,L*(Q)) da giiclii  olarak

yakinsaktir. Boylece ,

T n T
lim .[ J-w,:‘ i w/'dxdt = .[ .[ wkaﬁwl dxdt  esitligi elde edilir. Diger taraftan
=eh ox e 0x

3 3

Lemma (4.7 de A(V@)e L?>(0,T,L>(Q)) oldugunu gostermistik, Lemma (4.5)

(v)’den Vw" — Vw oldugu da g6z 6niinde bulundurulursa,

T
lim .[ J- AVQ): (Vw" —=Vw)dxdt =0 elde edilir. Diger yandan,
0Q

11_{2 fj- w w"dxdt = fj- w,”(w"—w)+f.[ w; wdxdt
0Q 0Q 0Q

yazilir. Bu esitlikte, lemma (4.5) (i) ve (iv)’den L*(0,T,L*(Q))’da w" —>w ya

giicli yakmsak ve w/

" —w, zayif yakinsak oldugu g6z Oniine alinirsa,

lim _ﬂ w, w"dxdt = ﬂ w, wdxdt
0Q 0Q

n—oo

elde edilir. Boylece @€ P"i¢in, Es.4.27 elde edilmistir. Keyfi »’ler i¢in dogru
oldugundan , ¢@e P iginde gecerlidir. Ayrica, Ladyhenskaya (1967)’den
@ € V icinde bu esitlik gecerlidir [13].

4.11 Lemma [10]

VoeV igin,
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O N

T
I B: Vo dxdt = I J- A(Vw): Ve dxdt esitligi saglanir.
Q 0Q

Ispat [10]

Es. 423 VepeV icin gecerli oldugundan ¢ =w-—¢@ secebiliriz. Es. 4.23’de

p=w-0 yazilirsa,
T T
[10%, . w =)+ BV w=§)+ (wF)w.Vow—§)dt — [ (f.w—5) =0
0 0
elde edilir. Bu esitlikle Es. 4.27’yi toplarsak,
T
” (—A(V@)+B):V(w—0) 20
0Q
Bu esitsizlikte, ¢ yerine ¢ = w—&@ yazalim. Burada £ >0, keyfi ¢ e V igin,

e[ (B=A(Vw—eV9)):Vp)dxdt>0
0Q

bu esitsizligi, € >0 ile bolelim ve &€ — 0 i¢cin de bu esitsizlik gegerlidir. Bu

durumda,

Sty

j [B—A(Vw): Vo dxdt >0
Q
dir. Ayrica ¢ e V ise —@e V dir. Dolayisiyla — ¢ iginde bu esitsizlik saglanir. Bu

T
iki esitsizlikten V@ e V icin, I I (B—AVw): V@ dxdt =0 elde edilir.
0Q

4.1 Teorem [12]

fe L*(0,T,L*(Q)) ve w,e W, () olsun . Bu durumda Es. 4.1 probleminin en

az bir zayif ¢oziime sahiptir.

Es. 4.1 probleminin zayif ¢oziimlerinin tekligini de asagidaki teorem ile ifade ederiz.
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4.2 Teorem [12 ]

fe L’(0,T,L*(Q)) ve w, e Wy, (Q) olsun.

Bu durumda V ’ de Es. 4.1 probleminin bir tek zayif ¢6ziimii vardir.
Ispat [12 ]

Kabul edelim ki Es. 4.4’ iin w” ve w” gibi iki zayif ¢oziimii olsun w’'—w” =W ile
gosterelim. Boylece,we V w(0,x)=0 dir. Es. 4.4’de w’ve w” i¢in yazarak, taraf

tarafa ¢ikarilip v yerine w yazilirsa
t1d
0= J-[EE W, w) +((A(VW) — A(VW")), VW =Vw” )+ b(w',w', W) -b(w”, w”, W) ]dt
t
0

esitligini yazariz. Bu esitlikte en son iki terim diisiiniiliirse,

bw' W, w)-bw”, w”,w)= (W VW —=w' Vw +w' V' —w Vuw' W)

=((W =wHVW W =)+ (W VW —=w"),w —=w") yazilir. Boylece,

b(w' W', w)- b(w” W, w)y=b(w ,w’,w)+b(w”,w,w) elde edilir. Bu esitlikte
b(w”,w,w) = 0 oldugu goz dniinde tutularak

T
0= J-% W, W) +2 (A(VW) = A(VW') ,Vw = Vw")+2b(w,w’, W) dt

0

esitligi elde edilir. A, monoton oldugundan,

d

T
0> [, ) +2 0|V’ = V', +2b(, W, i) 1dt dir.
0

dt

Bu esitsizlikten,

Cd o ~||2 ST
fi v2aoaf s s o ofa

yazilir. Bu son esitligin iki tarafinda Holder esitsizligi ve H' — L° Sobolev

gomiilmesi dikkate alinirsa ve Young esitsizligi uygulanirsa,
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T T
JE ol 2ol daes c [ ] [vw], (9
0 0
A 2 C2 2 2
< { 20V + - [V e

yazilir. Gerekli diizenlemelerden sonra bu esitsizlikten

|W(T, x) dt

2 212
LZ(Q)”VW Q)

, T
12 < CJ- ”W
0

2
2 <0 d.

elde edilir. Gronwall lemmas1 uygulanirsa , V T icin, ||vT/(T, X)

2
, o <
= (0.T,12(Q))

Buradan, ess sup”vT/(T, X) iz <0 elde edilir. Boylece V T igin, ||sz(T,x)

0<t<T

dir. Yani, L*(0,7,1°(Q)) da w'=w" yazilir. Ayrica 1- boyutlu uzayda Sobolev
gdomme teoreminden, H'(0,T,[*(Q)) c L”(0,T,L*(Q)) oldugundan,
H'(0,T,L*(Q)) uzayinda coziimiin tekligi elde edilir. Diger taraftan Young
esitsizliginin ~ diger  bir  uygulamasi ile  yukaridaki esitsizlikten,

2
L(Q)

2
*

T d_ - A - C2 ~ /]
J Gl 2oVl yos [ oAV g+ 19

yazilir. Bu esitsizlikten,

~ f ~2 . C2 ~l2 /]
||W<T,X)||+U£ ||VW||def3£ o P A

2
3@

2
L (Q)

T
elde edilir. V ¢ icin, ||vT/(t, x)”i2 o= 0 oldugu goz Oniine alinirsa, .[ ||VVT/|| dt<0
0

2

2@y = 0 olur.

T
bulunur. Buradan V T igin, _[ ||VVT/||
0

Boylece L*(0,T, Woljv (Q)) uzaymdaw’=w” dir. Diger yandan, T sonlu ve
L(0,T, Wy, (Q) < L*(0,T, W, (Q)) oldugundan, L’ (0,T, W, (Q)) uzaymnda da

w =w’drr.

Sonug olarak, V uzayinda w’=w” dir. Yani Es. 4.1 probleminin ¢ziimii tektir.
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