














1. G·IR·IŞ

Yaklaş¬m teorisi Weierstrass�¬n 1885 y¬l¬nda ileri sürdü¼gü ve kan¬tlad¬¼g¬Weierstrass

Yaklaş¬m Teoremi ad¬nda bir teoremden ortaya ç¬km¬̧st¬r (Weierstrass 1885). Bu

teorem; kapal¬ s¬n¬rl¬ bir aral¬kta sürekli bir fonksiyona düzgün yak¬nsak olacak

şekilde bir polinom dizisinin varl¬¼g¬ndan veya buna denk ifade olarak kompakt bir

aral¬kta tan¬ml¬tüm polinomlar¬n kümesinin ayn¬aral¬kta tan¬mlanan tüm sürekli

fonksiyonlar¬n uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan bahsetmektedir. Biliniyor ki polinom-

lar ifade edilmesi en kolay fonksiyonlard¬r ve bu yüzden bu teorem sayesinde kapal¬

s¬n¬rl¬ aral¬kta sürekli olan çok karmaş¬k bir fonksiyonun karakterini bahsi geçen

polinomlar yard¬m¬yla incelenemek mümkündür. Weierstrass Yaklaş¬m Teoremi�nin

ispat metodlar¬varl¬k ispatlar¬ve yap¬sal ispatlar olmak üzere iki gruba ayr¬l¬r (Soy-

dan 2012a). Varl¬ksal ispatlarda amaç teoremde bahsi geçen polinomlar¬oluştur-

madan bu polinomlar¬n varl¬¼g¬n¬göstermektir. Varl¬k ispatlar¬ teoriktir ve uygu-

lamada daha az ra¼gbet görür. Yap¬sal ispatlarda amaç kapal¬ s¬n¬rl¬ bir aral¬kta

sürekli bir fonksiyona düzgün yak¬nsak olacak şekilde bir polinom oluşturmakt¬r

ve en yayg¬n olarak bilinen yap¬sal ispatlar Weierstrass-Gauss çekirde¼gi yard¬m¬yla,

yaklaş¬k özdeşlik (approximate identity) yöntemiyle ve Bernstein polinomlar¬(veya

operatörleri) yard¬m¬yla yap¬lan ispatt¬r (Soydan 2012a). 1912 y¬l¬nda Bernstein

[0; 1] kapal¬aral¬¼g¬nda Bernstein operatörlerini  2 C [0; 1] ; x 2 [0; 1] ve m 2 N

olmak üzere

Bm ( ) (x) =
mX
j=0

�
m

j

�
xj (1� x)n�j  

�
j

m

�
(1.1)

ile tan¬tm¬̧st¬r (Bernstein 1912). Tabi ki a; b 2 R ve a < b olmak üzere u 2 [0; 1] için

u = (x� a) =(b � a) şeklindeki uygun bir dönüşüm yard¬m¬yla bu polinomlar ifade

edilmek istenirse x 2 [a; b] olaca¼g¬ndan bu polinomlar¬key�bir [a; b] � R aral¬¼g¬nda

da tan¬mlamak mümkündür.

Bernstein polinomlar¬n¬n uygulama alan¬bir çok disiplinde geni̧s bir yer tutmak-

tad¬r. Bernstein polinomlar¬ s¬ras¬yla Pierre Étienne Bèzier ve Paul de Casteljau

taraf¬ndan ünlü bir otomobil üreticileri olan Renault ve Citroën marka otomobil-

lerinin kasalar¬n¬n tasar¬m¬nda kullan¬lm¬̧st¬r. Bèzier otomobil tasar¬m¬nda kökenleri
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Bernstein operatörlerine dayanan ve Bèzier e¼grilerini kullanm¬̧st¬. Bèzier e¼grilerinin

foto¼grafç¬l¬kta ve bilgisayar animasyonlar¬nda bir çok uygulamas¬vard¬r.

1950 y¬l¬nda Szász, üstel fonksiyonun aç¬l¬mdan faydalanarak Szász operatörlerini

 2 C [0;1) ; x 2 [0;1) ve m 2 N olmak üzere

Sm ( ) (x) = exp (�mx)
1X
j=0

(mx)j

j!
 

�
j

m

�
(1.2)

ile tan¬mlam¬̧st¬r (Szász 1950). Szász operatörleri Bernstein operatöründen farkl¬

olarak sonuz bir aral¬kta tan¬mlanm¬̧st¬r ve bu yüzden sonsuz bir aral¬kta tan¬ml¬

baz¬sürekli fonksiyon uzaylar¬na ait bir fonksiyonun bu uzaylar üzerindeki normla

yaklaş¬m özelliklerini incelemek mümkün hale gelmi̧stir. Weierstrass Yaklaş¬m Teo-

remi�nin yap¬sal ispatlar¬na yard¬mc¬ bir araç olarak 1953 y¬l¬nda Korovkin Teo-

remi ileri sürülmüştür. Bu teoreme göre; e¼ger bir lineer pozitif bir operatör dizisi

baz¬ test fonksiyonlar¬na kapal¬ s¬n¬rl¬ bir aral¬kta düzgün yak¬ns¬yorsa bu tak-

tirde bu operatör dizisi ayn¬aral¬kta tan¬ml¬sürekli fonksiyona düzgün yak¬nsak-

t¬r (Korovkin 1953). Korovkin teoreminin baz¬genellemeleri yap¬lm¬̧st¬r ve bunlar-

dan biri de a¼g¬rl¬kl¬uzaylar için yap¬lan bir genellemedir. 1974 ve 1976 y¬l¬lar¬nda

Gadjiev a¼g¬rl¬kl¬uzaylarda Korovkin Teoremi�genellemi̧s ve önemli sonuçlar ortaya

ç¬karm¬̧st¬r (Gadjiev 1974, 1976). Ayr¬ca bu genelleme ile ili̧skili olan (Gadjiev 1980)

ve (·Ispir 2001) çal¬̧smalar¬da Yaklaş¬m Teorisi�nde önemli yer tutmaktad¬r.

Bir polinom dizisinin bir fonksiyona bir aral¬kta yaklaş¬m h¬z¬ne kadar iyiyse poli-

nom dizisi o fonksiyonun karakteri hakk¬nda o kadar iyi sonuç verir. Bu yüzden

bir fonksiyona daha iyi yaklaş¬m elde etmek için baz¬yeni polinom dizileri (veya

operatörleri) inşa edilmektedir. Şimdi bunlar hakk¬nda bilgi verilecektir:

King, x2 fonksiyonunun Bernstein operatöründeki de¼gerini x2 olacak şekilde yeniden

bir modi�kasyon oluşturmuştur. Bu modi�kasyonu Bm Bernstein operatör dizisini

temsil etmek üzere (fn) ; [0; 1] aral¬¼g¬n¬üzerinde tan¬ml¬olan bir fonksiyon dizisi

olmak üzere

B#
m;fm

( ) (x) = Bm ( ) (fm (x)) ; m 2 N;  2 C [0; 1] ; x 2 [0; 1]
2



ile tan¬mlam¬̧st¬r (King 2003). E¼ger King�in yapt¬¼g¬ bu genellemede fm (x) = x

al¬n¬rsa B#
m;fm

operatörü bilinen Bernstein operatörüne dönüşecektir. King�in bu

çal¬̧smada elde etti¼gi en verimli sonuçlardan biri de şudur; Bm (t
2)
�
f#m (x)

�
= x2

olacak şekildeki
�
f#m (x)

	
dizisi için B#

m;f#m
operatör dizisi m ! 1 için  2 C [0; 1]

fonksiyonuna Bernstein operatörlerinin dizisinden daha iyi yaklaş¬r (King 2003). Bu

genellemeye benzer olarak s¬ras¬yla (Duman ve Özarslan 2007) ve (Duman vd. 2009)

çal¬̧smalar¬nda Szász operatörleri x2 fonksiyonunu koruyacak şekilde ve Szász Kan-

torovich operatörleri de lineer ax + b fonksiyonlar¬n¬ koruyacak şekilde genellen-

mi̧stir. King tipi genellemenin bir türü de üstel fonksiyonlar¬koruyan tipteki op-

eratör genellemeleridir. (Acar 2017) çal¬̧smas¬nda Szász operatörleri e2ax; a > 0

fonksiyonlar¬n¬koruyacak şekilde genellenmi̧stir. King tipi operatör genellemelerin

en çarp¬c¬örneklerinden biri de kuşkusuz belirli şartlar¬sa¼glayan bir � fonksiyonun

Bernstein operatörleri alt¬ndaki de¼gerlerinin de � fonksiyonu olaca¼g¬n¬garanti eden

genellemedir. Bu genelleme bileşke fonksiyonun yard¬mla oluşturulmuştur. � , [0; 1]

aral¬¼g¬nda belirli şartlar¬sa¼glayan bir fonksiyon olmak üzere � fonksiyonunu koruyan

Bernstein operatör dizisi; Bm bilinen Bernstein operatör dizisi olmak üzere

B#;�
m ( ) (x) = Bm

�
 � ��1

�
(� (x)) ; m 2 N;  2 C [0; 1] ; x 2 [0; 1]

ile tan¬mlanm¬̧st¬r (Cárdenas-Morales vd. 2011). Bu operatörde � (x) = x al¬n¬rsa

bilinen Bernstein operatörlerini verecektir. Ayr¬ca Szász operatörleri için de benzer

bir genelleme verilmi̧stir (Aral vd. 2014).

Bazen üç boyutlu bir cismin şekli hakk¬nda bilgi edinmek istenebilir. Bir cismin her

aç¬dan görüntüsü bir yüzey denklemi olarak ifade edilebilir. Bu yüzey denklemlerin

birleşerek oluşturdu¼gu parçal¬ iki de¼gi̧skenli fonksiyon o cismin dünyadaki şeklini

verecektir. Buna göre bir operatörü de iki de¼gi̧skenli veya daha fazla de¼gi̧skenli ola-

rak tan¬mlamak da kaç¬n¬lmazd¬r. E¼ger düzlemde bir D bölgesi üzerinde tan¬ml¬ve

sürekli bir iki de¼gi̧skenli fonksiyona yaklaşacak bir operatör tan¬mlanmak isteniy-

orsa bu taktirde operatörü de iki de¼gi̧skenli olarak tan¬mlamak gerekir. Kings-

ley Bernstein operatörlerinin iki de¼gi̧skenlisini vermi̧s ve bu operatörlerin yaklaş¬m

özelliklerini incelemi̧stir (Kingsley 1951) ve benzer bir çal¬̧sma da Butzer yapm¬̧st¬r

(Butzer 1953). Ayr¬ca Volkov, Korovkin teoremini çok boyutlu uzaylar için genelley-
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erek önemli bir çal¬̧smada bulunmuştur (Volkov 1957).

Yaklaş¬m Teorisi�nde bir çok operatör genellemesi ve genellemelerle ba¼glant¬l¬ola-

rak bir çok araç vard¬r. Ancak bu tezde hepsinden bahsidilmeyecektir. Örne¼gin

Bernstein operatörünün çekirde¼gi de¼gi̧stirilerek bir çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r ve bun-

lardan baz¬lar¬ (Gadjiev 2010), (Chen vd. 2017) ve (Cai vd. 2018) kaynaklar¬nda

yer almaktad¬r. Yine kuantum kalkülüs veya post kuantum kalkülüs yard¬m¬yla

elde edilen operatör genellemeleri yap¬lm¬̧st¬r; (Phillips 1997), (Ostrovska 2006),

(Aral 2008), (Gupta 2008), (Mursaleen 2015), (Acar 2016). Ayr¬ca bir araç olarak

istatistik yak¬nsakl¬k kavram¬ileri sürülmüş ve Korovkin ve Weierstrass Yaklaş¬m

Teoremi bu araca göre yorumlanm¬̧st¬r (Gadjiev ve Orhan 2002). Buna benzer ola-

rak A-istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬da tan¬t¬lm¬̧st¬r (Duman vd. 2004).

Buraya kadar olan k¬s¬mda Yaklaş¬mTeorisi ile ilgili genel yap¬lan çal¬̧smalar hakk¬nda

bilgi verilmi̧stir. Şimdi bu tezde çal¬̧s¬lan özel konuya daha yak¬n çal¬̧smalar hakk¬nda

bilgi verilecektir:

Rosenblum, Euler�in Gamma fonksiyonu yard¬m¬yla yeni bir Gamma fonksiyonu ve

yeni bir üstel fonksiyon tan¬mlam¬̧st¬r. Bu yeni Gamma fonksiyonu k 2 N0 ve � 2 C�

olmak üzere

�� (k) =

8><>:
22j+1j!�(j+�+ 3

2)
�(�+ 1

2)
; k = 2j + 1; j 2 N0 ise

22jj!�(j+�+ 1
2)

�(�+ 1
2)

; k = 2j; j 2 N0 ise

ile verilir (Rosenblum 1994). Ayr¬ca bahsi geçen üstel fonksiyon da � 2 C� ve x 2 C

olmak üzere

exp� (x) :=

1X
j=0

xj

�� (j)

ile tan¬mlan¬r (Rosenblum 1994). Sucu exp� (x) fonksiyonun yukar¬daki aç¬l¬m¬

yard¬m¬yla Szász operatörlerinin Dunkl analo¼gunu;

�k =

8<: 1 ; k = 2j + 1; j 2 N0 ise

0 ; k = 2j; j 2 N0 ise
;

 2 C [0;1) ; x 2 [0;1), m 2 N ve � � 0 olmak üzere

S�m ( ) (x) =
1

exp� (mx)

1X
j=0

(mx)j

�� (j)
 

�
j + 2��j

m

�
(1.3)
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ile tan¬mlam¬̧st¬r (Sucu 2014). Sucu�nun tan¬mlam¬̧s oldu¼gu bu operatörlerle ile il-

gili bir çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Szász operatörlerinin Dunkl analo¼gunun; kuantum

(·Içöz ve Çekim 2015), Stancu-Kantorovich (·Içöz ve Çekim 2016), baz¬test fonksiy-

onlar¬n¬ koruyan q-Kantorovich (Mursaleen vd. 2016), Beta (Çekim vd. 2017),

q-Kantorovich (Srivastava vd. 2017), modi�ye Stancu (Milovanovíc vd. 2018), Dur-

rmeyer (Wa� ve Rao 2018), Phillips (Nasiruzzaman ve Rao 2018), karma (Desh-

wal vd. 2018), x2 fonksiyonunu koruyan kuantum (Mursaleen ve Rahman 2018),

post kuantum (Alotaibi vd. 2018), (p; q)-Kantorovich (Nasiruzzaman vd. 2019a),

Gamma (Wa� ve Rao 2019), q-Durrmeyer (Rao ve Wa� 2019), q-Phillips (Nasiruz-

zaman vd. 2019b), iki de¼gi̧skenli (Nasiruzzaman, 2021) ve nicel (Cai vd. 2021) tipli

genellemeleri bunlardan baz¬lar¬d¬r.

Özel polinomlar¬n üreteç fonksiyonundan yararlanarak bir operatör tan¬mlamak

mümkündür. ·Ilk kez özel polinomlar¬içeren genelleme 1964 y¬l¬nda Laguerre poli-

nomlar¬ndan elde edilen bir operatördür (Cheney ve Sharma 1964). Ayr¬ca, daha

sonra Appell polinomlar¬n¬ (Jakimovski ve Leviatan 1969), She¤er tipindeki poli-

nomlar¬(·Ismail 1974), Charlier polinomlar¬n¬(Varma ve Taşdelen 2012), Brenke tipi

polinomlar¬(Varma vd. 2012), Boas-Buck tipi polinomlar¬ içeren operatör dizileri

tan¬mlanm¬̧st¬r (Sucu vd. 2012). Bu genelleme türü ile ilgili baz¬di¼ger çal¬̧smalar;

(Taşdelen vd. 2012), (Aktaş vd. 2013), (Mursaleen ve Ansari 2015), (Sucu ve Varma

2015), (Kajla ve Agrawal 2015), (Agrawal ve ·Ispir 2016), (Kajla ve Agrawal 2016),

(·Içöz vd. 2016), (Krech 2016), (Atakut ve Büyükyaz¬c¬2016a), (Sidharth vd. 2017),

(Mursaleen vd. 2017), (Yaz¬c¬ve Çekim 2017) ve (Aktaş vd. 2019) kaynaklar¬nda

bulunabilir.

Paul Émile Appell 1880 y¬l¬nda Pn (x) Appell polinomlar¬n¬, P0 (x) 6= 0 şeklinde

x�den ba¼g¬ms¬z bir sabit olmak üzere

d

dx
Pn (x) = nPn�1 (x) ; n = 1; 2; :::

eşitli¼gini sa¼glayan polinomlar olarak tan¬mlam¬̧st¬r (Appell 1880). Daha sonra Lee

çoklu Appell polinomlar¬n¬, P0;0 (x) 6= 0 olmak üzere

d

dx
Pn1;n2 (x) = n1Pn1�1;n2 (x) + n2Pn1;n2�1 (x) ; n1 + n2 � 1
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ile vermi̧stir (Lee 2011). Ayr¬ca aşa¼g¬da seri biçimi ile verilen A fonksiyonu

A (t1; t2) =

1X
k1=0

1X
k2=0

ak1;k2
tk11 t

k2
2

k1!k2!

t21 + t22 < r2; r > 1 diskinde analitik ve A (0; 0) = a0;0 6= 0 olmak üzere, bu çoklu

Appell polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

A (t1; t2) exp (x (t1 + t2)) =

1X
n1=0

1X
n2=0

Pn1;n2 (x)
tn11 t

n2
2

n1!n2!

eşitli¼gi ile verilir (Lee 2011). Varma bu polinomlar¬n yard¬m¬yla çoklu Appell poli-

nomlar¬n¬ içeren Szász operatörlerini  2 C [0;1) ; x 2 [0;1) ve m 2 N olmak

üzere

Vm (f) (x) =
1

A (1; 1) exp (mx)

1X
n1=0

1X
n2=0

Pn1;n2
�
mx
2

�
n1!n2!

 

�
k

m

�
(1.4)

ile tan¬mlam¬̧st¬r (Varma 2013). Burada A fonksiyonu yukar¬daki operatör tan¬ml¬

ve pozitif olacak şekilde seçilmi̧stir. Bu çal¬̧sma ile ili̧skili olan (Neer ve Agrawal

2017), (Chauhan vd. 2018), (Deo ve Dhamija 2018), (Ansari vd. 2019), (Gupta

vd. 2019), (Braha ve Kadak 2020), (Mishra vd. 2020) ve (Gupta vd. 2021) baz¬

çal¬̧smalard¬r.

Cheikh ve Gaied, P �
n (x) Dunkl Appell polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonunu

A� (t) exp� (xt) =
1X
n=0

P �
n (x)

�� (n)
tn

eşitli¼gi ile bulmuştur (Cheikh ve Gaied 2007). Burada A� fonksiyonu jtj < r; r > 1

diskinde analitik olup A (0; 0) = a0;0 6= 0 olmak üzere

A� (t) =
1X
k=0

ak
�� (k)

tk

eşitli¼gi ile verilmi̧stir (Cheikh ve Gaied 2007). Dunkl tipi polinomlar¬içeren Gamma

Szász tipi operatörler (Taşdelen vd. 2019) kayna¼g¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r ve Sucu, Dunkl

Appell polinomlar¬içeren Szász operatörlerini  2 C [0;1) ; x 2 [0;1) ; � � 0 ve

m 2 N olmak üzere

H�
m (f) (x) =

1

A� (1) exp� (mx)

1X
k=0

P �
k

�
mx
2

�
�� (k)

 

�
k + 2��k

m

�
(1.5)
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şeklinde vermi̧stir (Sucu 2020). Burada A� fonksiyonu yukar¬daki operatör tan¬ml¬

ve pozitif olacak şekilde seçilmi̧stir. Ayr¬ca (Nasiruzzaman ve Aljohani 2020a, 2020b)

ve (Çekim vd. 2021) kaynaklar¬nda operatör genellemek için Dunkl tipi polinomlar

kullan¬lm¬̧st¬r.

Walczak s¬n¬rs¬z artan diziler yard¬m¬yla iki de¼gi̧skenli Szász operatörlerini yeniden

inşa etmi̧stir (Walczak 2000). Daha sonra ayn¬yazar 2002 y¬l¬nda bu çal¬̧smadan

yararlanarak Szász operatörlerinin bir genellemesini tan¬mlam¬̧st¬r (Walczak 2002).

am � 1 ve bm � 1 olmak üzere limm!1 (am=bm) = 1 şart¬n¬sa¼glayan (am=bm) dizisi

azalmayan olsun. Walczak bahsi geçen yeni operatörü x 2 [0;1) ;  2 C [0;1) ve

m 2 N olmak üzere

Sam;bmm ( ) (x) = exp (�amx)
1X
j=0

(amx)
j

j!
 

�
j

bm

�
(1.6)

ile vermi̧stir (Walczak 2002). Ayr¬ca bu konu hakk¬nda yap¬lan di¼ger çal¬̧smalar¬n

baz¬lar¬ (·Ispir ve Atakut, 2002), (Nowak ve Sikorska-Nowak 2009), (·Ispir 2013),

(Gazanfer ve Büyükyaz¬c¬2014), (Büyükyaz¬c¬vd. 2015), (Agrawal ve ·Ispir 2016),

(·Ispir ve Büyükyaz¬c¬2016), (Atakut ve Büyükyaz¬c¬2016b), (·Ispir 2017), (Sidharth

vd. 2017) ve (Atakut vd. 2019) kaynaklar¬nda bulunabilir.

Şimdiye kadar bu bölümde yap¬lan önceki çal¬̧smalar ile ilgili bilgiler verilmi̧stir.

Bir sonraki bölümde tezde kullan¬lacak bilindik matematiksel araçlar hakk¬nda bilgi

verilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Ön Bilgiler

Bu tezde dizi, seri, yak¬nsak dizi, yak¬nsak seri, de¼gi̧sken terimli dizi, noktasal yak¬n-

sakl¬k, düzgün yak¬nsakl¬k, s¬n¬rl¬dizi, süreklilik ve düzgün süreklilik gibi baz¬temel

kavramlara yer verilmeyecektir. ·Istenilirse bu kavramlar¬ bulmak için Yaz¬c¬�n¬n

tezine (Yaz¬c¬2019) veya temel analiz kitaplar¬na bak¬labilir. Ayr¬ca bu bölüm

için daha fazla bilgi edinmek gerekirse (Lorentz 1953), (Apostol 1974), (Ditzian ve

Totik 1987), (Altomore ve Campiti 1994), (Hac¬yev ve Hac¬saliho¼glu 1995), (Hardy

vd.1998), (Anastassiou ve Gal 2000), (Oldham vd. 2008) ve (Gupta ve Agarwal

2014) kaynaklar¬nda belirtilen kitaplara başvurulabilir.

Teorem 2.1 (Hölder Eşitsizli¼gi) (Hardy vd. 1998) 1 < p < 1; 1 < q < 1;

1
p
+ 1

q
= 1 koşullar¬n¬sa¼glayan p ve q pozitif reel say¬lar¬verilsin. Bu durumda her

bir (xn) 2 `p ve (yn) 2 `q için

1X
n=0

jxnynj �
 1X
n=0

jxnjp
! 1

p
 1X
n=0

jynjq
! 1

q

şeklinde verilen eşitsizlik sa¼glan¬r ve i̧ste bu eşitsizli¼ge Hölder eşitsizli¼gi denir. Hölder

eşitsizli¼ginin p = q = 2 özel durumu için

1X
n=0

jxnynj �
 1X
n=0

jxnj2
! 1

2
 1X
n=0

jynj2
! 1

2

şeklinde edilen eşitsizli¼ge Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi denir.

Tan¬m 2.1 (Cauchy Çarp¬m¬) (Apostol 1974)
P1

n=0 an ve
P1

n=0 bn serileri ver-

ilsin. Bu iki serinin Cauchy çarp¬m¬ 1X
n=0

an

! 1X
n=0

bn

!
=

1X
n=0

nX
k=0

an�kbk

şeklinde tan¬mlan¬r.
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Uyar¬2.1 Yak¬nsak iki serinin Cauchy çarp¬m¬yak¬nsak olmak zorunda de¼gildir.

Örne¼gin,
P1

m=0
(�1)mp
m+1

serisi şartl¬yak¬nsak bir seridir ancak 1X
m=0

(�1)mp
m+ 4

! 1X
m=0

(�1)mp
m+ 4

!
=

1X
m=0

mX
�=0

(�1)m��p
m� � + 4

(�1)�p
� + 4

=
1X
m=0

(�1)m
mX
�=0

1p
m� � + 4

p
� + 4

serisinin genel terimi s¬f¬r dizisinden farkl¬d¬r. Çünkü

jcmj =
�����(�1)m

mX
�=0

1p
m� � + 4

p
� + 4

�����
�

mX
�=0

1

2 (m+ 4)
=

m+ 1

2 (m+ 4)
! 1

2
(m!1)

yaz¬labilir. O halde Cauchy çarp¬m serisi yak¬nsak de¼gildir. Sonuç olarak yak¬n-

sak iki serinin Cauchy çarp¬m¬yak¬nsak bir seri olarak elde edilmemi̧stir. Aşa¼g¬da

iki serinin limitlerinin çarp¬mak ile Cauchy çarpmak aras¬nda bir fark olmad¬¼g¬n¬

katagorize eden teorem verilmi̧stir.

Teorem 2.2 (Mertens Teoremi) (Apostol 1974) A;B 2 R, R1 > 0 ve R2 > 0

olmak üzere

(i)
P1

n=0 bn mutlak yak¬nsak bir seri,
P1

n=0 an = A ve
P1

n=0 bn = B olsun. Bu

taktirde  1X
n=0

an

! 1X
n=0

bn

!
=

1X
n=0

nX
k=0

an�kbk = A:B

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

(ii) jxj < R1 bölgesinde
P1

n=0 anx
n = A ve jxj < R2 bölgesinde

P1
n=0 bnx

n = B

serisi de mutlak yak¬nsak olsun. Bu taktirde jxj < min fR1; R2g bölgesinde 1X
n=0

anx
n

! 1X
n=0

bnx
n

!
=

1X
n=0

nX
k=0

an�kbkx
n = A:B

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.2 (Lineer Uzay) (Soykan 2012b) X boş kümeden farkl¬bir küme ve R

reel say¬lar cismi olsun. E¼ger

+ : X �X ! X

(x; y)! +(x; y) = x+ y
ve

� : R�X ! X

(x; y)! � (x; y) = x � y
9



ile verilen kurallar her x; y; z 2 X ve k1; k2 2 R için

i: (x+ y) + z = x+ (y + z) ;

ii: Bir 0� 2 X vard¬r ki x+ 0� = x dir,

iii: x+ (�x) = 0� eşitli¼gini sa¼glayan (�x) 2 X vard¬r,

iv: x+ y = y + x;

v: k1 (x+ y) = k1x+ k1y;

vi: (k1 + k2)x = k1x+ k2x;

vii: (k1k2)x = k1 (k2x) ;

viii: 1x = x

özellikleri sa¼glan¬yorsa bu taktirdeX kümesine R cismi üzerinde lineer uzayd¬r denir.

Tan¬m 2.3 (Normlu Uzay) (Soykan 2012b) X kümesi R cismi üzerinde lineer

uzay olsun ve

k�k : X ! [0;1)

fonksiyonu verilsin. E¼ger her u; v 2 X ve k 2 R için

i: kuk = 0 , u = 0�

ii: kkuk = jkj kuk

iii: ku+ vk � kuk+ kvk

özellikleri sa¼glan¬yorsa k�k fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve X uzay¬na da

normlu uzay denir. Ayr¬ca elemanlar¬fonksiyon olan normlu bir uzaya normlu fonk-

siyon uzay¬denir.

2.2 Lineer Pozitif Operatörler ve Dizileri

Tan¬m 2.4 (Hac¬yev ve Hac¬saliho¼glu 1995) X ve Y normlu fonksiyon uzaylar¬ol-

sun. E¼ger X�den al¬nan bir fonksiyonu Y uzay¬ndaki bir fonksiy¬na dönüştüren bir

T kural¬varsa bu taktirde T�ye X üzerinde tan¬ml¬bir operatördür denir. Ayr¬ca bir

dizinin ismi görüntü kümesine göre verildi¼ginden dolay¬görüntü kümesi operatörler-

den oluşan bir diziye operatör dizisi ve benzer şekilde görüntü kümesi lineer pozitif

operatörlerden oluşan bir diziye de lineer pozitif operatörlerin bir dizisi denir.

10



Tan¬m 2.5 (Lineer Operatör) (Hac¬yev ve Hac¬saliho¼glu 1995) X ve Y normlu

fonksiyon uzaylar¬olmak üzere

T : X ! Y

şeklindeki T operatörü, 8 ; ' 2 X ve 8�; � 2 R için

T (� + �') = �T ( ) + �T (')

eşitli¼gini sa¼glan¬yorsa bu taktirde T operatörüne lineer operatör denir. Ayr¬ca T

operatörü pozitif her fonksiyonu pozitif fonksiyona dönüştürüyorsa T�ye pozitif op-

eratör denir. E¼ger T hem lineer hem de pozitif ise bu taktirde T�ye lineer pozitif

operatör denir.

Lemma 2.1 (Hac¬yev ve Hac¬saliho¼glu 1995) X ve Y normlu fonksiyon uzaylar¬ve

T : X ! Y lineer pozitif bir operatör olsun. Bu durumda T monoton azalmayand¬r

ve

jT (f)j � T (jf j)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.6 (Merkezi Moment) (Lorentz 1953) (Tn) operatör dizisi verilsin bu

operatör dizisinin k�nci merkezi momenti

Mn;k (x) = Tn

�
(t� x)k ;x

�
ile tan¬mlan¬r.

Teorem 2.3 (Korovkin Teoremi) (Korovkin 1953) (Tn) lineer pozitif operatör-

lerin bir dizisi olsun. Buna göre c0n; c
1
n ve c

2
n ile verilen diziler [a; b] kompakt aral¬¼g¬

üzerinde s¬f¬ra düzgün yak¬nsak de¼gi̧sken terimli diziler olmak üzere e¼ger her x 2 [a; b]

için

Tn (e0) (x) = 1 + c
0
n (x)

Tn (e1) (x) = x+ c1n (x)

Tn (e2) (x) = x2 + c2n (x)

eşitlikleri sa¼glan¬yorsa bu taktirde (Tn) dizisi [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬ve sürekli

olan her fonksiyona düzgün yak¬nsakt¬r.
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Tan¬m 2.7 (A¼g¬rl¬kl¬Uzaylar) (Gadjiev 1976)  reel eksende sürekli ve monoton

artan bir fonksiyon olmak üzere

� (x) = 1 +  2 (x)

ile verilen reel eksende tan¬ml¬� fonksiyonu verilsin. Buna göre her bir f fonksiyonu

için Mf ve kf sabitleri f�ye ba¼gl¬olmak üzere

B� (R) = fg : R! Rj jg (x)j �Mf� (x)g

C� (R) = fg 2 B� (R) j g sürekli g

Ck
� (R) =

n
g 2 Ck

� (R) j lim
n!1

g(x)
�(x)

= kf

o
fonksiyon aileleri göz önüne al¬n¬rsa B� (R) aç¬k bir şekilde vektör uzay¬d¬r ve bundan

dolay¬üzerinde bir norm tan¬mlanabilir. Buna göre

kgk� = sup
x2R

jg (x)j
� (x)

= sup
x2R

jg (x)j
1 +  2 (x)

ile verilen norm ile B� (R) normlu uzayd¬r. Ayr¬ca C� (R) ve C� (R) uzaylar¬ da

B� (R)�nin alt vektör uzaylar¬oluklar¬ndan dolay¬yukar¬daki belirtilen norm kural¬

ile normlu uzaylard¬r. ·I̧ste burada ��ya a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve B� (R) ; C� (R) ; Ck
� (R)

uzaylar¬na da a¼g¬rl¬kl¬uzaylar denir. Ayr¬ca tan¬m gere¼gi

Ck
� (R) � C� (R) � B� (R)

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir.

Teorem 2.4 (Gadjiev Teoremi) (Gadjiev 1976)  reel eksende sürekli ve monoton

artan bir fonksiyon olmak üzere

� (x) = 1 +  2 (x)

ile verilen reel eksende tan¬ml¬� a¼g¬rl¬k fonksiyonu verilsin. Bu durumda

i. Tn : C� (R) ! B� (R) olacak şekilde en az bir (Tn) lineer pozitif operatör dizisi

bulunabilir öyle ki bu operatör dizisi için

lim
n!1

kTn (ek)� ekk� = 0; k = 0; 1; 2 (2.1)

koşullar¬sa¼glanmas¬na ra¼gmen öyle bir g� 2 C� (R) fonksiyonu bulunabilir ki

lim
n!1

kTn (g�)� g�k� � 1
12



eşitsizli¼gini sa¼glar.

ii. Tn : C� (R) ! B� (R) olacak şekildeki (Tn) lineer pozitif operatör dizisi (2.1)

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa her g 2 Ck
� (R) için

lim
n!1

kTn (g)� gk� = 0

limiti sa¼glan¬r.

Teorem 2.5 (Volkov Teoremi) (Volkov 1957) (Tn); iki boyutlu pozitif ve sürekli

birD bölgesi üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n ailesi olan C (D) üzerinde tan¬ml¬lineer

pozitif operatörlerin bir dizisi olsun ve s¬n¬rl¬bir B � D kümesi verilsin. Buna göre

an (x; y) ; bn (x; y) ; cn (x; y) ve dn (x; y) ile verilen diziler B kompakt kümesi üzerinde

s¬f¬ra düzgün yak¬nsak de¼gi̧sken terimli diziler olmak üzere e¼ger her (x; y) 2 B için

Tn (1) (x; y) = 1 + an (x; y)

Tn (t) (x; y) = x+ bn (x; y)

Tn (s) (x; y) = y + cn (x; y)

Tn (t
2 + s2) (x; y) = x2 + y2 + dn (x; y)

eşitlikleri sa¼glan¬yorsa bu taktirde (Tn) operatör dizisi B kümesi üzerinde tan¬ml¬ve

sürekli olan her fonksiyona düzgün yak¬nsakt¬r.

2.3 Lipschitz Ailesinden Fonksiyonlar

Tan¬m 2.8 (Gupta ve Agarwal 2014) J � R alt aral¬¼g¬nda tan¬ml¬g fonksiyonu ve

0 < � � 1 olsun. Buna göre her x; u 2 J için

jg (u)� g (x)j �M ju� xj�

eşitsizli¼gini sa¼glayan bir M > 0 say¬s¬mevcutsa g fonksiyonuna � mertebeli M

katsay¬l¬Lipschitz ailesinden fonksiyon denir ve bu aile LipM (�) ile gösterilir.

Tan¬mdan anlaş¬laca¼g¬üzere e¼ger � > 1 ise g fonksiyonu sabit fonksiyon olmal¬d¬r.

Ayr¬ca, Lipschitz ailesinden her bir fonksiyonun düzgün sürekli oldu¼gu aç¬kt¬r.
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2.4 Süreklilik Modülü ve Peetre-K Fonksiyoneli

Tan¬m 2.9 (Ditzian ve Totik 1987) J � R key� bir alt aral¬k, g 2 CB (J) ve " > 0

olsun. Buna göre

! (g; ") := sup
ju�xj�"

fjg (u)� g (x)j : x; u 2 Jg

ile verilen reel say¬s¬na g fonksiyonun klasik süreklilik modülü denir. Benzer şekilde

!2 (g; ") := sup
0<h�"

fjg (x+ 2h)� 2g (x+ h) + g (x)j : x 2 Jg

reel say¬s¬na da g fonksiyonun ikinci süreklilik modülü denir.

Lemma 2.2 (Gupta ve Agarwal 2014) J � R key� bir alt aral¬k, g 2 CB (J) ve

" > 0 olsun. Buna göre g fonksiyonun klasik süreklilik modülü

i. ! (g; ") � 0;

ii. 0 < "1 � "2 ise ! (g; "1) � ! (g; "2) ;

iii. lim
"!0+

! (g; ") = 0 , g düzgün süreklidir,

iv. 8x; u 2 J için, jg (u)� g (x)j �
�
ju�xj
"
+ 1
�
! (g; ") ;

özelliklerini sa¼glar.

Tan¬m 2.10 (Ditzian ve Totik 1987) Herhangi bir " > 0 ve g 2 CB [0;1) fonksiy-

onu verilsin. Bu durumda g fonksiyonun Peetre-K fonksiyoneli

K (g; ") = inf
h2C2B [0;1)

n
kg � hkCB [0;1) + " khkC2B [0;1)

o
reel say¬s¬ile tan¬mlan¬r.

Teorem 2.6 (Butzer ve Hubert 1967) Herhangi bir " > 0 ve g 2 CB [0;1) fonksiy-

onu verilsin. Buna göre Peetre-K fonksiyoneli ve ikinci süreklilik modülü aras¬nda

M > 0 olmak üzere

K (g; ") �M
n
!2
�
g;
p
"
�
+min (1; ") kgkCB [0;1)

o
ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r.
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2.5 Genelleştirilmi̧s Üstel Fonksiyon

Bu kesimde öncelikle Gamma fonksiyonu hat¬rlanacak daha sonra Gamma fonksiy-

onun bir genellemesi yard¬m¬yla genelleştirilmi̧s üstel fonksiyon üzerinde durulacak-

t¬r.

Euler�in ikinci tür integrali olarak bilinen Gamma fonksiyonu faktöriyel kavram¬na

yeni bir bak¬̧s aç¬s¬kazand¬rm¬̧st¬r. E¼ger

Z 1

0

e�Atdx =
1

A
; A > 0;

integralinde her iki taraf¬n N kez A ya göre türevi al¬n¬rsa

(�1)N
Z 1

0

tNe�Axdx = (�1)N N !

AN+1

elde edilir ve burada A = 1 al¬narak gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

N ! =

Z 1

0

xNe�tdt

elde edilir. Bu yaklaş¬mla Gamma fonksiyonu aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.11 (Oldham vd. 2008) N > 0; N 2 R olmak üzere � (0) = 1 ve

� (N) = (N � 1)! =
Z 1

0

tN�1e�tdt (2.2)

kural¬ile Gamma fonksiyonu tan¬mlan¬r.

Gamma fonksiyonu Gauss limit tan¬m¬veya Weierstrass sonsuz çarp¬m tan¬m¬ile

farkl¬ şekillerde de verilebilir. Ayr¬ca Gamma fonksiyonun tan¬mland¬¼g¬küme de

geni̧sletilebilir ancak bu tezde yukar¬daki tan¬m kullan¬lacakt¬r. Gamma fonksiy-

onunu Rosenblum N0 kümesi için aşa¼g¬daki gibi genellemi̧stir.

Tan¬m 2.12 (Rosenblum 1994) k 2 N0 ve � 2 C� olmak üzere

�� (k) =

8><>:
22j+1j!�(j+�+ 3

2)
�(�+ 1

2)
; k = 2j + 1; j 2 N0 ise

22jj!�(j+�+ 1
2)

�(�+ 1
2)

; k = 2j; j 2 N0 ise
(2.3)
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kural¬ile Gamma-Lambda fonksiyonu tan¬mlan¬r. Bu fonksiyonun baz¬ilk de¼gerleri

�� (0) = 1; �� (1) = 2� + 1; �� (2) = 2 (2�+ 1) ; �� (3) = 2 (2�+ 3) (2�+ 1) ;

�� (4) = 2
3 (2�+ 3) (2�+ 1) ve �� (5) = 23 (2�+ 5) (2�+ 3) (2�+ 1) şeklindedir.

Önerme 2.1 (Rosenblum 1994) Gamma-Lambda fonksiyonu

i. � = 0 için �0 (k) = k!,

ii. Her bir k 2 N0 için �k = 1+(�1)k�1
2

olmak üzere

�� (k) = (k + 2��k) �� (k � 1) (2.4)

eşitliklerini sa¼glar.

·Ispat. i. seçenek tan¬mdan aç¬kt¬r.

ii.

�� (k) =

8<: (2l + 1 + 2�) �� (2l) ; k = 2l + 1; l 2 N0 ise

2l�� (2l � 1) ; k = 2l; l 2 N0 ise

oldu¼gu gösterilirse istenilen gösterilmi̧s olur.

Şimdi k = 2l + 1 şeklinde tek do¼gal say¬olsun. Buna göre

�� (2l + 1) =
22l+1l!�

�
l + �+ 3

2

�
�
�
�+ 1

2

�
=

22l+1l!�
�
l + 1 + �+ 1

2

�
�
�
�+ 1

2

�
= (2l + 1 + 2�)

22l�
�
l + �+ 1

2

�
�
�
�+ 1

2

�
= (2l + 1 + 2�) �� (2l)

elde edilir. Bu durumda

�� (2l + 1) = (2l + 1 + 2�) �� (2l) (2.5)

sa¼glan¬r. Ayr¬ca (2.5) eşitli¼ginden yararlanarak k = 2l + 2 çift do¼gal say¬s¬için

�� (2l + 2) =
22l+2 (l + 1)!�

�
l + 1 + �+ 1

2

�
�
�
�+ 1

2

�
= (2l + 2) (2l + 1 + 2�)

22ll!�
�
l + �+ 1

2

�
�
�
�+ 1

2

�
= (2l + 2) (2l + 1 + 2�) �� (2l)

= (2l + 2)�� (2l + 1)
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elde edilir. Yukar¬daki eşitlikte l! l � 1 al¬n¬rsa

�� (2l) = 2l�� (2l � 1) (2.6)

elde edilir. (2.5) ve (2.6) birlikte düşünüldü¼günde istenilen gösterilmi̧s olur.

Tan¬m 2.13 (Rosenblum 1994) � 2 C�, x 2 C ve �� Gamma-Lambda fonksiyonu

olmak üzere � genelleştirilmi̧s üstel fonksiyon

exp� (x) :=

1X
j=0

xj

�� (j)
(2.7)

ile tan¬mlan¬r.

2.6 Dunkl Türev Operatörü

Tan¬m 2.14 (Dunkl 1989, Rosenblum 1994) �; C kompleks say¬lar düzleminde

tan¬ml¬bir tam fonksiyon ve � 2 C� olmak üzere ��nin D� Dunkl türev operatörü

D�� (w) := �0 (w) + �
� (w)� � (�w)

w
; w 2 C (2.8)

ile tan¬mlan¬r. Ayr¬ca buradaki D��nin lineer bir operatör oldu¼gu aç¬kt¬r.

Önerme 2.2 (Rosenblum 1994)D�, Dunkl türev operatörü ve  ile ' fonksiyonlar¬

da C kompleks say¬lar düzleminde tan¬ml¬tam fonksiyonlar olmak üzere

i. E¼ger � = 0 ise D� Dunkl türev operatörü standart türev operatörüne dönüşür,

ii. E¼ger  fonksiyonu çift fonksiyon ise bu fonksiyonun Dunkl türevini almak stan-

dart türevini almakla eşde¼gerdir,

iii. D� (w
n) = ��(n)

��(n�1)w
n�1; w 2 C; n 2 N;

iv. D� (exp� (aw)) = a exp� (aw) ; a 2 C;

v. D2
� ( (w)) =  00 (w) + 2�

w
 0 (w)� � (w)� (�w)

w2
;

vi. D� ( (w)' (w)) =  (w)D� (' (w))+' (�w)D� ( (w))+ 
0 (w) [' (w)� ' (�w)]

özellikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. i. ve ii. özelliklerin sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r.
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iii. Dunkl türevin tan¬m¬kullan¬l¬rsa

D� (w
n) = nwn�1 + �

wn � (�w)n

w

= nwn�1 + �wn�1 (1� (�1)n)

= (n+ 2��n)w
n�1

=
�� (n)

�� (n� 1)
wn�1

elde edilir.

iv. Bir önceki elde edilen özellik (iii. özellik) ve exp� (aw) serisinin düzgün yak¬n-

sakl¬¼g¬kullan¬larak

D� (exp� (aw)) =
1X
k=0

akD�

�
wk
�

�� (k)

=
1X
k=1

1

�� (k � 1)
akwk�1

= a
1X
k=0

akwk

�� (k)

= a exp� (aw)

elde edilir.

v. (2.8) ile verilen tan¬m dikkate al¬narak  fonksiyonuna iki kez Dunkl türev oper-

atörü uygulan¬rsa

D2
� ( (w)) = D�

�
 0 (w) + �

 (w)�  (�w)
w

�
=

d

dx

�
 0 (w) + �

 (w)�  (�w)
w

�

+�
 0 (w) + � (w)� (�w)

w
�
�
 0 (�w) + � (�w)� (w)�w

�
w

=  00 (w) + �
w ( 0 (w) +  0 (�w))� ( (w)�  (�w))

w2
+ �

 0 (w)�  0 (�w)
w

=  00 (w) +
2�

w
 0 (w)� �

 (w)�  (�w)
w2

elde edilir.
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vi. (2.8) ile verilen tan¬m dikkate al¬n¬rsa

 (w)D� (' (w)) + ' (�w)D� ( (w)) +  
0 (w) [' (w)� ' (�w)]

=  (w)

�
'0 (w) + �

' (w)� ' (�w)
w

�
+ ' (�w)

�
 0 (w) + �

 (w)�  (�w)
w

�
+ 0 (w) [' (w)� ' (�w)]

=  0 (w)' (w) +  (w)'0 (w)�  0 (w)' (�w) +  0 (w)' (�w)

+�
 (w)' (w)�  (w)' (�w) +  (w)' (�w)�  (�w)' (�w)

w

= [ (w)' (w)]0 + �
 (w)' (w)�  (�w)' (�w)

w

= D� ( (w)' (w))

elde edilir.

2.7 Appell Polinomlar¬

Bu kesimde baz¬Appell polinom aileleri ve bu polinom ailelerinin baz¬özellikleri

verilecektir.

2.7.1 Klasik Appell Polinomlar¬

Paul Émile Appell, 1880 y¬l¬nda klasik Appell polinomlar¬n¬, P0 (x) 6= 0 şeklinde

x�den ba¼g¬ms¬z bir sabit olmak üzere

d

dx
Pn (x) = nPn�1 (x) ; n = 1; 2; :::

eşitli¼gini sa¼glayan polinomlar olarak tan¬mlam¬̧st¬r (Appell 1880).

Teorem 2.7 (Lee 2011) fPn (x)g1n=0 klasik Appell polinomlar¬n¬n bir dizisi olsun.

Bu durumda aşa¼g¬daki ifadelerin hepsi birbirine denktir.

(i) fPn (x)g1n=0 klasik Appell polinomlar¬n¬n bir dizisidir.

(ii) A (t) =
1X
n=0

an
tn

n!
ve A (0) = a0 6= 0 şeklinde verilen A; D = ft : jtj < r; r > 1g

diskinde analitik olmak üzere Appell fonksiyonlar¬n¬n do¼gurucu fonksiyonu

A (t) exp (xt) =

1X
n=0

Pn (x)
tn

n!
(2.9)

şeklindedir.
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(iii) a0 6= 0 olmak üzere

Pn (x) =

nX
k=0

�
n

k

�
an�k x

k (2.10)

eşitli¼gini sa¼glayan x�den ba¼g¬ms¬z fang1n=0 dizisi mevcuttur.

(iv) a0 6= 0 olmak üzere

Pn (x) =

 
nX
k=0

ak
k!

dk

dxk

!
xn

eşitli¼gini sa¼glayan fang1n=0 dizisi mevcuttur.

(v) fPn (x)g1n=0 polinom dizisi

Pn (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
Pn�k (x) y

k; n = 0; 1; 2; :::

eşitli¼gini sa¼glar.

·Ispat. (i) ) (ii) : fPn (x)g1n=0 klasik Appell polinomlar¬n¬n bir dizisi olsun. Bu

polinomlar¬n do¼gurucu fonksiyonu

A (x; t) exp (xt) =
1X
n=0

Pn (x)
tn

n!
(2.11)

format¬ndad¬r. Burada A fonksiyonun x�den ba¼g¬ms¬z oldu¼gu gösterilirse istenilen

gösterilmi̧s olur. (2.11) eşitli¼ginde her iki taraf¬n x�e göre türevi al¬n¬rsa d
dx
Pn (x) =

nPn�1 (x) ; n = 1; 2; ::: sa¼glanaca¼g¬ndan n < 0 için Pn (x) = 0 olmak üzere�
@

@x
A (x; t) + tA (x; t)

�
exp (xt) =

1X
n=0

P 0n (x)
tn

n!

=
1X
n=1

nPn�1 (x)
tn

n!

= t

1X
n=0

Pn (x)
tn

n!

= tA (x; t) exp (xt)

elde edilir. Bu eşitlik ancak @
@x
A (x; t) = 0 olmas¬ ile mümkündür. Dolay¬s¬yla

A (x; t) = A (t) =

1X
n=0

an
tn

n!
şeklindedir.

(ii) ) (iii) : do¼gurucu fonksiyonunda seri aç¬l¬mlar¬ndan ve Cauchy çarp¬m¬ndan
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faydalanarak
1X
n=0

Pn (x)
tn

n!
= A (t) exp (xt)

=

 1X
n=0

an
tn

n!

! 1X
n=0

xn

n!
tn

!

=
1X
n=0

nX
k=0

an�k
1

(n� k)!

xk

k!
tn

=
1X
n=0

"
nX
k=0

�
n

k

�
an�kx

k

#
tn

n!

eşitli¼gi elde edilir ve bu eşitlikten

Pn (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
an�kx

k

sonucuna var¬l¬r.

(iii)) (i) : (2.10) eşitli¼ginde her iki taraf¬n x�e göre türevi al¬n¬rsa

d

dx
Pn (x) =

nX
k=1

k

�
n

k

�
an�kx

k�1

= n
nX
k=1

�
n� 1
k � 1

�
an�kx

k�1

= n
n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
an�1�kx

k

= nPn�1 (x)

elde edilir ki bu da Pn (x)�in Appell polinomu oldu¼gunu gösterir. Böylece ilk üç

öncülün birbirine denk oldu¼gu gösterilmi̧s oldu.

(iii), (iv) : a00 6= 0 olmak üzere

(1 + x)n =

nX
k=0

�
n

k

�
xk =

nX
k=0

�
n

k

�
xn�k

eşitli¼gnden yararlan¬l¬rsa 
nX
k=0

ak
k!

dk

dxk

!
xn =

 
nX
k=0

ak
k!
k!

�
n

k

�
xn�k

!

=

nX
k=0

ak

�
n

k

�
xn�k

=
nX
k=0

�
n

k

�
a0n�kx

k

= Pn (x)
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şeklinde istenilen gösterilmi̧s olur.

(ii), (v) : Seri aç¬l¬mlar¬ve Cauchy çarp¬m¬n¬kullan¬larak

1X
n=0

Pn (x+ y)
tn

n!
= A (t) exp ((x+ y) t)

=

 1X
n=0

Pn (x)
tn

n!

! 1X
n=0

yn
tn

n!

!

=
1X
n=0

nX
k=0

Pn�k (x)
tn�k

(n� k)!
yk
tk

k!

=

1X
n=0

24 nX
k=0

0@ n

k

1APn�k (x) y
k

35 tn
n!

elde edilir. Yukar¬daki bu eşitlik incelendi¼ginde

Pn (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
Pn�k (x) y

k

sonucu elde edilir.

Uyar¬2.2 Klasik Appell polinomlar¬n¬n (2.9) ile verilen do¼gurucu fonksiyonunda:

� A (t) = 1 al¬n¬rsa Pn (x) ; xn polinomlar¬n¬;

� A (t) = exp (htr) al¬n¬rsa Pn (x) ile gösterilen Appell polinomlar¬, Gould-

Hopper polinomlar¬n¬(Gould ve Hopper 1962),

� A (t) = 2t
exp(t)+1

al¬n¬rsa Pn (x) ; Genocchi polinomlar¬n¬(Kim 2007),

� A (t) = 2
exp(t)+1

al¬n¬rsa Pn (x) ; Euler polinomlar¬n¬(Oldham vd. 2008);

� A (t) = t
exp(t)�1 al¬n¬rsa Pn (x), Bernoulli polinomlar¬n¬(Oldham vd. 2008);

� A (t) = exp (�t2=2) al¬n¬rsa Pn (x), Hermite polinomlar¬n¬(Oldham vd. 2008)

verecektir.

Uyar¬2.3 Klasik Appell polinomlar¬n¬n (2.9) ile verilen do¼gurucu fonksiyonunda
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seri aç¬l¬m¬yap¬l¬r ve daha sonra tk=k! katsay¬s¬n¬n Pk (x) olaca¼g¬düşünülürse

P0 (x) = A (0)

P1 (x) = A (0) x+ A0 (0)

P2 (x) = A (0) x2 + 2A0 (0) x+ A00 (0)

P3 (x) = A (0) x3 + 3A0 (0) x2 + 3A00 (0) x+ A000 (0)

P4 (x) = A (0) x4 + 4A0 (0) x3 + 6A00 (0) x2 + 4A000 (0) x+ A(4) (0)

P5 (x) = A (0) x5 + 5A0 (0) x4 + 10A00 (0) x3 + 10A000 (0) x2 + 5A(4) (0) x+ A(5) (0)

yaz¬labilir. Ayr¬ca kuvvet serisi aç¬l¬m¬ndanA(k) (0) = ak oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir.

2.7.2 Dunkl-Appell Polinomlar¬

D� Dunkl türev operatörü olmak üzere
�
P �
n (x)

	1
n=0

şeklindeki bir polinom sistemi

D�

�
P �
n+1 (x)

�
=
�� (n+ 1)

�� (n)
P �
n (x) ; n � 0 (2.12)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa bu taktirde P �
n (x) polinomlar¬na Dunkl-Appell denir (Cheikh

ve Gaied 2007). Dikkat edilece¼gi üzere bu polinomlar � = 0 için klasik Appell

polinomlar¬n¬verir.

Teorem 2.8 (Cheikh ve Gaied 2007)
�
P �
n (x)

	1
n=0

Dunkl-Appell polinomlar¬n¬n bir

dizisi olsun. Buna göre aşa¼g¬daki ifadelerin hepsi birbirine denktir.

(i)
�
P �
n (x)

	1
n=0

Dunkl-Appell polinomlar¬n¬n bir dizisidir.

(ii) P �
n (x) Appell polinomlar¬n¬n do¼gurucu fonksiyonu

A� (t) exp� (xt) =

1X
n=0

P �
n (x)

�� (n)
tn (2.13)

dir ve burada A� fonksiyonu D = ft : jtj < r; r > 1g diskinde analitik olup

A� (t) =

1X
k=0

ak
�� (k)

tk (2.14)

şeklindedir.

(iii) a0 6= 0 olmak üzere

P �
n (x) =

nX
k=0

�
n

k

�
�

an�k x
k; n � 0 (2.15)
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eşitli¼gini sa¼glayan x�den ba¼g¬ms¬z fang1n=0 dizisi mevcuttur. Burada

�
n

k

�
�

=
�� (n)

�� (k) �� (n� k)

ile verilmektedir ve bu notasyona Dunkl binom sabiti denir.

·Ispat. (i) ) (ii) :
�
P �
n (x)

	1
n=0

Dunkl-Appell polinomlar¬n¬n bir dizisi olsun. Bu

polinomlar¬n do¼gurucu fonksiyonu

A� (x; t) exp� (xt) =
1X
n=0

P �
n (x)

�� (n)
tn (2.16)

format¬ndad¬r. Burada A� fonksiyonun x�den ba¼g¬ms¬z oldu¼gu gösterilirse istenilen

gösterilmi̧s olur. (2.16) eşitli¼ginde her iki taraf¬n x�e göre Dunkl türevi al¬n¬rsa (2.12)

eşitli¼gini göz önünde bulundurarak n < 0 için P �
n (x) = 0 olmak üzere

1X
n=1

�� (n)

�� (n� 1)
P �
n�1 (x)

�� (n)
tn = t

1X
n=0

P �
n (x)

�� (n)
tn

= tA� (t) exp� (xt)

= D�;x

�
A� (x; t) exp� (xt)

�
= tA� (x; t) exp� (xt) +D�;x

�
A� (x; t)

�
exp� (�xt)

+
@

@x

�
A� (x; t)

�
[exp� (xt)� exp� (�xt)]

=

�
tA� (t) +

@

@x

�
A� (x; t)

��
exp� (xt)

+�
A� (x; t)� A� (�x; t)

x
exp� (�xt)

elde edilir. Bu eşitlik

@

@x

�
A� (x; t)

�
= 0 ve A� (x; t)� A� (�x; t) = 0

olmas¬̧sart¬yla sa¼glanabilir ve bu durumA��n¬n x�den ba¼g¬ms¬z olmas¬yla mümkündür.

Yani A� (x; t) = A� (t) şeklinde olup istenen sa¼glan¬r.

(ii) ) (iii) : do¼gurucu fonksiyonunda seri aç¬l¬mlar¬ ve Cauchy çarp¬m¬n¬ kul-

24



lan¬larak

1X
n=0

P �
n (x)

tn

�� (n)
= A� (t) exp� (xt)

=

 1X
n=0

an
�� (n)

tn

! 1X
n=0

xn

�� (n)
tn

!

=
1X
n=0

nX
k=0

an�k
�� (n� k)

xk

�� (k)
tn

=
1X
n=0

nX
k=0

�
n

k

�
�

an�kx
k tn

�� (n)

eşitli¼gi saplan¬r ve bu eşitlikten (2.15) elde edilir.

(iii)) (i) : (2.15) eşitli¼ginde her iki taraf¬n x�e göre Dunkl türevi al¬n¬rsa

D�;x

�
P �
n (x)

�
=

nX
k=0

�
n

k

�
�

an�k D�;x

�
xk
�

=
nX
k=1

�� (n)

�� (n� k) �� (k)

�� (k)

�� (k � 1)
an�kx

k�1

=
�� (n)

�� (n� 1)

nX
k=1

�� (n� 1)
�� (n� k) �� (k � 1)

an�kx
k�1

=
�� (n)

�� (n� 1)

n�1X
k=0

�� (n� 1)
�� (n� 1� k) �� (k)

an�1�kx
k

=
�� (n)

�� (n� 1)

n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
�

an�1�kx
k

=
�� (n)

�� (n� 1)
P �
n�1 (x)

elde edilir ki bu da P �
n (x) polinomlar¬n¬n Dunkl-Appell polinomlar¬oldu¼gunu gös-

terir ve dolay¬s¬yla üç öncülün birbirine denk oldu¼gu gösterilmi̧s oldu.

2.7.3 Katl¬Appell Polinomlar¬

E¼ger fPn1;n2 (x)g
1
n1;n2=0

ile verilen polinom sistemi P0;0 (x) 6= 0 ve

d

dx
Pn1;n2 (x) = n1Pn1�1;n2 (x) + n2Pn1;n2�1 (x) ; n1 + n2 � 1 (2.17)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa bu taktirde Pn1;n2 (x) ile gösterilen ve derecesi n1+n2 olan poli-

nomlara katl¬Appell polinomlar¬denir (Lee 2011).
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Teorem 2.9 (Lee 2011) fPn1;n2 (x)g
1
n1;n2=0

katl¬Appell polinomlar¬n¬n bir dizisi ol-

sun. Buna göre aşa¼g¬daki ifadelerin hepsi birbirine denktir.

(i) fPn1;n2 (x)g
1
n1;n2=0

katl¬Appell polinomlar¬n¬n bir dizisidir.

(ii) Pn1;n2 (x) katl¬Appell polinomlar¬n¬n do¼gurucu fonksiyonu

A (t1; t2) exp (x (t1 + t2)) =
1X

n1=0

1X
n2=0

Pn1;n2 (x)
tn11 t

n2
2

n1!n2!
(2.18)

dir ve burada A fonksiyonu A (0; 0) = a0;0 6= 0 olmak üzere

A (t1; t2) =
1X
k1=0

1X
k2=0

ak1;k2
tk11 t

k2
2

k1!k2!

şeklindedir.

(iii) a0;0 6= 0 olmak üzere

Pn1;n2 (x) =

n1X
k1=0

n2X
k2=0

�
n1
k1

��
n2
k2

�
an1�k1;n2�k2 x

k1+k2 ; n1; n2 � 0 (2.19)

eşitli¼gini sa¼glayan x�den ba¼g¬ms¬z fan1;n2g
1
n1;n2=0

dizisi mevcuttur.

(iv) a0;0 6= 0 ve n1; n2 � 0 olmak üzere

Pn1;n2 (x) =

n1X
k1=0

n2X
k2=0

��
n1
k1

��
n2
k2

�
(n1 + n2 � k1 � k2)!

(n1 + n2)!
ak1;k2

dk1+k2

dxk1+k2

�
xn1+n2

eşitli¼gini sa¼glayan x�den ba¼g¬ms¬z fan1;n2g
1
n1;n2=0

dizisi mevcuttur.

(v) fPn1;n2 (x)g
1
n1;n2=0

polinom dizisi

Pn1;n2 (x+ y) =

n1X
k1=0

n2X
k2=0

��
n1
k1

��
n2
k2

�
Pn1�k1;n2�k2 (x) y

k1+k2

�

eşitli¼gini sa¼glar.

·Ispat. (i) ) (ii) : fPn1;n2 (x)g
1
n1;n2=0

katl¬Appell polinomlar¬n¬n bir dizisi olsun.

Bu polinomlar¬n do¼gurucu fonksiyonu

A (x; t1; t2) exp (x (t1 + t2)) =
1X

n1=0

1X
n2=0

Pn1;n2 (x)
tn11 t

n2
2

n1!n2!
(2.20)

format¬ndad¬r. Burada A fonksiyonun x�den ba¼g¬ms¬z oldu¼gu gösterilirse istenilen

gösterilmi̧s olur. (2.20) eşitli¼ginde her iki taraf¬n x�e göre türevi al¬n¬rsa (2.17) eşitli¼gi
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sa¼glanaca¼g¬ndan n1 < 0 veya n2 < 0 için Pn1;n2 (x) = 0 olmak üzere

�
@

@x
A (x; t1; t2) + (t1 + t2)A (x; t1; t2)

�
exp (x (t1 + t2))

=
1X

n1=0

1X
n2=0

[n1Pn1�1;n2 (x) + n2Pn1;n2�1 (x)]
tn11 t

n2
2

n1!n2!

=

1X
n1=1

1X
n2=0

n1Pn1�1;n2 (x)
tn11 t

n2
2

n1!n2!
+

1X
n1=0

1X
n2=1

n2Pn1;n2�1 (x)
tn11 t

n2
2

n1!n2!

= (t1 + t2)
1X

n1=0

1X
n2=0

Pn1;n2 (x)
tn11 t

n2
2

n1!n2!

= (t1 + t2)A (x; t1; t2) exp (x (t1 + t2))

eşitli¼gi elde edilir ve bu eşitlikten @
@x
A (x; t1; t2) = 0 oldu¼gu sonucuna var¬l¬r. Buna

göre A fonksiyonun x�den ba¼g¬ms¬z olup A (x; t1; t2) = A (t1; t2) şeklindedir.

(ii)) (iii) : do¼gurucu fonksiyonunda seri aç¬l¬mlar¬ve Cauchy çarp¬m¬kullan¬larak

1X
n1=0

1X
n2=0

Pn1;n2 (x)
tn11 t

n2
2

n1!n2!

= A (t1; t2) exp (x (t1 + t2))

=

 1X
n1=0

1X
n2=0

an1;n2
tn11 t

n2
2

n1!n2!

! 1X
k1=0

tk11
k1!

xk1

! 1X
k2=0

tk22
k2!

xk2

!

=

 1X
n1=0

1X
n2=0

an1;n2
tn11 t

n2
2

n1!n2!

! 1X
k1=0

tk11
k1!

xk1

! 1X
k2=0

tk22
k2!

xk2

!

=

1X
n1=0

1X
n2=0

1X
k1=0

1X
k2=0

an1;n2
tn1+k11 tn2+k22

n1!n2!

xk1+k2

k1!k2!

=

1X
n1=0

1X
k1=0

 1X
n2=0

1X
k2=0

an1;n2
tn2+k22

n2!k2!
xk2

!
tn1+k11

n1!k1!
xk1

=
1X

n1=0

n1X
k1=0

 1X
n2=0

n2X
k2=0

an1�k1;n2�k2
tn22

(n2 � k2)!k2!
xk2

!
tn11

(n1 � k1)!k1!
xk1

=
1X

n1=0

1X
n2=0

 
n1X
k1=0

n2X
k2=0

�
n1
k1

��
n2
k2

�
an1�k1;n2�k2x

k1+k2

!
tn11 t

n2
2

n1!n2!

eşitli¼gi elde edilir ve bu eşitlikten (2:19) elde edilir.
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(ii)) (iii) : (2:19) eşitli¼ginde her iki taraf¬n x�e göre türevi al¬n¬rsa

@

@x
Pn1;n2 (x) =

n1X
k1=0

n2X
k2=0

�
n1
k1

��
n2
k2

�
(k1 + k2) an1�k1;n2�k2 x

k1+k2�1

=

n1X
k1=1

n2X
k2=0

n1

�
n1 � 1
k1 � 1

��
n2
k2

�
an1�k1;n2�k2x

k1+k2�1

+

n1X
k1=0

n2X
k2=1

n2

�
n1
k1

��
n2 � 1
k2 � 1

�
an1�k1;n2�k2x

k1+k2�1

= n1

n1�1X
k1=0

n2X
k2=0

�
n1 � 1
k1

��
n2
k2

�
an1�1�k1;n2�k2x

k1+k2

+n2

n1X
k1=0

n2�1X
k2=0

�
n1
k1

��
n2 � 1
k2

�
an1�k1;n2�1�k2x

k1+k2

= n1Pn1�1;n2 (x) + n2Pn1;n2�1 (x)

elde edilir ki bu da Pn1;n2 (x) polinomlar¬n¬n katl¬Appell polinomlar¬oldu¼gunu gös-

terir. Böylece üç öncülün birbirine denk oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

(iii), (iv) : a00;0 6= 0 olmak üzere

(1 + x)n =
nX
k=0

�
n

k

�
xk =

nX
k=0

�
n

k

�
xn�k

eşitli¼gnden yararlanarak

n1X
k1=0

n2X
k2=0

h�
n1
k1

��
n2
k2

� (n1+n2�k1�k2)!
(n1+n2)!

ak1;k2
dk1+k2

dxk1+k2

i
xn1+n2

=

n1X
k1=0

n2X
k2=0

h�
n1
k1

��
n2
k2

� (n1+n2�k1�k2)!
(n1+n2)!

(k1 + k2)!
�
n1+n2
k1+k2

�
ak1;k2

i
xn1+n2�k1�k2

=

n1X
k1=0

n2X
k2=0

h�
n1
k1

��
n2
k2

�
ak1;k2

i
xn1�k1xn2�k2

=

n1X
k1=0

n2X
k2=0

h�
n1
k1

��
n2
k2

�
a0n1�k1;n2�k2

i
xk1+k2

= Pn1;n2 (x)

elde edilir.
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(ii), (v) :do¼gurucu fonksiyonunda seri aç¬l¬mlar¬ve Cauchy çarp¬m¬kullan¬larak

=

1X
n1=0

1X
n2=0

Pn1;n2 (x+ y)
tn11 t

n2
2

n1!n2!

= A (t1; t2) exp (x (t1 + t2) + y (t1 + t2))

= A (t1; t2) exp (x (t1 + t2)) (exp (y (t1 + t2)))

=

 1X
n1=0

1X
n2=0

Pn1;n2 (x)
tn11 t

n2
2

n1!n2!

! 1X
k1=0

yk1tk11
k1!

! 1X
k2=0

yk2tk22
k2!

!

=
1X

n1=0

1X
n2=0

1X
k1=0

1X
k1=0

Pn1;n2 (x)
tn11 t

n2
2

n1!n2!

yk1tk11
k1!

yk2tk2t2
k2!

=

1X
n1=0

1X
n2=0

"
n1X
k1=0

n2X
k1=0

�
n1
k1

��
n2
k2

�
Pn1�k1;n2�k2 (x)

yk1+k2

k1!k2!

#
tn11 t

n2
2

n1!n2!

elde edilir. Yukar¬daki eşitlikte ilk iki toplam¬n içerisindeki tn11 t
n2
2 =n1!n2! ifadesinin

katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda istenilen elde edilir.
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3. DUNKL-APPELL POL·INOMLARI VE SONSUZ ARTAN D·IZ·ILER

YARDIMIYLA ELDE ED·ILEN OPERATÖRLER

Bu bölümde bu tezden üretilen (Yaz¬c¬vd. 2022) kayna¼g¬ndaki elde edilen veriler

üzerinde durulacakt¬r.

3.1 L�am;bm Operatörlerinin ·Inşas¬

Tan¬m 3.1 (Yaz¬c¬vd. 2022) P �
j (x), Dunkl-Appell polinomlar¬n¬göstersin ve (am)

ile (bm)

lim
m!1

1

bm
= 0 ve lim

m!1

am
bm

= 1 (3.1)

şartlar¬n¬sa¼glayan pozitif terimli artan ve s¬n¬rs¬z reel say¬dizileri olsun. Ayr¬ca,

(2.14) eşitli¼gi ile verilen A� fonksiyonu; A� (1) 6= 0 ile ak
A�(1)

� 0 şart¬n¬sa¼glayan

jtj < r; r > 1 bölgesinde analitik fonksiyon, f 2 C [0;1) ve j�j < 1=2 olmak üzere

L�am;bm operatörleri

L�am;bm (f ;x) =
1

A� (1) exp� (amx)

1X
j=0

P �
j (amx)

�� (j)
f

�
j + 2��j
bm

�
; x � 0; m 2 N

(3.2)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Uyar¬3.1 Dikkat edilece¼gi üzere L�am;bm operatörleri lineer ve pozitiftir ve ayr¬ca

(3.2) ile verilen eşitlikte am = bm = m olarak al¬n¬rsa L�am;bm operatörleri (1.5) eşitli¼gi

verilen Sucu taraf¬ndan tan¬mlanan operatörleri verir.

Uyar¬3.2 E¼ger (cm) dizisi

lim
m!1

cm =1 ve lim
m!1

cm
m
= 0

şartlar¬n¬sa¼glayan pozitif terimli bir dizi ise L�am;bm operatöründe am = bm = m
cm

olarak al¬n¬rsa

lim
m!1

1
bm
= lim

m!1
cm
m
= 0 ve lim

m!1
am
bm
= lim

m!1

m
cm
m
cm

= 1
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yaz¬labilece¼ginden (3.1) şartlar¬sa¼glanaca¼g¬için Dunkl Appell polinomlar¬n¬içeren

Szász operatörlerinin Chlodowsky tipi

L#�cm (f ;x) := L�m
cm

; m
cm
(f ;x) =

1

A� (1) exp�

�
m
cm
x
� 1X

j=0

P �
j

�
m
cm
x
�

�� (j)
f

�
j + 2��j

m
cm

�

şeklinde tan¬mlanabilir ve L�am;bm için elde edilen tüm yaklaş¬m özellikleri Chlodowsky

tipli bu genelleme için de sa¼glan¬r.

Lemma 3.1 (Yaz¬c¬vd. 2022) (am) pozitif terimli artan ve s¬n¬rs¬z reel say¬dizisi

ve x � 0 olsun. Bu durumda (2.14) eşitli¼gi ile verilen A� fonksiyonu

i:
1P
j=0

P�j (amx)

��(j)
= A� (1) exp� (amx)

ii:
1P
j=0

P�j+1(amx)

��(j)
=
h
amxA

� (1) +
�
A�
�0
(1)
i
exp� (amx)

+�
�
A� (1)� A� (�1)

�
exp� (�amx)

iii:
1P
j=0

(�1)j P
�
j+1(amx)

��(j)
=
h
amxA

� (�1) +
�
A�
�0
(�1)

i
exp� (�amx)

+�
�
A� (1)� A� (�1)

�
exp� (amx)

iv:
1P
j=0

P�j+2(amx)

��(j)
=
h
a2mx

2A� (1) + 2amx
�
A�
�0
(1) +

�
A�
�00
(1)
i
exp� (amx)

+�
h
2
�
A�
�0
(1)�

�
A� (1)� A� (�1)

�i
exp� (�amx)

özelliklerini sa¼glar.

·Ispat. i. (2.13) eşitli¼ginde t! 1 ve x! amx al¬narak istenen elde edilir.

ii. (2.8) eşitli¼gi ile verilenD� oparatörü (2.13) eşitli¼ginin her iki taraf¬na t de¼gi̧skenine

göre uygulan¬rsa
1P
n=0

P�j+1(x)

��(n)
tn

= D�;t

�
A� (t) exp� (xt)

�
= xA� (t) exp� (xt) + exp� (�xt)D�;x

�
A� (t)

�
+
�
A�
�0
(t) [exp� (xt)� exp� (�xt)]

= xA� (t) exp� (xt) +
�
A�
�0
(t) [exp� (xt)� exp� (�xt)]

+ exp� (�xt)
h�
A�
�0
(t) + �A

�(t)�A�(�t)
t

i
=
h
xA� (t) +

�
A�
�0
(t)
i
exp� (xt) + �A

�(t)�A�(�t)
t

exp� (�xt)

(3.3)

elde edilir. Yukar¬daki (3.3) eşitli¼ginde t ! 1 ve x ! amx al¬narak istenen elde

edilir.
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iii. (3.3) eşitli¼ginde t! �1 ve x! amx al¬narak istenen elde edilir.

iv. (2.8) eşitli¼gi ile verilen D� oparatörü (2.13) eşitli¼ginin her iki taraf¬na t de¼gi̧ske-

nine göre iki kez uygulan¬rsa

1X
n=0

P �
j+2 (x)

�� (n)
tn

= D2
�;t

�
A� (t) exp� (xt)

�
= D�;t

24 xA� (t) exp� (xt) + exp� (�xt)D�;t

�
A� (t)

�
+
�
A�
�0
(t) [exp� (xt)� exp� (�xt)]

35
=

24 x2A� (t) exp� (xt) + x exp� (�xt)D�;t

�
A� (t)

�
+x
�
A�
�0
(t) [exp� (xt)� exp� (�xt)]

35
+

24 �x exp� (�xt)D�;t

�
A� (t)

�
+D2

�;t

�
A� (t)

�
exp� (xt)

+
�
D�;t

�
A� (t)

��0
[exp� (�xt)� exp� (xt)]

35

+

26664
x
�
A�
�0
(t) [exp� (xt) + exp� (�xt)]

+D�;t

h�
A�
�0
(t)
i
[exp� (�xt)� exp� (xt)]

+2
�
A�
�00
(t) [exp� (xt)� exp� (�xt)]

37775
elde edilir. Daha sonra Önerme 2.2�deki Dunkl türev özelliklerinden faydalanarak

yukar¬daki eşitlik devam ettirilirse

1X
n=0

P �
j+2 (x)

�� (n)
tn

=
h
x2A� (t) + 2x

�
A�
�0
(t) +D2

�;t

�
A� (t)

�i
exp� (xt)

+

24 2 �A��00 (t)� �D�;t

�
A� (t)

��0
�D�;t

h�
A�
�0
(t)
i

35 [exp� (xt)� exp� (�xt)]
=

24 x2A� (t) + 2x
�
A�
�0
(t) +

�
A�
�00
(t)

+2�
t

�
A�
�0
(t)� �A

�(t)�A�(�t)
t2

35 exp� (xt)
+

264 2
�
A�
�00
(t)�

h�
A�
�0
(t) + �A

�(t)�A�(�t)
t

i0
�
��
A�
�00
(t) + �

(A�)
0
(t)�(A�)

0
(�t)

t

� 375 [exp� (xt)� exp� (�xt)]
=

24 x2A� (t) + 2x
�
A�
�0
(t) +

�
A�
�00
(t)

+2�
t

�
A�
�0
(t)� �A

�(t)�A�(�t)
t2

35 exp� (xt)
� �
t2

h
2t
�
A�
�0
(t)�

�
A� (t)� A� (�t)

�i
[exp� (xt)� exp� (�xt)]
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sonucuna var¬l¬r. Son olarak yukar¬daki bu eşitlikte t! 1 ve x! amx al¬narak

1X
n=0

P �
j+2 (amx)

�� (n)

=

24 a2mx
2A� (1) + 2amx

�
A�
�0
(1) +

�
A�
�00
(1)

+2�
�
A�
�0
(1)� �

�
A� (1)� A� (�1)

�
35 exp� (amx)

��
h
2
�
A�
�0
(1)�

�
A� (1)� A� (�1)

�i
[exp� (amx)� exp� (�amx)]

=
h
a2mx

2A� (1) + 2amx
�
A�
�0
(1) +

�
A�
�00
(1)
i
exp� (amx)

+�
h
2
�
A�
�0
(1)�

�
A� (1)� A� (�1)

�i
exp� (�amx)

şeklinde istenilen elde edilir.

Lemma 3.2 (Yaz¬c¬vd. 2022) ��m (x) :=
exp�(�amx)
exp�(amx)

olmak üzere L�am;bm operatörleri

i: L�am;bm (1; x) = 1;

ii: L�am;bm (t;x) =
am
bm
x+ 1

bm

(A�)
0
(1)+�[A�(1)�A�(�1)]��m(x)

A�(1)
;

iii: L�am;bm (t
2;x) =

�
am
bm

�2
x2 + am

b2m

2(A�)
0
(1)+A�(1)+2�A�(�1)��m(x)

A�(1)
x

+ 1
b2m

(A�)
00
(1)+(A�)

0
(1)+2�2[A�(1)�A�(�1)]+2�

h
(A�)

0
(1)+(A�)

0
(�1)

i
��m(x)

A�(1)

eşitliklerini sa¼glar.

·Ispat. i. Lemma 3.1�den durum aç¬kt¬r.

ii. (2.4)�deki ba¼g¬nt¬dan ve Lemma 3.1�den yararlanarak

L�am;bm (t;x) =
1

A� (1) exp� (amx)

1X
j=0

P �
j (amx)

�� (j)

j + 2��j
bm

=
1

A� (1) bm exp� (amx)

1X
j=1

P �
j (amx)

�� (j � 1)

=
1

A� (1) bm exp� (amx)

1X
j=0

P �
j+1 (amx)

�� (j)

=

24 hamxA� (1) + �A��0 (1)i exp� (amx)
+�
�
A� (1)� A� (�1)

�
exp� (�amx)

35
A� (1) bm exp� (amx)

=
am
bm
x+

1

bm

�
A�
�0
(1) + �

�
A� (1)� A� (�1)

�
��m (x)

A� (1)

elde edilir.

33



iii. Kolayl¬kla görülebilir ki j = 0; 1; 2; ::: için �j+1 = �j + (�1)j dir. Bu eşitlik ve

(2.4) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak

L�am;bm
�
t2;x

�
=

1

A� (1) exp� (amx)

1X
j=0

P �
j (amx)

�� (j)

�
j + 2��j
bm

�2
=

1

A� (1) exp� (amx)

1X
j=1

P �
j (amx)

�� (j � 1)
j + 2��j
b2m

=
1

A� (1) exp� (amx)

1X
j=0

P �
j+1 (amx)

�� (j)

j + 1 + 2��j+1
b2m

=
1

A� (1) exp� (amx)

1X
j=0

P �
j+1 (amx)

�� (j)

j + 1 + 2�
�
�j + (�1)j

�
b2m

=
1

A� (1) exp� (amx)

1X
j=0

P �
j+1 (amx)

�� (j)

"
j + 2��j
b2m

+
1

b2m
+
2� (�1)j

b2m

#

=
1

A� (1) exp� (amx) b
2
m

�
( 1X
j=0

P �
j+2 (amx)

�� (j)
+

1X
j=0

P �
j+1 (amx)

�� (j)
+ 2�

1X
j=0

(�1)j
P �
j+1 (amx)

�� (j)

)
elde edilir. Daha sonra yukar¬daki eşitlikte Lemma 3.1�deki serilerin eşiti yaz¬l¬r ve

gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

L�am;bm
�
t2;x

�
=

1

A� (1) exp� (amx) b
2
m

�

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

h
a2mx

2A� (1) + 2amx
�
A�
�0
(1) +

�
A�
�00
(1)
i
exp� (amx)

+�
h
2
�
A�
�0
(1)�

�
A� (1)� A� (�1)

�i
exp� (�amx)

+
h
amxA

� (1) +
�
A�
�0
(1)
i
exp� (amx)

+�
�
A� (1)� A� (�1)

�
exp� (�amx)

+2�
h
amxA

� (�1) +
�
A�
�0
(�1)

i
exp� (�amx)

+2�2
�
A� (1)� A� (�1)

�
exp� (amx)

9>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>;
=

a2m
b2m
x2 +

am
b2m

2
�
A�
�0
(1) + A� (1) + 2�A� (�1) ��m (x)

A� (1)
x

+
1

b2m

�
A�
�00
(1) +

�
A�
�0
(1) + 2�2

�
A� (1)� A� (�1)

�
A� (1)

+�
��m (x)

b2m

2
�
A�
�0
(1) + 2

�
A�
�0
(�1)

A� (1)

elde edilir ki istenilen gösterilmi̧s olur.
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Uyar¬3.3 m ! 1 oldu¼gunda ��m (x) =
exp�(�amx)
exp�(amx)

! 0 (Milovanovíc vd. 2018)

oldu¼guna dikkat edilmelidir. Ayr¬ca

����m (x)�� = ����exp� (�amx)exp� (amx)

���� =
������
X1

k=0

(�1)k(amx)k
��(k)X1

k=0

(amx)
k

��(k)

������ �
X1

k=0

��� (�1)k(amx)k��(k)

������X1

k=0

(amx)
k

��(k)

��� = 1

oldu¼gundan
����m (x)�� � 1 yaz¬labilir.

Lemma 3.3 (Yaz¬c¬vd. 2022) L�am;bm operatörlerinin baz¬merkezi moment de¼ger-

leri

i: M�
m;0 (x) = 1;

ii: M�
m;1 (x) =

�
am
bm
� 1
�
x+ 1

bm

A�(1)+�[A�(1)�A�(�1)]��m(x)
A�(1)

;

iii: M�
m;2 (x) =

�
am
bm
� 1
�2
x2

+ 1
b2m

2[am�bm](A�)
0
(1)+[am�2�bm��m(x)]A�(1)+2�[am+bm]A�(�1)��m(x)

A�(1)
x

+ 1
b2m

(A�)
00
(1)+(A�)

0
(1)+2�2[A�(1)�A�(�1)]+2�

h
(A�)

0
(1)+(A�)

0
(�1)

i
��m(x)

A�(1)
;

şeklindedir

·Ispat. i. Lemma 3.2 kullan¬larak

M�
m;0 (x) = L�am;bm

�
(t� x)0 ;x

�
= L�am;bm (1; x) = 1

elde edilir.

ii. Lemma 3.2 ve L�am;bm operatörlerinin lineerli¼gi kullan¬larak

M�
m;1 (x) = L�am;bm

�
(t� x)1 ;x

�
= L�am;bm (t;x)� xL�am;bm (1; x)

=
am
bm
x+

1

bm

A� (1) + �
�
A� (1)� A� (�1)

�
��m (x)

A� (1)
� x

=
am
bm
(x� 1) + 1

bm

A� (1) + �
�
A� (1)� A� (�1)

�
��m (x)

A� (1)

elde edilir.
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iii. Lemma 3.2 ve L�am;bm operatörlerinin lineerli¼gi kullan¬larak

M�
m;2 (x)

= L�am;bm
�
(t� x)2 ;x

�
= L�am;bm

�
t2;x

�
� 2xL�am;bm (t;x) + x2L�am;bm (1; x)

= L�am;bm
�
t2;x

�
� 2xL�am;bm (t;x) + x2L�am;bm (1; x)

=

�
am
bm

�2
x2 +

am
b2m

2
�
A�
�0
(1) + A� (1) + 2�A� (�1) ��m (x)

A� (1)
x

+
1

b2m

24 �A��00 (1) + �A��0 (1) + 2�2 �A� (1)� A� (�1)
�

+2�
h�
A�
�0
(1) +

�
A�
�0
(�1)

i
��m (x)

35
A� (1)

�2x
 
am
bm
x+

1

bm

�
A�
�0
(1) + �

�
A� (1)� A� (�1)

�
��m (x)

A� (1)

!
+ x2

=

�
am
bm
� 1
�2

x2 +
1

b2m

24 2 [am � bm]
�
A�
�0
(1) +

�
am � 2�bm��m (x)

�
A� (1)

+2� [am + bm]A
� (�1) ��m (x)

35
A� (1)

x

+
1

b2m

24 �A��00 (1) + �A��0 (1) + 2�2 �A� (1)� A� (�1)
�

+2�
h�
A�
�0
(1) +

�
A�
�0
(�1)

i
��m (x)

35
A� (1)

eşitli¼gi elde edilir.

3.2 L�am;bm Operatörlerinin Yaklaş¬m Özellikleri

Teorem 3.1 (Yaz¬c¬vd. 2022) g 2 CB [0;1) ve M�
m;2 (x) ise Lemma 3.3�de hesa-

planan ikinci merkezi moment olsun. Bu taktirde��L�am;bm (g;x)� g (x)
�� � 2!�g;qM�

m;2 (x)

�
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. g 2 CB [0;1) fonksiyonun klasik süreklilik modülü Lemma 2.2 (iv) den

dolay¬

jg (t)� g (x)j � ! (g; �)

�
jt� xj
�

+ 1

�
(3.4)

özelli¼gini sa¼glar. L�am;bm lineer pozitif operatör oldu¼gundan Lemma 2.1�den dolay¬

L�am;bm operatörleri monoton azalmayand¬r. L
�
am;bm

operaörlerinin lineer pozitif monoton
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azalmayanl¬k durumundan, (3.4) eşitsizli¼ginden ve Lemma 3.2�den dolay¬

��L�am;bm (g;x)� g (x)
�� =

��L�am;bm (g;x)� g (x)L�am;bm (1; x)
��

=
��L�am;bm (g;x)� L�am;bm (g (x) ; x)

��
=

��L�am;bm (g (t)� g (x) ; x)
��

� L�am;bm (jg (t)� g (x)j ;x)

� ! (g; �)

 
L�am;bm (1; x) +

L�am;bm (jt� xj ;x)
�

!

� ! (g; �)

 
1 +

L�am;bm (jt� xj ;x)
�

!

elde edilir. Yani

��L�am;bm (g;x)� g (x)
�� � ! (g; �)

 
1 +

L�am;bm (jt� xj ;x)
�

!
(3.5)

eşitsizli¼gi geçerlidir. Di¼ger bir taraftan

L�am;bm (jt� xj ;x) =
1

A� (1) exp� (amx)

1X
j=0

P �
j (amx)

�� (j)

����j + 2��jbm
� x

����
=

1X
j=0

vuut� 1

A� (1) exp� (amx)

�2 P �
j (amx)

�� (j)

!2�
j + 2��j
bm

� x

�2

�

vuut 1X
j=0

�
1

A� (1) exp� (amx)

� 
P �
j (amx)

�� (j)

!�
j + 2��j
bm

� x

�2

�

vuut 1X
j=0

�
1

A� (1) exp� (amx)

� 
P �
j (amx)

�� (j)

!

=
q
L�am;bm

�
(t� x)2 ;x

�q
L�am;bm (1; x)

=
q
M�

m;2 (x)

elde edilir. Yani,

L�am;bm (jt� xj ;x) �
q
M�

m;2 (x) (3.6)

dir. (3.6) ve (3.5) eşitsizli¼gi birlikte düşünüldü¼günde

��L�am;bm (g;x)� g (x)
�� � ! (g; �)

0@1 +
q
M�

m;2 (x)

�

1A (3.7)

37



eşitsizli¼gi elde edilir. Son olarak (3.7) eşitsizli¼ginde � =
q
M�

m;2 (x) al¬n¬rsa teoremin

ispat¬tamamlan¬r.

Teorem 3.2 (Yaz¬c¬vd. 2022) g 2 C1B [0;1) ve M�
m;2 (x), Lemma 3.3� de hesa-

planan ikinci merkezi moment olsun. Bu taktirde��L�am;bm (g;x)� g (x)
�� �qM�

m;2 (x)
n
jg0 (x)j+ 2!

�
g0;
q
M�

m;2 (x)
�o

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. x; t 2 [0;1) için

g (t)� g (x) � jt� xj jg0 (x)j+
tZ

x

(g0 (s)� g0 (x)) ds (3.8)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Lemma 2.2 (iv) den dolay¬������
tZ

x

(g0 (s)� g0 (x)) ds

������ �
max(x;t)Z
min(x;t)

jg0 (s)� g0 (x)j ds

� ! (g0; �)

max(x;t)Z
min(x;t)

�
1 +

js� xj
�

�
ds

� ! (g0; �)

 
jt� xj+ (t� x)2

�

!
elde edilir. Yani, g 2 C1B [0;1) için������

tZ
x

(g0 (s)� g0 (x)) ds

������ � ! (g0; �)

 
jt� xj+ (t� x)2

�

!
(3.9)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. E¼ger (3.8) eşitlizli¼ginin her iki taraf¬na L�am;bm operatörü uygu-

lan¬r ve daha sonra her iki taraf¬n mutlak de¼geri al¬n¬rsa (3.6) ve (3.9)�den dolay¬

��L�am;bm (g;x)� g (x)
�� �qM�

m;2 (x) jg0 (x)j+ ! (g0; �)

 q
M�

m;2 (x) +
M�

m;2 (x)

�

!

yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitsizlikte � =
q
M�

m;2 (x) al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.3 (Yaz¬c¬vd. 2022) g 2 LipM (�) olsun. Buna göre M�
m;2 (x), Lemma

3.3�de hesaplanan merkezi moment olmak üzere��L�am;bm (g;x)� g (x)
�� �M

�
M�

m;2 (x)
��
2
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. g 2 LipM (�) olsun. Bu durumda

g (t)� g (x) �M jt� xj� (3.10)

yaz¬labilir. L�am;bm operatörü (3.10) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬na uygulan¬r ve daha

sonra her iki taraf¬n mutlak de¼geri al¬n¬rsa L�am;bm (1; x) = 1 ve L
�
am;bm

operatörlerinin

lineer olmas¬ndan dolay¬

��L�am;bm (g;x)� g (x)
�� �ML�am;bm (jt� xj� ;x) (3.11)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan p = �
2
ve q = 2��

2
için Hölder eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

L�am;bm (1; x) = 1 olmas¬ndan dolay¬

L�am;bm (jt� xj� ;x) =
1

A� (1) exp� (amx)

1X
j=0

P �
j (amx)

�� (j)

����j + 2��jbm
� x

�����

=
1X
j=0

 
1

A� (1) exp� (amx)

P �
j (amx)

�� (j)

�
j + 2��j
bm

� x

�2!�
2

�
 

1

A� (1) exp� (amx)

P �
j (amx)

�� (j)

! 2��
2

�
 1X
j=0

1

A� (1) exp� (amx)

P �
j (amx)

�� (j)

�
j + 2��j
bm

� x2
�2!�

2

�
 1X
j=0

1

A� (1) exp� (amx)

P �
j (amx)

�� (j)

! 2��
2

�
�
L�am;bm

�
(t� x)2 ;x

���
2
�
L�am;bm (1; x)

� 2��
2

�
�
M�

m;2 (x)
��
2

yaz¬labilir. Yukar¬da elde edilen L�am;bm (jt� xj� ;x) �
�
M�

m;2 (x)
��
2 eşitsizli¼gi (3.11)�de

kullan¬l¬rsa istenilen göstreilmi̧s olur ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.4 (Yaz¬c¬vd. 2022) K; g 2 CB[0;1) fonksiyonun Peetre-K fonksiyoneli

veM�
m;2 (x) ifadesi de Lemma 3.3�de hesaplanan ikinci merkezi moment de¼geri olmak

üzere ��L�am;bm (g;x)� g(x)
�� � 2K  g;qM�

m;2 (x) +
M�

m;2 (x)

2

!
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. c reel say¬s¬x ile t aras¬nda olmak üzere f 2 C2B[0;1) fonksiyonun x nok-

tas¬ndaki Taylor formülünden

f(t) � f(x) + jf 0(x)j jt� xj+ f 00(c)
(t� x)2

2
(3.12)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. (3.12) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬na lineer pozitif L�am;bm oper-

atörleri uygulan¬rsa (3.6) eşitsizli¼ginden

L�am;bm (f ;x)� f(x) � jf 0(x)jL�am;bm (jt� xj ;x) + jf
00(c)j
2

L�am;bm
�
(t� x)2;x

�
� jf 0 (x)j

q
M�

m;2 (x) +
jf 00 (c)j
2

M�
m;2 (x)

� kf 0kCB [0;1)
q
M�

m;2 (x) +
kf 00kCB [0;1)

2
M�

m;2 (x)

�
"q

M�
m;2 (x) +

M�
m;2 (x)

2

#�
kf 0kCB [0;1) + kf

00kCB [0;1)
�

�
"q

M�
m;2 (x) +

M�
m;2 (x)

2

#
kfkC2B [0;1)

elde edilir. Yukar¬da bulunan bu eşitlik kullan¬larak her bir g 2 CB[0;1) için��L�am;bm (g;x)� g (x)
��

=
��L�am;bm (g;x)� L�am;bm (f ;x) + L�am;bm (f ;x)� f (x) + f (x)� g (x)

��
� L�am;bm (jg � f j ;x) + jg(x)� f(x)j+

��L�am;bm (f ;x)� f(x)
��

� 2 kg � fkCB [0;1) + 2 kfkC2B [0;1)
hq

M�
m;2 (x) +

M�
m;2(x)

2

i
yaz¬labilir. Yani

��L�am;bm (g;x)� g (x)
�� � 2 kg � fkCB [0;1) + 2 kfkC2B [0;1)

 q
M�

m;2 (x) +
M�

m;2 (x)

2

!
(3.13)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. E¼ger (3.13) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬n¬n f 2 C2B[0;1) için

in�mumu al¬n¬rsa��L�am;bm (g;x)� g(x)
�� � 2K  g;qM�

m;2 (x) +
M�

m;2 (x)

2

!
:

elde edilir ki istenilen gösterilmi̧s olur.

Teorem 3.4�de �n (x) =
q
M�

m;2 (x)+
M�
m;2(x)

2
seçilerek Teorem 2.5 dikkate al¬nd¬¼g¬nda

aşa¼g¬daki teoremin geçerli oldu¼gu sonucuna var¬l¬r.
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Teorem 3.5 (Yaz¬c¬vd. 2022) M > 0, g 2 CB[0;1) ve M�
m;2 (x) ; Lemma 3.3�de

hesaplanan merkezi moment de¼geri olsun. �n (x) =
q
M�

m;2 (x)+
M�
m;2(x)

2
olmak üzere

��L�am;bm (g;x)� g(x)
�� � 2M n

!2

�
g;
p
�n (x)

�
+min (1; �n (x)) kgkCB [0;1)

o

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

3.3 L�am;bm Operatörleri ile A¼g¬rl¬kl¬Yaklaş¬m

Lemma 3.4 (Yaz¬c¬vd. 2022) L�am;bm operatörleri � (t) = 1 + t
2 olmak üzere

L�an;bn (�;x) � K� (x) ; K > 0

özelli¼gini sa¼glar.

·Ispat. (am) ile (bm)

lim
m!1

1

bm
= 0 ve lim

m!1

am
bm

= 1

limitlerini sa¼glad¬klar¬için
�
am
b2m

�
ve
�
1
b2m

�
dizilerinin de bir limiti olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

limiti olan her dizi s¬n¬rl¬olaca¼g¬ndan en az birer tane M1;M2 ve M3 pozitif reel

say¬lar¬vard¬r öyle ki her m 2 N için

am
bm

�M1;
am
b2m

�M2 ve
1

b2m
�M3 (3.14)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Ayr¬ca A� fonksiyonu A� (1) 6= 0 ile ak
A�(1)

� 0 şart¬n¬sa¼glayan

jxj < r; r > 1 bölgesinde analitik bir fonksiyon ve 8m 2 N;8x 2 [0;1) için����m (x)�� � 1 oldu¼gundan dolay¬en az birer C1 > 0 ve C2 > 0 için
����2(A�)0(1)+A�(1)+2�A�(�1)��m(x)A�(1)

���� � C1����(A�)00(1)+(A�)0(1)+2�2[A�(1)�A�(�1)]+2�h(A�)0(1)+(A�)0(�1)i��m(x)A�(1)

���� � C2

(3.15)
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yaz¬labilir. (3.14) ve (3.15) eşitsizlikleri kullan¬larak

L�am;bm (�;x)

= 1
A�(1) exp�(amx)

1P
j=0

P�j (amx)

��(j)

�
1 +

�
j+2��j
bm

�2�
= L�am;bm (1; x) + L�am;bm (t

2;x)

= 1 +
�
am
bm

�2
x2 + am

b2m

2(A�)
0
(1)+A�(1)+2�A�(�1)��m(x)

A�(1)
x

+ 1
b2m

(A�)
00
(1)+(A�)

0
(1)+2�2[A�(1)�A�(�1)]+2�

h
(A�)

0
(1)+(A�)

0
(�1)

i
��m(x)

A�(1)

� 1 +M2
1x

2 +M2C1x+M3C2

� (1 +M2
1 +M3C2) (1 + x2) +M2C1x

� (1 +M2
1 +M3C2 +M2C1) (1 + x2)

� K� (x) ; K > 0

elde edilir ki istenilen gösterilmi̧s olur.

Teorem 3.6 (Yaz¬c¬vd. 2022) � (t) = 1 + t2 ve g 2 Ck
� [0;1) olmak üzere L�am;bm

operatörleri

lim
m!1



L�am;bm (g; �)� g



�
= 0

limitini sa¼glar.

·Ispat. Öncelikle L�an;bn : C� [0;1) ! B� [0;1) şeklinde bir dönüşüm oldu¼gu gös-

terilmelidir. g 2 C� [0;1) olsun. Bu durumda � (t) = 1+ t2 ve Mg > 0 olmak üzere

L�am;bm operatörlerinin lineer poziti�i¼ginden ve bir önceki lemmadan

L�am;bm (g;x) = L�an;bn

�
g

�
�;x

�
� kgk� L�am;bm (�;x) � kgk�K� (x) �Mg� (x)

elde edilir. O halde yukar¬daki bu eşitsizlikten L�an;bn (g; �) 2 B� [0;1) sonucuna

var¬l¬r. Bu durumda L�an;bn operatörüC� [0;1) uzay¬ndanB� [0;1) uzay¬na dönüşüm

olmal¬d¬r. Şimdi ek (t) := tk, k 2 N0 = N [ f0g olmak üzere

lim
n!1



L�am;bm (ek; �)� ek



�
= 0; k = 0; 1; 2: (3.16)

limitinin sa¼gland¬¼g¬gösterilecektir:

A1.


L�am;bm (e0; �)� e0




�
= 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

A2. A� fonksiyonu A� (1) 6= 0 ile ak
A�(1)

� 0 şart¬n¬sa¼glayan jxj < r; r > 1 bölgesinde

analitik bir fonksiyon ve 8m 2 N;8x 2 [0;1) için
����m (x)�� � 1 oldu¼gundan dolay¬�����

�
A�
�0
(1) + �

�
A� (1)� A� (�1)

�
��m (x)

A� (1)

����� � C3; C3 > 0
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yaz¬labilir. Yukar¬daki bu eşitlik yard¬m¬yla



L�am;bm (e1; �)� e1



�
�

����ambm � 1
���� sup
x�0

x

1 + x2
+
1

bm
sup
x�0

����(A�)0(1)+�[A�(1)�A�(�1)]��m(x)A�(1)

����
1 + x2

� 1

2

����ambm � 1
����+ C3

bm
! 0

elde edilir.

A3. (3.15) eşitsizli¼ginden



L�am;bm (e2; �)� e2



�

�
�����
�
am
bm

�2
� 1
����� supx�0

x2

1 + x2
+
am
b2m
sup
x�0

����2(A�)0(1)+A�(1)+2�A�(�1)��m(x)A�(1)

���� x
1 + x2

+
1

b2m
sup
x�0

����(A�)00(1)+(A�)0(1)+2�2[A�(1)�A�(�1)]+2�h(A�)0(1)+(A�)0(�1)i��m(x)A�(1)

����
1 + x2

�
�����
�
am
bm

�2
� 1
�����+ C1

2

am
b2m
+
C2
b2m
! 0

elde edilir. Sonuç olarak A1, A2 ve A3 maddelerinden (3.16) eşitli¼gi sa¼glanaca¼g¬ndan

Teorem 2.4 kullan¬larak kan¬t tamamlan¬r.
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4. KATLI DUNKL-APPELL POL·INOMLARI VE BU POL·INOMLAR-

DAN ÜRET·ILEN OPERATÖRLER

4.1 Katl¬Dunkl-Appell Polinomlar¬

Tan¬m 4.1 D� Dunkl türev operatörü olmak üzere
�
P �
n1;n2

(x)
	1
n1;n2=0

şeklindeki

bir polinom sistemi n1; n2 � 0 için

D�;x

�
P �
n1+1;n2+1

(x)
�
=
�� (n1 + 1)

�� (n1)
P �
n1;n2+1

(x) +
�� (n2 + 1)

�� (n2)
P �
n1+1;n2

(x) (4.1)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa bu taktirde P �
n1;n2

(x) polinomlar¬na katl¬Dunkl-Appell polinom-

lar¬denir. Bu polinomlar dikkat edilece¼gi üzere � = 0 olmas¬durumunda da katl¬

Appell polinomlar¬n¬verir.

Teorem 4.1 P �
n1;n2

(x) katl¬Dunkl-Appell polinomlar¬n¬n do¼gurucu fonksiyonu

A� (t1; t2) exp� (x (t1 + t2)) =
1X

n1=0

1X
n2=0

P �
n1;n2

(x)
tn11 t

n2
2

�� (n1) �� (n2)
(4.2)

dir ve burada A� fonksiyonu A� (0; 0) = a0;0 6= 0 olmak üzere

A� (t1; t2) =

1X
n1=0

1X
n2=0

an1;n2
tn11 t

n2
2

�� (n1) �� (n2)
(4.3)

şeklindedir.

·Ispat.
�
P �
n1;n2

(x)
	1
n1;n2=0

katl¬Dunkl-Appell polinomlar¬n¬n bir dizisi olsun. Bu

polinomlar¬n do¼gurucu fonksiyonu

A� (x; t1; t2) exp� (x (t1 + t2)) =
1X

n1=0

1X
n2=0

P �
n1;n2

(x)
tn11 t

n2
2

�� (n1) �� (n2)
(4.4)

format¬ndad¬r. Burada A� fonksiyonun x�den ba¼g¬ms¬z oldu¼gu gösterilirse istenilen

gösterilmi̧s olur. (4.4) eşitli¼ginde her iki taraf¬n x�e göre Dunkl türevi al¬n¬rsa (4.1)
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eşitli¼gi sa¼glanaca¼g¬ndan n1 < 0 veya n2 < 0 için P �
n1;n2

(x) = 0 olmak üzere

1X
n1=0

1X
n2=0

�
�� (n1)

�� (n1 � 1)
P �
n1�1;n2 (x) +

�� (n2)

�� (n2 � 1)
P �
n1;n2�1 (x)

�
tn11 t

n2
2

�� (n1) �� (n2)

=

1X
n1=1

1X
n2=0

P �
n1�1;n2 (x)

tn11 t
n2
2

�� (n1 � 1) �� (n2)

+
1X

n1=0

1X
n2=1

P �
n1;n2�1 (x)

tn11 t
n2
2

�� (n1) �� (n2 � 1)

= (t1 + t2)

1X
n1=0

1X
n2=0

P �
n1;n2

(x)
tn11 t

n2
2

�� (n1) �� (n2)

= (t1 + t2)A
� (x; t1; t2) exp� (x (t1 + t2))

= D�;x

�
A� (x; t1; t2) exp� (x (t1 + t2))

�
= (t1 + t2)A

� (x; t1; t2) exp� (x (t1 + t2)) +D�;x

�
A� (x; t1; t2)

�
exp� (�x (t1 + t2))

+
@A� (x; t1; t2)

@x
[exp� (x (t1 + t2))� exp� (�x (t1 + t2))]

=

�
@A� (x; t1; t2)

@x
+ (t1 + t2)A

� (x; t1; t2)

�
exp� (x (t1 + t2))

+�
A� (x; t1; t2)� A� (�x; t1; t2)

x
exp� (�x (t1 + t2))

eşitli¼gi elde edilir ve bu eşitli¼gin sa¼glanmas¬

@A� (x; t1; t2)

@x
= 0 ve A� (x; t1; t2)� A� (�x; t1; t2) = 0

olmas¬ ile mümkündür ve bu durum A� fonksiyonun x�den ba¼g¬ms¬z olmas¬ ile

mümkündür. Yani A� (x; t1; t2) = A� (t1; t2) olup (4.2) eşitli¼gi elde edilir.

Lemma 4.1 Katl¬Dunkl-Appell polinomlar¬

i.
1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1;k2

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)
= A� (1; 1) exp� (mx)

ii.
1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1+1;k2

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)

=
hmx
2
A� (1; 1) + A�t1 (1; 1)

i
exp� (mx)

+�
�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�
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iii.
1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1;k2+1

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)

=
hmx
2
A� (1; 1) + A�t2 (1; 1)

i
exp� (mx)

+�
�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

�
iv.

1X
k1=0

1X
k2=0

(�1)k1
P �
k1+1;k2

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)

=
hmx
2
A� (�1; 1) + A�t1 (�1; 1)

i
+�
�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�
exp� (mx)

v.
1X
k1=0

1X
k2=0

(�1)k2
P �
k1;k2+1

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)

=
hmx
2
A� (1;�1) + A�t2 (1;�1)

i
+�
�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

�
exp� (mx)

eşitliklerini sa¼glar.

·Ispat. i. (4.2) eşitli¼ginde t1 = t2 ! 1 ve x! mx
2
al¬n¬rsa istenilen gösterilmi̧s olur.

ii. (4.2) eşitli¼ginde her iki taraf¬n t1�e göre Dunkl türevi al¬n¬rsa
1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1+1;k2

(x)
t
k1
1 t

k2
2

��(k1)��(k2)

=
�
xA� (t1; t2) + A�t1 (t1; t2)

�
exp� (x (t1 + t2))

+�A
�(t1;t2)�A�(�t1;t2)

t1
exp� (�xt1 + xt2)

(4.5)

elde edilir. (4.5) eşitli¼ginde t1 = t2 ! 1 ve x ! mx
2
al¬n¬rsa istenilen gösterilmi̧s

olur.

iii. (4.2) eşitli¼ginde her iki taraf¬n t2�e göre Dunkl türevi al¬n¬rsa
1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1;k2+1

(x)
t
k1
1 t

k2
2

��(k1)��(k2)

=
�
xA� (t1; t2) + A�t2 (t1; t2)

�
exp� (x (t1 + t2))

+�A
�(t1;t2)�A�(t1;�t2)

t2
exp� (xt1 � xt2)

(4.6)

elde edilir. (4.6) eşitli¼ginde t1 = t2 ! 1 ve x ! mx
2
al¬n¬rsa istenilen gösterilmi̧s

olur.

iv. (4.5) eşitli¼ginde t1 ! �1, t2 ! 1 ve x! mx
2
al¬n¬rsa istenilen gösterilmi̧s olur.

v. (4.6) eşitli¼ginde t1 ! 1, t2 ! �1 ve x! mx
2
al¬n¬rsa istenilen gösterilmi̧s olur.
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Lemma 4.2 Katl¬Dunkl-Appell polinomlar¬

i.
1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1+2;k2

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)

=

�
m2x2

4
A� (1; 1) +mxA�t1 (1; 1) + A

�
t1t1
(1; 1)

�
exp� (mx)

+�
�
2A�t1 (1; 1)�

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

��

ii.
1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1;k2+2

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)

=

�
m2x2

4
A� (1; 1) +mxA�t2 (1; 1) + A

�
t2t2
(1; 1)

�
exp� (mx)

+�
�
2A�t2 (1; 1)�

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

��
eşitliklerini sa¼glar.

·Ispat. i. (4.2) eşitli¼ginde her iki taraf¬n t1�e göre iki kez Dunkl türevi al¬n¬rsa

Lemma 3.1-(iv)�deki benzer i̧slemler yoluyla

1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1+2;k2

(x)
tk11 t

k2
2

�� (k1) �� (k2)

=

8<: x2A� (t1; t2) + 2xA
�
t1
(t1; t2) + A�t1t1 (t1; t2)

+2�
t1
A�t1 (t1; t2)� �A

�(t1;t2)�A�(�t1;t2)
t21

9=; exp� (x (t1 + t2))

� �
t21

�
2t1A

�
t1
(t1; t2)�

�
A� (t1; t2)� A� (�t1; t2)

�	
� [exp� (xt1 + xt2)� exp� (�xt1 + xt2)]

elde edilir. Bulunan bu eşitlikte t1 = t2 ! 1 ve x! mx
2
al¬n¬rsa

1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1+2;k2

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)

=

8<: m2x2

4
A� (1; 1) + 2mx

2
A�t1 (1; 1) + A

�
t1t1
(1; 1)

+2�A�t1 (1; 1)� �
�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�
9=; exp� (mx)

��
�
2A�t1 (1; 1)�

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�	
[exp� (mx)� 1]

=

�
m2x2

4
A� (1; 1) +mxA�t1 (1; 1) + A

�
t1t1
(1; 1)

�
exp� (mx)

+�
�
2A�t1 (1; 1)�

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

��
elde edilir.
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ii. (4.2) eşitli¼ginde her iki taraf¬n t2�e göre iki kez Dunkl türevi al¬n¬rsa Lemma

3.1-(iv)�deki benzer i̧slemler yoluyla

1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1;k2+2

(x)
tk11 t

k2
2

�� (k1) �� (k2)

=

8<: x2A� (t1; t2) + 2xA
�
t2
(t1; t2) + A�t2t2 (t1; t2)

+2�
t2
A�t2 (t1; t2)� �A

�(t1;t2)�A�(t1;�t2)
t22

9=; exp� (x (t1 + t2))

� �
t22

�
2t2A

�
t2
(t1; t2)�

�
A� (t1; t2)� A� (t1;�t2)

�	
� [exp� (xt1 + xt2)� exp� (xt1 � xt2)]

elde edilir. Bulunan bu eşitlikte t1 = t2 ! 1 ve x! mx
2
al¬n¬rsa

1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1;k2+2

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)

=

8<: m2x2

4
A� (1; 1) + 2mx

2
A�t2 (1; 1) + A

�
t2t2
(1; 1)

+2�A�t2 (1; 1)� �
�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

�
9=; exp� (mx)

��
�
2A�t2 (1; 1)�

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

�	
[exp� (mx)� 1]

=

�
m2x2

4
A� (1; 1) +mxA�t2 (1; 1) + A

�
t2t2
(1; 1)

�
exp� (mx)

+�
�
2A�t2 (1; 1)�

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

��
elde edilir.

Lemma 4.3 Katl¬Dunkl-Appell polinomlar¬

1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1+1;k2+1

(nx=2)

�� (k1) �� (k2)

=

�
m2x2

4
A� (1; 1) +

mx

2

�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)

�
+ A�t1t2 (1; 1)

�
exp� (mx)

+�2
�
A� (1; 1)� A� (1;�1)� A� (�1; 1) + A� (�1;�1)

�
exp� (�mx)

+

24 �mx
2

�
2A� (1; 1)� A� (1; 1)� A� (1; 1)

�
+�
�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)� A�t1 (1;�1)� A�t2 (�1; 1)

�
35

eşitli¼gini sa¼glar.

·Ispat. i. (4.2) eşitli¼ginde her iki taraf¬n önce t1 ve daha sonra t2�ye göre iki kez
48



Dunkl türevi al¬n¬rsa Önerme 2.2�deki Dunkl türevin özellikleri yard¬m¬yla
1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1+1;k2+1

(nx=2)

�� (k1) �� (k2)

= D�;t2

0@ �
xA� (t1; t2) + A�t1 (t1; t2)

�
exp� (x (t1 + t2))

+�A
�(t1;t2)�A�(�t1;t2)

t1
exp� (�xt1 + xt2)

1A

=

8>>><>>>:
�
x2A� (t1; t2) + xA�t1 (t1; t2)

�
exp� (x (t1 + t2))

+D�;t2

�
xA� (t1; t2) + A�t1 (t1; t2)

�
exp� (xt1 � xt2)

+
�
xA�t2 (t1; t2) + A�t1t2 (t1; t2)

�
[exp� (x (t1 + t2))� exp� (xt1 � xt2)]

9>>>=>>>;
+

8>>><>>>:
�
t1
x
�
A� (t1; t2)� A� (�t1; t2)

�
exp� (�xt1 + xt2)

+ �
t1
D�;t2

�
A� (t1; t2)� A� (�t1; t2)

�
exp� (�xt1 � xt2)

+ �
t1

�
A�t2 (t1; t2)� A�t2 (�t1; t2)

�
[exp� (�xt1 + xt2)� exp� (�xt1 � xt2)]

9>>>=>>>;

=

8>>>>>><>>>>>>:

�
x2A� (t1; t2) + xA�t1 (t1; t2)

�
exp� (x (t1 + t2))

+x
h
A�t2 (t1; t2) + �A

�(t1;t2)�A�(t1;�t2)
t2

i
exp� (xt1 � xt2)

+
h
A�t1t2 (t1; t2) + �

A�t1
(t1;t2)�A�t1 (t1;�t2)

t2

i
exp� (xt1 � xt2)

+
�
xA�t2 (t1; t2) + A�t1t2 (t1; t2)

�
[exp� (x (t1 + t2))� exp� (xt1 � xt2)]

9>>>>>>=>>>>>>;

+

8>>>>>><>>>>>>:

�
t1
x
�
A� (t1; t2)� A� (�t1; t2)

�
exp� (�xt1 + xt2)

+ �
t1

h
A�t2 (t1; t2) + �A

�(t1;t2)�A�(t1;�t2)
t2

i
exp� (�xt1 � xt2)

� �
t1

h
A�t2 (�t1; t2) + �A

�(�t1;t2)�A�(�t1;�t2)
t2

i
exp� (�xt1 � xt2)

+ �
t1

�
A�t2 (t1; t2)� A�t2 (�t1; t2)

�
[exp� (�xt1 + xt2)� exp� (�xt1 � xt2)]

9>>>>>>=>>>>>>;
elde edilir. Yukar¬daki bulunan bu eşitlikte t1 = t2 ! 1 ve x! mx

2
al¬n¬rsa

1X
k1=0

1X
k2=0

P �
k1+1;k2+1

(nx=2)

�� (k1) �� (k2)

=

8>>>>>><>>>>>>:

h
m2x2

4
A� (1; 1) + mx

2
A�t1 (1; 1)

i
exp� (mx)

+mx
2

�
A�t2 (1; 1) + �

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

��
+
�
A�t1t2 (1; 1) + �

�
A�t1 (1; 1)� A�t1 (1;�1)

��
+
�
mx
2
A�t2 (1; 1) + A

�
t1t2
(1; 1)

�
[exp� (mx)� 1]

9>>>>>>=>>>>>>;

+

8>>>>>><>>>>>>:

�mx
2

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�
+�
�
A�t2 (1; 1) + �

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

��
exp� (�mx)

��
�
A�t2 (�1; 1) + �

�
A� (�1; 1)� A� (�1;�1)

��
exp� (�mx)

+�
�
A�t2 (1; 1)� A�t2 (�1; 1)

�
[1� exp� (�mx)]

9>>>>>>=>>>>>>;
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=

�
m2x2

4
A� (1; 1) +

mx

2

�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)

�
+ A�t1t2 (1; 1)

�
exp� (mx)

+�2
�
A� (1; 1)� A� (1;�1)� A� (�1; 1) + A� (�1;�1)

�
exp� (�mx)

+

24 �mx
2

�
2A� (1; 1)� A� (�1; 1)� A� (1;�1)

�
�
�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)� A�t1 (1;�1)� A�t2 (�1; 1)

�
35

elde edilir.

4.2 T �m Operatörlerinin ·Inşas¬

P �
k1;k2

(x), Katl¬-Dunkl-Appell polinomlar¬n¬göstersin ve (4.3) eşitli¼gi ile verilen A�

fonksiyonu; A� (1; 1) 6= 0 ile ak1;k2
A�(1)

� 0 şart¬n¬sa¼glayan t21+ t22 < r2; r > 1 bölgesinde

analitik fonksiyon, f 2 C [0;1) ; x � 0; m 2 N ve � > �1=2 olmak üzere T �m
operatörleri

T �m (f) (x) =

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)
f

�
k1+k2+2�(�k1+�k2)

m

�
A� (1; 1) exp� (mx)

(4.7)

ile tan¬mlan¬r.

Lemma 4.4 T �m operatörleri

i. T �m (1) (x) = 1

ii. T �m (t) (x) = x+
A�t1

(1;1)+A�t2
(1;1)

mA�(1;1)
+

�[2A�(1;1)�A�(�1;1)�A�(1;�1)]
mA�(1;1) exp�(mx)

iii.

T �m (t
2) (x) = x2 +

�
1 + 2�

exp�(mx)
+

2A�t1
(1;1)+2A�t2

(1;1)

A�(1;1)

�
x
m

+
A�t1t1

(1;1)+2A�t1t2
+A�t2t2

(1;1)+A�t1
(1;1)+A�t2

(1;1)

m2A�(1;1)

+
2�2[2A�(1;1)�A�(�1;1)�A�(1;�1)]

m2A�(1;1)

+
2�2[A�(1;1)�A�(1;�1)�A�(�1;1)+A�(�1;�1)]��m(x)

m2A�(1;1)

+
2�[2A�t1 (1;1)+2A

�
t2
(1;1)+A�t1

(�1;1)+A�t2 (1;�1)�A
�
t1
(1;�1)�A�t2 (�1;1)]

m2A�(1;1) exp�(mx)

eşitliklerini sa¼glar.

·Ispat. i. Lemma 4.1 kulan¬larak aç¬k bir şekilde T �m (1) (x) = 1 elde edilir.
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ii. Lemma 4.1 kullan¬larak ve Önerme 2.1 yard¬m¬yla

T �m (t) (x)

=

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

k1+k2+2�(�k1+�k2)
m

A� (1; 1) exp� (mx)

=

� 1P
k1=1

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

k1+2��k1
m

�
+

� 1P
k1=0

1P
k2=1

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

k2+2��k2
m

�
A� (1; 1) exp� (mx)

=

� 1P
k1=1

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1�1)��(k2)

�
+

� 1P
k1=0

1P
k2=1

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2�1)

�
mA� (1; 1) exp� (mx)

=

� 1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1+1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
+

� 1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2+1
(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
mA� (1; 1) exp� (mx)

=

�
mx
2
A� (1; 1) + A�t1 (1; 1)

�
exp� (mx) + �

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�
mA� (1; 1) exp� (mx)

+

�
mx
2
A� (1; 1) + A�t2 (1; 1)

�
exp� (mx) + �

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

�
mA� (1; 1) exp� (mx)

= x+
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)

mA� (1; 1)
+
�
�
2A� (1; 1)� A� (�1; 1)� A� (1;�1)

�
mA� (1; 1) exp� (mx)

elde edilir.

ii.

T �m
�
t2
�
(x) =

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

(k1+2��k1)
2
+2(k1+2��k1)(k2+2��k2)+(k2+2��k2)

2

m2

A� (1; 1) exp� (mx)

= A1 + A2 + A3

yaz¬labilir. Önerme 2.1 ve k 2 N0 için �k+1 = �k + (�1)k eşitli¼gi yard¬m¬yla

A1 =

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)
(k1 + 2��k1)

2

m2A� (1; 1) exp� (mx)

=

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1+1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)
(k1 + 1 + 2��k1+1)

m2A� (1; 1) exp� (mx)
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=

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1+1;k2
(mx=2)((k1+2��k1)+(1+2�(�1)

k1))
��(k1+1)��(k2)

m2A� (1; 1) exp� (mx)

=

� 1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1+2;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
+

� 1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1+1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)

+

2�

� 1P
k1=0

1P
k2=0

(�1)k1 P
�
k1+1;k2

(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)

elde edilir. Lemma 4.1 ve 4.2�deki ifadeler yukar¬da yaz¬l¬rsa

A1 =

h
m2x2

4
A� (1; 1) +mxA�t1 (1; 1) + A

�
t1t1
(1; 1)

i
exp� (mx)

m2A� (1; 1) exp� (mx)

+
�
�
2A�t1 (1; 1)�

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

��
m2A� (1; 1) exp� (mx)

+

�
mx
2
A� (1; 1) + A�t1 (1; 1)

�
exp� (mx) + �

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)

+
2�
�
mx
2
A� (�1; 1) + A�t1 (�1; 1)

�
+ 2�2

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�
exp� (mx)

m2A� (1; 1) exp� (mx)

=
x2

4
+
A�t1 (1; 1) +

1
2
A� (1; 1)

mA� (1; 1)
x

+
A�t1t1 (1; 1) + A

�
t1
(1; 1) + 2�2

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�
m2A� (1; 1)

+
�
�
2A�t1 (1; 1) + 2A

�
t1
(�1; 1) +mxA� (�1; 1)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)

elde edilir. Önerme 2.1 yard¬m¬yla

A2 =

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

2(k1+2��k1)(k2+2��k2)
m2

A� (1; 1) exp� (mx)

=

2
1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1+1;k2+1
(mx=2)

��(k1)��(k2)

m2A� (1; 1) exp� (mx)
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elde edilir. Lemma 4.3�de bulunan ifadeler yukar¬daki eşitlikte yaz¬l¬rsa

A2 =
2
h
m2x2

4
A� (1; 1) + mx

2

�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)

�
+ A�t1t2 (1; 1)

i
exp� (mx)

m2A� (1; 1) exp� (mx)

+
2�2

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)� A� (�1; 1) + A� (�1;�1)

�
exp� (�mx)

m2A� (1; 1) exp� (mx)

+2

24 �mx
2

�
2A� (1; 1)� A� (�1; 1)� A� (1;�1)

�
�
�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)� A�t1 (1;�1)� A�t2 (�1; 1)

�
35

m2A� (1; 1) exp� (mx)

=
x2

2
+
x
�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)

�
mA� (1; 1)

+
2A�t1t2 (1; 1)

m2A� (1; 1)

+
2�2

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)� A� (�1; 1) + A� (�1;�1)

�
��m (x)

m2A� (1; 1)

+

24 �mx
�
2A� (1; 1)� A� (�1; 1)� A� (1;�1)

�
2�
�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)� A�t1 (1;�1)� A�t2 (�1; 1)

�
35

m2A� (1; 1) exp� (mx)

elde edilir. Önerme 2.1 ve k 2 N0 için �k+1 = �k + (�1)k eşitli¼gi yard¬m¬yla

A3 =

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

(k2+2��k2)
2

m2

A� (1; 1) exp� (mx)

=

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2+1
(mx=2)

��(k1)��(k2)

(k2+1+2��k2+1)
m2

A� (1; 1) exp� (mx)

=

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2+1
(mx=2)

��(k1)��(k2)

(k2+2��k2)+(1+2�(�1)
k2)

m2

A� (1; 1) exp� (mx)

=

� 1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2+2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
+

� 1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2+1
(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)

+

2�

� 1P
k1=0

1P
k2=0

(�1)k2 P
�
k1;k2+1

(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)
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sonucu elde edilir. Lemma 4.1 ve Lemma 4.2�de bulunan ifadeler bu eşitlikte yaz¬l¬rsa

A3 =

h
m2x2

4
A� (1; 1) +mxA�t2 (1; 1) + A

�
t2t2
(1; 1)

i
exp� (mx)

m2A� (1; 1) exp� (mx)

+
�
�
2A�t2 (1; 1)�

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

��
m2A� (1; 1) exp� (mx)

+

�
mx
2
A� (1; 1) + A�t2 (1; 1)

�
exp� (mx) + �

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)

+
2�
�
mx
2
A� (1;�1) + A�t2 (1;�1)

�
+ 2�2

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

�
exp� (mx)

m2A� (1; 1) exp� (mx)

=
x2

4
+
A�t2 (1; 1) +

1
2
A� (1; 1)

mA� (1; 1)
x

+
A�t2t2 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1) + 2�2

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

�
m2A� (1; 1)

+
�
�
2A�t2 (1; 1) + 2A

�
t2
(1;�1) +mxA� (1;�1)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)

ifadesi bulunur. Buna göre bulunan A1; A2 ve A3 ifadeleri T �m (t
2) (x) = A1+A2+A3

eşitli¼ginde yaz¬l¬rsa

T �m
�
t2
�
(x)

=
x2

4
+
A�t1 (1; 1) +

1
2
A� (1; 1)

mA� (1; 1)
x

+
A�t1t1 (1; 1) + A

�
t1
(1; 1) + 2�2

�
A� (1; 1)� A� (�1; 1)

�
m2A� (1; 1)

+
�
�
2A�t1 (1; 1) + 2A

�
t1
(�1; 1) +mxA� (�1; 1)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)

+
x2

2
+
x
�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)

�
mA� (1; 1)

+
2A�t1t2 (1; 1)

m2A� (1; 1)

+
2�2

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)� A� (�1; 1) + A� (�1;�1)

�
��m (x)

m2A� (1; 1)

+

24 �mx
�
2A� (1; 1)� A� (�1; 1)� A� (1;�1)

�
2�
�
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)� A�t1 (1;�1)� A�t2 (�1; 1)

�
35

m2A� (1; 1) exp� (mx)

+
x2

4
+
A�t2 (1; 1) +

1
2
A� (1; 1)

mA� (1; 1)
x

+
A�t2t2 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1) + 2�2

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)

�
m2A� (1; 1)

+
�
�
2A�t2 (1; 1) + 2A

�
t2
(1;�1) +mxA� (1;�1)

�
m2A� (1; 1) exp� (mx)
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eşitli¼gi yazz¬labilir ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

T �m
�
t2
�
(x) = x2 +

 
1 +

2�

exp� (mx)
+
2
�
A�t1 (1; 1) + 2A

�
t2
(1; 1)

�
A� (1; 1)

!
x

m

+
A�t1t1 (1; 1) + 2A

�
t1t2
(1; 1) + A�t2t2 (1; 1) + A

�
t1
(1; 1) + A�t2 (1; 1)

m2A� (1; 1)

+
2�2

�
2A� (1; 1)� A� (�1; 1)� A� (1;�1)

�
m2A� (1; 1)

+
2�2

�
A� (1; 1)� A� (1;�1)� A� (�1; 1) + A� (�1;�1)

�
��m (x)

m2A� (1; 1)

+

2�

24 2A�t1 (1; 1) + 2A
�
t2
(1; 1) + A�t1 (�1; 1)

+A�t2 (1;�1)� A�t1 (1;�1)� A�t2 (�1; 1)

35
m2A� (1; 1) exp� (mx)

elde edilir ve böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 4.5 T �m operatörleri

i. M��
m;0 (x) = 1

ii. M��
m;1 (x) =

A�t1
(1;1)+A�t2

(1;1)

mA�(1;1)
+

�[2A�(1;1)�A�(�1;1)�A�(1;�1)]
mA�(1;1) exp�(mx)

iii.

M��
m;2 (x) =

�
1� 2�[A�(1;1)�A�(�1;1)�A�(1;�1)]

A�(1;1) exp�(mx)

�
x
m

+
A�t1t1

(1;1)+2A�t1t2
+A�t2t2

(1;1)+A�t1
(1;1)+A�t2

(1;1)

m2A�(1;1)

+
2�2[2A�(1;1)�A�(�1;1)�A�(1;�1)]

m2A�(1;1)

+
2�2[A�(1;1)�A�(1;�1)�A�(�1;1)+A�(�1;�1)]��m(x)

m2A�(1;1)

+
2�[2A�t1 (1;1)+2A

�
t2
(1;1)+A�t1

(�1;1)+A�t2 (1;�1)�A
�
t1
(1;�1)�A�t2 (�1;1)]

m2A�(1;1) exp�(mx)

merkezi moment de¼gerlerini sa¼glar.

·Ispat. i. M��
m;0 (x) = 1 oldu¼gu aç¬kt¬r.

ii. T �m operatörlerinin lineerli¼gi ve Lemma 4.4 kullan¬larak

M��
m;1 (x) = T �m (t� x) (x)

= T �m (e1) (x)� xT �m (e0) (x)

=
A�t1 (1; 1) + A

�
t2
(1; 1)

mA� (1; 1)
+
�
�
2A� (1; 1)� A� (�1; 1)� A� (1;�1)

�
mA� (1; 1) exp� (mx)

elde edilir.
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iii. T �m operatörlerinin lineerli¼gi kullan¬larak

M��
m;2 (x) = T �m

�
(t� x)2

�
(x)

= T �m
�
t2 � 2xt+ x2

�
(x)

= T �m
�
t2
�
(x)� 2xT �m (t) (x) + x2T �m (1) (x)

yaz¬labilir. Lemma 4.4�de bulunan test de¼gerleri yukar¬da yaz¬l¬rsa istenilen elde

edilir.

4.3 T �m Operatörlerinin Yaklaş¬m Özellikleri

Teorem 4.2 g 2 CB [0;1) veM��
m;2 (x) ise Lemma 4.5�de hesaplanan ikinci merkezi

moment olsun. Bu taktirde

��T �m (g) (x)� g (x)
�� � 2!�g;qM��

m;2 (x)

�
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Lemma 2.2 (iv) den dolay¬g 2 C [0;1) fonksiyonun klasik süreklilik modülü

jg (t)� g (x)j � ! (g; �)

�
jt� xj
�

+ 1

�
(4.8)

özelli¼gini sa¼glar. T �m lineer pozitif operatör oldu¼gundan Lemma 2.1�den T
�
m operatör-

leri monoton azalmayand¬r. T �m operaörlerinin lineer pozitif monoton azalmayanl¬k

durumundan, (4.8) eşitsizli¼ginden ve Lemma 4.4�den dolay¬

��T �m (g) (x)� g (x)
�� =

��T �m (g (t)) (x)� g (x)T �m (1) (x)
��

=
��T �m (g (t)) (x) + T �m (�g (x)) (x)

��
=

��T �m (g (t)� g (x)) (x)
��

� T �m (jg (t)� g (x)j) (x)

� ! (g; �)

�
T �m (1) (x) +

T �m (jt� xj) (x)
�

�
� ! (g; �)

�
1 +

T �m (jt� xj) (x)
�

�
elde edilir. Yani

��T �m (g) (x)� g (x)
�� � ! (g; �)

�
1 +

T �m (jt� xj) (x)
�

�
(4.9)
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eşitsizli¼gi geçerlidir. Di¼ger bir taraftan Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi kullan¬larak

T �m (jt� xj) (x) =

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

����k1+k2+2�(�k1+�k2)m
� x

����
A� (1; 1) exp� (mx)

=

1P
k1=0

1P
k2=0

s�
P�k1;k2

(mx=2)

��(k1)��(k2)

�2�
k1+k2+2�(�k1+�k2)

m
� x

�2
A� (1; 1) exp� (mx)

�

vuuuut 1P
k1=0

1P
k2=0

�
P�k1;k2

(mx=2)

��(k1)��(k2)

��
k1+k2+2�(�k1+�k2)

m
� x

�2
A� (1; 1) exp� (mx)

�

vuuut 1P
k1=0

1P
k2=0

�
P�k1;k2

(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
A� (1; 1) exp� (mx)

=
q
T �m
�
(t� x)2

�
(x)
p
T �m (1) (x)

=
q
M��

m;2 (x)

elde edilir. Yani,

T �m (jt� xj) (x) �
q
M��

m;2 (x) (4.10)

dir. (4.10) ve (4.9) eşitsizli¼gi birlikte düşünüldü¼günde

��T �m (g) (x)� g (x)
�� � ! (g; �)

0@1 +
q
M��

m;2 (x)

�

1A (4.11)

eşitsizli¼gi elde edilir. Son olarak (4.11) eşitsizli¼ginde � =
q
M��

m;2 (x) al¬narak teo-

remin ispat¬tamamlan¬r.

Teorem 4.3 g 2 C1B [0;1) veM��
m;2 (x) ise Lemma 4.5�de hesaplanan ikinci merkezi

moment olsun. Bu taktirde��T �m (g) (x)� g (x)
�� �qM��

m;2 (x) fjg0 (x)j+ 2! (g0; �)g

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. x; t 2 [0;1) için

g (t)� g (x) � jt� xj jg0 (x)j+
tZ

x

(g0 (s)� g0 (x)) ds (4.12)
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eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Di¼ger yandan Teorem 3.2�nin ispat¬yap¬l¬rken g 2 C1B [0;1)

için ������
tZ

x

(g0 (s)� g0 (x)) ds

������ � ! (g0; �)

 
jt� xj+ (t� x)2

�

!

şeklinde (3.9) eşitsizli¼gi elde edilmi̧sti. (4.12) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬na T �m op-

eratörleri uygulan¬r ve daha sonra mutlak de¼ger al¬n¬rsa (3.9) ve (4.10) eşitsizlik-

lerinden

��T �m (g) (x)� g (x)
��

� T �m (jt� xj) (x) jg0 (x)j+ ! (g0; �)

 
T �m (jt� xj) (x) +

M��
m;2 (x)

�

!

�
q
M��

m;2 (x) jg0 (x)j+ ! (g0; �)

 q
M��

m;2 (x) +
M��

m;2 (x)

�

!

yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitsizlikte � =
q
M��

m;2 (x) al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.4 g 2 LipM (�) olsun. Buna göre M��
m;2 (x), Lemma 4.5�de hesaplanan

merkezi moment olmak üzere

��T �m (g) (x)� g (x)
�� �M

�
M��

m;2 (x)
��
2

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. g 2 LipM (�) olsun. Bu durumda

g (t)� g (x) �M jt� xj� (4.13)

yaz¬labilir. T �m operatörü (4.13) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬na uygulan¬r ve daha sonra

her iki taraf¬n mutlak de¼geri al¬n¬rsa T �m operatörlerinin lineer olmas¬ndan dolay¬

��T �m (g) (x)� g (x)
�� �MT �m (jt� xj�) (x) (4.14)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan p = �
2
ve q = 2��

2
için Hölder eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa
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T �m (1) (x) = 1 olmas¬ndan dolay¬

T �m (jt� xj�) (x)

=

1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

����k1+k2+2�(�k1+�k2)m
� x

�����
A� (1; 1) exp� (mx)

=

1P
k1=0

1P
k2=0

 
P�k1;k2

(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
k1+k2+2�(�k1+�k2)

m
� x

�2!�
2 �

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

� 2��
2

A� (1; 1) exp� (mx)

�

0BBB@
1P
k1=0

1P
k2=0

P�k1;k2
(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
k1+k2+2�(�k1+�k2)

m
� x

�2
A� (1; 1) exp� (mx)

1CCCA
�
2

�

0BBB@
1P
k1=0

1P
k2=0

�
P�k1;k2

(mx=2)

��(k1)��(k2)

�
A� (1; 1) exp� (mx)

1CCCA
2��
2

=
�
T �m
�
(t� x)2

�
(x)
��
2
�
T �m (1) (x)

� 2��
2

=
q
M��

m;2 (x)

yaz¬labilir. Yukar¬da elde edilen T �m (jt� xj�) (x) �
�
M�

m;2 (x)
��
2 eşitsizli¼gi (4.14)�de

kullan¬l¬rsa istenilen göstreilmi̧s olur ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.5 K; g 2 CB[0;1) fonksiyonun Peetre-K fonksiyoneli ve M��
m;2 (x) de

Lemma 4.5�de hesaplanan merkezi moment de¼gerleri olmak üzere

��T �m (g) (x)� g (x)
�� � 2K  g;qM��

m;2 (x) +
M��

m;2 (x)

2

!

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. c reel say¬s¬x ile t aras¬nda olmak üzere f 2 C2B[0;1) fonksiyonun x nok-

tas¬ndaki Taylor formülünden

f(t) � f(x) + jf 0(x)j jt� xj+ f 00(c)
(t� x)2

2
(4.15)

yaz¬labilir. (4.15) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬na lineer pozitif T �m operatörleri uygu-
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lan¬r ve daha sonra mutlak de¼ger al¬n¬rsa (4.10) eşitsizli¼ginden��T �m (f) (x)� f (x)
�� � jf 0(x)jT �m (jt� xj) (x) + jf

00(c)j
2

T �m
�
t� x)2

�
(x)

� jf 0 (x)j
q
M��

m;2 (x) +
jf 00 (c)j
2

M��
m;2 (x)

� kf 0kCB [0;1)
q
M��

m;2 (x) +
kf 00kCB [0;1)

2
M��

m;2 (x)

�
"q

M��
m;2 (x) +

M��
m;2 (x)

2

#�
kf 0kCB [0;1) + kf

00kCB [0;1)
�

�
"q

M��
m;2 (x) +

M��
m;2 (x)

2

#
kfkC2B [0;1)

elde edilir. Yukar¬da bulunan bu eşitlik kullan¬larak her bir g 2 CB[0;1) için��T �m (g) (x)� g (x)
��

=
��T �m (g) (x)� T �m (f) (x) + T �m (f) (x)� f (x) + f (x)� g (x)

��
� T �m (jg � f j) (x) + jg(x)� f(x)j+

��T �m (f) (x)� f(x)
��

� 2 kg � fkCB [0;1) + 2 kfkC2B [0;1)
hq

M��
m;2 (x) +

M��
m;2(x)

2

i
yaz¬labilir. Yani��T �m (g) (x)� g (x)

��
� 2 kg � fkCB [0;1) + 2 kfkC2B [0;1)

hq
M��

m;2 (x) +
M��
m;2(x)

2

i (4.16)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Ayr¬ca (4.16) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬n¬n f 2 C2B[0;1) için

in�mumu al¬n¬rsa��T �m (g) (x)� g (x)
�� � 2K  g;qM��

m;2 (x) +
M��

m;2 (x)

2

!
elde edilir ki istenilen gösterilmi̧s olur.

Teorem 4.5�de �n (x) =
q
M��

m;2 (x)+
M��
m;2(x)

2
seçilerek Teorem 2.5 dikkate al¬nd¬¼g¬nda

aşa¼g¬daki teoremin geçerli oldu¼gu sonucuna var¬l¬r.

Teorem 4.6 M > 0, g 2 CB[0;1) ve M��
m;2 (x) de Lemma 4.5�de hesaplanan

merkezi moment de¼gerleri olsun. �n (x) =
q
M��

m;2 (x) +
M��
m;2(x)

2
olmak üzere��T �m (g) (x)� g (x)

�� � 2M n
!2

�
g;
p
�n (x)

�
+min (1; �n (x)) kgkCB [0;1)

o
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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4.4 T �m Operatörleri ile A¼g¬rl¬kl¬Yaklaş¬m

Lemma 4.6 T �m operatörleri � (t) = 1 + t
2 olmak üzere

T �m (�) (x) � K� (x) ; K > 0

özelli¼gini sa¼glar.

·Ispat. A� fonksiyonu A� (1; 1) 6= 0 ile ak1;k2
A�(1;1)

� 0 şart¬n¬sa¼glayan t21+ t22 < r2; r > 1

bölgesinde analitik bir fonksiyon ve 8x 2 [0;1) için ��m (x) ; 1
m2 , 1m ve

1
exp�(mx)

s¬n¬rl¬

oldu¼gundan dolay¬en az birer K1 > 0 ve K2 > 0 için����1 + 2�
exp�(mx)

+
2A�t1

(1;1)+2A�t2
(1;1)

A�(1;1)

�
1
m

��� � K1������������

A�t1t1
(1;1)+2A�t1t2

+A�t2t2
(1;1)+A�t1

(1;1)+A�t2
(1;1)

m2A�(1;1)

+
2�2[2A�(1;1)�A�(�1;1)�A�(1;�1)]

m2A�(1;1)

+
2�2[A�(1;1)�A�(1;�1)�A�(�1;1)+A�(�1;�1)]��m(x)

m2A�(1;1)

+
2�[2A�t1 (1;1)+2A

�
t2
(1;1)+A�t1

(�1;1)+A�t2 (1;�1)�A
�
t1
(1;�1)�A�t2 (�1;1)]

m2A�(1;1) exp�(mx)

������������
� K2

(4.17)

yaz¬labilir. (4.17) eşitsizli¼gi kullan¬larak K = 1 +K1 +K2 olmak üzere

T �m (�) (x) = T �m (e0 + e2) (x)

= T �m (e0) (x) + T �m (e2) (x)

� 1 + x2 +K1x+K2

� 1 + x2 +K1 (1 + x
2) +K2 (1 + x

2)

= (1 + x2) (1 +K1 +K2)

= K (1 + x2)

= K� (x)

elde edilir ki istenilen gösterilmi̧s olur.

Teorem 4.7 � (t) = 1 + t2 ve g 2 Ck
� [0;1) olmak üzere T �m operatörleri

lim
m!1



T �m (g)� g



�
= 0

limitini sa¼glar.

·Ispat. Öncelikle T �m : C� [0;1) ! B� [0;1) şeklinde bir dönüşüm oldu¼gu göster-

ilmelidir. g 2 C� [0;1) olsun. Bu durumda � (t) = 1 + t2 ve Mg > 0 olmak üzere
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T �m operatörlerinin lineer poziti�i¼ginden (Lemma 2.1�den L�am;bm operatörleri ayn¬

zamanda monoton azalmayand¬r) Lemma 4.6 yard¬m¬yla

T �m (g) (x) = T �m

�
g

�
�

�
(x) � kgk� T �m (�) (x) � kgk�K� (x) �Mg� (x)

elde edilir. O halde yukar¬daki bu eşitsizlikten T �m (g) 2 B� [0;1) sonucuna var¬l¬r.

Bu durumda T �m (g) operatörü C� [0;1) uzay¬ndan B� [0;1) uzay¬na bir dönüşüm

olmal¬d¬r. Şimdi ek (t) := tk, k 2 N0 olmak üzere

lim
n!1



T �m (ek)� ek



�
= 0; k = 0; 1; 2: (4.18)

limitinin sa¼gland¬¼g¬gösterilecektir:

B1.


T �m (e0)� e0




�
= 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

B2. A� fonksiyonu A� (1; 1) 6= 0 ile ak1;k2
A�(1;1)

� 0 şart¬n¬sa¼glayan t21 + t22 < r2; r > 1

bölgesinde analitik bir fonksiyon ve 8m 2 N; 8x 2 [0;1) için
����m (x)�� � 1 ve

j1= exp� (mx)j � 1 oldu¼gundan dolay¬�����A�t1 (1; 1) + A�t2 (1; 1)A� (1; 1)
+
�
�
2A� (1; 1)� A� (�1; 1)� A� (1;�1)

�
A� (1; 1) exp� (mx)

����� � C1; C1 > 0

yaz¬labilir. Yukar¬daki bu eşitlik yard¬m¬yla



T �m (e1)� e1



�
� 1

m
sup
x�0

����A�t1 (1;1)+A�t2 (1;1)A�(1;1)
+

�[2A�(1;1)�A�(�1;1)�A�(1;�1)]
A�(1;1) exp�(mx)

����
1 + x2

� C1
m
! 0; (m!1)

elde edilir.

B3. A� fonksiyonu A� (1; 1) 6= 0 ile ak1;k2
A�(1;1)

� 0 şart¬n¬sa¼glayan t21 + t22 < r2; r > 1

bölgesinde analitik bir fonksiyon ve 8m 2 N; 8x 2 [0;1) için
����m (x)�� � 1 ve

j1= exp� (mx)j � 1 oldu¼gundan dolay¬���1 + 2�
exp�(mx)

+
2A�t1

(1;1)+2A�t2
(1;1)

A�(1;1)

��� � C2������������

A�t1t1
(1;1)+2A�t1t2

+A�t2t2
(1;1)+A�t1

(1;1)+A�t2
(1;1)

A�(1;1)

+
2�2[2A�(1;1)�A�(�1;1)�A�(1;�1)]

A�(1;1)

+
2�2[A�(1;1)�A�(1;�1)�A�(�1;1)+A�(�1;�1)]��m(x)

A�(1;1)

+
2�[2A�t1 (1;1)+2A

�
t2
(1;1)+A�t1

(�1;1)+A�t2 (1;�1)�A
�
t1
(1;�1)�A�t2 (�1;1)]

A�(1;1) exp�(mx)

������������
� C3

(4.19)
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yaz¬labilir. (4.19) eşitsizli¼gi kullan¬larak



T �m (e2)� e2



�
� C2

m
sup
x�0

x

1 + x2
+
C3
m2
sup
x�0

1

1 + x2

� C2
2m

+
C3
m2

! 0; (m!1)

elde edilir. Sonuç olarak B1, B2 ve B3 maddelerinden (4.18) eşitli¼gi sa¼glanaca¼g¬ndan

Teorem 2.4 kullan¬larak ispat tamamlan¬r.

4.5 T �m Operatörleri ile Nümerik Yaklaş¬m

Bu kesimde T �m operatörleri ile bir fonksiyona yaklaş¬m örne¼gi gra�k üzerinde ver-

ilecektir.

Örnek 4.1 f(t) = sin (t) olmak üzere (4.7) eşitli¼gi ile verilen T �n operatörlerinde

A� (t1; t2) = 1 olarak seçilirse

P �
k1;k2

�nx
2

�
=

�
k1 + k2
k2

��nx
2

�k1+k2 �� (k1) �� (k2)
�� (k1 + k2)

olaca¼g¬ndan

T �;#n (f) (x) =

1P
k1=0

1P
k2=0

�
k1+k2
k2

� �
nx
2

�k1+k2 1
��(k1+k2)

f

�
k1+k2+2�(�k1+�k2)

n

�
exp� (nx)

yaz¬labilir. T �;#n operatörleri ile bir f fonksiyonuna yaklaş¬m hatas¬

"n(x; �; f) =
��f (x)� T �;#n (f) (x)

��
ile verilebilir.

i. � = 5=11 olmak üzere [0; 2�] aral¬¼g¬nda
�
T �;#n (f) (x)

	
dizisinin f(x) fonksiyonuna

yaklaş¬m¬n = 3; 5; 10; 15; 20 de¼gerleri için şekil 4.1�de gösterilmi̧stir. Dikkat edilece¼gi
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üzere n de¼gerleri büyüdükçe operatörler f (x) de¼gerine daha yak¬nlaş¬yor.

f( x) n=3 n=5 n=10 n=15 n=20

x
1 2 3 4 5 6

1

0 ,5

0

0 ,5

1

Şekil 4.1 ·Indirgenmi̧s T �n operatöri ile baz¬n de¼gerleri için yaklaş¬m

Örnek 4.2 ii. � = 5=11 olmak üzere [0; 2�] aral¬¼g¬nda
�
T �;#n (f) (x)

	
dizisinin

f(x) fonksiyonuna yaklaş¬m hatas¬"n(x; �; f); n = 3; 5; 10; 15; 20 de¼gerleri için şekil

4.2�de gösterilmi̧stir. Dikkat edilece¼gi üzere n de¼gerleri büyüdükçe hata de¼gerleri

s¬f¬ra (yani x eksenine) yaklaş¬yor.

n =3 n =5 n =1 0 n =1 5 n =2 0
x

0 1 2 3 4 5 6
0

0 ,1

0 ,2

0 ,3

0 ,4

0 ,5

Şekil 4.2 ·Indirgenmi̧s T �n operatöri ile baz¬n de¼gerleri için yaklaş¬m hatas¬
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iii. n = 10 olmak üzere [0; 2�] aral¬¼g¬nda
�
T �;#n (f) (x)

	
dizisinin f(x) fonksiy-

onuna yaklaş¬m¬� = �25
51
;�1

3
; 0; 1

3
; 1 de¼gerleri için şekil 4.3�de gösterilmi̧stir. Burada

T �;#n (f) (x) ; � = 0 için (1.4) ile (Varma 2013) kayna¼g¬nda verilen operatörlerin

A� (t1; t2) = 1 için indirgemesidir. Dikkat edilece¼gi üzere f fonksiyonuna yaklaş¬m

baz¬aral¬klarda � !-1
2
de¼gerine yak¬n de¼gerler için T �;#n (f) operatörleri avantajl¬

iken baz¬aral¬klarda yeterinde büyük � de¼gerleri için T �;#n (f) operatörleri avantajl¬

oluyor. E¼ger aral¬¼ga göre yaklaş¬m avantaj¬veren � de¼gerleri için yeni bir operatör

tan¬mlan¬rsa fonksiyona en iyi yaklaşan operatör yeni tan¬mlanan operatör olacakt¬r.

O halde bu düşünceyle yap¬lan T �n genellemesi (1.4) ile (Varma 2013) kayna¼g¬nda

verilen operatörlerden çok daha iyi sonuçlar verir.

l= 25
51 l= 1

3
l=0 l= 1

3 l=1

x
0 1 2 3 4 5 6

0

0 ,05

0 ,10

0 ,15

0 ,20

Şekil 4.3 ·Indirgenmi̧s T �n operatöri ile baz¬� de¼gerleri için yaklaş¬m hatas¬

4.6 T �m Operatörlerinin ·Iki de¼gi̧skenli Genellemesi

Bu kesimde yüzeylere yaklaş¬m¬n gra�k üzerinde görülmesi ad¬na T �m operatörlerinin

iki de¼gi̧skenli bir modi�kasyonu tan¬mlanacakt¬r.

Tan¬m 4.2 � > �1=2 reel parametre,  2 C ([0;1)� [0;1)) ; m 2 N; x; y 2

[0;1) ve B�;m
k1;k2;j1;j2

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanmak üzere

B�;m
k1;k2;j1;j2

(x; y) =
P �
k1;k2

(mx=2)

�� (k1) �� (k2)

P �
j1;j2

(my=2)

�� (j1) �� (j2)
(4.20)
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katl¬Dunkl Appell polinomlar¬n¬n üretti¼gi iki de¼gi̧skenli Szász-Mirakyan operatörü

U�
m ( ) (x; y) =

1P
k1=0

1P
k2=0

1P
j1=0

1P
j2=0

B�;m
k1;k2;j1;j2

(x; y) 

�
k1+k2+2�(�k1+�k2)

m
;
j1+j2+2�(�j1+�j2)

m

�
[A� (1; 1)]2 exp� (mx) exp� (my)

(4.21)

ile tan¬mlan¬r ve bu tan¬mda operatörün tan¬ml¬ve pozitif olabilmesi için ad¬na (4.3)

ile verilen A� analitik fonksiyonu her j1; j2 2 N0 için

A� (1; 1) 6= 0 ve
aj1;j2
A�(1;1)

� 0

özelli¼gini sa¼glayacak şekilde seçilmi̧stir.

·Iki de¼gi̧skenli operatörün kuruluşu gere¼gi aşa¼g¬daki Lemma ispats¬z olarak verilebilir.

Lemma 4.7 x; y 2 R ve T �m; (4.7) ile verilen operatörleri temsil etsin. Buna göre

U�
m operatörleri

i: U�
m (1) (x; y) = 1;

ii: U�
m (t) (x; y) = T �m (t) (x) = x+ fm (x) ;

iii: U�
m (s) (x; y) = T �m (t) (y) = y + fm (y) ;

iv: U�
m (t

2 + s2) (x; y) = T �m (t
2) (x) + T �m (t

2) (y) = x2 + y2 + hm (x; y)

özelliklerini sa¼glar. Burada (fm (x)) ve (hm (x; y)) dizileri x; y 2 [0;1) için s¬f¬ra

noktasal yak¬nsayan dizilerdir ve ayr¬ca dizilerin tan¬ml¬olabilece¼gi key�pozitif kom-

pakt bir küme üzerinde bu yak¬nsama düzgündür.

Yukar¬daki lemma ve Volkov Teoremi birlikte düşünüldü¼günde aşa¼g¬daki teorem

ispats¬z verilebilir.

Teorem 4.8 D = [0;1) � [0;1) ve  2 C (D) olmak üzere B � D s¬n¬rl¬böl-

gesi verilsin. Buna göre,
�
T �m ( ) (x; y)

	
dizisi B üzerinde  fonksiyonuna düzgün

yak¬nsakt¬r.
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Örnek 4.3

Şekil 4.4 ·Indirgenmi̧s U�
m operatöri ile baz¬m de¼gerleri için yaklaş¬m

(4.21) ile verilen U�
m operatörlerinde A� (t1; t2) = 1 olsun. Bu durumda (4.20) ile

verilen B�;m
k1;k2;j1;j2

(x; y)

B�;m
k1;k2;j1;j2

(x; y) =

�
k1+k2
k2

��
j1+j2
j2

� �
mx
2

�k1+k2 �my
2

�j1+j2
�� (k1 + k2) �� (j1 + j2)

şekline indirgenecektir.. Bu durumda  (x; y) = sin (x2 + 2y2) ve � = 1
3
olmak üzere

şekil 4.4�de m = 5; 10; 15; 20 de¼gerleri için indirgenmi̧s U�
m operatörlerinin nümerik

olarak yaklaş¬m¬verilmi̧stir. Ayr¬ca bu şekilde D1 = [0; 1] � [0; 1] üzerinde k¬rm¬z¬

yüzey ile  (x; y); sar¬yüzey ile U
1
3
20 ( ) (x; y) ; mavi yüzey ile U

1
3
15 ( ) (x; y) ; gri yüzey

ile U
1
3
10 ( ) (x; y) ve siyah yüzey ile U

1
3
5 ( ) (x; y) temsil edilmektedir. Dikkat edilece¼gi

üzerem do¼gal say¬s¬büyüdükçe operatörlede k¬rm¬z¬yüzeyle belirtilen  fonksiyonun

D1 bölgesinde belirtti¼gi yüzeye yak¬nlaş¬yor.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde çal¬̧s¬lan konu temeldir ve bu yüzden disiplinler aras¬bir çal¬̧smada araç

olarak kullan¬lmaya başl¬ca bir adayd¬r ve önceki yap¬lan çal¬̧smalara göre daha iyi

sonuçlar vermi̧stir:

Üçüncü bölümde L�am;bm operatörlerinde am = bm = m olarak al¬n¬rsa L�am;bm ; Sucu

taraf¬ndan (Sucu 2020) tan¬mlanan operatörleri vermektedir ve dolay¬s¬yla L�am;bm

operatörleri en az bu operatörler kadar iyi olmak zorundad¬r. Dunkl tipi oper-

atör genellemelerinde s¬n¬rs¬z pozitif diziler yard¬m¬yla operatör genellemesi halen

günümüzde yayg¬n olarak yap¬lmamaktad¬r ve bu yüzden araşt¬rmac¬lar bu tezde

yap¬lan ispat süreçlerinin yard¬m¬yla benzer şekilde kendi operatörlerini tan¬mlaya-

bilirler.

Dördüncü bölümde, T �m operatörlerinde � = 0 al¬n¬rsa T �m; Varma (Varma 2013)

taraf¬ndan tan¬mlanan operatörleri verir. Ayr¬ca şekil 4.3 dikkatli incelendi¼ginde bir

� de¼geri için T �m operatörü bir aral¬kta güzel bir sonuç verirken di¼ger bir aral¬kta

kötü sonuçlar vermektedir. Bu durumu düzeltmek için T �m operatörünün çal¬̧s¬lan

aral¬¼g¬n bir parçalan¬̧s¬ndaki her bir alt aral¬kta fonksiyona yaklaş¬m¬n¬n avantantajl¬

oldu¼gu � de¼gerleri için parçal¬bir şekilde yeni bir operatör tan¬mlanabilir. Örne¼gin,

bir f 2 C [0;1) ve I = I1 [ I2 [ I3 şeklinde ayr¬k aral¬klar¬n bir birleşimi verilsin

ve ayr¬ca k = 1; 2; 3 olmak üzere 8x 2 Ik için
��T �m (f) (x)� f (x)

�� fark¬n¬minimum
yapan � de¼gerleri � = �k olsun. Buna göre, I aral¬¼g¬nda

Fm (f) (x) =

8>>><>>>:
T �1m (f) (x) ; x 2 I1
T �2m (f) (x) ; x 2 I2
T �3m (f) (x) ; x 2 I3

ile tan¬mlanan yeni operatör f fonksiyonuna tüm � de¼gerleri kaŗs¬l¬k gelen T �m oper-

atörlerinden daha iyi yaklaş¬r. Dolay¬s¬yla bu tezde (Varma 2013) ile verilen çal¬̧s-

madan çok daha iyi sonuçlar elde edilmi̧stir. Ayr¬ca dördüncü bölümde � = 0 özel

de¼gerine kaŗs¬l¬k (Lee 2011) kayna¼g¬ndaki polinomlar¬veren yeni bir polinom tan¬m-

lanm¬̧st¬r.
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Şimdi yap¬lan bu tezden faydalanarak yap¬labilecek önerilen baz¬çal¬̧smalar mad-

deler halinde verilecektir:

� L�am;bm ve T
�
m operatörlerin temel operatör Kantorovich, Durrmeyer ,Stancu,

Phillips, Stancu-Kantorovich, Stancu-Durrmeyer, Gamma ve Beta tipi gibi

temel operatör genellemeleri veya bu genellemelerin kuantum kalkülüs ile il-

i̧skili genellemeleri yap¬labilir.

� Katl¬ Dunkl Appell polinomlar¬n¬n katl¬ Dunkl Euler, Bernoulli, Hermite,

Genocchi ve Gould-Hopper polinomlar¬gibi özel durumlar¬ayr¬çal¬̧smalarda

detayl¬ olarak incelenebilir. Hatta bu polinomlar¬ içeren bir T �m operatörü

tan¬mlanabiliyorsa T �m operatörün özel durumlara göre yaklaş¬m¬incelenebilir.

Bu tezde genel olarak sonuçlar bulunmuştur ancak özel sonuçlar da uygulamal¬

matematik için bir o kadar önemlidir.

� Katl¬Dunkl Appell polinomlar¬na ek olarak Dunkl She¤er ve katl¬Dunkl Shef-

fer polinomlar¬tan¬mlanabilir ve bu polinomlar¬n kuantum ile post kuantum

türü tan¬mlanabilir. Benzer şekilde bahsi geçen polinomlar¬içeren operatörleri

yap¬labilir.

� L�am;bm ve T �m operatörlerin baz¬test fonksiyonlar¬n¬koruyan türü veya baz¬

özellikleri sa¼glayan fonksiyonlar¬koruyan bir türü yap¬labilir.

� L�am;bm ve T
�
m operatörlerin istatistiksel yaklaş¬m¬incelenebilir.

� Katl¬Dunkl Appell polinomlar¬daha da genellenebilir ve baz¬özellikler elde

edilebilir.

� Bu tezdekinden farkl¬ olarak baz¬ normlarla farkl¬ uzaylarda L�am;bm ve T �m

operatörlerinin yaklaş¬m özellikleri incelenebilir.
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Ostrovska, S. 2006. On the Lupaş q-analogue of the Bernstein operator. The Rocky
Mountain Journal of Mathematics, 36(5), 1615-1629.

Phillips, G.M. 1997. Bernstein polynomials based on the q-integers. Annals of Nu-
merical Mathematics, 4, 511�518.

Rao, N., Wa�, A., Acu, A. M. 2019. q-Szász-Durrmeyer type operators based on
Dunkl analogue. Complex Analysis and Operator Theory, 13(3), 915-934.

Rosenblum, M 1994. Generalized Hermite polynomials and the Bose-like oscillator
calculus, Operator Theory Advances and Applications, 73, 369�396.

Szász, O. 1950. Generalization of S. Bernstein�s polynomials to the in�nite interval.
Journal of Research of the National Bureau of Standards, 45, 239-245.

Sidharth, M., Acu, A. M., Agrawal, P. N. 2017. Chlodowsky-Szasz-Appell-type op-
erators for functions of two variables. Annals of Functional Analysis, 8(4),
446-459.

75



Srivastava, H.M., Mursaleen, M., Alotaibi, A.M., Nasiruzzaman, M., Al-Abied,
A.A.H. 2017. Some approximation results involving the q-Szász-Mirakjan-
Kantorovich type operators via Dunkl�s generalization. Mathematical methods
in the applied sciences, 40(15), 5437-5452.

Soydan, Y. 2012. Metrik uzaylar ve topolojisi. Nobel Yay¬nlar¬, 532,Ankara.

Soydan, Y. 2012. Fonksiyonel analiz. Nobel Yay¬nlar¬, 531, Ankara.

Sucu, S., Içöz, G., Varma, S. 2012. On some extensions of Szász operators includ-
ing Boas-Buck type polynomials. Abstract and Applied Analysis, Article ID
680340, 15 pages.

Sucu, S. 2014. Dunkl analogue of Szász operators. Applied Mathematics and Com-
putation, 244, 42-48.

Sucu, S., Varma, S. 2015. Generalization of Jakimovski- Leviatan type Szász oper-
ators. Applied Mathematics and Computation, 270, 977-983.

Sucu, S. 2020.Approximation by sequence of operators including Dunkl-Appell poly-
nomials. Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences Society, 43(3), 2455-
2464.
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