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1. GIRIiS

Yaklagim teorisi Weierstrass’in 1885 yilinda ileri siirdiigii ve kanitladigi Weierstrass
Yaklagim Teoremi adinda bir teoremden ortaya ¢ikmigtir (Weierstrass 1885). Bu
teorem; kapali sinirli bir aralikta siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak olacak
sekilde bir polinom dizisinin varligindan veya buna denk ifade olarak kompakt bir
aralikta tanimli tiim polinomlarin kiimesinin ayni aralikta tanimlanan tiim siirekli
fonksiyonlarin uzayinda yogun oldugundan bahsetmektedir. Biliniyor ki polinom-
lar ifade edilmesi en kolay fonksiyonlardir ve bu yiizden bu teorem sayesinde kapali
simirh aralikta siirekli olan ¢ok karmagik bir fonksiyonun karakterini bahsi gegen
polinomlar yardimiyla incelenemek miimkiindiir. Weierstrass Yaklasim Teoremi’nin
ispat metodlar1 varhik ispatlar1 ve yapisal ispatlar olmak iizere iki gruba ayrilir (Soy-
dan 2012a). Varhksal ispatlarda amag teoremde bahsi gegen polinomlar: olugtur-
madan bu polinomlarin varhgini gostermektir. Varlik ispatlar teoriktir ve uygu-
lamada daha az ragbet goriir. Yapisal ispatlarda amag¢ kapali sinirli bir aralikta
siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak olacak sekilde bir polinom olusturmaktir
ve en yaygin olarak bilinen yapisal ispatlar Weierstrass-Gauss ¢ekirdegi yardimiyla,
yaklagik 6zdeglik (approximate identity) yontemiyle ve Bernstein polinomlar1 (veya
operatorleri) yardimiyla yapilan ispattir (Soydan 2012a). 1912 yilinda Bernstein
[0,1] kapali araliginda Bernstein operatorlerini ¢p € C'[0,1], x € [0,1] ve m € N

olmak iizere

Ba )@ =3 (1) -0 (2) (1)

=0
ile tanitmugtir (Bernstein 1912). Tabi ki a,b € R ve a < b olmak iizere u € [0, 1] i¢in
u = (x —a)/(b— a) seklindeki uygun bir déniigiim yardimiyla bu polinomlar ifade
edilmek istenirse = € [a, b] olacagindan bu polinomlar: keyfi bir [a,b] C R araliginda

da tamimlamak miimkiindiir.

Bernstein polinomlarinin uygulama alani bir ¢ok disiplinde genig bir yer tutmak-
tadir. Bernstein polinomlar sirasiyla Pierre Etienne Bézier ve Paul de Casteljau
tarafindan iinlii bir otomobil iireticileri olan Renault ve Citroén marka otomobil-

lerinin kasalarinin tasariminda kullanilmigtir. Bézier otomobil tasariminda kokenleri
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Bernstein operatorlerine dayanan ve Beézier egrilerini kullanmigti. Bézier egrilerinin

fotografcilikta ve bilgisayar animasyonlarinda bir ¢ok uygulamas: vardir.

1950 yilinda Szész, iistel fonksiyonun acilimdan faydalanarak Szdsz operatorlerini

e C0,00), z €[0,00) ve m € N olmak {izere

5 (0) (0) = exp (o) S " (L) (12)

=0

ile tammlamugtir (Szdsz 1950). Szdsz operatorleri Bernstein operatoriinden farkl
olarak sonuz bir aralikta tanimlanmistir ve bu yiizden sonsuz bir aralikta tanimlh
bazi siirekli fonksiyon uzaylarina ait bir fonksiyonun bu uzaylar iizerindeki normla
yaklagim 6zelliklerini incelemek miimkiin hale gelmistir. Weierstrass Yaklagim Teo-
remi’nin yapisal ispatlarina yardimci bir arag olarak 1953 yilinda Korovkin Teo-
remi ileri siirtilmiigtiir. Bu teoreme gore; eger bir lineer pozitif bir operator dizisi
bazi test fonksiyonlarina kapali simirhi bir aralikta diizgiin yakinsiyorsa bu tak-
tirde bu operator dizisi aymi aralikta tanmiml siirekli fonksiyona diizgiin yakinsak-
tir (Korovkin 1953). Korovkin teoreminin bazi genellemeleri yapilmigtir ve bunlar-
dan biri de agirlikli uzaylar icin yapilan bir genellemedir. 1974 ve 1976 yililarinda
Gadjiev agirlikli uzaylarda Korovkin Teoremi’ genellemis ve 6nemli sonuglar ortaya
gikarmugtir (Gadjiev 1974, 1976). Ayrica bu genelleme ile iligkili olan (Gadjiev 1980)

ve (Ispir 2001) calismalar da Yaklasim Teorisi’'nde énemli yer tutmaktadir.

Bir polinom dizisinin bir fonksiyona bir aralikta yaklasim hizi ne kadar iyiyse poli-
nom dizisi o fonksiyonun karakteri hakkinda o kadar iyi sonug verir. Bu yiizden
bir fonksiyona daha iyi yaklagim elde etmek i¢in bazi yeni polinom dizileri (veya

operatorleri) inga edilmektedir. Simdi bunlar hakkinda bilgi verilecektir:

King, 2% fonksiyonunun Bernstein operatoriindeki degerini 22 olacak sekilde yeniden
bir modifikasyon olusturmustur. Bu modifikasyonu B,, Bernstein operator dizisini
temsil etmek iizere (f,,), [0,1] araligim iizerinde tanimh olan bir fonksiyon dizisi

olmak {izere

B} ;.. () (€)= B (¢) (fm (2)), meN, ¢ € C[0,1], z € [0,1]
2



ile tamimlamigtir (King 2003). Eger King’in yaptigi bu genellemede f,, () = =
aliirsa Bi, 1., operatorii bilinen Bernstein operatoriine doniisecektir. King’in bu
calismada elde ettigi en verimli sonuglardan biri de sudur; B,, (%) ( 1 (m)) = 22
olacak gekildeki { f# (:zc)} dizisi igin Bifﬁ operator dizisi m — oo i¢in ¢ € C'[0, 1]
fonksiyonuna Bernstein operatorlerinin dizisinden daha iyi yaklagir (King 2003). Bu
genellemeye benzer olarak sirasiyla (Duman ve Ozarslan 2007) ve (Duman vd. 2009)
calismalarinda Szdsz operatorleri 22 fonksiyonunu koruyacak sekilde ve Szdsz Kan-
torovich operatorleri de lineer axz + b fonksiyonlarimi koruyacak sekilde genellen-
mistir. King tipi genellemenin bir tiirii de iistel fonksiyonlar1 koruyan tipteki op-
erator genellemeleridir. (Acar 2017) galismasinda Szész operatorleri €?*®, a > 0
fonksiyonlarini koruyacak sekilde genellenmistir. King tipi operator genellemelerin
en garpici orneklerinden biri de kugkusuz belirli sartlar saglayan bir 7 fonksiyonun
Bernstein operatorleri altindaki degerlerinin de 7 fonksiyonu olacagini garanti eden
genellemedir. Bu genelleme bilegke fonksiyonun yardimla olusturulmustur. 7, [0, 1]
araliginda belirli sartlar saglayan bir fonksiyon olmak tizere 7 fonksiyonunu koruyan

Bernstein operator dizisi; B, bilinen Bernstein operator dizisi olmak iizere

BE7 (¢) (z) = By (o1 (1(2)), meN, v € C[0,1], z €[0,1]

m

ile tanmimlanmigtir (Cérdenas-Morales vd. 2011). Bu operatorde 7 (z) = x alinirsa
bilinen Bernstein operatorlerini verecektir. Ayrica Szdsz operatorleri igin de benzer

bir genelleme verilmigtir (Aral vd. 2014).

Bazen ii¢ boyutlu bir cismin sekli hakkinda bilgi edinmek istenebilir. Bir cismin her
acidan goriintiisii bir yiizey denklemi olarak ifade edilebilir. Bu yiizey denklemlerin
birlegerek olusturdugu parcali iki degiskenli fonksiyon o cismin diinyadaki seklini
verecektir. Buna gore bir operatorii de iki degiskenli veya daha fazla degiskenli ola-
rak tanimlamak da kaginilmazdir. Eger diizlemde bir D bolgesi iizerinde tanimli ve
siirekli bir iki degiskenli fonksiyona yaklagacak bir operator tanmimlanmak isteniy-
orsa bu taktirde operatorii de iki degiskenli olarak tamimlamak gerekir. Kings-
ley Bernstein operatorlerinin iki degiskenlisini vermis ve bu operatorlerin yaklagim
ozelliklerini incelemigtir (Kingsley 1951) ve benzer bir ¢alisma da Butzer yapmigtir

(Butzer 1953). Ayrica Volkov, Korovkin teoremini ¢ok boyutlu uzaylar i¢in genelley-
3



erek 6nemli bir ¢caligmada bulunmustur (Volkov 1957).

Yaklagim Teorisi'nde bir ¢ok operator genellemesi ve genellemelerle baglantili ola-
rak bir cok arac vardir. Ancak bu tezde hepsinden bahsidilmeyecektir. Ornegin
Bernstein operatoriiniin ¢ekirdegi degistirilerek bir ¢ok ¢alisma yapilmistir ve bun-
lardan bazilar1 (Gadjiev 2010), (Chen vd. 2017) ve (Cai vd. 2018) kaynaklarinda
yer almaktadir. Yine kuantum kalkiiliis veya post kuantum kalkiiliis yardimiyla
elde edilen operator genellemeleri yapilmigtir; (Phillips 1997), (Ostrovska 2006),
(Aral 2008), (Gupta 2008), (Mursaleen 2015), (Acar 2016). Ayrica bir arag olarak
istatistik yakinsaklik kavram ileri siiriilmiis ve Korovkin ve Weierstrass Yaklagim
Teoremi bu araca gore yorumlanmigtir (Gadjiev ve Orhan 2002). Buna benzer ola-

rak A-istatistiksel yakinsaklik kavrami da tanitilmigtir (Duman vd. 2004).

Buraya kadar olan kisimda Yaklagim Teorisi ile ilgili genel yapilan ¢caligmalar hakkinda
bilgi verilmigtir. Simdi bu tezde galigilan 6zel konuya daha yakin caligmalar hakkinda

bilgi verilecektir:

Rosenblum, Euler’in Gamma fonksiyonu yardimiyla yeni bir Gamma fonksiyonu ve
yeni bir iistel fonksiyon tanimlamigtir. Bu yeni Gamma fonksiyonu k € Ny ve A € C*

olmak tizere
22D (j4A+2)
r(A+1) ’
22010 (j+A+2)
T(A+3) !

k=2j+1, j € Nyise
Iy (k) =
k=23, 7 €Njise

ile verilir (Rosenblum 1994). Ayrica bahsi gegen iistel fonksiyon da A € C* ve z € C

olmak iizere

8

CXPy ('I> = prs F)\ (])

ile tanmimlanmir (Rosenblum 1994). Sucu exp, (z) fonksiyonun yukaridaki agilimi

yardimiyla Szdsz operatorlerinin Dunkl analogunu;

0 1 ;3 k=25+1, jeNyise
k= ’
0 ; k=23, j€Njise

P e C0,00), z€[0,00), meNve >0 olmak iizere
\ _ 1 > (mx)’ (j + 2A9j>
S () (1) = s ; O (1.3)
4




ile tanmimlamigtir (Sucu 2014). Sucu’nun tanimlamig oldugu bu operatorlerle ile il-
gili bir ¢ok ¢alisma yapilmigtir. Szdsz operatorlerinin Dunkl analogunun; kuantum
(Icoz ve Cekim 2015), Stancu-Kantorovich (Igoz ve Ceekim 2016), baz1 test fonksiy-
onlarim koruyan ¢-Kantorovich (Mursaleen vd. 2016), Beta (Cekim vd. 2017),
g-Kantorovich (Srivastava vd. 2017), modifiye Stancu (Milovanovi¢ vd. 2018), Dur-
rmeyer (Wafi ve Rao 2018), Phillips (Nasiruzzaman ve Rao 2018), karma (Desh-
wal vd. 2018), z? fonksiyonunu koruyan kuantum (Mursaleen ve Rahman 2018),
post kuantum (Alotaibi vd. 2018), (p, ¢)-Kantorovich (Nasiruzzaman vd. 2019a),
Gamma (Wafi ve Rao 2019), ¢-Durrmeyer (Rao ve Wafi 2019), ¢-Phillips (Nasiruz-
zaman vd. 2019b), iki degiskenli (Nasiruzzaman, 2021) ve nicel (Cai vd. 2021) tipli

genellemeleri bunlardan bazilaridir.

Ozel polinomlarin iirete¢ fonksiyonundan yararlanarak bir operatér tanimlamak
miimkiindiir. Ilk kez 6zel polinomlar iceren genelleme 1964 yilinda Laguerre poli-
nomlaridan elde edilen bir operatordiir (Cheney ve Sharma 1964). Ayrica, daha
sonra Appell polinomlarim (Jakimovski ve Leviatan 1969), Sheffer tipindeki poli-
nomlar1 (Ismail 1974), Charlier polinomlarini (Varma ve Tagdelen 2012), Brenke tipi
polinomlar1 (Varma vd. 2012), Boas-Buck tipi polinomlar1 igeren operator dizileri
tanimlanmigtir (Sucu vd. 2012). Bu genelleme tiirii ile ilgili baz1 diger ¢aligmalar;
(Tagdelen vd. 2012), (Aktag vd. 2013), (Mursaleen ve Ansari 2015), (Sucu ve Varma
2015), (Kajla ve Agrawal 2015), (Agrawal ve Ispir 2016), (Kajla ve Agrawal 2016),
(Igoz vd. 2016), (Krech 2016), (Atakut ve Biiyiikyazic1 2016a), (Sidharth vd. 2017),
(Mursaleen vd. 2017), (Yazic1 ve Cekim 2017) ve (Aktag vd. 2019) kaynaklarinda

bulunabilir.

Paul Emile Appell 1880 yilinda P, (z) Appell polinomlarmi, Py (z) # 0 seklinde
x’den bagimsiz bir sabit olmak {izere

d
%Pn (x) =nP,_1(z), n=12,..

esitligini saglayan polinomlar olarak tammlamigtir (Appell 1880). Daha sonra Lee

coklu Appell polinomlarini, Py (x) # 0 olmak tizere

d

%PTL:[JLQ (I) = nlpnlfl,ng (LC) + n2Pn1,n271 (.T) y T + ng Z 1

5



ile vermigtir (Lee 2011). Ayrica agagida seri bigimi ile verilen A fonksiyonu

thighe

At t2) = Z Z (ko 1;1!152!

k1=0 ko=0

t2 +t3 < r?, r > 1 diskinde analitik ve A (0,0) = ago # 0 olmak iizere, bu goklu

Appell polinomlarinin iireteg fonksiyonu

t"lt”2
A (ty,ta) exp (z (t, + t3)) Z Z Py ( 2

n!n!
n1=0n2=0 1:7e2

esitligi ile verilir (Lee 2011). Varma bu polinomlarin yardimiyla ¢oklu Appell poli-
nomlarini igeren Szdsz operatorlerini ¢» € C'[0,00), z € [0,00) ve m € N olmak

lizere

Vi () (2) = A(1,1)exp (mx) Z Z n;zrf'nz (%) (1.4)

n1=0n2=0

ile tammlamigtir (Varma 2013). Burada A fonksiyonu yukaridaki operator taniml
ve pozitif olacak sekilde secilmigtir. Bu caligma ile iligkili olan (Neer ve Agrawal
2017), (Chauhan vd. 2018), (Deo ve Dhamija 2018), (Ansari vd. 2019), (Gupta
vd. 2019), (Braha ve Kadak 2020), (Mishra vd. 2020) ve (Gupta vd. 2021) bazn

calismalardir.

Cheikh ve Gaied, P (x) Dunkl Appell polinomlarmm iireteg fonksiyonunu

A* () exp, (1) Z

n=0

3»

l’

n

>/

esitligi ile bulmustur (Cheikh ve Gaied 2007). Burada A* fonksiyonu |t| < 7,7 > 1
diskinde analitik olup A (0,0) = ago # 0 olmak iizere

k=0

e

A (K)

esitligi ile verilmigtir (Cheikh ve Gaied 2007). Dunkl tipi polinomlar: igeren Gamma
Szdsz tipi operatorler (Tagdelen vd. 2019) kaynaginda tanimlanmigtir ve Sucu, Dunkl
Appell polinomlar igeren Szész operatorlerini ¢ € C'[0,00), z € [0,00), A > 0 ve

m € N olmak lizere

H (f) (x) = - 1 — 2_: Py (mz)@/’ (k+2)\9k) (1.5)




seklinde vermistir (Sucu 2020). Burada A* fonksiyonu yukaridaki operator tamml
ve pozitif olacak sekilde se¢ilmigtir. Ayrica (Nasiruzzaman ve Aljohani 2020a, 2020b)
ve (Cekim vd. 2021) kaynaklarinda operator genellemek igin Dunkl tipi polinomlar

kullanilmigtir.

Walczak simirsiz artan diziler yardimiyla iki degiskenli Szdsz operatorlerini yeniden
inga etmigtir (Walczak 2000). Daha sonra aym yazar 2002 yilinda bu ¢aligmadan
yararlanarak Szdsz operatorlerinin bir genellemesini tanimlamigtir (Walczak 2002).
aym > 1 ve b, > 1 olmak tizere lim,, .o (a,,/b,,) = 1 sartim saglayan (a,,/b,,) dizisi
azalmayan olsun. Walczak bahsi gegen yeni operatorii x € [0,00), ¥ € C'[0,00) ve

m € N olmak tlizere

Sambm (1) (2) = exp (—amz) Z (a"fx)w) (i) (1.6)

ile vermistir (Walczak 2002). Ayrica bu konu hakkinda yapilan diger ¢aligmalarin
bazilar1 (Ispir ve Atakut, 2002), (Nowak ve Sikorska-Nowak 2009), (Ispir 2013),
(Gazanfer ve Biiyiikyazic1 2014), (Biiyiikyazic1 vd. 2015), (Agrawal ve Ispir 2016),
(Ispir ve Biiyiikyazici 2016), (Atakut ve Biiyiikyazici 2016b), (Ispir 2017), (Sidharth
vd. 2017) ve (Atakut vd. 2019) kaynaklarinda bulunabilir.

Simdiye kadar bu boéliimde yapilan 6nceki caligmalar ile ilgili bilgiler verilmistir.
Bir sonraki boliimde tezde kullanilacak bilindik matematiksel araglar hakkinda bilgi

verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 On Bilgiler

Bu tezde dizi, seri, yakinsak dizi, yakinsak seri, degisken terimli dizi, noktasal yakin-
saklik, diizgiin yakinsaklik, sinirh dizi, siireklilik ve diizgiin siireklilik gibi baz1 temel
kavramlara yer verilmeyecektir. Istenilirse bu kavramlari bulmak icin Yazicr'nin
tezine (Yazici 2019) veya temel analiz kitaplarma bakilabilir. Ayrica bu boliim
icin daha fazla bilgi edinmek gerekirse (Lorentz 1953), (Apostol 1974), (Ditzian ve
Totik 1987), (Altomore ve Campiti 1994), (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995), (Hardy
vd.1998), (Anastassiou ve Gal 2000), (Oldham vd. 2008) ve (Gupta ve Agarwal
2014) kaynaklarinda belirtilen kitaplara bagvurulabilir.

Teorem 2.1 (Holder Esitsizligi) (Hardy vd. 1998) 1 < p < o0, 1 < ¢ < o0,
% + % = 1 kosullarin1 saglayan p ve ¢ pozitif reel sayilar1 verilsin. Bu durumda her

bir (z,) € £, ve (yn) € ¢, i¢in

1 1
Z |ZnYn| < (Z |$n|p) (Z |yn|q>
n=0 n=0 n=0

seklinde verilen esitsizlik saglanir ve iste bu esitsizlige Holder esitsizligi denir. Holder
esitsizliginin p = ¢ = 2 6zel durumu igin

1

(2 \%\2)2

seklinde edilen esitsizlige Cauchy-Schwartz esitsizligi denir.

ol

TAE (iw)

n=0 n=0

Tanim 2.1 (Cauchy Carpim) (Apostol 1974) ">  a, ve Y > b, serileri ver-

ilsin. Bu iki serinin Cauchy carpimi

)5 £5-

n=0 n=0 k=0

seklinde tanimlanir.



Uyar1 2.1 Yakinsak iki serinin Cauchy carpimi yakinsak olmak zorunda degildir.

> o _1)m .. . Lo
Ornegin, > E/mLH serisi gsarth yakinsak bir seridir ancak

(i m)<z¢—> - ;);\/m—wm%lle

n;) Z\/m—v+4\/v+4

serisinin genel terimi sifir dizisinden farkhidir. Ciinkii

Z\/m—v+4\/v+4

lem| = '

= m+1 1
> _
= sz+4 Smia "2 M

v=0
yazilabilir. O halde Cauchy carpim serisi yakinsak degildir. Sonug olarak yakin-
sak iki serinin Cauchy carpimi yakinsak bir seri olarak elde edilmemistir. Asagida
iki serinin limitlerinin ¢arpimak ile Cauchy carpmak arasinda bir fark olmadigin

katagorize eden teorem verilmistir.

Teorem 2.2 (Mertens Teoremi) (Apostol 1974) A, B € R, Ry > 0 ve Ry > 0
olmak {izere

(i) >°0° b, mutlak yakinsak bir seri, >~ ja, = A ve > .°° b, = B olsun. Bu
taktirde

n=0 k=0
esitligi saglanir.

(ii) |z| < Ry bolgesinde Y >  a,z™ = A ve |z| < R, bolgesinde » °  b,a" = B
serisi de mutlak yakinsak olsun. Bu taktirde |z| < min {R;, R2} bolgesinde

(i an:c”) (i bnx") = i i An_pbrx = A.B
n=0 n=0

n=0 k=0

esitligi saglanir.

Tanim 2.2 (Lineer Uzay) (Soykan 2012b) X bos kiimeden farkh bir kiime ve R

reel sayilar cismi olsun. Eger

4+ X xX—-X o Rx X — X
ve

(z,y) = +(v,y) =z +y (z,y) = -(z,y) =2y



ile verilen kurallar her x,y,2 € X ve ki, ks € R igin

i @ty tz=r+(y+2),

1. Bir 0 € X vardir ki z + 0* = z dir,

iti. =+ (—x) = 0* esitligini saglayan (—xz) € X vardir,
w. cT+y=y+uz,

. ki (x +y) = kix + ky,

vi. (k1 + ko) = k1x + kox,

vii.  (kiko) x = ky (ko)

vit. ler =«

ozellikleri saglaniyorsa bu taktirde X kiimesine R cismi iizerinde lineer uzaydir denir.

Tanim 2.3 (Normlu Uzay) (Soykan 2012b) X kiimesi R cismi iizerinde lineer

uzay olsun ve

Il - X — [0, 00)
fonksiyonu verilsin. Eger her u,v € X ve k € R igin

i ful=0 & wu=0°
i |[kull = [k] [Jul

dti. |lu+vl} < flull + o]

ozellikleri saglaniyorsa ||-|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve X uzayma da
normlu uzay denir. Ayrica elemanlari fonksiyon olan normlu bir uzaya normlu fonk-

siyon uzay1 denir.

2.2 Lineer Pozitif Operatorler ve Dizileri

Tanim 2.4 (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995) X ve Y normlu fonksiyon uzaylar: ol-
sun. Eger X’den alinan bir fonksiyonu Y uzayindaki bir fonksiyina doéniistiiren bir
T kural varsa bu taktirde T’ye X iizerinde tanimh bir operatordiir denir. Ayrica bir
dizinin ismi goriintii kiimesine gore verildiginden dolay: goriintii kiimesi operatorler-
den olusan bir diziye operator dizisi ve benzer sekilde goriintii kiimesi lineer pozitif

operatorlerden olusan bir diziye de lineer pozitif operatorlerin bir dizisi denir.

10



Tanim 2.5 (Lineer Operatér) (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995) X ve Y normlu
fonksiyon uzaylar: olmak iizere

T7:X-=Y

seklindeki 7" operatorii, Vi, p € X ve Vo, 8 € R igin

Ty + By) = aT (¥) + AT ()

egitligini saglaniyorsa bu taktirde 7' operatoriine lineer operator denir. Ayrica T
operatorii pozitif her fonksiyonu pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa T’ye pozitif op-
erator denir. Eger T" hem lineer hem de pozitif ise bu taktirde 7T’ye lineer pozitif

operator denir.

Lemma 2.1 (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995) X ve Y normlu fonksiyon uzaylar: ve
T : X — Y lineer porzitif bir operator olsun. Bu durumda 7" monoton azalmayandir

ve

(N <T(f])

esitsizligi saglanir.

Tanim 2.6 (Merkezi Moment) (Lorentz 1953) (7,,) operator dizisi verilsin bu

operator dizisinin k’nci merkezi momenti

ile tanimlanir.

Teorem 2.3 (Korovkin Teoremi) (Korovkin 1953) (7,,) lineer pozitif operator-

lerin bir dizisi olsun. Buna gore ¢, ¢! ve ¢ ile verilen diziler [a,b] kompakt araligl
tizerinde sifira diizgiin yakinsak degigken terimli diziler olmak {izere eger her = € [a, 0]

icin

esitlikleri saglaniyorsa bu taktirde (7;,) dizisi [a, b] aralig1 iizerinde tanimli ve siirekli

olan her fonksiyona diizgiin yakinsaktur.

11



Tanim 2.7 (Agirhikh Uzaylar) (Gadjiev 1976) 1 reel eksende siirekli ve monoton

artan bir fonksiyon olmak iizere
pla) =1+ (2)

ile verilen reel eksende tanimh p fonksiyonu verilsin. Buna gore her bir f fonksiyonu

icin My ve ky sabitleri f’ye bagh olmak tizere

B,(R)={9:R—=>R[ |g(z) < Mp(x)}
C,(R)={g e B,(R)| g stirekli }
cg(R)z{gec;;(Rﬂ nmﬂzkf}

n—oo P(T)
fonksiyon aileleri goz 6niine alinirsa B, (R) agik bir gekilde vektor uzayidir ve bundan

dolay: iizerinde bir norm tanimlanabilir. Buna goére

B lg (z)] g ()]
loll, = sup ) = S0 e (o)

ile verilen norm ile B, (R) normlu uzaydir. Ayrica C,(R) ve C,(R) uzaylar1 da
B, (R)'nin alt vektor uzaylar: oluklarindan dolay1 yukaridaki belirtilen norm kurali
ile normlu uzaylardir. Iste burada p’ya agirlik fonksiyonu ve B, (R), C, (R), C’:f (R)

uzaylarina da agirlikli uzaylar denir. Ayrica tanim geregi
Cy (R) € C, (R) € B, (R)
oldugu kolaylikla goriilebilir.

Teorem 2.4 (Gadjiev Teoremi) (Gadjiev 1976) v reel eksende siirekli ve monoton

artan bir fonksiyon olmak iizere

p(2) =1+ (2)

ile verilen reel eksende tanimli p agirlik fonksiyonu verilsin. Bu durumda
i. 7, : C, (R) — B, (R) olacak sekilde en az bir (7},) lineer pozitif operator dizisi

bulunabilir 6yle ki bu operator dizisi i¢in
lim ||, (ex) —ek||p:(), k=0,1,2 (2.1)
kosullar1 saglanmasina ragmen 6yle bir g* € C, (R) fonksiyonu bulunabilir ki

lim [T, (9%) = g"[l, > 1
12



esitsizligini saglar.
ii. 7, : C,(R) — B, (R) olacak sekildeki (7},) lineer pozitif operator dizisi (2.1)

kosullarin saghyorsa her g € C% (R) i¢in
lim ||T,, (9) —gll, =0

limiti saglanir.

Teorem 2.5 (Volkov Teoremi) (Volkov 1957) (7},), iki boyutlu pozitif ve siirekli
bir D bolgesi iizerinde tanimh fonksiyonlarin ailesi olan C' (D) tizerinde taniml lineer
pozitif operatorlerin bir dizisi olsun ve sinirhi bir B C D kiimesi verilsin. Buna gore
an (2,9) ,bn (2,9) , ¢ (z,y) ve d, (v, y) ile verilen diziler B kompakt kiimesi tizerinde

sifira diizgiin yakinsak degisken terimli diziler olmak tizere eger her (z,y) € B igin

1+ a, (z,9)

=

( y
T, (s) (z,y) =y + cn (2, )
(

?+5%) (z,y) = 2>+ y* + dy (2, y)

esitlikleri saglaniyorsa bu taktirde (7T},) operator dizisi B kiimesi tizerinde taniml ve

siirekli olan her fonksiyona diizgiin yakinsaktir.

2.3 Lipschitz Ailesinden Fonksiyonlar

Tanim 2.8 (Gupta ve Agarwal 2014) J C R alt araliginda tanimh g fonksiyonu ve

0 < a < 1 olsun. Buna gore her x,u € J i¢in
g (u) =g (2)| < M u—z|”

egitsizligini saglayan bir M > 0 sayist mevcutsa g fonksiyonuna o mertebeli M

katsayili Lipschitz ailesinden fonksiyon denir ve bu aile Lipy, («) ile gosterilir.

Tanimdan anlagilacag iizere eger a > 1 ise g fonksiyonu sabit fonksiyon olmalidir.

Ayrica, Lipschitz ailesinden her bir fonksiyonun diizgiin siirekli oldugu agiktar.
13



2.4 Siireklilik Modiilii ve Peetre- K Fonksiyoneli

Tanmim 2.9 (Ditzian ve Totik 1987) J C R keyfi bir alt aralik, g € Cp (J) ve e > 0

olsun. Buna gore
@(g:6) = s {9~ g+ e )
ile verilen reel sayisina g fonksiyonun klasik siireklilik modiilii denir. Benzer gekilde
wa (g;€) = oi%i{'g (z+2h) =29 (x+h)+g(z)|: v}

reel sayisina da ¢ fonksiyonun ikinci siireklilik modiilii denir.

Lemma 2.2 (Gupta ve Agarwal 2014) J C R keyfi bir alt aralik, g € Cg(J) ve
€ > 0 olsun. Buna gore g fonksiyonun klasik siireklilik modiilii

i. w(g;e) >0,

il. 0 <ep <egisew(g;e1) <wl(g;er),

iii. El_i)r(r)lew (9;6) =0 <« g diizgiin siireklidir,

iv. Vz,u € J i¢in, |g (u) — g ()| < (Ius;w\ + 1) w(g;e),

ozelliklerini saglar.

Tanim 2.10 (Ditzian ve Totik 1987) Herhangi bir ¢ > 0 ve g € Cp [0, 00) fonksiy-

onu verilsin. Bu durumda ¢ fonksiyonun Peetre- K fonksiyoneli

K(g:e)=,_int {llg=hlcyom +Ihlogomn )

heC%[0,00

reel sayisi ile tanimlanir.

Teorem 2.6 (Butzer ve Hubert 1967) Herhangi bir e > 0 ve g € Cjp [0, 00) fonksiy-
onu verilsin. Buna gore Peetre- K fonksiyoneli ve ikinci siireklilik modiilii arasinda

M > 0 olmak iizere

K (9¢) < M {un (9: V&) + min (1,9) ey |

bagintisi saglanir.
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2.5 Genellestirilmis Ustel Fonksiyon

Bu kesimde 6ncelikle Gamma fonksiyonu hatirlanacak daha sonra Gamma fonksiy-
onun bir genellemesi yardimiyla genellestirilmisg tistel fonksiyon iizerinde durulacak-
tir.

Euler’in ikinci tiir integrali olarak bilinen Gamma fonksiyonu faktoriyel kavramina

yeni bir bakis acis1 kazandirmigtir. Eger

/ e’Atd:z::l, A >0,
0 A

integralinde her iki tarafin N kez A ya gore tiirevi alinirsa

N —As N!
(—1)N/0 e e = (1)

elde edilir ve burada A = 1 alinarak gerekli sadelegtirmeler yapilirsa

N!:/ aNe tdt
0

elde edilir. Bu yaklagimla Gamma fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmigtir.
Tanim 2.11 (Oldham vd. 2008) N > 0, N € R olmak iizere I" (0) = 1 ve
['(N)=(N-1)!= /Oo tNte tdt (2.2)
0
kurali ile Gamma fonksiyonu tanimlanir.

Gamma fonksiyonu Gauss limit tanimi veya Weierstrass sonsuz carpim tanimi ile
farkli gekillerde de verilebilir. Ayrica Gamma fonksiyonun tanimlandigi kiime de
genigletilebilir ancak bu tezde yukaridaki tamim kullanilacaktir. Gamma fonksiy-

onunu Rosenblum Nj kiimesi i¢in asagidaki gibi genellemistir.

Tanim 2.12 (Rosenblum 1994) k& € Ny ve A € C* olmak tizere

Pr(eag)
r(\+3) ’
220 (j+A+3)
r(A+1) ’

15
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kurali ile Gamma-Lambda fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyonun baz ilk degerleri
Ch0) = 1L, Th(1) =20 +1, T(2) =22 A+1), T (3) =22 A+3)(2 A+ 1),
Ly(4) =222 A+ 3)(2A+1) ve T'y (5) = 23 (2A +5) (2A + 3) (2A + 1) seklindedir.

Onerme 2.1 (Rosenblum 1994) Gamma-Lambda fonksiyonu
i. \ =0 icin T (k) = k!,

1+(_1)k71
2

ii. Her bir £ € Ny icin 6, = olmak iizere

Ty (k) = (k +200,) Ty (k — 1) (2.4)

esitliklerini saglar.
Ispat. i. secenek tanmimdan aciktir.
ii.
2L+ 14+20)T\(20) ; k=214+1, 1 € Ny ise
20T (21— 1) ; k=2l 1 eNyise

Ly (k) =

oldugu gosterilirse istenilen gosterilmis olur.

Simdi £ = 20 + 1 seklinde tek dogal say1 olsun. Buna gore

22D (1+ X+ 3)
r(A+1)
2HHIT (I+ 1+ X+ 1)
I'(A+1)
22T (I4+ A+ 3)
I'(A+1)
= (2041420 Ty (20)

Ty (20 41)

— (24+1+2))

elde edilir. Bu durumda
Ca(20+1) =21+ 1+ 20Ty (20) (2.5)

saglanir. Ayrica (2.5) esitliginden yararlanarak k& = 21 + 2 ¢ift dogal sayisi igin

222 (1 + DID(I+ 14+ A+ 3)

Ty (20+2) = FOrD)

220 (1+ A+ 3)
I'(A+1)
= (20+2) (20 +1+2\) Ty (20)

= (20+2)(20+1+2))

= (201+2)Ty(2141)
16



elde edilir. Yukaridaki esitlikte [ — [ — 1 alinirsa

Ty (20) = 21T, (20 — 1) (2.6)

elde edilir. (2.5) ve (2.6) birlikte diigiiniildiigiinde istenilen gosterilmis olur. m

Tanim 2.13 (Rosenblum 1994) A € C*, 2 € C ve I'y Gamma-Lambda fonksiyonu

olmak iizere A genellestirilmis tistel fonksiyon

exp, () == Y N (2.7)
ile tanimlanir.

2.6 Dunkl Tiirev Operatorii

Tanim 2.14 (Dunkl 1989, Rosenblum 1994) ¢, C kompleks sayilar diizleminde

tanimh bir tam fonksiyon ve A € C* olmak {iizere ¢’nin D, Dunkl tiirev operatorii

Dré (w) = & (w) + A2 _f W) yec (2.8)

ile tanimlanir. Ayrica buradaki D) ’nin lineer bir operatér oldugu aciktir.

Onerme 2.2 (Rosenblum 1994) D, Dunkl tiirev operatorii ve ¢ ile ¢ fonksiyonlar:
da C kompleks sayilar diizleminde tanimli tam fonksiyonlar olmak tizere

i. Eger A = 0 ise D, Dunkl tiirev operatorii standart tiirev operatoriine doniisiir,

ii. Eger ¢ fonksiyonu ¢ift fonksiyon ise bu fonksiyonun Dunkl tiirevini almak stan-
dart tiirevini almakla egdegerdir,

iii. D, (w") = ngT“_”l)wn*l, weC,neN,

iv. D, (exp, (aw)) = aexp, (aw), a € C,

v. D3 (¢ (w) = 9" (w) + 29 (w) — A,

vi. Dy (¢ (w) ¢ (w)) = (w) Dx (¢ (w))+¢ (=w) Dx (¢ (w))+¢" (w) [0 (w) — ¢ (—w)]
ozellikleri saglanir.

Ispat. i. ve ii. 6zelliklerin saglandig1 aciktir.
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ili. Dunkl tiirevin tanimi kullamlirsa

Dy (w"™) = nw™ !+ )\—w — ()

w
= nw" 4+ " (1 - (=1)")

= (n+2X0,)w"?

I (n) w1
F)\ (n — 1)

elde edilir.

iv. Bir 6nceki elde edilen ozellik (iii. ©zellik) ve exp, (aw) serisinin diizgiin yakin-

sakligi kullanilarak

D (exp, (aw)) = Z T(lf)

elde edilir.

v. (2.8) ile verilen tanim dikkate alinarak ¢ fonksiyonuna iki kez Dunkl tiirev oper-

atorii uygulanirsa

D2 (4 (w)) = Dy (w (w) + A

d (. ¥ (w) = ¢ (-w)
W (w) + AL (W (—w) + )\w(—w)—w(w)>
+>\ w o —w
— () + A (¥ (w) + ¢/ (—w);z— (W (W) =y (zw)) ¥ (w) —ww’ (—w)
_ 'QZ)” (w) + %@Z)/ (w) _ )\lb (w) ;;ﬁ (_w)

elde edilir.
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vi. (2.8) ile verilen tamim dikkate aliirsa

1) D i () + ¢ (—0) D (6 (w)) + ¥/ (1) [ (w0
= ¥ (w) (Spf(wHAsO(w) —ww(—w)>+¢(_w) ¢,(w)+w(w)—¢(_w))

elde edilir. =
2.7 Appell Polinomlar:

Bu kesimde bazi Appell polinom aileleri ve bu polinom ailelerinin bazi 6zellikleri

verilecektir.
2.7.1 Klasik Appell Polinomlar:

Paul Emile Appell, 1880 yilinda klasik Appell polinomlarmi, P, (x) # 0 seklinde

x’den bagimsiz bir sabit olmak iizere

d

de (x) =nP,1(z), n=12,..

esitligini saglayan polinomlar olarak tammlamigtir (Appell 1880).

Teorem 2.7 (Lee 2011) {P, (z)} -, klasik Appell polinomlarimmn bir dizisi olsun.
Bu durumda asagidaki ifadelerin hepsi birbirine denktir.

i) {P. (m)}oof klasik Appell polinomlarinin bir dizisidir.
(i) A(¢ Zan & ve A(0) = ap # 0 seklinde verilen A, D = {t: [t| <r,r > 1}
diskinde anahtlk olmak tizere Appell fonksiyonlarimin dogurucu fonksiyonu

o0 tn

A(t)exp (at) = Y Py (x) —

n!

(2.9)

n=0

seklindedir.



(iii) ap # 0 olmak iizere
P =3 () Jane o 2.10)
k=0

esitligini saglayan z’den bagimsiz {a,} -, dizisi mevcuttur.

(iv) ag # 0 olmak iizere

. - Q. dk n
k=0
esitligini saglayan {a,} -, dizisi mevcuttur.

(v) {P, (z)},~, polinom dizisi
P,(z+y) = (n>Pn_k (z) ¥*, n=0,1,2,..

esitligini saglar.
Ispat. (i) = (i) : {P, (2)}>°, klasik Appell polinomlarimin bir dizisi olsun. Bu

polinomlarin dogurucu fonksiyonu
o0 tn
A(x,t)exp (zt) = EO P, (z) ] (2.11)

formatindadir. Burada A fonksiyonun z’den bagimsiz oldugu gosterilirse istenilen
gosterilmig olur. (2.11) esitliginde her iki tarafin x’e gore tiirevi ahmirsa %Pn (x) =

nP,_1(x), n=1,2,... saglanacagindan n < 0 igin P, (z) = 0 olmak iizere
94 (z,t) +tA (2, t)| exp(zt) = > Pl(x)—
Ox ’ ’ "
o0 tn
= Z nPn,1 (SL’) ﬁ
n=1

[e.o] tn
=ty P, (v) ]
n=0
= tA(z,t)exp (xt)

elde edilir. Bu esitlik ancak 8%/1 (z,t) = 0 olmasi ile miimkiindiir. Dolayisiyla

Az, t)=A(t) = Z an & seklindedir.
n=0
(17) = (4i1) : dogurucu fonksiyonunda seri agilimlarindan ve Cauchy ¢arpimidan
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faydalanarak

- i n Uk ! x—kt"
e "n— k) k!
N n=0 Lk=0 k " :

sonucuna varilir.

(173) = (3) : (2.10) egitliginde her iki tarafin z’e gore tiirevi alimirsa

d . n k—1
%Pn(m) = Zk(k>ankx

k=1
= ni =N a, w7t
k—1)" "
k=1
n—1 n 1
_ - k
= TLZ( L )an_l_k.’ﬂ
k=0
= nP, 1 (7)

elde edilir ki bu da P, (x)’in Appell polinomu oldugunu gosterir. Boylece ilk iig
onciiliin birbirine denk oldugu gosterilmis oldu.
(1ii) < (iv) : ay # 0 olmak iizere

Giar=Y (k) o (k)

k=0
esitlignden yararlanilirsa

" a d* "L ag n K
— no— iy | n
< k! dﬂ)m ( k'k(k>x )
k=0 k=0



seklinde istenilen gosterilmis olur.

(17) < (v) : Seri agilimlar1 ve Cauchy ¢arpimini kullamilarak

iOPn(x+y)g = At)exp((z+y)?)
- (o) (£5)
) i;]) Ol
_ f%l:o " () g

elde edilir. Yukaridaki bu esitlik incelendiginde

P (z+y) = Xn: (Z) Py (2)y*

k=0

sonucu elde edilir. =

Uyar 2.2 Klasik Appell polinomlarimin (2.9) ile verilen dogurucu fonksiyonunda:

e A(t) =1 alnwrsa P, (x), 2™ polinomlarimi,

o A(t) = exp(ht") almrsa P, (z) ile gosterilen Appell polinomlari, Gould-
Hopper polinomlarimi (Gould ve Hopper 1962),

e A(t)= exp?tt) — almirsa P, (z) , Genocchi polinomlarmi (Kim 2007),

o A(t)= m alimirsa P, (x), Euler polinomlarini (Oldham vd. 2008),

o A(t) = —L— almirsa P, (z), Bernoulli polinomlarimi (Oldham vd. 2008),

exp(t)—1

o A(t) =exp(—t*/2) almirsa P, (z), Hermite polinomlarim (Oldham vd. 2008)

verecektir.

Uyar: 2.3 Klasik Appell polinomlarinin (2.9) ile verilen dogurucu fonksiyonunda
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seri acilimi yapilir ve daha sonra t*/k! katsayisinin Py, (x) olacag diisiiniiliirse

=

T

~

T

.

x z+ A" (0)

e

z? +3A" (0)z + A" (0)

T

~

(z) )

(z) A(0) )
(z) A(0) (
() = A(0)2*+3A4(0
(z) A(0) (
(z) A(0) (

)
)
)2 + 6A" (0) 22 + 4A" (0) z + AW (0)
)

o0

T 2t +10A" (0) 2% 4+ 104" (0) 22 + 5AW (0) = + A® (0)

yazilabilir. Ayrica kuvvet serisi aciimindan A®) (0) = a;, oldugu kolaylikla goriilebilir.

2.7.2 Dunkl-Appell Polinomlar:

D, Dunkl tiirev operatorii olmak tizere {Pﬁ\ (a:)}zozo seklindeki bir polinom sistemi

esitligini sagliyorsa bu taktirde P (x) polinomlarma Dunkl-Appell denir (Cheikh
ve Gaied 2007). Dikkat edilecegi iizere bu polinomlar A = 0 igin klasik Appell

polinomlarini verir.

Teorem 2.8 (Cheikh ve Gaied 2007) { P} (1')}:;0 Dunkl-Appell polinomlarinin bir
dizisi olsun. Buna gore asagidaki ifadelerin hepsi birbirine denktir.
(i) {P; (m)}zozo Dunkl-Appell polinomlariin bir dizisidir.

(ii) P (x) Appell polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

()
(n)

dir ve burada A* fonksiyonu D = {t : |[t| < r,7 > 1} diskinde analitik olup

2 (1) expy (at) = 3

n=

=9

" (2.13)

o
—
>

AN = B _ph 2.14
0=27® (214
seklindedir.
(iii) ag # 0 olmak iizere
A —~ (n k
P (z) = (k‘) Ap-r °, N >0 (2.15)
k=0 A



esitligini saglayan z’den bagimsiz {a,} -, dizisi mevcuttur. Burada

(Z)A T T, (k)rlifa — k)

ile verilmektedir ve bu notasyona Dunkl binom sabiti denir.

Ispat. (i) = (ii) : {P} (x)}zozo Dunkl-Appell polinomlarinmm bir dizisi olsun. Bu
polinomlarin dogurucu fonksiyonu

o0

P)\
A* (2, t) exp,, (wt) Z F" (z) (2.16)
A n

n=0

formatindadir. Burada A* fonksiyonun z’den bagimsiz oldugu gosterilirse istenilen
gosterilmig olur. (2.16) esitliginde her iki tarafin x’e gore Dunkl tiirevi alinirsa (2.12)

esitligini goz 6niinde bulundurarak n < 0 i¢in P () = 0 olmak {izere

Cyx(n) Py(z), OOP;L\xn
S B SR

= tA*(t) exp, (2t)

= Dy, [A* (z,t) exp, (at)]

= 1A (z,t) exp, (at) + Dy, (A (z,1)) exp, (—at)
+8%: (AA (z,1)) lexp, (zt) — expy (—xt)]

= [tAM () + a% (A* (2,1)) | exp, (xt)

AN (z,t) — AN (=, t)

Xz

+A exp, (—zt)

elde edilir. Bu esitlik

% (A (z,1)) =0 ve A (z,t) — AN (—a,t) =0

olmasi sartiyla saglanabilir ve bu durum A*'nin 2’den bagimsiz olmasiyla miimkiindiir.

Yani A* (x,t) = A* (t) seklinde olup istenen saglanir.

(1) = (1ii) : dogurucu fonksiyonunda seri agilimlari ve Cauchy g¢arpimim kul-
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lanilarak

YR g = A Wem )
- (i B () t”) (i e )
B nf; kzi; Ty ?Z_'“ k) rffkﬁ"
B iZ(Z) rjm

esitligi saplanir ve bu esitlikten (2.15) elde edilir.

(i73) = (4) : (2.15) esitliginde her iki tarafin z’e gore Dunkl tiirevi alinirsa

DR @] = 3 () s a0

R Ly (n) L'y (k) .
- ; Ty (n — k) DA (k) Ty (k — 1)“""“xk

_ [y (n) zn: Ly(n—1) k-1
I

Ta(n—1) = Ta(n — k) s (k — 1)t
_ D) = Die-n
BN P P AR
_ () — (n—1 . i
= I‘A(n—:[);( k ))\ n—1—k
L' (n) A

e

elde edilir ki bu da P2 (z) polinomlarmim Dunkl-Appell polinomlar1 oldugunu gos-

terir ve dolayisiyla ii¢ dnciiliin birbirine denk oldugu gosterilmis oldu. m

2.7.3 Katlh Appell Polinomlar:

Eger { Py, n, (2)}, ,,—o ile verilen polinom sistemi Py () # 0 ve
d
%Pmm () =11 P15 () + 2Py np—1 (), np4+ng>1 (2.17)

esitligini sagliyorsa bu taktirde P, ,,, (x) ile gosterilen ve derecesi ny + ny olan poli-

nomlara katli Appell polinomlar1 denir (Lee 2011).
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Teorem 2.9 (Lee 2011) { Py, », (2)}° katli Appell polinomlarinin bir dizisi ol-

ni,n2=0

sun. Buna gore agagidaki ifadelerin hepsi birbirine denktir.

(1) {Poyny ()} katli Appell polinomlarinin bir dizisidir.

ni,n2=0

(ii) P, n, (z) kathh Appell polinomlarmin dogurucu fonksiyonu

t"lt"2
A(ty, ts) exp (z (t, +t2)) ZZPWQ L2 (2.18)

7’L1!TL2!

n1=0n2=0

dir ve burada A fonksiyonu A (0,0) = ago # 0 olmak iizere

thaghe
Al(ty,tp) = Z Z Qky ko W

k1=0 k2=0

seklindedir.

(iii) apo # 0 olmak {izere

P =33 ( ) ( )am—kl,nz-zw B >0 (219)

k1=0 ko=0

esitligini saglayan z’den bagimsiz {an, n,}o- dizisi mevcuttur.

ni,n2=0

(iv) appo # 0 ve ny,ny > 0 olmak iizere

(7?,1 + No — ]{?1 — ]CQ)' dk1+k2 ni+n
n1 ng Z Z akl ko 7 1. 1. T 2
’ (n1 + ng)! "2 dxkthe

k1=0 ko=0

esitligini saglayan z’den bagimsiz {an, n, }n1 np—o dizisi meveuttur.

(V) {Pains ()}, ,—0 POlinom dizisi

o= 3555 () ()P

k1=0 ko=0
esitligini saglar.
Ispat. (i) = (ii) : {Pu,.n, (2 )}, n,—o Kath Appell polinomlarmim bir dizisi olsun.

Bu polinomlarin dogurucu fonksiyonu

t”lt"Q
A (JT,tl, tg) exp( tl + tg Z Z Pn1,n2 nl |nz I (220)
n1=0n2=0 1efe2e

formatindadir. Burada A fonksiyonun x’den bagimsiz oldugu gosterilirse istenilen

gosterilmig olur. (2.20) esitliginde her iki tarafin z’e gore tiirevi alimirsa (2.17) esitligi
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saglanacagindan ny < 0 veya ng < 0 igin P, ,,, (x) = 0 olmak {izere

ox
[e'e] [e%e] t?ltg2
= Z Z [nlpmfl,m (33‘) + n2Pn17n2*1 (l‘)]

nl!ng!

Pmmwmmwmﬂmwwm

n1=0n2=0

[e'¢] o) tn1t7212 t?lt;w
= Z Z n1Pn171,'n2 ( ) n1|n2 Z Z nQPnl,ng 1 ) nl!ngl

n1=1n2=0 n1=0n2=1

B o o t7111t3«2
= (ti+t) > > Pum(2) P

n1=0n2=0

= (tl + t2) A (xytlatQ) exXp ($ (tl + t2))

esitligi elde edilir ve bu esgitlikten %A (x,t1,t2) = 0 oldugu sonucuna varilir. Buna

gore A fonksiyonun x’den bagimsiz olup A (z,t1,t2) = A (t1,t2) seklindedir.

(73) = (4i7) : dogurucu fonksiyonunda seri agilimlar: ve Cauchy ¢arpimi kullamlarak

t1ts?

[es) fe's)
1 %2
Z Z Pn17n2 (37) n1!n2!

n1=0n2=0

= A(ty,ta)exp (x (t1 +t2))

_ (i ia t?lt2 ) (i tkl k1) <§: ﬁxkz)
B ) — k!

n1=0mn2=0 2 0
[e’e) 00 n oe] k (o8] k
z(:llt tl k t22 k
- (Z D a7 Z > o
n1=0n2=0 2 ko=0 2

m +k1 112 +k2 .I'kl +ko

oo oo o0
1 2
= a
D IPIP I T AT

n1=0mn2=0 k1=0 ko=0

0o 00 tn2+k2 tn1+k1
k 1 k1

S 3031 D 3) 3

’I’LlZOk]_ZO na= 0]{)2 0

S5 50 10 59 pISSRSIEIL Gl L Sk
o n1—ki,na2— 2
n1=0 k1 =0 \n2=0 k=0 (n2 — k2)lks! (n1 — k1)lky!
a k k2 ki na—he nllng!

n1=0n2=0 \k1=0k2=0

Tlllkl!

esitligi elde edilir ve bu esitlikten (2.19) elde edilir.
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(17) = (i4i) : (2.19) esitliginde her iki tarafin z’e gore tiirevi alinirsa

0
%Prﬂ,nz (-T> = Z Z (nl) ( ) kl + k2) (s — ks gy xk1+k271

k1=0 ko=0

AR n 1\ /n
1= 2 k1+ko—1
- Z Z 1 Qny—k1,na—koT e
ki—1) \ ks
k1=1 ko=0
= 2 n1 No — ]_
k1+ka—1
+ E E U Ay —k — kol 1
kl ]{72 . 1 ni 1,12 2

ni—1 no n n
E E 1= 2 k1+ko
= m Qpy—1—ky,no—koL
kl kQ 1 1,12 2
ny ng—1 n 1
2 k1+k
+ng E E (k ) ( )kal,ngll@x e
1

=0 k2=0
= nlpnl—l,nz ( ) + n2Pn1,TL2—1 (SL’)

elde edilir ki bu da P,, ,,, (z) polinomlarinin katli Appell polinomlar: oldugunu gos-

terir. Boylece ii¢ onciiliin birbirine denk oldugu goésterilmis olur.

(4ii) < (iv) : agy # 0 olmak tizere

esitlignden yararlanarak

n2 ~
_ Z Z (1) (o) stk (1 4 ko)1 (72)ay, g, | amrtoa—iab
ni
= Z Z (Zi) (kz)akl k‘2:| nl*klxn2*k2
77/: _
=3 3 [ )i 5

elde edilir.
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(17) < (v) :dogurucu fonksiyonunda seri agilimlar: ve Cauchy ¢arpimi kullanilarak

B p 11ty
- Z Z ni,ng JH—Z/ nl'n2

n1=0n2=0

= A(ty,ta)exp (z(t; +t2) +y (t1 + t2))
= A(t,ty) exp (z (t1 +t2)) (exp (y (t, + 12)))

_ (S e (v y’“t N y’”t
o Z Z ’I’Ll,TLQ( n1|n2

n1=0n2=0 k1=0 ko=0

E S mTE s
nn2 n1!n2! /{51‘ kQ'

n1=0n2=0 k1=0 k1=0

- S S () () L]

n1=0n2=0 [k1=0k1=0

elde edilir. Yukaridaki esitlikte ilk iki toplamun igerisindeki ¢7*¢5*/n;!ny! ifadesinin

katsayilar1 karsilagtirildiginda istenilen elde edilir. m
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3. DUNKL-APPELL POLINOMLARI VE SONSUZ ARTAN DiZiLER
YARDIMIYLA ELDE EDIiLEN OPERATORLER

Bu boliimde bu tezden iiretilen (Yazici vd. 2022) kaynagindaki elde edilen veriler

iizerinde durulacaktir.

3.1 L, , Operatorlerinin Ingas1

Tanim 3.1 (Yazici vd. 2022) PjA (x), Dunkl-Appell polinomlarini géstersin ve (a,,)
ile (by,)

. all . am

lim — =0ve lim — =1 (3.1)

— —
moom moom

sartlarin saglayan pozitif terimli artan ve sinirsiz reel sayi dizileri olsun. Ayrica,

(2.14) esitligi ile verilen A* fonksiyonu, A* (1) # 0 ile T = 0 sartm saglayan

|t| < r, r > 1 bolgesinde analitik fonksiyon, f € C'[0,00) ve |u| < 1/2 olmak iizere

A 3 .
Ly 4, operatorleri

1 >, P} (a,7) |+ 270,
B U50) = 5 >y (R

> () N
(1) expy (amz) 2= T, (j) b ) r=tme

Jj=0

(3.2)

seklinde tanimlanir.

Uyar1 3.1 Dikkat edilecegi tizere L;\m’bm operatorleri lineer ve pozitiftir ve ayrica
(3.2) ile verilen esitlikte a,, = by, = m olarak almrsa L) , operatorleri (1.5) esitligi

verilen Sucu tarafindan tanimlanan operatorleri verir.

Uyar 3.2 Eger (c,,) dizisi

. . Cnp
lim ¢,, = oo ve lim — =0
m— o0 m—oo 1M,

sartlarin saglayan pozitif terimli bir dizi ise Lém p,, operatoriinde a,, = b, = >

Cm

olarak alimirsa

m

lim -+ = lim ¢ =0 ve lim %= = lim

m—00 bm, mM—00 m—00 bm, M—00 cm

30
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yazilabileceginden (3.1) sartlar1 saglanacag: i¢cin Dunkl Appell polinomlarimi igeren

Szdsz operatorlerinin Chlodowsky tipi

co PN Mg .
1 J \em +2M0;

e A* (1) expy, (%55) = )
seklinde tanimlanabilir ve Lém p,,, icin elde edilen tiim yaklagim 6zellikleri Chlodowsky

tipli bu genelleme icin de saglanir.

Lemma 3.1 (Yazic1 vd. 2022) (a,,) pozitif terimli artan ve simirsiz reel say1 dizisi
ve x > 0 olsun. Bu durumda (2.14) esitligi ile verilen A* fonksiyonu

i g~ Diama) A* (1) exp, (am)
) o NGO P \dm
0 pA

7> 2D A (1) + (4%) (1)] expy (ama)
=

+A [AA (1) — A (—1)] exp, (—a,x)
i, 3 (—1) Felema) [ammA’\ (—1) + (A4 (-1)} expy (—ama)

s ING)
+A [A’\ (1) — A (—1)] exp, (@)
w3 Fialama) _ [afnﬁfﬁ (1) + 2amz (AY) (1) + (AA)”(l)} expy, (am)

'x()
A [2 (4% (1) — [4* (1) — 4> (—1)}} expy (—am)
ozelliklerini saglar.

Ispat. i. (2.13) esitliginde t — 1 ve 2 — a,,« alimarak istenen elde edilir.
ii. (2.8) esitligi ile verilen D) oparatorii (2.13) esitliginin her iki tarafina ¢ degiskenine

gore uygulanirsa

&, P, ()
+1 n
nZ::O f'A(n) t

= Dyi [A () exp, (at)]

= zA* (1) expy (1) 4 exp,, (—at) Dy, (A (t))

+ (4 (1) fexpy (at) — expy (—at)]

— 2 () expy (3t) + (A)' (1) [expy (2t) — expy (—at)]
+exp, (—at) [(AA)’ (t) + Aw}

= [xA)‘ (t) + (A (t)] exp, (zt) + /\w exp, (—xt)

(3.3)

elde edilir. Yukaridaki (3.3) esitliginde ¢ — 1 ve © — a,,z alinarak istenen elde

edilir.
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iii. (3.3) esitliginde ¢ — —1 ve x — a,,x alinarak istenen elde edilir.
iv. (2.8) esitligi ile verilen D, oparatorii (2.13) esitliginin her iki tarafina ¢ degigke-
nine gore iki kez uygulanirsa

Oo Pj)\+2 (z) n
2T

= D2, [A*(t) expy (at)]
o [ AN () expy () + exp, (—t) Dy g (A (1)) ]
1 (A (t) [expy () — expy (—at)
) [xw () expy (at) + 7 expy (—at) Dy [A* (1)] ]
+a (AN (t) [expy (wt) — expy (—at)]
—zexp, (— )DM(AA( ) + D3, (A (1)) exp, (:ct)]
+ [Dyy (A )] [exp, (—xt) — exp, (2t)]
© (A (t) [expy (at) + expy (=at)]
+ | +Das [(4Y) (1)) lexps (~at) — exps (at)]
12 (A" (£) [expy () — expy (—at)]

elde edilir. Daha sonra Onerme 2.2’deki Dunkl tiirev 6zelliklerinden faydalanarak

yukaridaki egitlik devam ettirilirse

PAy (@),
> NOK

n=0

= [0+ 20 () () + D, (4 (1) expy (o)
2(4Y)" (1) = [Das (42 )]
+ /
~Dy [(4) )]
_ [mrorm@y o @y
FE () (1) - AR

2 (4" (1) — [ (&) (1) + A2 | |
+ B [(AA)" (t) + )\(AA) (t)f(AA) (t):| [eXp)\ (x ) — exp, (—a: )]

] [expy, (1) — exp, (—xt)]

] exp, (t)

t

) [ 22 A (1) + 20 (AN (1) + (40 ()

t
% (AA)l(t) _ )\AA(t)itf)\(it) :| €XPy ([E )

2 [ (4 () - [ () — 2 (=] lexpy (o) — expy (—at)
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sonucuna varilir. Son olarak yukaridaki bu esitlikte t — 1 ve © — a,,x alinarak

S Pj)\+2 (amz)
;) Iy (n)
| @ PANL) + 20 (AN (1) + (AN (1)
— / exp, (@)
P2 () (1)~ A[4Y (1) - A (1)
A2 (1) - [ (1) = 4 (]| fexp (@) — exp, (~an2)]
_ [afnﬁA’\ (1) + 2ama (A) (1) + (4*)" (1)] expy (am)

T\ [2 (A% (1) = [A* (1) — 4> (—1)]] expy (—am)
seklinde istenilen elde edilir. m

Lemma 3.2 (Yazici vd. 2022) &) (2) := % olmak tizere L) , operatorleri

. L()l\m,bm (17‘T) = ]-a
2/ A1) AN D] (2
ii. L), (o) =tz + ﬁ(A )(1)+A[AAgl()l)A (Dl
i, L, (%) = (a_m)sz 4 2040 WA P2 (18 @)
. am,bm Y - [ b%q A>‘(1)
L () @+ O 422 [ W) )] [(4)) 0 +(4Y) (D)) @)
B ERGY

esitliklerini saglar.
Ispat. i. Lemma 3.1’den durum aciktir.

ii. (2.4)’deki bagintidan ve Lemma 3.1’den yararlanarak

Ly o, (z) = : i )20,
ambm \"? A* (1) expy, (apx) = Iy () b
1 . Pj/\ (am)

A (1) by expy (amz) = Tx (j — 1)

J

B 1 - Pj+1 (amx)
— AM(1) by, expy, (@) ZO L (j)

[amxA’\ (1) + (A)‘)I (1)] exp, ()
+A [A* (1) — A* (—=1)] expy, (—am®)
AN (1) by, expy, (@)
an 1 (A) QA1) - A (D] ()
b, b AN (1)

elde edilir.
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iii. Kolaylikla goriilebilir ki j = 0,1,2, ... igin 0,41 = 0; + (—1)j dir. Bu esitlik ve
(2.4) bagmtis1 kullanilarak

1 2. P} (am o200\ 2
B (i) - }on) (200

A Dexp (an) 22 Ta() \ b
1 > P (am) j 4200,
A* (1) exp,, (apmx) o Ch(j—1) b2

_ 1 i Pj)\+1 (am$)] + 1420044
A* (1) expy, (amx) I () b,

L &P ) H 12 (04 (1)
A (1) exp, (am,x) jZO 'y (j) b2

m

=0

1 . Pj)\+1 (am)
A5 (1) expy (ar) 2= 1))
1
A (1) expy (amz) b7,

o Pl (an7) O Pﬁi—l - 1 (@)
~ {ZT(')+Z— 12 (- —ﬁ}

J=0 Jj=0 =0

2 e T

m m

JH200, 1 2) (—1)1

elde edilir. Daha sonra yukaridaki esitlikte Lemma 3.1’deki serilerin esiti yazilir ve
gerekli islemler yapilirsa

1
AX (1) expy (ame) b7,

( (02,2247 (1) + 20,0 (A) (1) + (4)" ()] expy (@)
4 {2 (4% (1) — [4* (1) — A (—1)]] expy (—ama)
+ [amxA’\ (1) + (4% (1)} expy (ama)
A [AN (1) — AN (—1)] exp, (—apz)
12 [amxA)‘ (—1) + (A (- )] expy (—am)
+2X% [A* (1) — A (—1)] expy (am)
a2, L 2 (AN (1) + AN (1) + 204N (=1) &), (2)

_m

L;\m,bm (tz; x) =

)

- ort T A (1)
1 (AN (1) + (AN (1) + 222 [AN (1) — A (—1)]
b?n AX (1)
b (@) 2(AN (1) +2(4Y (-1
bz, AX (1)

elde edilir ki istenilen gosterilmis olur. m
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Uyar: 3.3 m — oo oldugunda &) (z) = 2R, o (Milovanovié vd. 2018)

expy (amx)
olduguna dikkat edilmelidir. Ayrica
(lm:l: ( 1 am:v)k
| & ‘ exp, (—am,r)
ex amx am:v) (amaz
p)\ k o Da(k ‘Zk o Ialk)
oldugundan ‘f | < 1 yazilabilir.

Lemma 3.3 (Yazici vd. 2022) L) , operatorlerinin bazi merkezi moment deger-

leri
1 Mg‘%o (x) =1,
. e AMD)+p|AN(1)—AN(=1) |&h (z)
1. M%,l (x) = (m — 1) x4+ i [ 0 ] ,
2
i, MM, () = <ﬁ —1) 22
1 2lam=bm] (A%)' ()+[am—2pbmel ()| AX (1)+2plam+bm] AN (= 1)éh (2)
e A1) x
L (AA)"(1)+(AA)’(1)+2,B[AA(l)-A*(—l)]+2u[(AA)’(1)+(AA)’(—1)]54:1(96)
T AND) )
seklindedir

ispat. i. Lemma 3.2 kullanilarak
M#},o ( ) Lém b ((t - $)05$) = Lﬁm,bm (1§ x) =1

elde edilir.

ii. Lemma 3.2 ve La b,, OPeratorlerinin lineerligi kullamlarak

Mhy(z) = L) , ((t—2);2)
= Li\m,bm (t; o) — xLém,bm (1;2)
- 1 AMN(1) + A [AM(1) — AN (-D)] &), (2)

1AM FA[AQ) - AN(D)]E (@)

b AN (1)

b
Z—m(a}—l)—i-

elde edilir.
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iii. Lemma 3.2 ve Lém,bm operatorlerinin lineerligi kullamilarak

= Ly, ((t—2)"52)
= L) , (£z) — 2:13L2m7bm (t;x) +2°Ly , (1;2)
= Ly, (t%2) =22L3 , (tx) + 2L, (1;2)
(a5 an2(4Y) (1) + A1) + 2047 (-1) &), ()
- (m) TR A () !
(AN (1) + (A (1) + 202 [AN (1) — AN (=1)]
I +2) | (4Y) () + (4 (1] & (@)
2 A1)
m 1 (AN (1) + M [AN(1) = A (=D)] &), () )
—2x (ax + a (1) ) +x
2 (@ — b (AY) (1) + [am — 200,60, ()] A (1)
Am 2 9 1 +2A [am + by A (=1) gi\n (z)
= (a—1>x+@ AN (1) X
(AN (1) + (4N (1) + 237 [A* (1) — A* (-1)]
| 20 |(4Y) (1) + (4 (-1)] &) (@)
i, (1)

esitligi elde edilir. m
3.2 Lémybm Operatérlerinin Yaklasim Ozellikleri

Teorem 3.1 (Yazicl vd. 2022) g € Cp[0,00) ve M, , (x) ise Lemma 3.3" de hesa-

planan ikinci merkezi moment olsun. Bu taktirde

L (550 = 9] < 20 (95303 (o))

esitsizligi saglanir.
Ispat. ¢ € Cp[0,00) fonksiyonun klasik stireklilik modiilii Lemma 2.2 (iv) den
dolay1

90 - 9@ <we:0) (57 +1) 3.9

ozelligini saglar. Lém,bm lineer pozitif operatér oldugundan Lemma 2.1’den dolay1

L operatorleri monoton azalmayandir. L} operadrlerinin lineer pozitif monoton
A ,bm, Am,bm
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azalmayanlk durumundan, (3.4) esitsizliginden ve Lemma 3.2’den dolay1

—g(@) Ly, ,, (1;z)]
- L;\m,bm (9 (z) 137)‘
—g(x);2)]

ACHIRED

|Lambm g,[)’])—g(l’){ = ‘Lambm 971:)
= ‘Lambm gax)

(9 (t)
am,bm (|g (t)
Lo (1) + Semtn (L7 2] ;x>>

A
Lamabm
L)\

IN

IA

w(g;9)

w(g;&(HLambm(w—ﬂ >)

J

IN

J

elde edilir. Yani

Lo (952) = g (2)] < w (g;0) (1 + Lot (|§ —2lie )> (3.5)

esitsizligi gegerlidir. Diger bir taraftan

1 = PjA (amm)
I (5)

L, (t=2l37) = ;

j+2Aej_$‘

J=0

(AA M exlpA (amx)>2 (J%;Ecz;)x)y (j +biwj B aj)2
i (AA M) exlpA <amx>> (Pr(én))) (j +biwj ) )
XJ i (AA (1) exlm <amx>) (Pr(J)))

IA
_
1

elde edilir. Yani,

Ly, b, ([t = 2|i2) < (/M5 (@) (3.6)

dir. (3.6) ve (3.5) esitsizligi birlikte diisiiniildiigiinde

A Mwlfw (z)
Lo (37) = g (2)] Sw (g;0) | 14 ——5— (3.7)
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esitsizligi elde edilir. Son olarak (3.7) esitsizliginde § = |/ M/

" 5 (x) alinirsa teoremin

ispat1 tamamlanir. m

Teorem 3.2 (Yazic1 vd. 2022) g € C}[0,00) ve M, , (z), Lemma 3.3" de hesa-

planan ikinci merkezi moment olsun. Bu taktirde

L (g0) = 9 @)] < (/M (@) {19’ ()] + 20 (95 /M, (@) }

esitsizligi saglanir.
Ispat. 2,1 € [0, 00) igin
t

g(t) —g(z) <[t —zllg ()| + / (9" (s) =g (z))ds (3.8)

T

esitsizligi yazlabilir. Lemma 2.2 (iv) den dolay1

¢ mak(z,f)
[wo-gd@a| < [ e -dwl
x min(z,t)
. 1)
< w(g9) / (1—i— |ng|>ds
min(z,{)

< w(gs0) (It—fv|+ (t_(;x) )

elde edilir. Yani, g € C} [0, 00) igin

x)2

/(9’ (s) =g (x))ds| <w(d’;0) <|t—«f\+ (t_(; ) (3.9)

T

esitsizligi saglanir. Eger (3.8) esitlizliginin her iki tarafina Lgm,bm operatorii uygu-
lanir ve daha sonra her iki tarafin mutlak degeri alinirsa (3.6) ve (3.9)’den dolay:

1Ly b, (g52) — g (2)] < M%,z(fv)lg’(x)!er(g’;fS)( Mo (2) + —5

yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte 6 = (/M)

~ o (z) alinirsa ispat tamamlanir. m

Teorem 3.3 (Yazic1 vd. 2022) g € Lipy () olsun. Buna gére M) , (), Lemma

3.3’de hesaplanan merkezi moment olmak iizere

22 o (giw) —g ()] < M (MDA, (x))?
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esitsizligi saglanir.

Ispat. g € Lipy (@) olsun. Bu durumda
gt)—gx) < M|t — x| (3.10)

yazilabilir. Lj; , operatorii (3.10) esitsizliginin her iki tarafina uygulanir ve daha
sonra her iki tarafin mutlak degeri ahmirsa L), (1;z) = 1ve Ly, , operatorlerinin

lineer olmasindan dolay1

L) o, (gi2) —g(x)| < ML), (t—=|;2) (3.11)

yazilabilir. Diger taraftan p = § ve ¢ = Q_Ta icin Holder esitsizligi kullanilirsa

Ly 4. (1;2) =1 olmasindan dolay1

1 P ame) |5+ 200, |°
L}\ PR - r J : J _
2 (| | ) A* (1) exp,y, (am) ‘Zo 'y (4) bm
) i P> (ama) (j+2wj _x>2 :
s AN (1) expy (amx) T (4) bm

ij (@) > o

AX (1) expy (amz) T ()

. P ant) (5+200; 5\’ :

< (JZO AN (1) expy (amz) Ty (J) ( bm ) )
X JZ_;J AA exp/\ (aml‘) L'\ (]) >

< (o (= 2%52) % (1, ()

< (Mg\w (x)) :

o

yazilabilir. Yukarida elde edilen L) (|t — xz|*;2) < (M), (2))? esitsizligi (3.11)’de

kullanilirsa istenilen gostreilmis olur ve ispat tamamlanir. m

Teorem 3.4 (Yazic1 vd. 2022) K, g € Cp[0, 00) fonksiyonun Peetre- K fonksiyoneli
ve M), , () ifadesi de Lemma 3.3’de hesaplanan ikinci merkezi moment degeri olmak

lizere

| L (9:2) = g(2)| < 2K (g; Mo () + M)

39



esitsizligi saglanir.
Ispat. c reel sayisi « ile t arasinda olmak tizere f € C%[0, 00) fonksiyonun 2 nok-
tasindaki Taylor formiiliinden

(t—x)°

F@) < f@) + 1 (@)t = 2]+ ()

(3.12)

esitsizligi yazilabilir. (3.12) esitsizliginin her iki tarafina lineer pozitif La b,, ODer-

atorleri uygulanirsa (3.6) esitsizliginden

D Fi2) = 1) < 1@ B, (= als0) + N0 (= 20
< 1P @)y @) + 1, @)
f// -
< N Nepoee) \/ Mz (@WLHHC%MQQ (z)
_ -
< |V @+ 222D (1 o+ 10
: v
< |V @+ 2Dy

elde edilir. Yukarida bulunan bu esitlik kullamlarak her bir g € C5[0, 00) igin

Ly .. (g2)—yg ($)|

= L3, b, (332) — Ly, (fi2 ) Ly, b, (Ji2) = [ (@) + f (z) — g ()]
< Ly, (9= fls2) +lg(2) = f@)| + L3, 4, (f;2) = f(2)]

— Am,bm

A M‘I>7\'L2( )
<2|lg- f||CB[OOO+2||f||CQ[OOO>[ M), () + 222

yazilabilir. Yani

A . A M7/>L,2 (‘T>
Lo b, (952) = 9 ()] 2019 = fllepoee + 21 lez o0 | /M2 (@) + - a—

(3.13)
egitsizligi saglanir. Eger (3.13) esitsizliginin her iki tarafimn f € C%[0,00) igin

infimumu alinirsa

M 2 (@)

elde edilir ki istenilen gosterilmig olur. m

A x
Teorem 3.4’de d,, (z) = /M) 5 (x)+ MmTZ’() secilerek Teorem 2.5 dikkate alindiginda

asagidaki teoremin gecerli oldugu sonucuna varilir.
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Teorem 3.5 (Yazic1 vd. 2022) M > 0, g € Cp[0,00) ve My, , (), Lemma 3.3'de

A x
hesaplanan merkezi moment degeri olsun. d,, (z) = M%,z (x)+ M’”TZ() olmak tizere

12,4, (032) = 9(@)| < 2M {3 (9, /6, () ) + min (1,65 (2)) [l 0,00}

esitsizligi saglanir.

3.3 L:z\m,bm Operatorleri ile Agirlikli Yaklagim

Lemma 3.4 (Yazicl vd. 2022) L) , operatorleri p () = 1+ t* olmak iizere
Lanbn (p7 ) < Kp(x), K >0

ozelligini saglar.

Ispat. (a,,) ile (by,)

1
Jim =0 ve Jim Pt =1

limitlerini sagladiklar i¢in <%> ve ( N ) dizilerinin de bir limiti olmalidir. Dolayisiyla

limiti olan her dizi simirhh olacagindan en az birer tane My, My ve Mjs pozitif reel

sayilar1 vardir 6yle ki her m € N igin

Z < Ml, E S M2 ve E S M3 (314)

esitsizlikleri saglanir. Ayrica A* fonksiyonu A* (1) # 0 ile %55 t5 = 0 sartim saglayan

|z] < r, r > 1 bolgesinde analitik bir fonksiyon ve Vm € N, Vz € [0,00) i¢in

|§ ‘ < 1 oldugundan dolay1 en az birer C; > 0 ve Cy > 0 icin

2(A4Y) (D+AN D) +224N (- 1)), ()
AXN(D) S C'1

()" +(2") +222 [ ()-A —1]+22[(4) W+ (4%) (1] € @)
o <Gy
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yazilabilir. (3.14) ve (3.15) esitsizlikleri kullamlarak
L3 b (P37)
_ amm) J+2X0;
—A(expxamx)z G (1+< ))

=Ly b, (Lx) + Ly, (852)

2(A%) (1)+A () +2AA4 (—1)E), ()
o 1 + <bm> x + bm AA(l)

L () W+(4) W22 [ A ) AN )] +20 [ (4Y) (1)+(4Y) (-1)] (@)
A AN(D)

< 1+ MEz? + MyChrz + M3C,

< (1+ M?+ M3Cy) (14 22) + MyChx
< (1 + M? + M3Cy + MyCy) (1 + 2?)
< Kp(z), K>0

elde edilir ki istenilen gosterilmis olur. m

Teorem 3.6 (Yazic1 vd. 2022) p(t) = 1+ 1> ve g € CF [0,00) olmak iizere L

Am ,bm

operatorleri

n]blféo HLam b (957) — 9||p =
limitini saglar.

Ispat. Oncelikle Ly 4, Cpl0,00) — B,[0,00) seklinde bir dontisiim oldugu gos-
terilmelidir. g € C, [0, 00) olsun. Bu durumda p (t) = 1+ ¢* ve M, > 0 olmak iizere

Lfl‘m p, operatorlerinin lineer pozitifliginden ve bir 6nceki lemmadan

g
B :0) = L, (2950) <Nl Lo (52 < L, K (o) < Mo )
elde edilir. O halde yukandaki bu esitsizlikten L} , (g;-) € B,[0,00) sonucuna
varihr. Budurumda L}, , operatorii C, [0, 00) uzaymdan B, [0, oo) uzayna doniistim

olmahdir. Simdi ey (¢) :=t*, k € Ng = NU {0} olmak {izere

lim |[Z3,,,, (exis) —ex|, =0, k=0,1,2. (3.16)
limitinin saglandig gosterilecektir:
Al. ||L (€0;+) — eOH =0 oldugu agiktir.

A2. A* fonksiyonu A* (1) # 0 ile 53t > 0 sartim saglayan |z] <7, r > 1 bolgesinde
analitik bir fonksiyon ve VYm € N, Vx € [0, 00) i¢in }{ ‘ < 1 oldugundan dolay1

(AN (1) + A [A (1) = A (-D)] &, ()
AX (1)

SCg, 03>0
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yazilabilir. Yukaridaki bu esitlik yardimiyla

(AN (WA[AA ) -aN (D)€ (@)

1LY, (ers) < |Im g ! _—
AR (S eal = b, i‘;§1+x2 +ai§0) 1+ a2
1a, Cs
< = -1+—=—0
elde edilir.
A3. (3.15) esitsizliginden
||LC>1\'m7bm (82; ) - 62Hp
2(A) (1)+A () +224) (- 1)E), (2)
2 A !
< Am 1 12 Qm A
= o) TR TR T "
(4%)" () (4) 222 (42 -] 22 [(42) ) +(4) (D) d @)
1 ANM1)
+—su
bgn 95218 1+ 4
2
ay Cyay, O
) - e
< (bm) T e

elde edilir. Sonug olarak A1, A2 ve A3 maddelerinden (3.16) esitligi saglanacagindan

Teorem 2.4 kullanilarak kanit tamamlanir. =
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4. KATLI DUNKL-APPELL POLINOMLARI VE BU POLINOMLAR-
DAN URETILEN OPERATORLER

4.1 Kath Dunkl-Appell Polinomlar:

Tanim 4.1 D, Dunkl tiirev operatorii olmak tizere { s (T )}: — seklindeki

bir polinom sistemi ny,n > 0 igin

F)\ (n1 + 1)
L'y (nl)

F/\ (712 + 1)

D)‘ﬂf (P"i\l"!‘l na+1 ( )) = P?i\1,n2+1 ((E) + F)\ (712) Pvi\ﬁ-l,nz (l‘) (41)

esitligini saglhyorsa bu taktirde P  (x) polinomlarma katli Dunkl-Appell polinom-

ni,ne

lar1 denir. Bu polinomlar dikkat edilecegi iizere A = 0 olmasi durumunda da kath

Appell polinomlarimi verir.

Teorem 4.1 P}  (x) kath Dunkl-Appell polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

ni,n2

tmtnz
A)‘ (tl, tg) exp, (T ( (tl + t2 Z Z ni, n2 F)\ nl) 1_‘)\ (n2) (42)

n1=0ns=0
dir ve burada A* fonksiyonu A* (0,0) = a9 # 0 olmak tizere

s Frgne

A =D D e G o ) -

n1=0n2=0

seklindedir.

ispat. { A m)}:mzo katli Dunkl-Appell polinomlarmin bir dizisi olsun. Bu

polinomlarin dogurucu fonksiyonu

{gne
AN (11, t5) expy (z (B + t2)) Z Z 2 ( F)\ LN (4.4)

n1=0n9=0

formatindadir. Burada A* fonksiyonun z’den bagimsiz oldugu gosterilirse istenilen

gosterilmig olur. (4.4) egitliginde her iki tarafin z’e goére Dunkl tiirevi alimirsa (4.1)
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esitligi saglanacagindan ny < 0 veya ny < 0 i¢in P ny (¥) = 0 olmak tizere

Do (1) pa Tx(n2) ey
—FP
Z Z |:1-\>\ nl . 1 n1 1,n2 (I) + F)\ <n2 _ 1) ni,ng—1 ((L’) F)\ (nl) 1—\)\ (n2)

ny= UTLQ 0
>yn
B ny= lnz 0 " 1n2 FA (nl_l)l—‘)‘ (nQ)
tnltnz
+ ZO Zl ni,n2— 1 F}\ (nl) F)\ (n2 . 1)
ny ng
t"ltm
= t t
1+ 2 7;0”220 ni, TLQ 1—\/\ nl) 1’\)\ (n2)

= (t1 +t2) AN (z, 1y, ta) expy (z (1 + 1))
= Dy, [AA (z,11,t2) expy (@ (t1 + t2))]

= (Zfl + t2) A)\ (Q?, tl, tg) €XP (iC (tl -+ tg)) -+ D)\,x (A)\ (l’, tl, tg)) €XD,, (-.I' (tl + tg))
+8A>\ (I‘,tl,tg)

B [exp) (z (t1 +t2)) — expy (=2 (t1 + t2))]

OAN (z,ty,t
- % + (t+ t2) A (2,11, 1) | expy (@ (1 + 1))
A (2,11, 1) = AN (=, 1t
1 (2, t1,t2) . (=2, t1, to) expy (=7 (t1 + t2))

esitligi elde edilir ve bu esitligin saglanmasi

AN (z,11,t5)

O =0ve AA (x7t17t2)_14>\ (—x,tl,tg):()

olmasi ile miimkiindiir ve bu durum A* fonksiyonun z’den bagimsiz olmasi ile

miimkiindiir. Yani A* (x,t;,t) = A* (t1,12) olup (4.2) esitligi elde edilir. m

Lemma 4.1 Kathh Dunkl-Appell polinomlar:

e P,;\HQ (mx/2)

Z Z I‘)\ (k1) Ty ( ]{72) = A? (1,1) expy, (mx)

. o0 k1+1k2 (max/2)
11.
kzﬂkz F)\ ]{?1 F)\ kQ)
— [TAA (1,1) + A} (1, 1)] exp, (mx)
A [A(1,1) = A (-1, 1)]
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- Pi ko1 (mz/2)
iii. ’;)kz: Ty (k1) Ty (ko)
_ [TAA (1’ 1) + Ai‘z (1, 1)] €XDy (mx)
FA[AN(1,1) — A (1,-1)]
. k +1,k2 (mx/Q)
iv. Z Z I‘,\ (k1) Ty (k2)

k1=0 ko=0

_ [7AA(—1,1)+A?1 (—1,1)}
FA[AN(1,1) — AN (—1,1)] exp,, (mx)
ke Piv o (M/2)
V. ZO ]; I'x (k1) I (k2)
- [TAA(l,—l)JrAtQ (17—1)}
+A [AMN(1,1) = AM (1, —1)] exp, (ma)

esitliklerini saglar.
ispat. i. (4.2) esitliginde t; =t — 1 ve x — % alinirsa istenilen gosterilmis olur.
ii. (4.2) esitliginde her iki tarafin ¢;’e gére Dunkl tiirevi alinirsa

>y R o
k141, k2 FA(kl)F)\(k2)

k10 ky—0
= [2AX (ty,t2) + A}, (11, t2)] expy (2 (t1 + 1))

ANty ,t2)—AN(—t1 ,t2)
+A 1,L2 . 1,02

(4.5)

exp, (—xty + xta)

elde edilir. (4.5) esitliginde ¢t; = t, — 1 ve  — %F alinirsa istenilen gosterilmis

olur.
iii. (4.2) esitliginde her iki tarafin ¢5’e gore Dunkl tiirevi alinirsa

th1¢h2
Z Z Pkl k2+1 F/\(kl)FA(kQ)

k1=0 ko=0
= [2A* (t1, t2) + A}, (t1, t2)] expy (2 (8 + t2))

ANty ,t2)—AN(t1,—t2)
+>\ 1,02 = 1 2

(4.6)

exp, (zt; — xty)

elde edilir. (4.6) esitliginde ¢t; = t, — 1 ve # — %F almirsa istenilen gosterilmis

olur.

iv. (4.5) esitliginde t; — —1, t — 1 ve x — "% almirsa istenilen gosterilmis olur.

v. (4.6) esitliginde ¢, — 1, 1, — —1 ve v — % alirsa istenilen gosterilmis olur. m
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Lemma 4.2 Kath Dunkl-Appell polinomlar:

. > k1+2 ko mx/2)
i) Z
k1=0 k2—=0 Do (k1) T (k2)
[m2x2

AN(1,1) +mz Ay (1,1) + A, (1, )} exp, (mx)

A 240 (1,1) — [AM(1,1) — A (=1, 1)]]

.o = kl ko+2 mx/2)
i) Z T, (k1) T (k2)

k1=0 k2=

4
A [24) (1,1) — [A*(1,1) — A* (1, -1)]]

_ [m ? A (1,1) +mxAA (1,1) +At2t2( )] exp, (mx)

esitliklerini saglar.
Ispat. i. (4.2) esitliginde her iki tarafin t,’e gore iki kez Dunkl tiirevi almirsa
Lemma 3.1-(iv)’deki benzer iglemler yoluyla
0o o tklth

P)\ (I) 1 %2

2 2 P O F T o
T2 AN (1, te) + 20 A (t1, 1) + A), (t1,t

_ ( 1 2) t1 ( 1 2) t1t1 ( 1 2) exp)\ (:l',’ (tl +t2))

A —A>‘ _
DAY (ty,t2) — A2 (t2) 2 e

A
—3 {26, A}, (tr,t2) — [A (t1, t2) — A (=11, 12)] }
1

X [exp/\ ($t1 + .Ttg) — €XD)y (—.Z'tl + l'tg)]

elde edilir. Bulunan bu esitlikte t; =, — 1 ve v — % alinirsa

2 & Py, (mz)2)

;; Fk,\ kf )T (k2)

L) mEANL ) + 25 AY (1,1) + A, (1) (m2)
N F2AAD (1,1) — A [AM(1,1) — AM (—1,1)] Py

-2 {247 (1,1) — [4*(1,1) — A* (=1,1)] } [exp,, (ma) — 1]

A (1,1) + meAt (1,1) + Atltl (1,1) | exp, (mx)

A 240 (1,1) — [AM(1,1) — A* (=1, 1)]]

elde edilir.
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ii. (4.2) egitliginde her iki tarafin ty’e gore iki kez Dunkl tiirevi alinirsa Lemma

3.1-(iv)’deki benzer iglemler yoluyla

thighe

Z Z Pkl k2+2 F)\ (kl) F)\ (/fg)

k1=0 ko=

$2A>\ (tl, tg) + QLCAt (tl, tz) -+ At2t2 (tl, tg)

= exp, (z (t; + t2))
DAY, (1) — A0 te)

A
— 3 {2043, (t, 1) — [A% (11, 12) — A* (11, —12)] }
2

X lexp, (xt; + xty) — exp, (vt; — t3)]

elde edilir. Bulunan bu esitlikte t; =, — 1 ve v — 5% alinirsa

DRPEL
2= 2 T, (k1) T (ko)

m2a® AN (1,1) +2m2 AN (1,1) + A}, (1,1)
= exp, (mx)
F2XAD (1,1) = A [A*(1,1) — A* (1, -1)]

—A{24} (1,1) — [A*(1,1) — A*(1,-1)] } [exp, (mz) — 1]

m2z?
_ { AN 1)+ mad) (1,1) + A, (1,1)] expy (ma)

A 240 (1,1) — [A*(1,1) — A* (1, -1)]]

elde edilir. =

Lemma 4.3 Kathh Dunkl-Appell polinomlar:

i Z k1+1 ko1 ”$/2)
P Iy (k1) Ty (k2)

— {mf AA(1,1)+%[A?1 (1,1)+A§2( 1)] +At1t2< 1)| exp, (mz)

AP [AN(1,1) — AN (1, -1) — AN (—1,1) + A* (=1, —-1)] exp, (—ma)
AZE[2A% (1,1) — AM(1,1) — AN(1,1)]
+A [A) (1,1) + A} (1,1) — A} (1,-1) — A} (—1,1)]

+

esitligini saglar.
Ispat. i. (4.2) esitliginde her iki tarafin 6nce t; ve daha sonra t,’ye gore iki kez
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Dunkl tiirevi almirsa Onerme 2.2°deki Dunkl tiirevin 6zellikleri yardimiyla

i Z k:1+1 kot1 (nx/2)
Iy (k1) Ty (ko)

k1=0 k2=0

[tTAA (t1,t2) + A?l (t1, tg)] exp, (z (t; + t2))

AR ) AN tta) ey (it 4 ot

- D)\,tQ

(22 AN (8, t2) + zA} (t,t2)] expy (@ (t1 + )
= +Dyy, [2A* (t1,t2) + A} (81, 12)] expy (wt; — xty)
+ [ZA} (t1,12) + A, (t1,12)] [expy (z (1 + t2)) — expy, (xt1 — xts)]
Aa [AN (y, ty) — AN (—ty, 19)] expy (—xty + )
+ +2Dag, [AY (B, t2) — AN (—t1, 1)] expy (—wty — aty)
+% (A} (t1,t2) — A}, (—t1, t2)] [exp, (—xty + ato) — expy (—aty — wts)]

( )

(22 AN (8, t2) + TA}, (tr,t2)] expy (@ (t1 + o))
+x [Ai; (t1,t2) + )\AA(tl’Q)*;M(tl’*w)} exp, (zt; — xty)
A
+ |:At1t2 (tlatZ) + A t1 (t1,t2)— = (t1 t2):| exp, (iL‘tl . l‘tg)

|+ [2A} (t1,t2) + A}, (t1,12)] [expy (z (81 +t2)) — expy (zty — zts)] )

g [AN (b, 19) — AN (=1, ta)] expy (—wty + xty)
A _AX _
+% [A?Q (t1,t2) + NA ) AR, tQ)] exp, (—xt; — xty)

t2

A(_ AN _
—% [Ai‘z (—ty, ty) + AR ATCh, t2)] exp, (—aty — aty)

to

+2 [A), (t1,t2) — A (—t1, b2)] [expy (—aty + aty) — expy (—zty — zty)] |

elde edilir. Yukaridaki bulunan bu esitlikte t; =t — 1 ve x — %F alimirsa

Z Z Pk1+1 ko+1 n:z:/?)
Iy (k1) Ty (k)

k1=0 ko=

2 )

[%A* (1, 1) + mAg\l (1, 1)} exp, (m:z;)
+5 A5 (1, 1>+A[AA(1 1) — A1 —1H

[mmAi\g (1 1)+ Atm (1, 1)] [exp/\ (mx) 1] )
' % (4 (1,1) = 4 (-1, 1)] ‘
+A[AD (1,1) + A [AM(1,1) — A (1, —1)]] exp, (—ma)

—A [Ai\z (_17 1) + A [AA <_ ) ) — A (_17 _1)“ XDy (_mx)
+A [Ai\g (17 1) - At>\2 (_17 1)] [1 — €XPy (—mx)]
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m2a?

= [T ALY + o AL (L) + A (L) + A}, (1, 1)] expy (ma)

+AP[AN(1,1) — AN (1, —1) — AN (—1,1) + A (=1, —-1)] exp, (—ma)
AZE 24N (1,1) — AN (=1,1) — AM (1, -1)]
AAY (1,1) + A} (1,1) — A} (1,—-1) — A} (—1,1)]

+

elde edilir. =

4.2 T2 Operatorlerinin Insas

P , (z), Kath-Dunkl-Appell polinomlarmi géstersin ve (4.3) esitligi ile verilen A%

fonksiyonu, A* (1,1) # 0 ile 55 IB > 0 sartim saglayan t2 +t2 < r? r > 1 bolgesinde

analitik fonksiyon, f € C'[0,00), 2 > 0, m € N ve u > —1/2 olmak tizere T

operatorleri

X X p ey (MT/2) k1+k2+2)\(9k1+0k2)
A klzzo k2Z:0 F;Ucf)m(kz)f ( =

AN (1,1) exp,, (mz)

ile tanimlanir.

Lemma 4.4 T operatorleri

i. TA(1)(x)=1

e B AN (LD)+AY (1,1) | A[242(1,1)—AN—1,1)—AN1,—-1)]
1. Tm (t) ({L‘) =T+ — mAA(l,tlz) mA>(1,1) exp, (mz)

iii.

\ 742 o 247 (L1)+243 (L)
Tm (t )(I) = T+ (1 + epr(mx) + AM1,1) m
_i_A?ltl(l 1)+2At1t2+Ai\2t2(1 1)+A>\ (1, 1)+A)‘ 1)
m2A*(1,1)
2X2[24%(1,1)— AN(—1,1)— AN (1,—1)]
m2A*(1,1)
222 [AN(1,1) =AM (1,-1) =AM~ L1 +AN (- 1,-1)] &), (2)
m2AN(1,1)
2A[242 (1,1)+243) (1,1)+A7, (-1,1)+A, (1,-1)— A} (1,-1)— A} (—1,1)]
m2A*(1,1) expy (mx)

esitliklerini saglar.

Ispat. i. Lemma 4.1 kulanilarak acik bir sekilde 72 (1) (z) = 1 elde edilir.
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ii. Lemma 4.1 kullanilarak ve Onerme 2.1 yardimiyla

T, () ()

io: i P, (ma/2) ky+ho+2X (05, +0k,)
FA(kl)FA(kQ) m

AN (1,1) exp, (mx)

k1=0 k2=

2 P ky (ma/2) k:1+2>\0k R X0 PA L (ma/2) kyt2005
klzl kz RCINGY 1} leomz1 ()N (Y R
N 1 exp/\ (mzx)
RS 1 kg (M/2) ] P g, (mz/2)
a mA* (1,1) exp, (mz)
[0 oo P,jl+1,k2(ma;/2)_ [ o oo P jyi1(maz/2)
[0, Tttty | T | 2 2 R

mA* (1,1) exp, (mz)
[Z2AN(1,1) 4+ A (1,1)] expy (mz) + A [A* (1,1) — A (=1, 1)]
mA* (1,1) expy (mx)
[Z2AN(1,1) + A (1,1)] expy (mz) + A [A* (1,1) — A* (1, —1)]
mA* (1,1) exp, (mz)
AN (L) + AR (1,1)  A[24*(1,1) — AN (—1,1) — A* (1, -1)]
mA* (1,1) mA* (1,1) exp, (mz)

+

elde edilir.

ii.

X 20 Py (ma/2) (ki 4270k, ) +2(ka #2004, ) (k22201 )+ (k2 2204, )

K.k
kZO kZ F)\lkf )T (k2) m?2
UK (tz) () = —=

AN (1,1) exp,, (ma)
= A+ Ay + Az

yazilabilir. Onerme 2.1 ve k € Ny icin 04 = 0} + (—1)’g esitligi yardimiyla

o0 O pA

G272 g 492G, )2

y P Fx(kl)FA(’@)
! mQA’\ (1,1) expy (mx)
ot (mx/2)
kZO kzo l;‘1>\+11€1k)2rx k2) (kl +1+ 2)\9k1+1)
1

m2A* (1,1) exp, (mz)
ol



i S k1+1k2(mx/Q)((kl‘i’Z)\ekl)+(1+2)\(*1)k1))

Tx(k1+1)y\ (K
k10 ko—0 A(k1+1)Tx (k2)

m?A* (1,1) exp, (mx)
oo 00 karzk(mm/) k+1k (mz/2)
m2AX (1 1) exp) (mx)
SYRS (ma/2)
A —1)M M}
LIZ_O kzzzo( 2 Ix(k1)T'x (k2)
m2A* (1,1) exp, (mz)

+

elde edilir. Lemma 4.1 ve 4.2’deki ifadeler yukarida yazilirsa

[m 2 AX(1,1) + ma A} (1,1) + A, (1, )} €xp, (mz)
m2A* (1,1) exp, (mx)
A[243 (1,1) = [4*(1,1) — A* (=1, 1)]]
m2A* (1,1) exp, (mx)
LA (1) 4 4 (1) e, me) + 2[4 (1,1) — 42 (-1,1)]
m2A* (1,1) exp, (mz)
20 [ AN (-1, 1) + A} (=1,1)] + 207 [A* (1,1) — A* (=1, 1)] exp, (ma)

A =

_|_

m2A* (1,1) exp, (mx)
w2 AY(1,1) + 1AM (1,1)
4 mA* (1,1)
Ady (L 1)+ A) (1,1) + 202 [A* (1,1) — A (—1,1)]
* A (1, 1)
A[247 (1,1) 4+ 2A0 (=1,1) + maA* (—1,1)]
* m2A* (1,1) exp, (mx)

elde edilir. Onerme 2.1 yardimiyla

XX Bk, (me/2) 2(ki+220k, ) (ka+2)04,)

A, — a=0ke=0 T (k1)Tx (k2) )
2 = AA (1 1) exp, (m.’li)
- P 41, ko1 (MT/2)
leztmz W

m2A* (1,1) exp, (mx)
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elde edilir. Lemma 4.3’de bulunan ifadeler yukaridaki egitlikte yazilirsa

2 [ 40 (1,1) + 22 [} (1) + AL (L D] + AL, (1,1)] expy (ma)
m2A* (1,1) exp, (mz)

2/\2 |:A)\ (17 1) - A (17 _1) — A (_17 ]-) + A <_17 _1)} €XPy (-TTLI)

i m2A* (1,1) exp, (mz)
AZE 24X (1,1) — AN (—=1,1) — A (1, -1)]
ATAY (1,1) + A3 (1,1) — 43 (1,1) — 4} (—1,1)]
m2A* (1,1) exp, (mzx)

2w [AY (LD + AL (LD 243, (11)

+2

2 mA* (1,1) m2A> (1,1)
2\7 [AM (1,1) — AN (1, —1) — A* (=1,1) + A (-1, -1)] &), (2)
i m2A* (1,1)

Amz [24* (1,1) — AN (—1,1) — A* (1, -1)]
2A[A} (1,1) + A}, (1,1) — A} (1, 1) = A, (=1, 1)]

& m2A* (1,1) exp, (ma)

elde edilir. Onerme 2.1 ve k € Ny icin 01 = 0 + (—1)" esitligi yardimyla

2 X Pli\l,kz (mz/2) (k2+2>\9k2)2
E Tx(k1)Tx(k2) m2
A3 k1=0 ko=0
A*(1,1) exp,, (ma)

i i P hyi1(ma/2) (ka+142X0k, 41 )
Px(k1)T A (k2) m?

J1=0 ko—0
AN (1,1) exp,, (mx)
X X Py i1 (m/2) (kat 220y, ) +(142X(~1)42)
klz::() k22::0 Fl/\(’il)Fx(kz) m2

AN (1,1) exp, (mx)
0o 0 pA (mx/2) > x PkA k +1(m:1:/2)
Z Z k1,kg+2 :|_,_|:Z Z 1:k2
L1:0 ko0 Da(k1)Tx(k2) K=o =0 La(k1)Dx (k2)
m2A* (1,1) exp,, (mx)
Ca= P (mz/2)
2\ —1 k2 Zhy,kot1 :|
lezo k‘22=0( ) R
m?A* (1, 1) exp, (mx)
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sonucu elde edilir. Lemma 4.1 ve Lemma 4.2’de bulunan ifadeler bu esitlikte yazilirsa

[#AA (1,1) + maAp, (1,1) + A}, (1, )} exp, (mx)
m2A* (1,1) exp, (mz)
A[247 (1,1) — [AM(1,1) — A (1, -1)]]
m2A* (1,1) exp, (mx)
N (22 AN (1,1) + A (1,1)] expy (ma) + A [A* (1,1) — A (1, —1)]
m2A* (1,1) exp, (mz)
2A [ZEAMN (1, -1) 4+ A (1, —1)] +2X* [4* (1,1) — A* (1, —1)] exp,, (mx)
m2A* (1,1) exp, (mz)

A3:

+

2 AR (1,1)+ 3AM(1,1)
4 mA* (1,1)
Ath (1,1) + AY (1,1) + 202 [A* (1,1) — A* (1, —1)]
m2A* (1,1)
A[247 (1,1) 4+ 24} (1,-1) + mxA* (1, -1)]
N m2A* (1,1) exp, (mz)

ifadesi bulunur. Buna gore bulunan A;, A, ve Aj ifadeleri T2 (1?) (x) = A; + Ay + A3

esitliginde yazilirsa

T () ()

2 A} (L,1)+3A4M(1,1)

4 mA*(1,1)

Agtl (L, 1) + A} (1,1) + 202 [A* (1,1) — A (—1,1)]
m2AN (1,1)

A[247 (1,1) 4+ 240 (=1,1) + maA* (-1, 1)]

i m2A* (1,1) exp, (mz)

2w [AY) (L) +A) (L,1)] 24, (1,1)

2" mA* (1,1) m2A* (1,1)
207 [AM(1,1) — AN (1, 1) — AN (—1,1) + A (—1,-1)] &), ()
* mZAN (1, 1)

Amz [2A* (1,1) — A (—1,1) — A* (1, -1)]
2X [AD (1,1) + A} (1,1) — A} (1,-1) — A} (—1,1)]
m2A* (1,1) exp, (mz)
72 N Ay (1,1) + 1AM (1,1)

T mA* (1,1)
A}, (L 1)+ A) (1,1) 4+ 20 [A* (1,1) — AM (1, —1)]
* m2A* (1,1)

+)\ [2A47 (1,1) + 24} (1, —1) + mxzA* (1, -1)]
m2A* (1,1) exp, (mz)
o4



esitligi yazzilabilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

2 2 (A} (1,1)+2A) (L,L1)]\ =
T () (x) = 2"+ <1+eXpA(mx) 2040 A3(1,1)t ( )]> -
Ay, (L1) +2A3, (1, 1) + Ay, (L) + A) (1,1) + A (1,1)
i m2A* (1,1)
+2)\2 [24% (1,1) — AN (—1,1) — AN (1, —1)]
m2A* (1,1)
202 [A/\ (17 1) — A (17 _1) —AX (_1’ 1) + AN (_17 _1)} fi\n (:E)
i m2AN (1,1)

243 (1,1) + 242 (1,1) + A} (~1,1)
+Ai\2 (17 _1) r Ai\l (17 _1) F Ai\g (_17 1)
m2A* (1,1) exp, (mx)

+
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. =

Lemma 4.5 T operatorleri

. A AN DAY (1L1) | A[24M1,1)-AMN(-1,1)-AM(1,-1)]
1. M’ﬂ%l (I) == mA*(l,tIQ) mAX(1,1) expy (mz)

iii.
o\ B 2A[AN(1,1)-AN=1,1)-Ar1,-D)] | ,
Mm,2 (I) =|1- A*(1,1) expy (mx) m

AR o (LD+2A7  +AR (LD +AR (1LD)+AR (1,1)
+ m2A*(1,1)
222 (247 (1,1)— AN (—1,1)— AN (1,1) ]
m2A*(1,1)
2A2[AN(1,1)— A% (1,-1)— AP (- 1,1)+ A% (- 1,-1) | &), (@)
m2A*(1,1)
2A[247 (1,1)4242) (1,1)+A47, (—1,1)+A, (1,-1)—A} (1,-1)— A} (~1,1)]
m2A*(1,1) expy (mz)

merkezi moment degerlerini saglar.
Ispat. i. M) (z) =1 oldugu agiktur.

ii. T operatorlerinin lineerligi ve Lemma 4.4 kullanilarak

My (2) = Ty (t—a)(2)
= T (e1) (x) — 2T}, (eo) (2)
AN (1,1) + 4D (1,1)  A[2A%(1,1) — AM(—1,1) — A*(1,-1)]
mA* (1,1) mA* (1,1) exp, (mz)

elde edilir.
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iii. 7 operatorlerinin lineerligi kullamlarak

((t—2)°) (2)

(£ — 22t + 2°) ()

M;LAQ (1') =

i
RN )

() () — 22T (1) (=) + 2°T) (1) (x)

yazilabilir. Lemma 4.4’de bulunan test degerleri yukarida yazilirsa istenilen elde

edilir. m
4.3 T2 Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

Teorem 4.2 g € Cp[0,00) ve M, () ise Lemma 4.5’ de hesaplanan ikinci merkezi

moment olsun. Bu taktirde

Uﬁmww—g@MS%(m mew)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 2.2 (iv) den dolay1 g € C'[0, o) fonksiyonun klasik stireklilik modiilii

|t — 7]

g (t) — g (z)] < w(g;9) (T + 1) (4.8)

ozelligini saglar. T lineer pozitif operator oldugundan Lemma 2.1’den 77} operator-
leri monoton azalmayandir. T operadrlerinin lineer pozitif monoton azalmayanlik

durumundan, (4.8) esitsizliginden ve Lemma 4.4’den dolay1

T (9) (@) —g (@) = |Tn(9(t) (@) — g (2) T, (1) ()]

= [T (g(t) = g(2)) (2)]

< To(lg(t) =g (@) (x)

< w(g;0) <T}n(1> (x>+Tm(|t;””|)(“f>>
< i) (14 B

elde edilir. Yani

Uﬁ@ﬂ@—gwﬂgw@a(y+
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esitsizligi gecerlidir. Diger bir taraftan Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilarak

O 0 P};\ k (mx/2)
\ klz:O k:z F/\l(kf )T (k2)
T (Jt—zf) (2) =

m

Bitka+27 (00, +0k,) x‘

AN (1,1) exp, (mz)

(mz/2) 2 ki+k +2)\(9 +0 ) 2
Ky ko VT 1+k2 k k
klZOkQZO (F;kf FAU@)) ( W —x>
A*(1,1) exp, (mx)
E Z P 4, (mz/2) Bitha 27 (0, +0k,) 2
K0 =0 Ta (k1)L (k2) m T
AX(1,1) exp,, (ma)
0k (mx/2)
klz:() kgz—: (Fxl(kf JTA( k2)>
AN (1,1) exp,, (mx)

= JTA ((t—2)) @V (D) (@)
= M;L),‘z (z)

IN

elde edilir. Yani,

To (It = al) (2) < /M3 (@) (4.10)

dir. (4.10) ve (4.9) esitsizligi birlikte diisiiniildiigiinde

A M:;L)\Q (z)
[T (9) (2) =g (0)] S w (g50) [ 14— (4.11)
esitsizligi elde edilir. Son olarak (4.11) esitsizliginde § = /M, (z) almarak teo-

remin ispat1 tamamlanir. m

Teorem 4.3 g € Cy[0,00) ve M, () ise Lemma 4.5’ de hesaplanan ikinci merkezi

moment olsun. Bu taktirde

T (9) (@) — g (@)] < /M3 (2) {lg' ()] + 2w (45 0)}

esitsizligi saglanir.
Ispat. z,t € [0, 00) icin
t

() — g (@) < |t — |l (@) + / (¢ (5) — ¢ () ds (4.12)
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egitsizligi yazilabilir. Diger yandan Teorem 3.2’nin ispat1 yapilirken g € C} [0, o0)
icin

[ 66 ~d @nas| <u:0 <|t_$| (=2 )

xT

seklinde (3.9) esitsizligi elde edilmisti. (4.12) esitsizliginin her iki tarafina T op-
eratorleri uygulanir ve daha sonra mutlak deger alimirsa (3.9) ve (4.10) esitsizlik-

lerinden

T (9) (2) = g ()|
A ! /. A M;)k@),\Q(x)
< T (ft =) (@) g (@) +w(g50) | T (It — 2]) (2) + ———

)

< /M (2) Ig’(w)|+w(9';5)< Mo (x) + —=5

yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte d = |/ M, () alnirsa ispat tamamlamr. =

Teorem 4.4 g € Lipy (a) olsun. Buna gore M, (), Lemma 4.5’de hesaplanan

merkezi moment olmak iizere

T (9) (2) = g (2)| < M (M (2))

esitsizligi saglanir.

Ispat. g € Lipy (@) olsun. Bu durumda
g(t) —g(x) <Mt —z[ (4.13)

yazilabilir. T operatorii (4.13) esitsizliginin her iki tarafina uygulanir ve daha sonra

her iki tarafin mutlak degeri alimirsa T/ operatorlerinin lineer olmasindan dolay1

T (9) (@) — g ()] < MTy, (|t — 2|%) (2) (4.14)

yazilabilir. Diger taraftan p = § ve ¢ = 2_Ta icin Holder esitsizligi kullanilirsa
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T2 (1) (z) = 1 olmasindan dolay1

m

T (|t = 2|") (x)

«
i i P o, (ma/2) | k1+ka+2X(0k, +01,) B
T (k1) (K
Ko A(k1)TA(k2) m

AM(1,1) exp, (mx)

2\ 2z
S [ Bl (ma/2) [ katka 42 (05, +0ky )
Z Z <F>\(l€1)r)\(k2) < m : : -7
AN (1,1) exp, (mx)

2\ 2
oo o0 Pk1 k2(mx/2) <k1+k2+2)\(9k1+9k2) _ _Z')

2—«

P ., (ma/2)\ 2
(k1) (k2)

F)‘(kl)r)\(k‘g) m

k1=0 ko=0

IN

A*(1,1) exp,, (mx)

2—a

klkzonr/2>) oz
k1 Ok o \ Fr(kn)Ta(k2)
A

AN (1,1) exp, (mz)

2—a

= [T ((t—2)%) ()] [T (1) ()] °

= M;@),‘z (z)

ymﬂﬂﬂﬂqﬁmMMadmxnmng(ﬁ—xw)@)g(M%Q@n%e@mﬂ@iuigﬂe

kullanilirsa istenilen gostreilmis olur ve ispat tamamlanir. =

Teorem 4.5 K, g € Cp[0,00) fonksiyonun Peetre-K fonksiyoneli ve MY, (x) de

Lemma 4.5’de hesaplanan merkezi moment degerleri olmak {iizere

T (9) (@) — 9 )] < 2K <g; )+ MmT@:))

esitsizligi saglanir.
Ispat. c reel sayisi « ile t arasinda olmak tizere f € C%[0, 00) fonksiyonun 2 nok-
tasindaki Taylor formiiliinden

(t — )’

F@) < J@@) + [ @)t =zl + f(e)

(4.15)

yazilabilir. (4.15) esitsizliginin her iki tarafina lineer pozitif T)) operatorleri uygu-
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lanir ve daha sonra mutlak deger alinirsa (4.10) egitsizliginden

TA (D @)~ @] < @I @)+ DD -2 )
< 1F @)y @)+ T, @)
f// . )
< 1 lenooe) VM <w>+””c‘%Mm§2 ()
[ ]V{*A ]
< |V @+ 2D (1 o+ 1 ey
: .
< @+ 2

elde edilir. Yukarida bulunan bu egitlik kullamlarak her bir g € C5[0, 00) igin

T (9) (z) — g ()]
= |T (9) (z) = T, () (@) + T, (f) (@) = f (2) + [ (2) — g ()]
< T (lg = f1) (@) + lg(@) — f(@)] + | T3 (f) (2) — f(2)]

K\ M;;L)\Q(x)
<2019 = Fllopioe + 2 I llog oo |/ Mide (@) + 222

yazilabilir. Yani

T2 (9) (z) — g (2)]
v, (@] (4.16)

< 21lg = Fllogioen + 2 fllcg o [/ Mide (@) + 255
esitsizligi saglamir. Ayrica (4.16) esitsizliginin her iki tarafinin f € C%[0,00) igin

infimumu alinirsa

T (9) (@) = g (@)] < 2K (g; M, () + M)

2

elde edilir ki istenilen gosterilmis olur. m

EDN T
Teorem 4.5'de 8, (x) = /My () + MmTZ() segilerek Teorem 2.5 dikkate alindiginda

asagidaki teoremin gecerli oldugu sonucuna varilir.

Teorem 4.6 M > 0, g € Cp[0,00) ve M), (z) de Lemma 4.5°de hesaplanan
A4*32($)

merkezi moment degerleri olsun. 4, (z) = /M), (x) + —=2— olmak iizere
T2 (9) (2) = g ()] < 20 {3 (9, v/8, () + min (1,8, (2)) 9 g0

esitsizligi saglanir.
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4.4 T) Operatorleri ile Agirhikli Yaklagim
Lemma 4.6 T operatorleri p (t) = 1 + t? olmak {izere
T (p) (x) < Kp(z), K >0

ozelligini saglar.

Ispat. A* fonksiyonu A (1,1) # 0 ile :f%fi) > 0 sartim saglayan t2 +12 < r?, r > 1

L ve L
m exp, (mx)

bolgesinde analitik bir fonksiyon ve Vz € [0, 00) icin &) (z), #, sinirh

oldugundan dolay1 en az birer K; > 0 ve Ky > 0 i¢in

2\ 242 (1L,1)+242 (1,1)\ 4
<]- + + L A)‘(l,l) 2 ) E’ S Kl

expy (ma)

Ai\ltl (171)+2Ag\1t2+AtA2t2(1’1)+A£\1(171)+Ai\2(171)
m2A*(1,1)
202247 (1,1)—AN(—1,1)—AM1,—1
222 [AN(1,1) =AM (1,-1) = AN (~1,1)+4* (- 1,-1)] &), (2) = 2
+ m2A*(1,1)
2A[242 (1,1)+243) (1L,1)+A2, (~1,1)+A} (1,-1)- A3 (1,-1)—A} (~1,1)]
+ m2A*(1,1) exp, (mx)

yazilabilir. (4.17) esitsizligi kullamlarak K = 1+ K; + K5 olmak iizere

Ty (p)(x) =Ty (eo+e2) (2)
=T;, (e0) () + T}, (e2) (2)
<1422+ Ko+ K,
<1+224+ Ky (14 2%) + Ky (14 2?)
=(1+2%) (1+ K; + Ky)
=K (1+ 2?)
= Kp(z)

elde edilir ki istenilen gosterilmis olur. m
Teorem 4.7 p(t) =1+ 1> ve g € C[0,00) olmak iizere T}, operatorleri

lim ||7, (9) = g|, =0

limitini saglar.
Ispat. Oncelikle T} : C,[0,00) — B, [0,00) seklinde bir déniisiim oldugu goster-

ilmelidir. g € C,[0,00) olsun. Bu durumda p (f) = 1+ ¢* ve M, > 0 olmak tizere
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T2 operatorlerinin lineer pozitifliginden (Lemma 2.1’den L;\m’bm operatorleri ayni

zamanda monoton azalmayandir) Lemma 4.6 yardimiyla

T (9) (@) = T (%p) (@) < lgll, T2 () &) < lgll, Ko (z) < Myp ()

elde edilir. O halde yukaridaki bu esitsizlikten T3 (g) € B, [0, o0) sonucuna varilir.
Bu durumda T}, (g) operatorii C, [0, 00) uzaymdan B, [0, 00) uzayma bir déniisiim

olmalidir. Simdi ey, (t) := t*, k € Ny olmak {izere
lim [T} (ex) —exl|, =0, k=0,1,2. (4.18)

limitinin saglandig gosterilecektir:
B1. || T2 (eo) — eoHp = 0 oldugu agiktir.
B2. A fonksiyonu A* (1,1) # 0 ile % > 0 gsartim saglayan 3 + 12 < 72, r > 1
bolgesinde analitik bir fonksiyon ve Vm € N, Vz € [0,00) i¢in \gin (:U)| < 1ve
|1/ exp, (mz)| < 1 oldugundan dolay1
A} (1,1) + 4D (1,1)  A[2A%(1,1) — AN (—1,1) — A (1,-1)]
AN(1,1) A*(1,1) exp, (mz)

SCI; Cl>0

yazilabilir. Yukaridaki bu esitlik yardimiyla

AN (LD)+AY (1) A[242(1,1)—AN(=1,1)— AN (1,-1)]

N 1 AX1,1) A*(1,1) expy (ma)
|5 (o) —erf], < sup T2
C
< = =0, (m— o)

m

elde edilir.

B3. A* fonksiyonu A* (1,1) # 0 ile :'jﬁki) > 0 sartim saglayan ¢2 +t2 < r? r > 1

bolgesinde analitik bir fonksiyon ve Ym € N, Vz € [0,00) icin [}, (z)] < 1 ve
|1/ exp, (mz)| < 1 oldugundan dolay1

2A (1,1)+2A47 (1,1)
L+ s+ M(l,l)t2 ‘S ¢,

oxpy (M)

ARy (L2473 +AD (LD +AR (1,1)+AR (1,1)
AXN(L,1)
2221242 (1,1) =AM (—1,1)— AN (1,—1)
™ | ANL) ] <C (4.19)
2X2[AN1,1)— A (1,-1) - AN (—1,1)+ 4 (- 1,-1)] &), (@) =3
+ AN(L,1)
2A[24 (1,1)+243) (1,1)+A, (—1,1)+A}, (1,—1)—A} (1,-1)— A} (—1,1)]
+ A*(1,1) expy (ma)
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yazilabilir. (4.19) esitsizligi kullanilarak

C x C 1
A 2 3
ITwtea) = eall, < oo + s
C C
S g T 0 (M)

elde edilir. Sonug olarak B1, B2 ve B3 maddelerinden (4.18) esitligi saglanacagindan

Teorem 2.4 kullanilarak ispat tamamlanir. m

4.5 T) Operatérleri ile Niimerik Yaklagim

Bu kesimde 7)) operatorleri ile bir fonksiyona yaklagim érnegi grafik {izerinde ver-

ilecektir.

Ornek 4.1 f(t) = sin(t) olmak iizere (4.7) esitligi ile verilen T} operatorlerinde
A* (ty,t2) = 1 olarak segilirse

A E o kl + k‘z E k1+k2 F)\ (/fl) F,\ (k‘g)
Pkl’kQ(Z)_( kQ ) (2) PA(k1+k32)

olacagindan

XX kitho) (nz\kith2 1 1-+ka+27 (01, +01, )
55 () () e ()
T (f) (2) = =

exp, (nz)

yazilabilir. T# operatorleri ile bir f fonksiyonuna yaklagim hatast

en(t, A, f) = |f (2) = T (f) (@)

ile verilebilir.

i. A = 5/11 olmak tizere [0, 2] arahgnda {T# (f) (z)} dizisinin f(z) fonksiyonuna

yaklagimi n = 3,5, 10, 15, 20 degerleri icin sekil 4.1’de gosterilmigtir. Dikkat edilecegi
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tizere n degerleri biiyiidiikge operatorler f (z) degerine daha yakinlagiyor.

f(x) n=3— — p=5— — n=10— — n=15 n=2(

Sekil 4.1 Indirgenmis T operatori ile baz1 n degerleri icin yaklagim

Ornek 4.2 ii. A\ = 5/11 olmak {izere [0,2n] araiginda {T}# (f)(x)} dizisinin
f(z) fonksiyonuna yaklasim hatasi e, (z, A, f), n = 3,5, 10, 15, 20 degerleri igin sekil

4.2’de gosterilmistir. Dikkat edilecegi tizere n degerleri biiyiidiikce hata degerleri

sifira (yani = eksenine) yaklagiyor.

05
04 _
P
7 \
’ \
/ \
/ \
/ \
03+ / \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ PN \
02 [N / -~ AN \
e \ / / N
/
/ \ I 0
’ \ / SmTES N
/ \ i SO
/ \ Iy S\
01 / = F A
/e AR /s AW
/T = N\ I/ W
;S ~< \\\ / 1/ A\
s S\ /0 N
N ST N\ /7 %
N ‘ v
0 1

Sekil 4.2 Indirgenmis T operatori ile baz1 n degerleri icin yaklagim hatast
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A,m
[0,00) ve B}

ili. n = 10 olmak iizere [0,2n] arahgmda {T# (f)(z)} dizisinin f(z) fonksiy-
onuna yaklagimi A = —%, —%, 0, %, 1 degerleri i¢gin sekil 4.3’de gosterilmistir. Burada
T (f)(z), A = 0 igin (1.4) ile (Varma 2013) kaynaginda verilen operatorlerin
A* (t1,t5) = 1 icin indirgemesidir. Dikkat edilecegi tizere f fonksiyonuna yaklagim
bazi araliklarda A —>—% degerine yakin degerler icin T# (f) operatorleri avantajh
iken baz1 araliklarda yeterinde biiyiik A degerleri i¢in TV ( f) operatorleri avantajh
oluyor. Eger araliga gore yaklasim avantaji veren \ degerleri i¢in yeni bir operator

tanimlanirsa fonksiyona en iyi yaklagan operator yeni tanimlanan operator olacaktir.

O halde bu diigiinceyle yapilan T genellemesi (1.4) ile (Varma 2013) kaynaginda

verilen operatorlerden cok daha iyi sonuglar verir.

2N
7R
g (
020 S NG
i A\
/17 A\
/1 Ay
/1] Wy
] 11/ ARRY
05| -y IRRY
| /1 W\
Iy \\
I W\
/1 \\y
| Iy Yy
ey Yy
0,10 -7~ Iy A
- AN 71 \
1 PSRN i) W
AT NN /7 ‘\‘\\
7 NN oy tE
| 7,7 NN /1y \\\
Ry NN N \
0,05-] s/ \ \\
! Py NNy L
E ) RN \y
s /. \ M Wy
Ve \ / W\
_ 7 N v
17N \ \/\/\/\/ \\\)I\
// 7 /
[ : : T T \\/\\/ \'/ T \y\,
o 1 2 3 5 6
= Bl ——iso—— st - e

Sekil 4.3 Indirgenmis T operatori ile bazi A degerleri igin yaklagim hatast

4.6 T) Operatérlerinin iki degiskenli Genellemesi

Bu kesimde yiizeylere yaklagimin grafik {izerinde goriilmesi adina 77 operatorlerinin

iki degiskenli bir modifikasyonu tanimlanacaktur.

Tanim 4.2 A > —1/2 reel parametre, ¢» € C([0,00) x [0,00)), m € N, z,y €
irgo Msagrdaki gibi tamimlanmak {izere

N _ , MY/ 4.20
k1,k2,71,52 F)\ (kl) F)\ (kg) F)\ (]1) FA (]2) ( )
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katli Dunkl Appell polinomlarinin iirettigi iki degiskenli Szasz-Mirakyan operatorii

k1+ka+2A( 0k, +0 J1+j2+2X( 05, +0,
kz kz ZOZBkjlkgjljg( 7y)¢< W(Lk k2)7 Tr(L ))
Un (9) (1,y) = ==

[AX (1,1)]” expy, (mx) expy, (my)
(4.21)

ile tamimlamr ve bu tamimda operatériin tanimh ve pozitif olabilmesi igin adina (4.3)

ile verilen A* analitik fonksiyonu her ji, j, € Ny icin

AL #0 ve 3245 >0

ozelligini saglayacak sekilde segilmistir.

Iki degiskenli operatoriin kurulusu geregi asagidaki Lemma, ispatsiz olarak verilebilir.

Lemma 4.7 7,y € R ve T, (4.7) ile verilen operatorleri temsil etsin. Buna gore

U2 operatorleri

i Up () (z,y) =1,

ii. Upy (t) (z,y) =Ty (1) (x) = 2+ frn (2)

iii. Up, (s) (z,y) =Ty (1) (¥) =y + fm (v)

w. Up, (B + %) (z,y) = Tp, (%) (v) + Ty, () () = 2% + v + hun (2, 9)

ozelliklerini saglar. Burada (f,, (z)) ve (A, (z,y)) dizileri z,y € [0,00) i¢in sifira
noktasal yakinsayan dizilerdir ve ayrica dizilerin taniml olabilecegi keyfi pozitif kom-

pakt bir kiime {izerinde bu yakinsama diizgiindiir.

Yukaridaki lemma ve Volkov Teoremi birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki teorem

ispatsiz verilebilir.

Teorem 4.8 D = [0,00) x [0,00) ve ¢ € C (D) olmak tizere B C D smirh bol-
gesi verilsin. Buna gore, {17 (¢) (z,y)} dizisi B iizerinde 1 fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir.
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Ornek 4.3

I
e e

Sekil 4.4 Indirgenmis U) operatori ile bazi m degerleri igin yaklagim

(4.21) ile verilen U} operatorlerinde A* (t1,t,) = 1 olsun. Bu durumda (4.20) ile

verilen BY, ., (5,0
k1+k j1+7 ma\k1tk2 (my\J1ti

B)\,m . ($ y) _ ( 1k2 2) (jljzh) (T) o (Ty) e

k1,k2,51,52 \"7 T, (kl + k2) T, (]1 ‘|’j2)

sekline indirgenecektir.. Bu durumda ¢ (z, y) = sin (2® + 2y?) ve A = % olmak {izere
sekil 4.4’de m = 5,10, 15,20 degerleri igin indirgenmis U}, operatorlerinin niimerik
olarak yaklagimi verilmigtir. Ayrica bu sekilde D; = [0,1] x [0, 1] iizerinde kirmiz
yiizey ile ¥ (z, y), sar1 yiizey ile Uzé0 (¢) (z,y) , mavi yiizey ile Ulé5 (V) (x,y) , gri ylizey
ile Ulé0 (¢) (z,y) ve siyah yiizey ile Ué (¥) (z,y) temsil edilmektedir. Dikkat edilecegi
iizere m dogal sayisi biiyiidiikce operatorlede kirmizi yiizeyle belirtilen ¢ fonksiyonun

D1 bolgesinde belirttigi yiizeye yakinlasiyor.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde caligilan konu temeldir ve bu yiizden disiplinler arasi bir ¢alismada arag
olarak kullanilmaya basglca bir adaydir ve énceki yapilan ¢alismalara gore daha iyi

sonuclar vermigtir:

Ugtincii boliimde Lémbm operatorlerinde a,, = b,, = m olarak alinirsa Lémbm, Sucu
tarafindan (Sucu 2020) tanimlanan operatorleri vermektedir ve dolayisiyla Lém,bm
operatorleri en az bu operatorler kadar iyi olmak zorundadir. Dunkl tipi oper-
ator genellemelerinde sinirsiz pozitif diziler yardimiyla operator genellemesi halen
giintimiizde yaygin olarak yapilmamaktadir ve bu yiizden arastirmacilar bu tezde
yapilan ispat siireclerinin yardimiyla benzer sekilde kendi operatorlerini tanimlaya-

bilirler.

Dordiincii boliimde, T operatorlerinde A = 0 alinirsa 77\, Varma (Varma 2013)
tarafindan tanimlanan operatorleri verir. Ayrica sekil 4.3 dikkatli incelendiginde bir
A degeri icin T operatorii bir aralikta giizel bir sonug verirken diger bir aralikta
kotii sonuglar vermektedir. Bu durumu diizeltmek igin T} operatoriiniin ¢aligilan
araligin bir parcalanigindaki her bir alt aralikta fonksiyona yaklagiminin avantantajh
oldugu X degerleri icin parcali bir sekilde yeni bir operatér tanimlanabilir. Ornegin,
bir f € C'[0,00) ve I = [; U I, U I3 seklinde ayrik araliklarin bir birlegimi verilsin
ve ayrica k = 1,2,3 olmak iizere Yo € I igin |T) (f) () — f (z)| farki minimum

yapan A degerleri A = \; olsun. Buna gore, I araliginda

Ty (f) () ; zely
En(f) (@)= T2 (f) (@) 3 =€

Ty (@) ; z€l;

ile tanimlanan yeni operator f fonksiyonuna tiim A degerleri karsilik gelen T\ oper-
atorlerinden daha iyi yaklagir. Dolayisiyla bu tezde (Varma 2013) ile verilen galig-
madan ¢ok daha iyi sonuglar elde edilmistir. Ayrica dordiincii boliimde A\ = 0 6zel
degerine kargilik (Lee 2011) kaynagindaki polinomlar: veren yeni bir polinom tanim-

lanmastir.
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Simdi yapilan bu tezden faydalanarak yapilabilecek 6nerilen bazi ¢aligmalar mad-

deler halinde verilecektir:

° Lém,bm ve T2 operatorlerin temel operatér Kantorovich, Durrmeyer ,Stancu,
Phillips, Stancu-Kantorovich, Stancu-Durrmeyer, Gamma ve Beta tipi gibi
temel operator genellemeleri veya bu genellemelerin kuantum kalkiiliis ile il-

igkili genellemeleri yapilabilir.

e Katli Dunkl Appell polinomlarinin katli Dunkl Euler, Bernoulli, Hermite,
Genocchi ve Gould-Hopper polinomlar: gibi 6zel durumlar: ayr1 ¢alismalarda
detayl olarak incelenebilir. Hatta bu polinomlari igeren bir T} operatorii
tammlanabiliyorsa T\ operatoriin 6zel durumlara gore yaklagim incelenebilir.
Bu tezde genel olarak sonuclar bulunmugtur ancak 6zel sonuclar da uygulamali

matematik i¢in bir o kadar énemlidir.

e Katli Dunkl Appell polinomlarina ek olarak Dunkl Sheffer ve katli Dunkl Shef-
fer polinomlar: tanimlanabilir ve bu polinomlarin kuantum ile post kuantum
tiirti tanimlanabilir. Benzer gekilde bahsi gecen polinomlari iceren operatorleri

yapilabilir.

o [

A sbm

ve T operatorlerin bazi test fonksiyonlarim koruyan tiirii veya bazi

ozellikleri saglayan fonksiyonlar: koruyan bir tiirii yapilabilir.

A

A bm

ve T operatorlerin istatistiksel yaklagimi incelenebilir.

e Kathh Dunkl Appell polinomlar1 daha da genellenebilir ve bazi 6zellikler elde
edilebilir.

e Bu tezdekinden farkli olarak bazi normlarla farkli uzaylarda L;\m’bm ve T

operatorlerinin yaklagim 6zellikleri incelenebilir.
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