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OZET

Korovkin tipli yaklasim teoremleri yaklasimlar teorisinde onemli bir yere
sahiptir. Istatistiksel yakinsakhk kavram yardimiyla Korovkin tipli yaklasim
teoremleri gelistirilmistir [Gadjiev ve Orhan, 2002; Duman ve ark. 2003]. Bu
teoremler kullamilarak bircok lineer pozitif operatoriin g— genellesmelerinin
veya integral tipli genellesmelerinin yaklasim 6zellikleri arastirilabilmistir. Bu

tezde ise, Aral ve Gupta (2006) tarafindan tammmlanan Q- Szasz-Mirakjan

operatorlerinin Kantorovich tipli genellesmesi verilmis ve istatistiksel yaklasim
ozellikleri incelenmistir. Yaklasim teorisinde operatorlerin  diizgiin
yakinsakhi@imin arastirilmasi kadar bu yakinsamanin hizimin degerlendirilmesi

de oldukca onemli bir konudur. Bu tezde, ilk olarak olusturulan operatorler

siireklilik modiilii yardimiyla istatistiksel yaklasim hiz1 elde edebilmek i¢in

g — Szasz-Mirakjan operatorlerinin yeni bir Kantorovich tipli genellesmesi
olusturulmustur. Ayrica pozitif bir operator olan Riemann tipli - integral
yardimiyla (- Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatorleri gelistirilip agirhkh

siireklilik modiilii yardimiyla yaklasim oram elde edilmistir. Bunun yaninda

Riemann tipli (- integral yardimiyla olusturulan operatorlerin iki degiskenli

genellesmesinin istatistiksel yaklasim ozellikleri de verilmistir. Yukarida sozii



edilen operatorlerin =1 olmasi durumunda Kklasik operatorlerin integral tipli

genellesmelerine doniismesi ve q yerine () dizisi alinarak bu dizinin secimine

gore yaklasim hizimin uygun sekilde ayarlanabilir olmasi tezin oOnemini

artirmaktadir.
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ABSTRACT

Korovkin type approximation theorems have fundamental role in the
approximation theory. By the aid of the concept of statistical approximation,
Korovkin type theorems are developed [Gadjiev and Orhan, 2002; Duman et
all, 2003]. Using these theorems, the approximation properties of the
g — generalizations and integral-type generalizations of many linear positive
operators can be investigated. In this thesis, Kantorovich-type generalization of

g — Szasz-Mirakjan operators defined by Aral and Gupta (2006) is given and

statistical approximation properties of this generalization are investigated. In
the approximation theory, evaluation of approximation rate is as important
subject as an investigation of uniform convergence of operators. Hence,
Voronovskaja type theorem is given for constructed operators’ sequence in this
thesis. Then, a new Kantorovich type generalization of the q— Szasz-Mirakjan
operators is defined to obtain statistical approximation rate by means of

modulus of continuity. Furthermore, - Szasz-Mirakjan-Kantorovich
operators are developed with the aid of Riemann type (-—integral and the

approximation rate is obtained by the weighted modulus of continuity. Also,
statistical approximation properties of two variable generalizations of operators

constructed by the Riemann type (- integral are given. In the case of =1,

since our operators are reduced to the integral type generalization of the
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classical operators, and since the approximation rate can properly be calibrated

by a proper choose of (q,) instead of g, increase the importance of this thesis.

Science Code :204.1.138
Keywords : Korovkin type theorems, Szasz-Mirakjan operators
g — generalizations, Kantorovich type operators,

Statistical approximation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalart ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

| Fllegasy
p(X)

5, (#)

C,(R")

1,

w(f;06)

Q,(f.5)

Aciklama

K kiimesinin eleman sayisi

Yogunluk fonksiyonu

n e N olmak {izere bir operatorler dizisi

e, (x)=x", m>0

l//: (t) = (t - X)k k -ymc1 merkezi moment

[a,b] araliginda tamimli ve siirekli tiim reel fonksiyonlarin

uzay1

C[a,b] uzayinda || f ”C[a,b] = maks

xe[a b]

f (X)‘ ile tanimli norm

p(x)=1 R" de siirekli fonksiyon ve lim p(x)=o0

‘X‘%oo
R™ de ‘f (X)‘ <M p(X) esitsizligini gercekleyen
fonksiyonlarin uzay1

B, (Rm) deki tiim stirekli fonksiyonlarin uzay1

B (Rm) uzayinda || f || = supM ile tanimli norm
r » xeR™ ,D(X)

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Agirlikly stireklilik modiilii



1. GIRIS

Analiz ve fonksiyonlar teorisinde yer alan arastirma alanlarindan biri de lineer pozitif

operatorlerle yaklasim konusudur ve matematigin bir¢ok daliyla iligkilidir.
Alman matematik¢i Weierstrass (1885) sonlu aralikta siirekli olan her fonksiyona bu

aralikta yakinsayan bir polinomun varligni ispatlamistir. 1912 yilinda ise Rus

matematik¢i Bernstein varligi bilinen bu polinomun, X € [0,1] icin

n n

B,(f;x)=> f(EJ( Jxk(l— x)"
oo \n Ak

seklinde oldugunu ispatlamigtir.

Bohman (1952) ve Korovkin (1953) lineer pozitif operatorlerin sonlu aralikta siirekli

fonksiyona yaklasimina iligkin ¢ok dnemli teoremler vermislerdir. Korovkin’in kendi

adiyla anilan teorem bu konudaki ¢aligmalara biiyiik katki saglamistir.

1.1. Teorem (Korovkin, 1953)

feC [a, b] ve tiim reel eksende sinirli olsun. Eger T, lineer pozitif operatorler dizisi
) lim T, (1) ~1], , =0
ii) lim|T, (t)- x|

Clab] — 0

i) lim
n—oo

T () - Xz”c[a,b] =0

kosullarini sagliyorsa bu durumda [a,b] araliginda lim”Tn( fy—f || Clab] = 0 dir.



Korovkin teoremi yardimiyla yaklasim 6zellikleri incelenebilen birgok lineer pozitif
operatorler (Meyer-Konig-Zeller operatorleri, Szasz-Mirakjan  operatorleri,

Bleimann-Butzer-Hahn operatorleri gibi) tanimlanmustir.

Operatorler tanimlandiktan sonra bu operatorlerin ¢esitli genellesmeleri de ele
alimmistir. Durrmeyer tipli ve Kantorovich tipli genellesmeler olarak bilinen integral
tipli genellesmeler olduk¢a 6nem kazanmistir [Kantorovich, 1930; Durrmeyer, 1967;

Derriennic, 1981]. Ornegin, 1950 yilinda Szasz tarafindan tanimlanan

Sn(f;x):e‘“XZf(Ej(n;(!)k, xe[0.%0)

o0
k=0 \N

Szasz operatorlerinin Kantorovich tipli genellesmesi ise, Totik (1983) tarafindan

x €[0,00) i¢in

o () (e
Kn(f;x):ne‘"xz(n;(') J. f(t)dt,
k=0 .

k/n

olarak tanimlanmustir.

Lineer pozitif operatorlerin diger bir genellesmesi de q-—teori ile ilgilidir.
Yaklagimlar teorisinde ¢ — genellesme kavrami ilk kez Lupas (1987) tarafindan

Bernstein polinomlarina uygulanmis ve Ostrovska (2006), bu operatdrlerin diizgiin
yakinsakligint incelemistir. Phillips (1997) {izerinde daha siklikla calisilan

g - Bernstein polinomlarin1 tanimlamis ve yaklagim Ozelliklerini incelemistir.
Ayricaq— Bernstein polinomlari ile ilgili Oru¢ ve Tuncer (2002), Ostrovska (2003)
ve Phillips (2000)’in ¢calismalari da vardar.



Daha sonra (-—genellesme kavrami ile bir¢ok operatoriin ¢ — genellesmesi

verilmigtir.  Bunlara  O6rnek  olarak = Meyer-Konig-Zeller  operatorlerinin

g—genellesmesi Trif (2000) tarafindan tanimlanmis ve yaklasim 6zellikleri

incelenmistir. Ikinci momentlerinin acik¢a elde edilmesi i¢in Dogru ve Duman

(2006), g —Meyer-Konig-Zeller operatorlerinin yeni bir genellesmesini yapmislardir.
Aral ve Gupta (2006), Szasz-Mirakjan operatdrlerinin ¢ — genellesmesini yaparak
yaklasim ozelliklerini incelemislerdir. Agratini ve Dogru (2010) ise q— Szasz-

Mirakjan operatorlerinin - modifikasyonunun agirlikli  istatistiksel — yaklasim

Ozelliklerini elde etmislerdir.

Derriennic tarafindan Bernstein polinomlarinin diger bir integral tipli genellesmesi

olan Durrmeyer tipli genellesmenin g — Bernstein polinomlarina genisletilmesi yine
Derriennic tarafindan yapilmistir [Derriennic, 2004]. Gupta (2007), q— Durrmeyer

operatorlerinin yaklasim o6zelliklerini incelemistir. Diger taraftan Kantorovich
tarafindan verilen Bernstein polinomlarmin integral tipli genellesmesinin

g— Bernstein polinomlarina genisletilmesi Radu (2008) tarafindan yapilmis ve

istatistiksel yaklasim dzellikleri incelenmistir. Ispir (2001) agirlikli uzayda Baskakov
operatdrlerinin yaklasim 0Ozellerini incelemistir. Gupta ve Radu (2009) ise

g — Baskakov-Kantorovich operatorlerini tanimlamisglar ve bu operatorlerin agirlikli

istatistiksel yaklasim ozelliklerini incelemislerdir. Dalmanoglu ve Dogru (2010),

q— Meyer-Konig-Zeller operatorleri i¢in Kantorovich tipli genellesme vermisglerdir.

Szasz-Mirakjan, Szasz-Mirakjan-Kantorovich, Szasz-Schurer ve Szasz-Schurer-

Kantorovich operatdrlerinin ¢ — genellesmeleri Mahmudov (2010) tarafindan ayrica

incelenmistir.

Bu tezde, Aral ve Gupta (2006) tarafindan tanimlanmis olan (- Szasz-Mirakjan

operatorlerinin Kantorovich tipli genellesmesi verilmis ve yaklasim 0Ozellikleri

incelenmistir. Ayrica - Szasz-Mirakjan operatdrlerinin  Kantorovich  tipli
modifikasyonu Riemann tipli - integral yardimiyla gelistirilmis ve olusturulan

operatorlerin agirhikli istatistiksel yaklasim ozellikleri verilmistir. Yukarida sozii



edilen operatorlerin =1 olmast durumunda klasik operatorlerin integral tipli

genellesmelerine doniismesi ve q yerine (0,) dizisi alinarak bu dizinin se¢imine

gore yaklagim hizinin amaca uygun sekilde ayarlanabilir olmasi tezin Onemini

artirmaktadir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. 11k boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci bolimde, tezde ihtiyag duyulan temel teoremlerden ve tanimlardan

bahsedilmistir.

Ugiincii  boliimde, q-— Szasz-Mirakjan  operatdrlerinin ~ Kantorovich  tipli

modifikasyonu tanimlanmig ve agirhikli istatistiksel yaklasim  6zellikleri

incelenmistir. Ayrica olusturan operatdrler i¢in Voronovskaja tipli teorem verilmistir.

Doérdiincii  boliimde, Szasz-Mirakjan-Kantorovich — operatorlerinin = yeni  bir

g — genellesmesi tanimlanmig ve (—integral i¢in bir lemma verilerek olusturulan

operatorlerin noktasal yaklagim orami siireklilik modiilii ile elde edilmistir. Bunun
yaninda yeni olusturulan operatdrlerinin bazi test fonksiyonlarini koruyan iki farkli

modifikasyonu tanimlanmustir.

Besinci  boliimde ise Q- Szasz-Mirakjan operatdrlerinin = Kantorovich tipli
modifikasyonu Riemann tipli g — integral yardimiyla gelistirilmis ve bu operatorlerin

agirliklr siireklilik modiilii yardimi ile yaklasim hizi incelenmistir. Ayrica Riemann

tipli q—integral ile tanimlanan operatorlerin iki degiskenli genellesmesi olusturulup

istatistiksel yaklasim 6zellikleri de elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, tezde ihtiya¢ duyulan temel teoremlere ve tanimlara yer verilmistir.
2.1. Lineer Pozitif Operatorler

X veY reel degerli iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger X den alinmis herhangi f

fonksiyonuna Y de bir Tf fonksiyonu karsilik getiren T kuralina operator denir ve

Tf fonksiyonunun X noktasinda aldigi deger igin T ( f; X) gosterimi kullanilir.

Her f,ge X veher a,f R igin

T(af+p9)=aT(f)+/T(9)
kosulu saglaniyor ise T operatdriine lineer operatdr denir.

T operatorii pozitif bir f fonksiyonunu pozitif bir Tf fonksiyonuna

doniistiiriiyorsa; yani Dy, Dy, sirastile f veT (f) nin tamm kiimeleri ve Vte D,
icin f (t) >0 iken VX € DT(f) igin T(f;x)>0 saglaniyorsa ise T operatdriine

pozitiftir denir.
Lineer pozitif operatorler monotondur.

AcR olmak iizere (f,) A iizerinde tamimli reel degerli fonksiyon dizisi olsun.

V& >0 sayist ve her bir X e A noktasina karsilik dyle bir n, =n, (8, X) e N var ise

oyle ki Vn>n, oldugunda fn(x)—f(x)‘<g ise (f,) fonksiyon dizisi f

fonksiyonuna noktasal yakinsak denir.



Ve >0 sayisma karsilik dyle bir ny=n,(&)eN varsa 6yle ki Vn>n, ve Vxe A

igin | f (x)-f (X)‘<g ise (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir denir.

(X,

||) bir fonksiyon uzay1 ve ( fn)c X ve f eX olsun. Ve >0 sayisina karsilik
dyle bir n, =n,(&)eN varsa dyle ki ¥n>n, igin ||f, - f||, <& ise (f,) fonksiyon

dizisi X deki norma gore f fonksiyonuna yakinsaktir denir.
(f,)=C|[a,b] dizisinin C[a,b] deki

|f ”C[a,b] = rﬂﬁkb? f(x)

normuna gore f fonksiyonuna yakinsakligi, f fonksiyonuna diizgiin yakinsakligina

denktir.

Sonsuz bolgelerde siirekli ve polinomsal biiyiiyen fonksiyon uzaylar1 asagidaki gibi

tanimlanir [bkz. Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995].

p(x)=1 tim R" uzaymnda siirekli bir fonksiyon ve lim p(X)=co olsun. Bu

‘X‘%oo
durumda R™ uzayinda ‘f (X)‘S pr(x) esitsizligini gercekleyen fonksiyonlar
kiimesi B, (Rm) ile, B, (Rm) uzaymdaki tim siirekli fonksiyonlar kiimesi de
C, (]Rm) ile gosterilir. Burada M, f fonksiyonuna bagli sabit bir sayidir.

(%)

fll = sup —-24
I, =su=25



normu ile B, (]Rm) ve C, (Rm) lineer normlu uzaylardir. Burada p fonksiyonuna

agirlik fonksiyonu, C , B, uzaylarina da agirlikli uzaylar denir. Ozel durumda (o(x)

tiim reel eksende monoton artan bir fonksiyon olmak iizere m=1 olmas1 halinde

p(x)=1+¢’ (x) seklinde goz oniine alinabilir.

CIZ:{f eC, : limM:kf <oo}

7 M= p(x)

C, uzaymin bir alt uzayidir. Ozel olarak k, =0 oldugunda Cg alt uzay1 elde edilir

ki bu uza 1 lar1 icin li M
yin elemanlart i¢in lim
x> p(X)

=0 olur.

Teorem 1.1 (Korovkin Teoremi) lineer pozitif operatdrlerin sonlu aralikta siirekli
fonksiyona yaklasimiyla iliskilidir. Yani basit fonksiyonlar {izerinde operatorler
dizisi diizgiin yakinsak ise uzayin keyfi fonksiyonu icinde ayni norma gore
yakinsaklik saglanir. Gadjiev (1974) tarafindan smirsiz bolgelerde tanimlanmis
operator dizileri icin boyle bir teoremin gecerli olmadigi ispatlanmistir ve

p —normlu uzaylarda yakinsaklik teoreminin nasil verilmesi gerektigi gosterilmistir.

[bkz. Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995]

2.1. Teorem (Gadjiev, 1974)

Keyfi m>1 icin dyle (Tn) lineer pozitif operatorler dizisi tanimlanabilir oyle ki,

p(X)=1+|x (|x|:\/xf+x22+...+x;) icin Cp(Rm) den Bp(]Rm) ye doniisiimii

i¢in

lim

n—ow

T (1)-1], =0



lim

n—ow

(1)1

=0
P

seklinde (m+2) sartlar1 saglansin. Bu durumda C, (Rm) uzayinda oyle bir f”

fonksiyonu bulunabilir ki n — o i¢in

>1
P

T.(f)-f

olur.

2.2. Teorem (Gadjiev, 1974)

A (x) 0

P (x) ve p,(x) siirekli ve 1°den kiigiik olmayan keyfi fonksiyonlar ‘l‘im )
X|—0 p2 X

kosulunu saglasm. T ’in C, (Rm)’den B, (]Rm)’ye tanimli lineer pozitif

operatorlerin bir dizisi oldugu varsayilsin. Keyfi f eC, (Rm) fonksiyonu olmak

uzere

=0

P2

lim

n—o

T.(f)-f

olmast i¢in gerek ve yeter sart X e R™ olmak tizere



fonksiyonlar1 i¢in

lim

nN—oo

T(F)-F| =0:i=012..mme1

(m+2) sartin saglanmasidur.

2.2. q—Analiz

q—analiz bir¢ok konunun (hipergeometrik seriler, kompleks analiz, parcacik fizigi

gibi...) genellesmesidir. Matematigin bir¢ok farkli alaninda; sayilar teorisi, ortogonal
polinomlar, kombinatorik gibi, diger alanlarda ise gorecelik teorisinde, mekanikte

uygulama alani bulmustur.

Jackson, g—analizin en 6nemli isimlerinden biridir. XX. yy baglarinda q— tiirev ve
g-—integral tanimlariyla, ¢—analizin sistematik sekilde ilerlemesine ©nderlik

etmistir. Son yillarda klasik analizde bilinen birgok tanim ve teoremin

g — genellesmeleri lizerine calisilmaktadir [Gauchman 2004, Marinkovich ve ark.

2002, 2008].

g —analizin temel ifadeleri, Kac ve Cheung’un (2002) Quantum Calculus adh

kitabinda, detaylar ise Andrews ve Askey’in (1999) Special Functions adli kitabinda

yer almaktadir.
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g > 0 olmak iizere, negatif olmayan r tamsayisi igin,

ifadesine r ’nin - tamsayisi denir.

g >0 olmak iizere, r e N i¢in r nin q-—tamsayisi,

l1+q+..+q" ,q=1
O
9q_1

seklinde yazilabilir.

g >0 olmak iizere, r e N

ifadesine de q-—binom katsayis1 denir. =1 durumunda klasik binom katsayisin

Verir.

qe(0,1)u(1,0) olmak iizere, q— diferensiyel operatorii
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D,x" = [n]q X" (2.1
oldugu agikga gbriilir.
Tammdan hareketle iki fonksiyomm garpiminin q — diferensiyeli de
D, (u(x)v(x)) =Dy (u(x))v(x)+u(ax) D, (v(x))
scklinde olur. Diger taraftan
n>1igin (x-a); =(x-a)(x- da)...(x—q"'a) olmak iizere
2.2)

oldugu acikca goriiliir.

f *nin [0,b] araliginda q - integrali

0

if(t)dqt:(l—q) by f(a’b)g’, 0<q<l

j=0
olarak tanimlanmustir [Jackson, 1910].

[O,b] araliginda f fonksiyonu Riemann integrallenebilir ise
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b

b
f(t)dt=1 f(t)d t
Jct=tim [ (1),

dir.

[a,b] araliginda f fonksiyonunun ¢ - integrali,

~q) (b (a'b)-af (q'a))q’

ile tanimlanir.

f ’nin [a,b] aralifinda Riemann tipli q - integrali

f(t)dft=(1-q)(b-a) 3 f (a+(b-a)q’)a’, 0<g<I

i=0

D ey T

olarak tanimlanmistir [Stankovich ve ark., 2006]. Riemann tipli q— integral lineer ve

pozitif bir operatordiir. Bu integral Holder esitsizligini saglar. Yani:

b b Va sy g
a,f>1ve l+%=1 igin {\f (t)g(t)\dg*ts(ﬂf (1) dthJ [ﬂg(t)\ﬂ dth]

a a a

esitsizligi gecerlidir.
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3. q— SZASZ-MIRAKJAN OPERATORLERININ KANTOROVICH TiPLi
MODIFIKASYONUNUN YAKLASIM OZELLIKLERI

Bernstein operatdrlerinin farkli iki g — genellesmesi Lupas (1987) ve Phillips (1996)
tarafindan verilmigtir. Bu ¢aligmalardan sonra ¢ — parametrik operatorler iizerinde

cok yogun calismalar yapilmistir. Aral ve Gupta (2006) her pozitif tamsay1 » i¢in,

Szasz-Mirakjan operatorlerinin g — tipli genellesmesini

(fix)e ~ i o k]b ([n] )k
SIS )—Eq( qb]20f£ ][n] oF 3.1)

seklinde tanimlamislardir. Burada, f eC [0,00) , 0<x< " b, —, b, ise limb, =

n—>0

Bu boliimde Es. 3.1 ile verilen g — Szasz-Mirakjan operatdrlerinin Kantorovich tipli

bir modifikasyonu asagidaki sekilde tanimlanmugtir.

Her pozitif tamsay1 n ve g € (0,1) icin,

[ r(by)dg, (3.2)
(e, ],

seklinde tanimlansin. Burada, f [0,00) araliginda siirekli ve azalmayan

3

fonksiyondur. Ayrica 0 < x < , b, 1se limb =0 olacak sekilde bir pozitif say1

—_ q n—»0

dizisidir ve E Zq" " 1/2 X dir.

LN
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K ( f:q; x) operatdrlerinin tanimdan lineer ve pozitif oldugu goriilmektedir.

K ( f ;q;x) operatorlerinin yaklasim 6zelliklerini inceleyebilmek icin gerekli olan

lemma agagida verilmistir.

3.1. Lemma (Orkcii ve Dogru, 2011)

neN olsun. ¢ (x)=x", i=0,1,2 olmak iizere

K, (esq;x)=1, (3.3)

K:(el;q;x):x+L n (3.4)

2] +[2] 2
K:(ez;q;x)qu2+[ ]q [ ]q b, x+ ! b”z, (3.5)

Bl [n], 3], [n]

q

saglanir.

fspat

q — tamsayinin tanimidan dolay1

[k+1] -[k] =4" (3.6)
Zw:q-":%,0<q<l (3.7)

esitlikleri gegerlidir.
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Es. 3.6, Es. 3.7 ve ¢ — integral tanimindan dolay1

[k+1], /], [k+1], /], [&], /I,

dt= j dt- j dt
(<], /[n], 0 0
[k+1] &, (k] &
=(-9) LY ¢ —(1-9)—=-D. 49’
o], 27 IR
q q
[n],
yazilabilir.

Buradan, K, (¢,;¢;x) =1 oldugu goriiliir. Diger taraftan

L Bl g s o
btd t=( " q” —q)bn N -
W, ], ,Z: (], (], fzo [],
k
qg b,
= ki (1 1
1+q[n] ([ ] ( +q)+ )
oldugundan

K, (e;q:x)=[n] E, (—[n]qbi]iq—k ([”l]q x) {qk znz ([k]q [2]q+1)}




elde edilir. Son olarak g —integral i¢in benzer islemler yapilarak

[k+1], /[n], 2 k
bztzd t= b g

oo [l [ 1+q+q’

([k +1] 4[], [k +1], +[k];)

ifadesi bulunur. Bu ifadeden ve Es. 3.6, Es. 3.7 den yararlanarak da,

K, (e:q;:x)=

=
‘_
7 N\
.
e
E~)
S| =
N—
s
—
S
| S—)
)
=

—())k(q[k]q +1)2

e () e L) s ()
TN T KTy RA IR}
o () e ()« (1)
Ea ) E ) S0

()« ()
+z[k 21(5,) q+kz_:‘[k—1]q!(bn)k

esitligi elde edilir. Es. 3.6 ve Es. 3.7 den tekrar yararlanarak

1

Tl

K, (e;q;x)= {[n]z q¢’x* +b, [n]q q’x+2b, [n]q gx+b’

[n

16
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= [”]2 q@’x* +b, [n]q gx+b, [n]q x+[n]j gx’ +b, [n]q x}

olur. Bu ifade diizenlendiginde,

. +3g+2 b 1 b
Kn(e;q;x):qszrq —Xx+ -
2 Bl, [, B[]

q

ede edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
3.1. Agirhikh istatistiksel Yaklasim Ozellikleri

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak Fast (1951) tarafindan gelistirilmistir.
Toplanabilme Teorisi, Fonksiyonel Analiz, Fourier Serileri, Sayilar Teorisi, Olgii
Teorisi, Istatistik, Optimizasyon Teorisi ve Yaklasimlar Teorisi gibi bir¢ok alanda
kullanilan bu kavram Salat (1980), Connor (1988) ve Fridy (1985) gibi bircok

matematik¢inin ilgisini ¢gekmistir. Oncelikle bu kavramin tanimini hatirlatalim.

K <N kiimesi i¢in K, :={k<n: ke K} olmak iizere K, kiimesinin eleman sayisi

K,

ile gosterilsin. Eger

liml|Kn

n—>x0 n

limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin dogal yogunlugu denir ve &(K)

ile gosterilir [Niven ve ark. 1980].

Ornek

5(N)=1, §({n*: neN})=o0,
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1
o(i2n:neN})=06({2n+1:neN})=—
(12n:n ) =5 )-1
oldugu yogunluk tanimindan elde edilir. Dogal sayilarin her bir sonlu alt kiimesi sifir

yogunlukludur. Ayrica K kiimesinin yogunlugu mevcut ise N/K kiimesinin

yogunlugu

5(N/K)=1-6(K) olacaktr.

(xk) dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi, her &£ > 0 i¢in

5(keN:|xk—L|2€):liml‘{k£n:|xk—L|28}‘=0

n—x0 n

olmas1 demektir ve st—limx, = L ile gosterilir [Fast, 1951].

[statistiksel yakinsaklik tanimindan anlasilabildigi gibi, eger (xk) dizisi bir L

sayisina istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir &>0
komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken bu komsulugun disinda da,
indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosuluyla, yine diziye ait sonsuz c¢oklukta

terim bulunabilir. Bu durumda, istatistiksel yakinsakligi bilinen bir dizi klasik

anlamda yakinsak olmayabilir. Diger taraftan (xk) dizisi bir L sayisina klasik

anlamda yakinsak ise herhangi bir ¢ >0 disinda dizinin sonlu eleman1 olmasi bu
elemanlarin yogunlugunun sifir olmasi demektir. Buradan klasik anlamda yakinsak
olan her dizinin istatistiksel yakinsak oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla yakinsak
diziler uzay1 c ile ve istatistiksel yakinsak diziler uzay1 da st ile gosterilirse, bu

durumda ¢ c st oldugu goriiliir.
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Ornek

=1,2,3,...
0, k;tmzise(m 2.3,)

{JE, k=m? ise
xk =

seklinde (x,) dizisi tammlansin. Burada st—li}l(nxk =0 olmasina ragmen (x,)

dizisinin bir alt dizisi Ilclm\/% =oo 1raksak oldugundan (xk) dizisi yakinsak degildir.

—>0

Yakinsak her dizi sinirlidir. Fakat istatistiksel yakinsak dizilerin 6rnekte oldugu gibi

sinirlt olmasi gerekmez.

Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan istatistiksel yakinsaklik kavrami ile Korovkin

tipli bir teorem ispatlanmistir.

3.1. Teorem (Gadjiev ve Orhan, 2002)

T, :Cy[a,b]—> B[a,b] lineer pozitif operatérler dizisi igin

st—lim|T, (e,;.)—e, =0, e,(1)=t", m=0,1,2

C[a,b]

kosullari saglaniyor ise her f e C,[a,b] igin

T;(f’)_f

st—1lim =
n C[a,b]

dir. Burada, B[a,b], [a,b] araliginda siirli, CB[a,b], [a,b] araliginda siirekli ve

tiim pozitif eksende sinirli fonksiyonlarin kiimesidir.
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Es. 3.2 ile verilen ¢ - Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatorlerin tanim kiimesi

{0,1 b, . J , n— oo i¢in ¢ok biiyiir. Bilinen Korovkin teoremi sinirsiz araliklarda
—-q

calismadigl i¢in Gadjiev (1974) smirsiz araliklarda yaklasim ozelliklerini elde
edebilmek i¢in agirlikli uzayda Korovkin tipli bir teorem vermistir. Duman ve Orhan
(2004, 2005) ise agirlikli uzayda istatistiksel yaklasim Ozelliklerini incelememizi
saglayacak bir teorem elde etmislerdir. Agratini ve Dogru (2010) ise Duman ve

Orhan (2004) deki teoremlerinden yararlanarak asagidaki teoremi vermislerdir.

3.2. Teorem (Agratini ve Dogru, 2010)

T:C , [0,oo)—>Bl+xM [0,0), A>0, lineer pozitif operatérler dizisi olsun. Her

n 1+x

feC, .[0,%) olmak iizere

240

T;(f’)_f

I+x

st —lim

olmast i¢in gerek ve yeter sart

st —lim
n

T (e,;.)—e, .=0,m=0,1,2

143

olmasidir.

Bu kismin asil amaci Es. 3.2 ile verilen operatorlerin agirlikli istatistiksel yaklagim

ozelliklerini Teorem 3.2 yardimu ile elde etmektir.

(q,, ) , (0, 1) araliginda

st—limg, =1 ve st—lim b, =0 (3.8)

n [ n ]qn
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kosullarii saglayan bir dizi olsun. Es. 3.2, ¢ ile (g,) yer degistirirse

operatorler dizisine doniisiir.

3.3. Teorem (Orkcii ve Dogru, 2011)

(g, ), Es. 3.8 kosullarin1 saglayan bir dizi olsun. Es. 3.9 ile tanimlanan K, (f;q,;x)

operatdrler dizisini g6z Onine alalim. Bu durumda her feC , [O,oo), A1>0,

n

0<x< bt igin st —lim|
l-gq, n

K (f34,)=f],, ... =0 dur.

fspat

n
n

. b, .. i .
Lemma 3.1’in sonucu olarak xe{o, . jl(}ln C pozitif sabit olmak iizere

’den Bm_M ‘ya

1+x2

‘K:(1+t2;qn;x)‘SC(l+x2) oldugundan, {K:(f;qn;x)}, C

taniml1 lineer pozitif operatorler dizisidir.
Es. 3.3’den goriilebilir ki,

=0

1+x?

st—1im||K (€,:9,:.)— €,

dir.

Es. 3.4 den ise
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1 b
X+ L —Xx
sup Kn (el;qn;‘x)_el(‘x)‘: sup [2]% [n]q
0§x<b—” 1+x2 O<x<n 1+x
1-q" 1-q
RS B )
SR TR,
1 b

=0

yazilabilir. Dolayisiyla st —lim b__ 0 oldugu i¢in st —limHK: (e39,:)-e

[”]q” 12
dir. Benzer olarak Es. 3.5 den
K:(ez;qn;x)—ez(X)‘
sup >
0£x<i 1+x
1-q"
2] +[2] 2
qnx2+[]q []q b, X+ ! bz x’
31, [l 3], [
= sup >
v b 1+x
1-q"
2, ~[2L 5 1 &
S( _qn)+ 2
23], [nl, 31, [n],
bulunur ve bdylece
: 2], +[2], 5, 1 &
K, (esq,:.)—e(x)| ,<(l-g,)+—= o _n 4 (3.10)
2 e 23], [, [3], []]

elde edilir.



Diger yandan, her ¢ > 0 i¢in asagidaki kiimeleri tanimlayalim:

D= {n : HK: (€:4,5.)—e,(x)

£
D, ::{nzl—qn ZE}’

)
1+x? i

O taktirde Es. 3.10 dan D < D, U D, U D, oldugu gériiliir ve dolayisiyla

5({n£n0:

K, (e39,3:) =€ (%)

2 e})=8(D)<8(D)+5(D,)+5(D,)

1+x

Ny [2], +[2], »
yazilabilir. Es. 3.8 kosulundan s¢—liml—g, =0, s¢—lim—= 1

O D,

2
st —lim — =0 olup, buradan

2

qn

5(D,)+6(D,)+6(D;)=0

elde edilir. Yukaridaki esitsizlik géz oniine alindiginda

=0

1+x2

st —lim

K: (e2;qn;‘)_€2

23

0 ve
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olur ki bu da ispat1 tamamlar.

3.2. Voronovskaja Tipli Yaklasim Hizi

verilmistir.

lima, =0 ise (a,) dizisine sonsuz kiigiilen denir. (a,) ve (b,) dizisi sonsuz

n
n—>x0

kiiciilen diziler olsun.

i) limZ—”=0 ise, (a,) dizisinin sifira yaklasma hizi (b,) dizisininkinden daha

hizlidir denir.

i) im2r = oo ise, (b,) dizisinin sifira yaklasma iz (a,) dizisininkinden daha

n—wo h

hizlidir denir.

iii) lim 2z = 1 ise (a,) ve (b,) dizilerinin sifira yaklasma hizlar1 aynidir.

n—0

L. a : . o L e :
iv) lim—~=c ise ¢ ye asimptotik deger, (b,) dizisine de (a,) dizisinin asimptotik
n—>0

hizi denir. Yani (a¢,) nin 0’a yaklasma hiz1 (b,) nin 0’a yaklasma hizi ile

belirlenir.



25

3.4. Teorem [Orkcii ve Dogru, 2011]

(g,), Es. 3.8 kosullarimi saglayan bir dizi ve f e C[0,%0), sinirli ve azalmayan bir

fonksiyon ve yeterince biiyiik n ler i¢in x € {O,l n "J noktasinda D; f(x) ikinci

n

mertebeden tiirevi mevcut ise o taktirde

n, 1, .

im (K (/30,0)/ (5) =3l D,/ () xlim D/ ()
dir.

fspat

f icin g-—Taylor Formiiliinden [Rajkovich ve ark. 2002 ], O0<g<1 ve

(¢ —x)f] =(¢—x)(t—gx) olmak iizere
f(t)= f(x)+qu(x)(f—x)+ﬁDq2f(x)(f—x)2 +, (1) (1= x),

yazilabilir. ¢ —L’Hospital Kurali [bkz. Aral, 2008] uygulandiginda &yle bir

g, €(0,1) sayis1 vardir ki her ¢ €(g,,1) i¢in Es. 2.1 ve Es. 2.2 den

. D (0D, (1) D ()a-)
A O N R

yazilabilir. Tekrar g—L’Hospital Kurali uygulandiginda ¢, €(0,1) (g, < g, ) sayisi

vardir ve her g €(4§,,1) i¢in
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t—>x t—x

. D (1)-
limg, (x,t) =lim [2]q

saglanir. Sonugta her ¢ €(g,,1) igin ¢ (x,z) fonksiyonunun sl oldugu goéz

Ontine alinarak,

[],, (K. (f34,.%)~ /(%)) =anf(x)[”]q, K, ((t-x):q,.x)

b, b,
LD f ()],

SRR
an

n

"K' ((/ﬁq” (x,0)(2- x)i ;qn,x)

>

—
—~
~
|
=
~
=
=
~
|
N | =

n—o0

dir ve boylece
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n
fim | b]"” (K (f39,.x) = f (x)) =%(}ignqu,,f (x)+xlim D, f (X))
" " " 3.11)
iim 'k K (4, (x0)(=x); ;
A qn ’q"’x)

elde edilir. limg, (x,£)=0 oldugundan her &>0 igin, en az bir &(s)>0 sayisi

t—>Xx

. . . b
vardir 0yle ki yeterince biiyiik » ler i¢in x € [0,1 2 n] olmak tizere
— qn

jt-x| < iken |g, (x,f)

n

<&

saglanir. Diger yandan sinirhiliktan dolay1 |t—x|25 iken M > 0sabit say1 olmak

uzere

8, (x.t)

S%(f—x)z

esitsizligi gecerlidir. Dolayisiyla

[’/;]qn K:(% (x,t)(t—x); ;QM): (], :(% (x.1)(t-x)’ ;qn,x)

n n

(3.12)




yazilabilir. Diger yandan Es. 3.3-3.5 kullanildiginda

K; ((t=x)"19,.x) = x" (4} 44, + 64, -3)

5 b,

] {613(1+[2]qn +[3]q,,)_4(1+[2]qn)‘1n+6

4 22 -1 _4(3[3]% 2], —l)qn

L, 4],
+(4[4Ln ~(1+[2], +[3], ))qj
151,
+x° _’Z{zq;‘ +q, (1+[2]q” +[2]jn )—4+ﬁ
4(4 —(1+(2| +]|3 1+]2 f
PESCRE Y
) (49, +[2], (2[2], ~1))a,
[5],

A 4302, | p 1

], | [4L, Bl | [ 5],

oldugundan x e {O,l b, "J ve yeterince biiyiik 7 ler igin

n

28
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[,

n

lim
n—»0

K, ((1-x)"39,.%) =0 (3.13)

elde edilir. Benzer olarak

[,

lim(1-g,)=

K, ((t=x)":q,.x)=0 (3.14)

n—»0
n

n
n

olacagindan, x e {O,l b, j ve yeterince biiylik # ler i¢in Es. 3.12-3.14 den

. [n]q * 2
’11me b, K, (¢q (x,t)(t—x)q” ,qn,x) =0

elde edilir ve Es. 3.11 den dolay1 ispat tamamlanir.

Uyari

Teorem 3.4 iin kosullar1 altinda Es. 3.9 ile verilen operatorler dizisinin f

fonksiyonuna noktasal yakinsama orani O{ b, J dir.

(],
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4. KANTOROVICH TiPLI q— SZASZ-MIRAKJAN OPERATORLERININ
YAKLASIM ORANI

Bu boliimde Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatdrlerinin yeni bir g — genellesmesi
tanimlanmistir. Bunun yaninda yeni olusturulan ¢ — Szasz-Mirakjan-Kantorovich

operatorlerinin bazi test fonksiyonlarini koruyan iki farkli modifikasyonu verilmistir.
Bilinen diger operatdrler i¢in bu tipli modifikasyonlar King (2003), Agratini (2006),
Duman ve Ozarslan (2007), Ozarslan ve Duman (2007), Duman, Ozarslan ve Della
Vechia (2009), Dogru ve Orkcii (2009), Dogru ve Orkcii (2010), Agratini ve Dogru
(2010) calismalarinda bulunabilir.

Her pozitif tamsay1 n ve g € ((),1) icin,

e
AL f(2)d,t 4.1)
k=0 [k]q!qk q[k]qj/[,,]q ( )

seklinde g — Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatorlerini tammlayalim [Orkcii ve

Dogru, baskida]. Burada f, [O,oo) araliginda siirekli ve azalmayan fonksiyondur.

—,ve E (x)= Zq"("_l)/z X dir. Oncelikle Es. 4.1 ile verilen

Ayrica 0<x<
Y 1-¢q = [n]q!

K! ( f ;x) lineer pozitif operatorleri i¢in asagidaki lemmay1 verelim.
4.1. Lemma
x>0 ve neN olsun. O taktirde

K!(ey;x)=1,



esitlikleri saglanir.

fspat
[est] 1,

[k+1], =q[k],+1 [ 4, t:W oldugundan K
ol 1, "

[k+1], /[n], 2q [ k]

—_—

11

j td t = o
41, 2], [n],

ifadesi kullanilarak

[2][n];

elde edilir.

[k+l]q /[n}q

(eo;x) =1 dir.

31
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qe'x:i x2+qx+ xF
e o B T

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.
Uyari

Lemma 4.1 de g¢g=1 alimrsa, Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatorlerinin

momentleri elde edilebilir [Gupta ve ark. 2006].

Bilinen birgok lineer pozitif operatorler birinci ve ikinci test fonksiyonlarini korur.
Yani, ¢ (x)=x", i >0 olmak iizere 7, (¢,)=¢, ve T,(¢)=¢, neN dir. Ornegin bu
kosullar1 Bernstein polinomlari, Baskakov operatorleri, Szasz-Mirakjan operatorleri

saglar [Altomare ve Campiti, 1994]. King ise e, ve e, test fonksiyonlarinin koruyan

n

V. lineer pozitif operatdrlerin bir dizisini tanimlamustir. Ayrica OSxSE icin V

operatorlerinin klasik Bernstin polinomlarindan daha iyi yakinsaklik oranina sahip
oldugunu gostermistir [King, 2003]. Duman ve Ozarslan ise bir lineer pozitif

operatdrler dizisi tanimlaylp bu operatorler dizisinin klasik Szasz-Mirakjan
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operatorlerinden daha 1yi yakinsaklik oranina sahip oldugunu gostermislerdir

[Duman ve Ozarslan, 2007]. Daha sonra Agratini ve Dogru, ¢ — Szasz-Mirakjan

operatdrlerinin King tipli modifikasyonunu tanimlamis ve bu operatdrler dizisinin
klasik Szasz-Mirakjan operatorlerinden daha iyi yakinsaklik oranina sahip oldugunu
gostermislerdir [Agratini ve Dogru, 2010]. Dogru ve Orkcii ise Meyer-Konig-Zelller
operatorler dizisinin King tipli modifikasyonunu tanimlamis ve bu operatorler
dizisinin klasik Meyer-Konig ve Zeller (MKZ) operatorler dizisinden daha iyi

yakinsaklik oranina sahip oldugunu gostermislerdir. Ayrica ¢—MKZ operatorler

dizisinin King tipli modifikasyonunun klasik MKZ operatorler dizisinin King tipli
modifikasyonundan daha iyi yakinsaklik oranina sahip oldugunu ispatlamislardir

[Dogru ve Orkcii, 2009]. Ozarslan ve Duman ise klasik MKZ operatérler dizisinin

farkli bir modifikasyonu vermis ve {%,lj aralifinda daha iyi yakinsaklik oranina

sahip oldugunu ispatlamislardir [Ozarslan ve Duman, 2007]. Daha sonra Dogru ve

Orkcii, ¢g—MKZ operatdrler dizisinin farkli bir modifikasyonu vermisler ve
[an,l)c[%,lj araliginda daha iyi yakinsaklik oranina sahip oldugunu

ispatlamislardir [Dogru ve Orkcii, 2010].

Burada ise g — Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatorlerinin bazi test fonksiyonlarini

koruyan iki farkli modifikasyonu verilmistir [Orkcii ve Dogru, baskida].

{r (x)} , [0,oo) araliginda reel degerli siirekli fonksiyon dizisi olmak {izere

'—[2]" N neN, xe L1 1
(USRI R [[z]q [n]q’l—q"J

seklinde tanmimlansin. Aciktir ki 0<7, (x)<oo dur. Asagidaki lineer pozitif

operatorler dizisini tanimlayalim:



K!(f:x)=[n], E, [_[n]q £ (")J

q

)

Tl 7 ) e, i,
2 ([ []I:]n,( )) f(r)d,t

k
T g,
Burada f [O, oo) araliginda siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.

4.2. Lemma

Es. 4.2 deki operatdrleri géz oniine alalim. Her bir ——-—<x<

1
2], [n],  1-¢"

1 ..
icin
q

}(\E(eo;x)=1,

Kj(el;x):x
S (o 302l L 302, 1 (3¢ 10
K3 (ex)=7 B 2[3], [1], [4[3]q 2[3]J[”E

saglanir.

jspat

Lemma 4.1 in ispat1 g6z online alinarak

0
k=0

([, 7 ()
[ !

k q
R

i (en) =[], £, -0, 23

oldugu goriiliir. Diger taraftan

34

(4.2)
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r(x) | [”]q’”n(x)k 21T
:[n]q E, _[”]q E]) Z( [k]q k) [[3];[”]2 (3q [k]q+3q[k]q+l)

3 301
2E (qr (x)+ [n] P, (x )J+[ 0 r,,(x)+[3]q o

32, L 302, x[ 3, ] 1
4 3], 2[3], [n], 3

esitligi saglanir ki bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 4.2 den goriiliir ki, K lineer pozitif operatorleri lineer fonksiyonlar1 korur.

Yani h(t)=ct+d (c,dreel say1) igin j{v:’(h;x):h(x), xe[ L1 ! J dir.

(2], [n], 1-4"
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{un(x)}, [0,00) arahiginda reel degerli siirekli fonksiyon dizisi olmak iizere

nelN, xe ! ! , ln i¢cin
[3], L], -4

qf(t)a’qt 4.3)

Ki(fx) =[], E, [—[n] ()

T q

lineer pozitif operatoriinii tanimlayalim. Burada f [O,OO) araliginda siirekli ve

azalmayan bir fonksiyondur.
4.3. Lemma

I ..
<x< 1¢1n

1 1
JBlL I, 1=

Es. 4.3 ile taniml1 operatorleri goz ontine alalim. Her bir
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saglanir.
jspat

Lemma 4.1 in ispatindaki gibi

R (o) =D, 1o, 2L S

K_nq(el;x)—[n]qEq[[n]/";’“)ji(”]” (q)) s

k] / n]

B un x) | & (”] u, x)) 2Q[k] L 1
_[ﬂ]q Eq( J; k] 1q* [2] [ ] [2] [”E

esitligi gecerlidir. Diger taraftan K_Z operatorlerinin ez(x) test fonksiyonunu

korudugu asagidaki gibi gosterilir.
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esitliginin saglanmasi ise ispat1 tamamlar.
4.1. Noktasal Yaklasim Oram

Yaklagimlar teorisinde operatorlerin - diizgiin yakinsakliginin yani sira  bu
yakinsamanin oraninin degerlendirilmesi de onemli bir konudur. Bu degerlendirme

genellikle  siireklilik  modiili ve  Holder esitsizliginden  faydalanarak
yapilabilmektedir. ¢ —integralin [O,b] ve [O,a] araligindaki iki ¢ —integral farki
olarak tanimlanmasindan ortaya ¢ikan zorluk nedeniyle, g —integral i¢in Holder

esitsizligi genel durumda gecerli degildir. Bu ylizden Kantorovich tipli

operatorlerinin ¢ — genellesmeleri, ¢ —integrali icerdiginden yaklagim oram

kolaylikla hesaplanamaz. Bu zorlugu gidermek i¢in, asagidaki Lemma 4.4

ispatlanmis ve bu lemma yardimiyla olusturulan g — Szasz-Mirakjan-Kantorovich

operatorler dizisinin yaklasim orani hesaplanmistir.

4.4. Lemma (Orkcii ve Dogru, baskida)

0<g<lveae[0,bg],b>0 igin

- 1



esitsizligi gecerlidir.
jspat

k=0,1,2 i¢in

b © )
jtkdqt = (1 — q)bz q"bqg’ — (1 — q)az q"aq’
a Jj=0 j=0

:(bk+1 _ak+1) l-g

1_ k+1

q

b+a
I+¢g

b
dir. Buradan “t - x| dit= (b—a)

o-reo

b’ +a’+ab b+a
:((b—a)W—Zx(b—a) 1+q +x2(b—a)J(b—a)

elde edilir. Yukaridaki esitlikler kullanilarak,

s (oot e - (53] 25

yazilir. Eger

Q C— >

¢(a) =-b’q+ab+abqg’ —a’q

39
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dersek, ¢(0)<0, p(bg)=0 ve [0,bg]arahiginda ¢ fonksiyonu monoton artan
oldugundan Vae[0,bq], b>0, ge(0,1) i¢in ¢(a)<0 dir. Bu da gosterir ki;

Yae [O,bq], b>0, ge (O,l) i¢in

s

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Q C—

(t-x) dqu[qut] <0

a

f€C,y[0,0) ([0,0) da siirekli ve simirl fonksiyonlar uzay1) ve x>0, 6 >0

a)(f,5)= sup ‘f(t)—f(x)‘

X—0<t<x+6

ile tanimlanan o( f;6) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.
Siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

i) o(f;6)=0

ii) 5,<6, ise o(f36,)<w(f;6,)

i)  meN igin o(f;m)<ma(f;5)

iv)  AeR’ i¢in o f;40)<(A+1)a(f;0)

V) limw(f,'5)=0

-0
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vy [f ()= f (%) <o

()
vii) [ £ (6)= £ (x) s[@“]w(fﬁ)

Lemma 4.1 den (//f (l) = (t — x)k olmak tizere

Kf(wf;x)(é—i-ﬁﬂ}xuf[ﬂq— 2} Lot ! (4.4)

elde edilir.

(g,). (0,1) araliginda

limg) =1 ve lim
n—® n—oo |:]/l:|q’7

=0 (4.5)

kosullarmni saglayan bir dizi olsun. Ornegin (g,) dizisi g, =e"" (l—lj olarak
n

secildiginde Es. 4.5 kosullar1 saglanir.

4.1. Teorem

(qn), Es. 4.5 kosullarin1 saglayan bir dizi olsun. f eCB[O,oo) da azalmayan bir

fonksiyon ve 0 < x <

oldugunda

n

I-q;

(Ko (f2x) =1 (x)| < 20(1.9,)
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saglanir. Burada &, (x):= /K * (l,//f;x) dir [Orkeii ve Dogru, baskida].

fspat

ln igin K?(f;x) in

f€Cy[0,0) da azalmayan bir fonksiyon ve OSx<1
-q

lineerligini ve monotonlugunu kullanarak, 6 >0 ve n € N olmak tizere

K7 ()= f ()| < K (0) = f ()i
Sa)(f,é){lﬁ-%K:’ﬂt—x

;x)}

yazilabilir. K*(e,;x)=1 ve a :q[k]q/[n]q, b :[k+1]q/[n]q olmak iizere Lemma

4.4 g6z Oniine alinarak
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- a)(f,d){H%(Kn ((t—x)z;q;x))l/z}

olur. Es. 44 goz oniine alnarak, g=g¢g, Es. 4.5 kosullarmn1 saglayan dizi ve

0=0, (x) secildiginde ispat tamamlanir.

Lemma 4.2 den her bir 21 <x< " ! — igin,

k?(wf;x)—[%%l}x%rﬂz]q ! x(f‘] - J[l (4.6)

saglanir.

4.2. Teorem

(qn), Es. 4.5 kosullarim1 saglayan bir dizi olsun. feC B[O,oo) da azalmayan bir

11
fonksiyon <x<—— igin
2], [], 14
Ko (f3x) - f(x)|<20(f,a,)

saglanir. Burada o, (x):= /K (Wj;x) dir.

I ..
<x< 161N,

1 1
JBl, [, 1=

Lemma 4.3 den her bir
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K_j(t//f;x) = 2x(x—K_j(el;q;x))

27 [3 (4.7)
:2xx+12 1—2\/[]"2+[]qu— 12

olur.

4.3. Teorem

(qn), Es. 4.5 kosullarim1 saglayan bir dizi olsun. f eCB[O,oo) da azalmayan bir

fonksiyon ! <x< ! icin

JBl [, 1

olur. Burada &, (x):= K_j”(t//f;x) dir.

Teorem 4.2 ve 4.3 iin ispati; Teorem 4.1 dekine benzer adimlar izlenerek ve Es. 4.6

ve Es. 4.7 gbz Oniine alinarak kolayca yapilabilir.
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5. RIEMANN TiPLI q-INTEGRAL ILE q-SZASZ-MIRAKJAN-
KANTOROVICH OPERATORLERI

Bu bélimde ¢q— Szasz-Mirakjan operatdrlerinin Kantorovich tipli modifikasyonu
Riemann tipli ¢ —integral yardimiyla gelistirilmis ve olusturulan operatorlerin

agirliklr siireklilik modiilii yardimi ile yaklasim hizi elde edilmistir.

Her pozitif tamsay1 n ve g € (0,1) icin,

. [k+1], /[],
L"(fx):[n]E( q?jZ(]) [ r(na, (5.1)

=[], [k, I,

operatorlerini tanimlayalim. Burada 0 < x < " 9 — Ve
—-q
) (ne xn
_ zq (n-1)/2 : (5.2)
n=0 [n]q .

dir. Riemann tipli ¢ —integral tanimindan dolay1 L’ operatdrleri pozitif ve lineerdir.

Asagidaki lemma ile Es. 5.1 deki g — Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatorleri igin,

bir indirgeme bagintisi elde edecegiz.

5.1. Lemma

9 — igin

e, (x)=x",m>0 olsun. g (0,1), 0£x<1
-4
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m o M m=1 r-1 o =i M
L (em,x) Z(mqu 2 x +22(mj[n]q—qsq (r,j)q 2 (5.3)
q

=\ r [m—r+l]q =2 jo1

dir. Burada

=141, 8 () +8,(r =)

+1,
( ) I; § ( ) 0, »>0; Sq(r,j):O,j>r
indirgeme bagintisini saglayan ikinci ¢esit g — Stirling polinomlaridir.

jspat

[ke+ 1]q —q[k]q =1 oldugundan

elde edilir. Buradan da
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yazilabilir.

f fonksiyonunun ;. mertebeden ¢ — fark operatorii

i=0 1

(5.4)

_ j 4 i(i-1) j
A'/qj[k :Z(_l)lq : |: } fk+j—i

Aj;lfk = A{Ifkﬂ - qu{ifk

seklinde tanimlhidir. Burada f,, f in tamim kiimesinin belli bir alt aralifina ait x,

noktasindaki degeridir [Phillips, 2003].

Es. 5.2 ve iki serinin ¢arpimi i¢in

n=0 n=0 n=0 k=0

DAGAEY

seklinde verilen Cauchy Kuralini [bkz. Aral, 2008] kullanarak

gt [j-i] ([n] x)j

22 SRR IR




yazilabilir. Burada x, =

[],

Al (0)= g(—l)i qi(iz_l) B} a [[i]ji]q

oldugu goriiliir. Ayrica

oldugundan A/¢"(0)=0,j>r ve At (0)=¢ > [r]!

yardimiyla da

w\r )[m-r+1] =\ g
:g(’:fij[m[f]:ﬂ] e |
St sl e

yazilabilir ki bu da ispati tamamlar. Burada

|

q

[1],

48

olmak iizere Es. 5.4 goz Oniine alindiginda

,
] saglanir. Bunun



, 1 R ) I 2 -
Sq(w):W%‘,(—l) q°* {} [j -],

l
[],'a

S, (r+1.7) =], 8, (r. ) +8,(r.j=1)

1

indirgeme bagintisini saglayan ikinci ¢esit g — Stirling polinomlaridir.

5.2. Lemma

q

—-q

L! operatorler dizisi i¢in, 0 < x < oldugunda

1) L (eo;x):l,

i) L (e;x)=x+———=—

T U Y 2 1 I 1
1) L7 (e2,x)—qx +[q+ [2]J[H]q x+[3]q [n]z >

q

1

49

1

iv) LZ(e3;x)—q3x3+[q3+2q2+3—q}—x2+£q2+['Z +[3 ] !
q

(2], )[~], 3], )11,

v)

4q3 1 3
Lj(e;x)=q6x4+ q°+2¢° +3¢* + — |——x
' 2], )[7],

2], B,

3+4q2 N 6g 4 J 1 1 1
TR B

+| ¢’ +3¢" +34° +

s
[4],

(2],



50

esitlikleri gegerlidir.

jspat

Lemma 5.2 nin ispat1 i¢in Es. 5.3 de m =0, 1, 2, 3, 4 alinmasi yeterlidir.

5.1. Teorem

(g,), 4,<€(0,1) olmak iizere st—limg, =1 ve st—lim[ 1] =0 kosullarini
n n n
qn
saglayan bir dizi olsun. 2>0, 0<x <16]_,,n ve herhangi bir feC _, [0,:0) igin
—dq, '
st—lim || L% (f;.)—f1 ., =0 dir.
jspat

n
n

Lemma 5.1°1in bir sonucu olarak, x e {O, 4 j (burada n yeterince biiyiik bir say1)

L (1+t2;x)‘£ C(1+x2”)01dugundan {L‘; (f;.)}, C

i¢in 2 den BHXM ye tanimli

lineer pozitif operatorlerin bir dizisidir. Lemma 5.2 (i) den

=0

1+x?

st— limHL‘f;’ (€3-)—¢,

oldugu agikga goriilebilir. Lemma 5.2 (ii) den ise

1 1
X+ =X
Ly (el;x)_el (x)‘ _ [2]% [n]qn
sup = Ssup

2 2
q, 1+x q 1+x
1-q, 1-g,

0<x<
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~ sup 1 1 1
SEATTEND]
1 1

elde edilir. st —1lim

1
"],

olarak, Lemma 5.2 (iii) den

=0 olur. Benzer

1+x2

=0 oldugundan st— limHL‘f;’ (e;.)—e

q,x +| g, + 2 Lo+ L _yp
Ly (e3x) e, () coU LI, B[]
sup > = sup -
0<x< Gn 1+x 0<x< 9n 1+x
l-q, 1-q,

elde edilir. Dolayisiyla da,

L (ey;.)—e,

g 1|1 1 1
l+xz<(1—qn)+[7+ ] + (5.5)

olur.

Simdi her ¢ > 0 i¢in asagidaki kiimeleri tanimlayalim:

D:{k:\

Ll (ey5.)—e,

> g}
1+x2 ’
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Es. 5.5 den, D < D,UD, U D, oldugu agiktir ve bu durum her k € N igin

1+x2

s({n<m:Lr (e)-e| . z¢})=5(D)<6(D)+8(Dy)+5(D,)

olmasini gerektirir.

st—limq" =1 ve st—lim =0 oldugundan st—lim(1-¢,)=0,

1
n [ n ]qn n

stlim(q?”th] L 0 ve sz‘lim[L ! J= 0 saglanir. Diger yandan

istatistiksel yakinsaklik tanimindan
5(D,)+6(D,)+6(D;)=0

=0 elde edilir. Bu ise ispati

oldugu goriiliir ve bdylece st—limHLZ” (ez;.)—ez‘

1+x2

tamamlar.
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Uyar
e )

q,= ! n’ ke m (m=1,2,3,...) seklinde secilen bir dizi Teorem 5.1 deki
0, k=m’

kosullar saglar. Fakat klasik anlamda yakinsak degildir.
5.1. istatistiksel Yaklasim Hiz1

Sinirli olmayan fonksiyonlara operatorler dizisinin yaklasim hizi, Freud (1973)’iin

tanimladigi

Q,(f,6)= sup ‘f(“h)_f(x)‘

—, aeN (5.6)
x>0, 0<h<s 1+(x+h)

agirlikli siireklilik modiilii ile hesaplanabilmektedir.

5.3. Lemma (Lopez, 2004)

fect [0,00) ise, Es. 5.6 ile tanimhi siireklilik modiilii i¢in asagidaki ifadeler

1+x%

saglanir.

i) Q,(f,5), 6 nin monoton artan bir fonksiyonudur,
i1) ?%Qa (f,5) =0 dir,

iii) Herhangi bir A €[0,0) i¢in, Q, (f,A5)<(1+2)Q, (f,5) dir.
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fspat

1) 0,<0, igin 0<h<o, kiimesinin eleman sayis1 0</<¢, kiimesinin eleman

sayisindan daha biiyiik oldugu aciktir ve kiime biiyiidiik¢ce bu kiime {izerinden alinan

supremum da biiyiiyeceginden ispat tamamlanir.

i) feC’ , [0,0) ise limM—k keR oldugundan verilen her £>0 igi
e L0 lim 2" =k, gu verilen her & ¢in

dx, >0 reel sayis1 vardir ki, x > x, icin

S(x)

1+ x*

—k|< £ dir.

X, 2 x, +0 olacak bigimde sabit bir x, sayis1 i¢in

Q,(f.6)<  sup ) =f ), )= S ()

0<v<y, 0<h<s |4 (x + h)a wy, 0<h<s |4 (x + h)a

< sup f(x+h)—f(x)‘+ sup ‘f(x+h)_f(x)‘

o
0<xsx;, 0<h<s xex, 0<hss 1+ (x + h)

—apy(£0)s sup LTI

x2x,, 0<h<d 1+(x+h)“

ve X > X, i¢in

| (x+h)
‘1+(x+h)a

£+ h)- £ ()]

<
1+(x+h)" ‘

—k|+

/() k‘

1+(x+h)"



55

&, ltx |f(x)| - 1+x

2 1+(x+h) ‘1+x"" 1+ (x+h)"
_£+£+|k|(x+h)a )Za

2 2 1+(x+1)

a a xafi )
oy L —
e+ |;[ijl+(x+h)a

dir. Boylelikle

Q (f,5)£maks{a)[w](f,5),€+|k|5i(cj5i1}
o i=1 \ !

elde edilir. [0, xl] kapal1 araliginda f fonksiyonu siirekli oldugundan
& — 0 iken ¢y, | (f,8)— 0 ve bdylece de limQ, (f.,6)<e olur. ¢ keyfi kiigiik bir

say1 oldugundan ispat tamamlanir.

1i1) Agirlikl siireklilik modiiliiniin tanimdan her m € N i¢in

Qa (faM5)= sup M

x,t20, ‘x—t‘ém& 1 + ta
yazilabilir.

|t—x|£m5:>x—m5£t£x+m5

olup, t = x+mh se¢imiyle |h| <o ve
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Q,(f,md)= sup ‘f(x+mh)—f(x)‘

2045 14 (x+mh)”

< sup ‘f(x+mh)—f(x)‘

¥20, h<5 1+(x+mh)a

mz;[ (x+(k+1)h)- f(x+kh)]‘

= sup ————
220, h<5 | + (x+ mh)

m-1 1
< Z sup

=0 x20, h551+(x+(k+1)h)

=mQ, (f,5) (5.7)

a

S (e (k+1) k)= f (x+ k)|

a

olur. Boylelikle de

Q,(f,mé)<mQ, (f,5)

elde edilir.

Herhangi bir 4 €[0,00) sayisimn tam kismuni [ 4] ile gdsterilirse
[A]<A<][2]+1

esitsizlikleri gecerlidir. Bu esitsizliklerin ve Lemma 5.3 iin (i1) ozelliginde ki

Q, ( f,0 ) nin artan fonksiyon olmasi kullanilirsa

Q,(f.25)<Q,(£.([4]+1)5)

esitsizligi yazilabilir. [[ﬂ,]] pozitif bir tam say1 oldugundan tistteki esitsizligin sag

tarafina Es. 5.7 uygulanirsa



Q,(/£.([4]+1)8) <([2]+1)Q, (£.5)
esitsizligi elde edilir. Ayrica her A € R” igin
[A]+1<2+1

oldugu g6z oniine alinirsa
Q,(f([A]+1)8) < (2+1)Q, (f.5)
esitsizligi gecerli olur. Sonug olarak
Q,(f,A8)<(A+1)Q, (f.6)

yazilir ki, bu da ispati tamamlar.
Q,(f,A8)<(A+1)Q, (f.6)

£

esitsizliginde 4 =——— alinirsa

Q,(/,

t—x|)s(@+1jga(f,5)

elde edilir.

t—x|): sup M

2120, Ji=x|<i—x] 1+¢*

Q,(/,

57

(5.8)
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ifadesi yardimiyla ise

()= 1 ()] (14 (v le=)" )2 (.

~)

yazilabilir. Esitsizligin sag tarafina Es. 5.8 uygulanirsa

\f(t)—f(x)\s(1+(x+|z_x|)“)(@+1lga(f,cs)

elde edilir.

(1+(x+|t—x|)a)£(1+(2x+t)“)

esitsizligi kullanilarak
‘f(t)—f(x)‘£(1+(2x+t)“)(1+@jﬂa(f,§) (5.9)

esitsizligi elde edilir.

Burada agirliklr siireklilik modiilii yardimi ile f fonksiyonuna {LZ ( f ,)} dizisinin

yaklagim hizin1 elde edilmesi amag¢lanmaktadir.

5.2. Teorem

Her pozitif tamsay1 n ve g e(O,l) ,f € C10+x2 [0,00) icin

L(f)-1|

o SK(/59)



olur. Burada, 0 <x <

pozitif sabittir.
fspat

Es. 5.9da a =2 igin

\f(t)—f(x)\S(1+(2x+r)2)[l+@]92(f,5)

- (r)(né% (t)jQz (.6)

yazilabilir. Buradan,

|22 (f3%) = £ (x)| < (L‘f(ux, )"‘CSLLZ(/JX‘//JC;X)jQz(fﬁ)

n

elde edilir. Holder esitsizligini uygulayarak,

elde edilir. Lemma 5.1 den

L (,ux;x)SKl(1+x2)

L (,u)f;x) <K, (1+x2)

n(f;X)—f(x)\S( Hix \/Lq (w23x) s (w25 j (/.9)

59

q q 1 1 .
— , 0 =maks , ve K, f den bagimsiz
= {M i, [nL}

(5.10)



olacak sekilde bir K, ve K, pozitif sabitleri vardir.

Ayrica,

L (l//f;x):(q—l)xZJr 9y

esitsizligi gecerlidir.

Es. 5.10 dan

Lj(f;x)f(x)‘S(1+x2){Kl+%K2\/[q LI ng(m)

1 1
elde edilir. 6 = maks 9 , alinirsa
{\/[n]q B [n]q}

(1+x2)x/ES(l+x2)(l+x)

sz@+f)

esitsizligi saglandigindan

L (fix)— f (x)| < (14 ) (K, +2K,)Q, (f.5)

elde edilir. K =K, + 2K, secildiginde istenilen sonuca ulasiimis olur.
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Uyar

=0 kosullarmi saglayan bir ¢ =(g,)

Teorem 5.2 de st—limg, =1 ve st—lim

I
" [n],

dizisi alinirsa L operatorler dizisinin istatistiksel yaklagim hiz1 elde edilir.
5.2. iki Degiskenli q— Szasz-Mirakjan-Kantorovich Operatorleri

Bu kisimda Es. 5.1 ile tamimlanan operatorlerin iki degiskenli genellesmesinin

olusturulmasi amaclanmaktadir.

neN, 0<gq,q,<1, OSx<Ln ve O£y<1q—2n igin, L? (f;x) operatdrlerinin
—-q

1 2

iki degiskenli genellesmesini

x ]j (1), sdyt (5.11)

olarak tanimlayalim. Burada g — integral;

bd

[[r(e.5)d}sdle=(1-g,)(1-4,)(b—a)(c—d)

ac

o0 0

<33 f(a+(b-a)g e (e~ d)ar s

i=0 j=0
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ile tanimhdir. Es. 5.11 L% ( fix, y) operatorlerinin lineer ve pozitif oldugu

goriilmektedir.

L ( fix, y) operatorlerinin yaklasim o6zelliklerini inceleyebilmek i¢in gerekli olan

lemma agagida verilmistir.

5.4. Lemma

(i,/)eNyxN; ve i+ /<2 olmak iizere, e, =x'y’ iki boyutlu test fonksiyonlar:

olsunlar. Es. 5.11 ile verilen operatorler igin,
1) L (eoo;x,y) =1,

i) L% (elo;x,y) = x+L !

2], [n],”

1 1
i) 19 . _
iil) L (e);x,y) =y + ] ] ,

9> 9>

iv) L‘f)’"z(ezo;x,y)—q]x2+[ql+[2 ][1 X+ ! ! ,
q

2 )1 11
v) L% (e x,¥) = q,0° +| g, + y+
P R R RL T,

esitlikleri dogrudur.



fspat

q — integral tanimindan dolay1

fest], ], Uy, /17, [k+1]ql q, [k]qlJL[jH]q2 g, [j]qu

d®sd"t = -
Mmmhmmﬂw@qzq' ([ﬂ% N G A

elde edilir. Buradan L7 (e,;x, y) =1 oldugu goriiliir. Diger taraftan

et 0], Uy /1, .

dy sdyt =(1-¢,)(1- ¢, ) 77—
o, 0, o, i, (2], [,

N ql[k]q|+ 1 i
ZO[ [”]ql [n]q1 q, qu 4

1 %Mh+ 11
ORNCANTAET

M

X

1

L

ifadesi kullanilarak
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elde edilir. Benzer olarak L™ (e, ;x,y)=y +LL esitligi de saglanir.

2], [],

[k+l]tn /[n]fn [j+l}q2 /qu

¢, 2, 1 1 ]

£*d’ sdt= — +
W oy ol e, [”]qz{ [, [ 2], [n] B3],

1

ifadesi kullanilarak

] (O 7 R 72 O 3 PO Y W ) O B 3 AR W R
=q,x + el x+£ Lx+i 1
S ) P A W ) R K R 2

elde edilir. Benzer olarak L% (ey;x,y)=g¢, Y+ [% + [22] ]
9

esitligi de saglanir ki bu da ispat1 tamamlar.
Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipli bir teorem Volkov (1957) tarafindan
verilmigtir. Erkus ve Duman (2000) ise istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanarak

cok degiskenli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipli teorem vermislerdir.

Gadjiev (1980) ise ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in agirlikli yaklasimlar iizerine

teorem vermistir.

B

f(x y)‘ <M ,w(x,y) smirlilik kosularini saglayan ve R” iizerinde tamml1 bir

w2

reel degerli fonksiyonlar uzayir olsun. w(x, y), R* iizerinde siirekli ve
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lim w(x,y)=c olan bir fonksiyon ise, her (x,y)eR’® i¢in w(x,y)>1 bir

x? 4yt >0

agirhik fonksiyonu olarak isimlendirilir. B, tizerindeki

normlu tiim siirekli fonksiyonlarn uzaymni C, ile gosterilsin.

5.3. Teorem (Gadjiev, 1980)

w, (x, y) , W, (x, y) , 2ligl % =0 kosullarmi saglayan agirlik fonksiyonlar
NxT+yT o ) .

ve T,’in C, ’den B, ’ye tamml lineer pozitif operatdrlerin bir dizisi olsun. Her

feC, igin,

lim|T F —F| =0,(v=0,1,2)

w
ise

lim

n—0

Lf-r

. =0

W ()C, y)

X w (X, wp X,
1+x°+)° - 1( J/) Fz(x’y)_y 1( y)

olur. Burada, F,(x,y)= EETECIL

, F(x,p)

(x2 +y2) W, (x,y)
1+x° +y°

Fy(x,y)= dir.

R? = {(x,y) eER’ :x>0,y> 0} olmak iizere A>0 ve (x,y)eR] igin

w, (x,y) =1+x"+y° ve w, (x,y) = (1 +x*+y° )M fonksiyonlarini gz oniine alalim.
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q, ve q,, 0<gq,, <1 ve 0<gq,, <1 olmak iizere

=0

st—limg' =1ve st—lim[ ]1
n ? n n
i (5.12)
=0

st=limg;, =1ve st—lim

1
» [,

2.n

seklinde secersek asagidaki teoremi verebiliriz.

5.4. Teorem

ql,n
1-g;,

(%,n) ve (%,n) Es. 5.12 kosullar1 saglayan diziler olsun. A >0, 0<x< ve

0<y<—2n

- olmak iizere, her hangi bir feC
_qZ,n

2 ..
L ay? (RO) 1¢in

(sz e >l+/1 =0 olur.

st—lim|| L3 f - f

jspat

Lemma 5.4 den, xe l:O,1 ql’”n j ve ye {O, 2. J icin
- ql,n

L (1 +1 +sz;x,y)‘ < C(1+ x*+y° )M dir.  Dolayisiyla {Lqm i (f’)} 2

C]+x2+y2 ’den B( . z)m ’ya tanimli lineer pozitif operatorlerin bir dizisidir.
I+x“+y

Lemma 5.4 (i) esitliginden

=0

D920 )
L, (eooa-) Cooll, 5. »
I+x“+y

st —lim
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oldugu agikga goriilebilir. Lemma 5.4 (i1) esitliginden

X+ L ! X
. £ (gg:.) ey N 2], [],
e ,02y<q2—'” L+ + 7 ) 0D ,olzy< %, 1+x* +°
I, 1-¢; 1-q] -}
_ sup 1 1 1
0<x< 7;,;” ’OS“% 1+ x7 + 37 [2]%." [n]ql

.. ) 1 - :
elde edilir. st—lim =0 oldugundan, sz —lim||L!"" (e,;.)—¢ =0 olur.
n [n] n " 10 10 1+x2+y2
ql,n
A lim—— =0 oldugund lim £ (e, ; =0 ol
yrica, st— 1£n[n] =0 oldugundan, st lim|L; (€5-)— €y e, S0 olur
92,0

Benzer olarak, Lemma 5.4 (iv) esitliginden dolay1 da

D092, <\
L, (ezo 5 ) €0

sup —
osxe D gyt 1FXTHY
I-¢ 1-¢3
g, x>+ q,  + 2 ! x+ ! ! x?
1n 1n 2
’ ’ 2 n 3
[ ]ql,n [ ]ql,n [ ]ql,n [n]qun
= sup —
Ore B B2 I+x"+y
1-q1, 1-¢;
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elde edilir. Buradan st-limg, =1 ve st—lim =0 oldugundan,

. .| Ga 1 1 : 1 1 g
st=lim(1-gq,,)=st-lim| ——=+-—=— |t=—=st—lim| ——————|=0 saglanir.

: D92 )
Buradan, st—h’{n LI (ey5.) — ey

,=0 elde edilir.

2

4+x“+y
. . 1 9
Benzer olarak, st—limg,, =1 ve st—1im =0 oldugundan,
n ’ n
[n]‘h,n
st —lim||L* (e),5.)—€y,| , , =0 yazilabilir ki bu da ispati tamamlar.
n I+x“+y
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