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OZET

Bu tez alti boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci béliimde, pozitif lineer operatorler, siireklilik modiilii, Peetre
K-fonksiyoneli, Lipschitz simifi, istatistiksel yakinsakhk ve A-istatistiksel
yakinsakhk kavramlar1 tamtiip bunlara iliskin bazi1 bilinen sonuclara yer
verilmistir. Uciincii béliimde, pozitif lineer operator dizileri icin reel sayilarin
keyfi bir arah@ iizerinde A-istatistiksel yakinsaklhik kullanilarak genel bir
Korovkin tipi yaklasim teoremi verilmistir. Dordiincii boliimde, Agratini
operatorleri incelendikten sonra, A-istatistiksel yakinsakhk kullamilarak bu
operatorlerin yaklasim ozellikleri incelenmistir. Besinci bdliimde, Agratini
operatorlerinin Kantorovich tipli integral genellemesi verilerek bu
operatorlerin istatistiksel yakinsakhg1 ve A-istatistiksel yakinsama hizlari

hesaplanmistir.



Altinc1 béliimde, bilinen operatorlerin integral tipli genellemelerini iceren
pozitif lineer operatorler dizisinin genel hali ifade edilip, A-istatistiksel
yakinsaklik kullanilarak bu operatorlerin istatistiksel yakinsakhgi, istatistiksel

yakinsama hizlari ve r-inci basamaktan genellestirilmesi verilmistir.
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ABSTRACT

This thesis consists of six chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. In the second chapter, the concepts of positive linear operators,
modulus of continuity, Peetre’s K-functional, Lipschitz class, statistical
convergence and A-statistical convergence have been recalled and some known
results concerning them have also been considered. In the third chapter, using
A-statistical convergence, Korovkin type approximation theorem for positive
linear operators have been given on an arbitrary interval I of IR. In the fourth
chapter, A Kantorovich type generalization of Agratini’s operators have been
introduced and using A-statistical convergence, the approximation properties of
Agratini’s operators have been studied. In the fifth chapter, A Kantorovich
integral type generalization of Agratini’s operators and a statistical
approximation result for these operators have been given. Also, the rates of A-
statistical approximation for the operators have been investigated. In the sixth
chapter, Korovkin type theorems for a general sequence of positive linear
operators including many integral type generalizations of well known operators

via the concept of statistical convergence.
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After that, the rates of statistical convergence and the approximation properties
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1. GIRIS

Yaklasim Teorisi, polinomlarin yaklasiminda, Fonksiyonel Analizin ¢esitli
alanlarinda, diferensiyel ve integral denklemlerin niimerik ¢dztimlerinde Onemli
uygulamalara sahiptir. Korovkin tipi teoremler de yaklasim teorisinde temel
olusturmaktadir [Korovkin 1960, Devore 1992, Altomare ve Campiti 1994]. Gadjiev
ve Orhan tarafindan 2002 yilinda reel sayilarin kapali ve smirli araliklar tizerinde
stirekli olan fonksiyonlarin uzay1 lizerinde tanimlanan pozitif lineer operatorler igin

istatistiksel yakinsaklik yardimiyla bir Korovkin tipi yaklagim teoremi verilmistir.

Klasik yaklagim operatorlerinin ¢ogu yaklasilan fonksiyon degerine yakinsar.
Bununla birlikte, siireksizlik noktalarinda bu operatorlerin genellikle fonksiyonun
sag ve sol limitlerinin aritmetik ortalamasina yakinsadig1 goriiliir. Fakat Hermit-Fejer
yaklasim operatdrleri gibi bazi istisnai durumlar da vardir [Bojanic ve Cheng 1983,
Bojanic ve Khan 1992]. Bu operatorler basit siireksizlik noktalarinda yakinsak
degildir. Bu durumlarda bu yakinsaklik kaybmi gidermek igin Ceséaro tipi
toplanabilme metotlarin1 kullanmak bizi daha gii¢lii sonuglara gotiiriir. Son yillarda
matris gosterimine sahip olmayan bir baska regiiler toplanabilme yonteminin sinirsiz
alt dizilere sahip yakinsak olmayan bazi dizileri toplamada ne kadar etkili oldugu
gosterilmigstir [Freedman ve Sember 1981, Fridy 1985]. Bu yontem A-istatistiksel
yakinsaklik yontemi olup hazirlanan bu tez ¢aligmasinda bu yontemi yaklasim teorisi
icinde incelemek amaglanmaktadir. Bu sebeple, oncelikle lineer pozitif operatorler
tanitilip, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve 6zellikler
ifade edilmistir. Ayrica yogunluk, istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanitilarak bu

kavramlarin A-istatistiksel benzerleri verilmistir.

Daha sonra A-istatistiksel yakinsaklig1 kullanarak pozitif lineer operator dizileri i¢in
reel sayilarin keyfi bir I aralig1 iizerinde daha genel Korovkin tipi sonuglar elde
edilmistir. Ayrica Agratini operatdrleri ile Agratini operatorlerinin Kantorovich tipli
genellemesi verilerek bu operatorlerin  yaklasim Ozellikleri ve A-istatistiksel

yakinsama hizlar1 incelenmistir.



Son olarak bilinen pozitif lineer operatorlerin integral tipli genellemelerini igeren
operatorler dizisinin genel hali ifade edilip A-istatistiksel yakinsakligi kullanarak
Korovkin tipi sonuglar elde edilmistir. Daha sonra, pozitif lineer operator dizileri igin
buldugumuz bu yaklagimin A-istatistiksel hizlar1 hesaplanmigtir. Son olarak, bu

operatorlerin r-inci basamaktan genellestirilmesi verilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanim, lemma, teorem

ve notasyonlar verilecektir.

2.1. Pozitif Lineer Operatorler

2.1. Tanim

X ve Y iki fonksiyon uzay1 olsun. X den alinan herhangi bir f fonksiyonuna Y

tizerinde bir ve yalniz bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kuralina X uzayinda
bir “operatdr” adi verilir ve L operatoriiniin x noktasindaki degeri L(f;x)=g(x)

seklinde gosterilir.

Burada L(f;x)=L(f(t);x) olmak {lizere L operatorii f fonksiyonunun bagl oldugu

t degiskenine gore uygulanmaktadir. Sonu¢ ise x degiskenine bagli bir

fonksiyondur.

2.2. Tamim

X lineer bir uzay ve L:X — Y bir operatdr olsun. Eger Vf,ge X ve Vo, elR

i¢in

L(af +Bg;x) = a L(f;x) + BL(g;x)

kosulu saglaniyorsa, bu durumda L operatoriine “lineer operatdr” denir.

2.3. Tanim

L bir lineer operatdr olsun. Eger X tanim uzayindan alinan her f >0 fonksiyonu

icin L(f;x) >0 gercekleniyorsa L operatoriine “pozitif lineer operator” denir.



2.1. Lemma

Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani;
f<g=L(f)<L(g

esitsizligi saglanir.

2.2. Lemma

L bir lineer pozitif operatér ise bu takdirde
L(f)=i(lf])

esitsizligi saglanir.

2.4. Tanim

IN dogal sayilar kiimesini gostermek lizere, n € IN i¢in L (f;x) e bir “operator

dizisi” denir ve (L) ile gosterilir.
2.5. Tanim

X c IR olsun. X iizerinde tanimli, siirekli ve reel degerli fonksiyonlarin olusturdugu

kiime C(X) ile gosterilir. Ozel olarak a,b € IR i¢in X=[a,b] alinirsa C[a,b] uzay1

[ £Go)

oy = X | £(X) |

normu ile bir normlu uzaydir.



2.6. Tamim

(f,), C[a,b] tizerinde taniml fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger

lim =0
Cla,b]

n—o

f,—f]|

ise (f,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir ve f, N, seklinde gosterilir.
2.7. Tanim

D c IR olsun. p >1 olmak tizere

L (D)= {f [ 186) < oo}

D

seklinde tanimlanan Lp(D) uzay1 Uzerindeki norm f e L p(D) i¢in

|t

T

seklinde tanimlanir.
2.8. Tanim

D c IR olsun. p>1 olmak iizere

L’ (D):={f:f,f',f" €L (D)|

dir. L’ (D) uzay1 iizerinde tammli norm f e L (D) igin



|t

o T £

(D)_+“f”

L%)(D) = || f L, L, LP(D)

seklindedir.
2.9. Tanim (Siireklilik Modiilii)

fe C(I) olsun. ¥6>0 igin

w(f;8) = sup | f(t) - f(x)| (2.1)
\fii;

ile tanimlanan w(f;d) ifadesine f fonksiyonunun “siireklilik modiili” denir

[Korovkin 1960 ve Devore 1972].
2.3. Lemma

Stireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar.

(1) w(f;0)>0

(i1) §, <9, ise w(f;9,) < w(f;9,)

(111)) m € IN i¢in w(f; md) < mw(f;9)

(iv) A eIR" i¢in w(f;A0) < (1+A)w(f;0)
(v) f € C[a,b] i¢in léiglw(f;éi) =0

(vi) [£() —F(x)] < w(f:[ t—x])

(vii) | £(t) - f(x) | < (1 + %) w(f;8)



2.10. Tanim (Peetre K-Fonksiyoneli)

K, (f;8) = geiﬁzfm{” f-gf, o +9[g (2.2)

e

ile tanimlanan K, (f;8) ifadesine f eL (D) fonksiyonunun Peetre K-fonksiyoneli

denir [ Bleimann, Butzer ve Hahn,1980 ].
2.11. Tanim (Lipschitz Sinifi)

M>0, a€(0,1] ve f e C() olsun. Vx,y el i¢in
[f(y)-fx)|[<M|y-x|" 2.3)

kosulunu saglayan f fonksiyonuna Lipschitz sinifindandir denir. Burada Lipschitz

smift Lip, (o) ile gosterilir [Altomare ve Campiti, 1994].
2.1. Teorem (P.P. Korovkin Teoremi)

L :C[a,b] > C[a,b] lineer pozitif operatdr olmak iizere (Ln) bir lineer pozitif

operatorler dizisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) Her f € C[a,b] igin lim| L, (f)-f|

Clab] — 0

Ln(fi)_fi |

i) f, (y) = yi ,1=0,1,2 olmak lizere lim Clab] = 0

[Korovkin, 1960].



2.2. istatistiksel Yakinsakhk

2.12. Tanim

Kc IN olmak iizere K kiimesinin eleman sayis1 (kardinali) |K| ile gosterilsin ve

K, ={k<n:k €K} olsun. Buna gore

S(K) = nm'5 (2.4)

n—w n

limiti mevcut ise bu limit degerine K kiimesinin yogunlugu (veya dogal yogunlugu)

denir ve 0(K) ile gosterilir [ Niven ve Zuckerman 1980].

(a,) pozitif tamsayilarm bir dizisi ve K ={a, :k € IN } olmak iizere 5(K) mevcut

ise

8(K) = lim -
n—oo a .

dir.

Ornegin, 5(IN)=1, 8{k*:keIN}=0, 6{2k+1:keIN}=% oldugu yogunluk

tanimindan kolayca goriilebilir. 8(K) ve d(IN\K) yogunluklarindan herhangi biri
mevcut ise 0(K)=1-0(IN\K) dir. Eger K kiimesi sonlu elemanli bir kiime ise

0(K) =0 oldugu agiktir [ Niven ve Zuckerman 1980, Freedman ve Sember 1981].

2.1. Uyan

K < IN olmak iizere K kiimesinin karakteristik dizisi,



() = 0, jeKise
i = 1, jeKise

ve C, = (an) Cesaro matrisi

<n ise

>n ise

olmak tizere Es. 2.4 ifadesi

8(K)= 1im|£ = 1imzl 1=1im(Cx),

n—oo n n—oo JEK n n—oo

ile verilebilir.
Simdi yogunluk kavramindan esinlenerek istatistiksel yakinsaklik tanimi verilebilir.

2.13. Tanim

Vex>0 sayst igin K:= K(s):z {k e IN :| x, —L |Z s} kiimesinin yogunlugu sifir

yani,

limlHkSn:|Xk—L|Zs}‘=0

n—w n

ise x=(x,) dizisi L sayisma istatistiksel yakinsaktir denir ve st-limx=L ile

gosterilir [ Steinhaus 1951, Fast 1951, Fridy 1985].

Burada istatistiksel yakinsaklik ile Cauchy anlaminda yakinsaklik arasinda nasil bir

iligki olabilecegi sorusu akla gelebilir. Bilindigi gibi, x reel say1 dizisi L ye yakinsak
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ise L nin her bir ¢ komsulugunun disinda dizinin ancak sonlu sayida elemani
kalabilir. L noktasinin ¢ komsulugu disinda kalan elemanlarin sonlu sayida olmast,
boyle elemanlarin yogunlugunun sifir olmasi demektir. Bu da Cauchy anlaminda
yakinsak olan her dizinin istatistiksel yakinsak oldugunu gosterir. Fakat tersi dogru
degildir. Ayrica yakinsak dizi sinirli olmasina ragmen, istatistiksel yakinsak dizi
siirl olmayabilir. Asagidaki drneklerden goriilebilecegi gibi sinirh raksak ya da

siirsiz iraksak bazi diziler de istatistiksel yakinsak olabilir.

2.1. Ornek
m € IN i¢in
1, k=m’
X, = ,
0, k#m

seklinde tamimlanan x = (x, ) dizisini goz 6niine alalim. V&>0 igin
HkSn:|Xk |Zs}‘£|{k£n:xk ¢O}|S\/H

oldugundan

liml|{k£n:xk¢0}|glim£20
n%oon n—owo n

elde edilir. Boylece st-limx =0 bulunur.
2.2. Ornek
m € IN igin

{x/ﬁ, k=m’
X, =

3 , k#m’



11
seklinde tanimlanan x = (x, ) dizisi igin st-limx =3 tiir.
Simdi de toplanabilme hakkinda biraz bilgi verecegiz.

A =(a, ) kompleks terimli sonsuz bir matris ve x = (x_ ) bir dizi olsun. Eger her
nelIN igin (Ax), := iankxk mevcut ise, Ax :=((Ax),) dizisine, (x,) dizisinin A
k=1

matrisi ile elde edilen doniisiim dizisi denir. X ve Y reel ya da kompleks terimli
dizilerden olusan iki dizi uzay1 ve A =(a,, ) sonsuz matris olsun. Eger Vx € X igin
(Ax), doniisiim dizisi mevecut ve (Ax), € Y ise A =(a,, ) matrisi X den Y igine bir
matris doniisiimii tanimlar denir ve X den Y icine tanimli biitiin matrislerin sinifi
(X,Y) ile gosterilir. Eger A, X den Y ig¢ine bir matris doniisiimii ise, A € (X,Y)
seklinde yazilir. (X,Y;p) ile toplam ya da limiti koruyan matrislerin sinifi gosterilir.
Ornegin, A € (c,c;p) olmast x, — L oldugunda (AX)n — L olmas1 demektir. Bu tip
matrislere regiiler matrisler denir. A € (c,c;p) olmasit i¢in gerek ve yeter kosullar

Silverman-Toeplitz teoremi vermektedir. Bu teorem ispatsiz olarak asagida

verilecektir.
2.2. Teorem

A= (a " ) sonsuz matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1) Her k € IN i¢in lima , =0,

n—o0

i) lim Y a, =1,
n—w k=1

< o

iii) sup Z |ank ,
=1

n k

olmasidir [ Maddox, 1970].
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2.3. Ornek
1 0 0 i ) .
11 1000
2 2 01 00
1 1 1
C,=l- - = 0 ve I=/0 01 0
3 3 3
1 1 1 1 0 0 0 1
4 4 4 4 I P

ile verilen C, Ceséaro matrisi ve I birim matrisi Teorem 2.1 in kosullarim sagladig:

i¢in her ikisi de regiilerdir.
2.3. A-Istatistiksel Yakisakhk

Yogunluk kavrami, C, Cesdro matrisi yerine keyfi negatif olmayan regiiler
A= (auk) matrisi alinarak Freedman ve Sember (1981) tarafindan genellestirildi.

Burada “negatif olmayan” ifadesi ile kastedilen her n ve her k i¢in a , >0 olmasidir.
2.14. Tamim

A= (a uk) negatif olmayan regiiler bir matris ve K < IN olsun.

n—ow

5, (K):=lim(Ar, ), =lim Sa,
keK

limiti mevcut ise & A(K) sayisina K kiimesinin A-yogunlugu denir [ Freedman ve

Sember, 1981].

) A(K) veya O,(IN\K) yogunluklarindan herhangi biri mevcut ise
8,(K)=1-5,(IN\K) dir.
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Eger K kiimesi sonlu elemanli bir kiime ise her A negatif olmayan regiiler matris i¢in
K kiimesinin A-yogunlugu sifirdir. Burada K sonlu bir kiime ise onun karakteristik

dizisi y, sonlu 1° lere sahiptir. Boylece lim()(,()n =0 ve A regiiler oldugundan

lim (A, ), =0 dir.

2.4. Ornek
n € IN i¢in
1, k=n’
ank = 2
0, k#n

seklinde tanimlanan A = (a , ) matrisini goz oniine alalim. Bu durumda
K, = {k =n’:ne IN} kiimesi igin 8, (K, )=1

ve

K, ={k #n®:neIN | kiimesi i¢in &, (K,)=0

dir.

2.15. Tanim

A=(ank) negatif olmayan regiller bir matris olsun. Ve>0 igin

{k e IN: | X, — L| >g } kiimesinin A-yogunlugu sifir yani,

5,({keN:|x, ~L|>¢})=0
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ise x =(x, ) dizisi L sayisima A-istatistiksel yakimsaktir denir [ Connor 1989, Kolk
1991].

2.5. Ornek

n € IN i¢in

seklinde tanimlanan A = (ank) negatif olmayan regiiler matrisini géz oniine alalim.

x = (x, ) dizisi

. .. 1
seklinde tanimlansin. Ve>0 i¢in K = { keIN:| x, —— |2¢ } olmak tizere

SA(K) = IHIEIQ(AXK):] =0

oldugundan st, —limx =% dir.

Tanim 2.15 de eger A matrisi yerine [ birim matrisi alinirsa, bu durumda klasik
anlamindaki yakinsaklik elde edilir, hatta A yerine C, Cesaro matrisi alinirsa, A-

istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsakliga indirgenir.
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3. POZITIiF LINEER OPERATORLERIN A-iSTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI

Bu bolimde A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak pozitif lineer operator dizileri
icin reel sayilarin keyfi bir araligi tizerinde genel bir Korovkin tipi yaklagim teoremi

verilecektir.
3.1. Tanim

I, IR nin keyfi bir araligi ve g, [0,0) iizerinde negatif olmayan artan ve g(0)=1

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda C, ( I ) kiimesi

£x)]

Cg(I)={f e C(I): herhangibir ¢ >0 igin lim |—— }

e Le(x

seklinde tammlanir. I=[a,b] alindiginda, Vx el igin g(x)=1 olmak tizere C g(I)
notasyonu yerine C[a,b] kullanilir. C g(I) bir lineer uzaydir [ Duman, Khan ve

Orhan, 2003].
Bu kisimda yararlanacagimiz ““ Borel 6l¢iisii ” hakkinda bazi bilgiler verelim.

X reel sayilarin bir altkiimesi ve B, X iizerindeki tim Borel kiimelerinin bir sinifi

olsun. B {izerinde tanimlanan ve kompakt kiimeler i¢in sonlu deger alan bir p

Olciisiine “ Borel dlgiisii ” ad1 verilir [Royden 1968].
3.1. Teorem

I, IR nin keyfi bir aralifi ve B, I araliginin Borel oOl¢iilebilir altkiimelerinin sigma

cebiri olmak iizere, bir x €1 igin, { u,, :nxl }, (I, B) lizerinde taniml Slgiilerin bir

kolleksiyonu olsun. f, (y)=y2, Cg(I) uzayinda olacak sekilde bir g fonksiyonu
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secelim ve herhangi bir 08>0 ic¢in I ::[X—S,x+8]ml olmak {izere

sup j g(| y| )dun’k (y) < oo kosulu ger¢eklensin. Ayrica

g

Ln(f;x):jf(y)dun,k(y) , nelN Vefng(I)

I

seklinde tanimh {Ln } operatdrler dizisini gdz Oniine alalim ve A = (auk) negatif

olmayan regiiler bir matris olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

a) Her fng(I) icin st —li£n|Ln(f;x)—f(x)|=0 dir.

b) fi(y):yi , 1=0,1,2 olmak tlizere st, —li£n|Ln(fi;x )—f (x )| =0 dir [ Duman,

i

Khan ve Orhan, 2003].
fspat

Gereklilik: Hipotez uyarinca her i=0,1,2 igin f, € Cg(I) oldugundan (i)= (ii)

Onermesi gerceklenir.

Yeterlilik: f e Cg(I) ve sabit bir x el noktasi alalim. f, I iizerinde siirekli
oldugundan, &>0 ig¢in |x—y|£8 kosulunu saglayan y elemanlar1 igin

|f(x)—f(y)|<e olacak sekilde bir §>0 sayist vardir. Diger yandan

| £(y)—£(x)| = £(y) = £(x)[ ., (v)+ | £(y) = F(x) o, ()

seklinde yazilabilir. Ayrica operatorlerin lineerligi ve pozitifligi kullanilirsa

L, (f;x)—f(x)[=| L, (f - f(x)f, + £(x)f,;x)—£(x)|

=IL, (f - f(x)f,;x) - f(x)(L, (f,;x) -1, (X))|



<|L,(f=f(x)f,;x)][+|f(x)]| L, (£,:x)— £, (x)|

=[£(y)-t(x)[du,, (y)+ [[£y)=F(x)]dn, ()

g

+| f(x)||Ln(f0;x)—f0(x)|

<efan, )+ [170)-0)lan,, ()

g

+| f(x)” Ln(fo;x)—fo(x)|

<g j du,  (v)+ [ |£(y)-£(x)|du, (y)

+| f(x)” Ln(fo;x)—fo(x)|
=g Ln(fo;x)—sfo(x)+8f0(x)+| f(x)” Ln(fo;x)—fo(x)|
+ [£(y)-f(x)[du,. ()

I\

elde edilir. Boylece

L, (%)= £(x)| < 8+ e+ £ L, (F%) = £, () [+ [[£(y)=£x)[dm, . (v)

g

esitsizligi bulunur. p>1 ve %+ 1_ 1 olmak iizere

[te], <[], lel,
olarak tanimlanan Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

[1E() =) ]du, , (¥)= [, (0] £00) = £ ()], , ()

g Mg

< { !xms (y)du,, (Y)T { J1£6)= 16" du, . (v) q

I\

17

(3.1)
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olacagindan, hipotezler uyarinca f e Cg(I) olmas1 % e Cg(I) olmasini gerektirir

ve bu nedenle

160~ £G)[" du, () | <K (32)

I\

olacak sekilde bir K sayist vardir. Simdi bir ¢@:I—> IR fonksiyonunu

) (Y —ZX)Z

(p( y )= ErTa ile tanimlayalim. Burada

> 1

(y—x)
=

yel\l, igin|y—x|>8:>

bulunur. Bu durumda

I 62
= (L (60) =250, (n) L, ()60 - 07 =
= (L (%)~ £.60) = 2x(L (3= £,(0)) (L, (%)~ £,(0))

olup her bir a € (0,1] icin

eyl s[x[ ]yl

esitsizligi de kullanilirsa,



1 2 1
[Hn,x(l\lg)]; SLZ{ X" | Ln(fo;x)—fo(x)ﬁ +2°F | x|i |Ln(f|;x)—f,(x)|é
8?

AL (L)L) |

elde edilir. Es. 3.2 ve Es. 3.3 esitsizlikleri Es. 3.1 de uygulanirsa

|Ln(f;x)—f(x)| £8+(s+| f(x)| ) | Ln(fo;x)—fo(x)|+8£2{ x%| Ln(fo;x)—fo(x)|; }

K|, /2 ! 1
2 I 6= 60 + 200

[N]

1

1
p

|

19

(3.3)

2 5 !
bulunur. Simdi B(x):—max{ 8+|f(X) ,EZ,K[%]” ’K[ l;q j" } alinirsa, her bir
813

n € IN i¢in

1

|Ln(f;x)—f(x)| < 8+B(X){|Ln(fo;x)—fo(x)|+|Ln(fo;x)—fo(x)|r>

+| Ln(fl;x)—fl(x)ﬁ +| Ln(fz;x)_fz(x)ﬁ }

(3.4)

gerceklenir. Verilen r>0 ic¢in € < r olacak sekilde bir €>0 sayis1 secelim. Ayrica

1

D ::{n:|Ln(fo;x)—fo(x)|+|Ln(fo;X)—fo(X)|‘l’ +| Ln(fl;x)_fl(x)|;

+|Ln(f2;x)—f2(x)|% > r-e }

\%

b, 1={nzan(fo;x)—fo(X)| r—s}
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kiimelerini tanimlayallm. Dc D, uD, UD, UD, oldugunu goérmek kolaydir.

Dolayisiyla Es. 3.4 esitliginden her bir n € IN i¢in

nk_Za <Za +Za +Za +Za

k:‘Lk(f;x) f(x keD keDy keD, keDjy keDy
saglanacagindan burada n — oo i¢in limit alinirsa

lim Z a, =0

" k:‘Lk(f;x)ff(x)‘zr
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
I keyfi bir aralik oldugundan Teorem 3.1 deki A-istatistiksel yakinsaklik noktasal
anlamdadir. Fakat I kapali ve sinirli bir aralik ise bu durumda yukaridaki ispattan
asagidaki sonug elde edilir.

3.1. Sonug

Eger a,beIR i¢in I=J[a,b], {Ln(f ;X )} Teorem 3.1 deki kosullar1 gercekleyen
pozitif lineer operator dizisi ve de A = (a,, ) negatif olmayan regiiler bir matris ise,

bu durumda asagidakiler denktir:

a) Her f € C[a,b] i¢in st, —11m|| L f x || —O dir.



b) f.(y)=y',i=0,1,2 olmak iizere st, — lign” L (f;x)-f (X)”C[a,b] =0 dir.

Bu sonugta A yerine birim matris alinirsa klasik Korovkin teoremi elde edilir.

21
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4. GENELLESTIRILMIiS MEYER-KONIG VE ZELLER TiPLi
OPERATORLERIN ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak, Agratini operatorlerinin

yaklagim 6zellikleri Korovkin tipli bir teorem yardimiyla verilecektir.

4.1. Giris

x €[0,1) ve f € C[0,]) icin

M05x) =00 S (] T e xeton @

M, (f;1)=f(1) seklinde tanimlanan M, (f;x ) operatoriine Meyer-Konig ve Zeller

operatorii denir [Meyer-Konig ve Zeller, 1960]. Cheney ve Sharma (1964), Miiller
(1978), Totik (1983), Khan (1989), Jihua ve Luoqing (1991) tarafindan bu

operatorlerle ilgili bir ¢ok ¢alisma yapilmistir.

Mn(f;x) operatoriiniin bir genellemesi ilk kez 1998 yilinda Dogru tarafindan

verilmigtir. Bu operatorlerin bir Stancu genellemesi ise Agratini (2001) tarafindan
calisilmigtir. Son olarak Dogru, Duman ve Orhan (2003) tarafindan Agratini (2001)
operatorlerinin  Kantorovich tipli  bir genellemesinin  yaklasim  6zellikleri

A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak incelenmistir.
4.2. Agratini Operatorleri
4.1. Tanim

n,k € IN igin (ocn), (Bk) ve (yn,k) sirasiyla, asagidaki ii¢ sart1 saglayan reel say1

dizileri ve A = (a,, ) negatif olmayan regiiler bir matris olsun.
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)a, 21 vest, —lima, =1,
2)0<B, <1+B,..,, (4.2)

3)Bir ¢>0 i¢cin 0<y <

‘
n
Ayrica a € (0,1) icin {(pn } fonksiyon dizisi asagidaki dort kosulu saglasin;

a) Her ¢, fonksiyonu D = {z € C:|z| < a} diskini kapsayan Q bdlgesi iizerinde

analitiktir.

b) ¢,”(0)=¢,(0)>0 , (vneIN) (4.3)
k

c) (pn(k)(0)= e (pn(x) >0 (Vk,n IS IN)
X x=0

d) Es. 4.2 de verilen sartlar altinda
¢, (x)=a,(k+n+p, )(1+7,, )o,""(x) , (vknelN)
dir.

Bu kosullar altinda f € C[0,a] i¢in

D,(fix)=——30,"(0) X—f(*] (4.4)

k+n+p,

seklinde tanimlanan operator dizisine Agratini operatorii denir. Dn(f ;x) pozitif ve

lineerdir.

Burada 1 e istatistiksel yakinsak olan fakat alisilmis anlamda yakinsak olmayan bir

(o, ) dizisi tanimlanabilir. Bunu gormek icin (o, ) dizisini n=m” (m e IN) ise

o, = Jn ve diger durumlarda o, =1 olarak tanimlamak yeterlidir. Dolayisiyla
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Es. 4.2°in 1) kosulu Agratini (2001) tarafindan tanimlanan “1< o, =1+O(lj ”
n

kosulundan daha zayiftir.

Es. 4.4 te

B, =0 (keIN), o (x)=(1-x)"

secilir ve Es. 4.3’1in ¢) ve d) kosulu dikkate alinirsa

Dn(f;x):%gan(brn)(lwwmk)@n(k”(O)Xkf( K j

E k+n

D, (1x)= o, O (-x e[ ]

bulunur. Diger taraftan son esitlikte

(Pn(kil)(O) _ (n +k - 1)!

n!
yazilirsa
> (n+k k
D (f;x)= (1-x)"'f
0=3[" e

elde edilir. Boylece Dn(f;x) Es. 4.1 ile tanimlanan Meyer-Konig ve Zeller

operatdriine dontisir.
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4.1. Ornek

tx

B, =0 ve t<0 icin o, (x)=1-x)"" exp( ] (L' (t) Laguerre polinomudur)

x—1

secilirse, D ( f;x ) operatorii Cheney ve Sharma (1964) tarafindan verilen

x-S 0n )

X—l k=0 k+n

operatoriine doniisiir. Burada k. mertebeden Laguerre polinomu

N I'(k+n+1)

L (=2 (1) (k—r) C(n+r+1)r!

r=0

T

dir.
4.3. Agratini Operatorlerinin A-Istatistiksel Yakinsakhg

Bu kisimda Korovkin teoreminin A-istatistiksel yakinsaklik analogu, Sonug¢ 3.1

kullanilarak (Dn ) operator dizisinin A-istatistiksel yakinsakligi incelenecektir.

4.1. Lemma

A= (a jn) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Bu durumda

st, —lim[D, (1;,x)~1] ., =0

n—w

dir.



fspat

Es. 4.3’lin a) kosulundan
D (L;x)=1

dir.

4.2. Lemma

A= (a J.H) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Bu durumda
st, — Egg||Dn (t;x)— x||c[0!a] =0

dir.

fspat

Es. 44 de f (t) yerine t alinir ve Es. 4.3’{in d) 6zelligi kullanilirsa

k

_ 1 N &1 1) X 1
= E k 1 0
( )kla’n( +n+Bk)( +’Yn,k)(Pn (}(k—l)'k+n+Bk

o, (l+7,, )@n(kl)(o)(k Y

k

_Xa, § (X
)k_0(1+vn,k)<Pn (0) o

bulunur. Es. 4.2’nin 3) 6zelliginden

26

(4.5)
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k

1 < C ®) (n) X
D (t;x)< z 1+—= 0)=—

—

(4.6)

oY 1 - () x"
Dn(t’X)_ (x’nX (Pn (X)g(l—i_’Yn,kH)q}n (O)F
w k 1 w ® Xk
2 0)=—
;wn ~+o an(x);vn,kﬂ 9." (05
_ . RN © ()X
—anxnno,x)mnx@n(x);m 0,"(0)%
elde edilir. O halde
© k
Dn(t,X)— (OL —1)X+OL X Z nk+1(P %

bulunur. Es. 4.2, Es. 4.3’iin b) ve c) kosullarindan son esitligin sag tarafindaki

terimlerin her birisi pozitif oldugundan
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Dn(t;x)—x =0 (4.7)

yazilabilir. Es. 4.6 ve Es. 4.7 nin birlestirilmesiyle

0<D (t;x)-x<x(a, —1)+xa, c
n

elde edilir. x €[0,a] i¢in maksimum alinirsa

||Dn(t;x)—x||c[03] < a(ocn —1)—1—aocn <
: n

sonucuna ulagilir. B, := max{a,ac} alinirsa, her bir n € IN igin

||Dn(t;x)—x||c[0,a] < Bl[ocn -1+ O;“} (4.8)

Gl =0 dir.

gerceklenir.Ayrica Es. 4.2°nin 1) kosulundan st, —lim
"on

Simdi verilen bir € >0 sayisi i¢in

kiimelerini tanimlayalim. U c U, U U, oldugunu gérmek kolaydir. Dolayisiyla

Es. 4.8 uyarinca her bir j e IN i¢in
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a, <Za <Za +Za
ne nel;

":HDn (tx)-x H

saglanir. Burada j — oo igin limit alinirsa

lim > a, =0
! n:HD“(t;x)—xHZs

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
4.3. Lemma

A= (a jn) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Bu durumda

st, =lim| D (t X -X H

n—»o0 C[O a]

dir.
fspat

D, operatoriiniin Es. 4.4 ile verilen ifadesinde f(t)=t> almur ve Es. 4.3%iin d)

ozelligi goz onilinde tutulursa

k+n+B

k

_ 1 - k1)) X k
(pn(x)kz_;an(k-i_n+Bk)(1+Yn,k)(pn (Oj(k—l)!(k+n+[3k)2

- o k=141
1 “(0) =
(e, (’(k—1)!k+n+[3k
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0 x* k-1
= i (k—1)'k+n+p,

Il
—~
N—"

M 8
Q

=

—_—
+
-<

=~

N—

S

’;
—
N—

~—
b

© k
+ 1 “I(o !
(Pn(x);an( +Yn,k)(Pn ( (k—l)!k+n+Bk

=l rafe-1en+p,)

k

4y, )(Pn(“)(o)( . 1 }

k—2)'k+n+p,

1
+

—

x)

X1 & \(k—1+n+BH) (k2) X

= 1 1 —
u(x)kz;(x‘n ( +’Yn,k )( +yn,k—1/ k+n+Bk (Pn (0)(

k-1

X = (k—l) \ X 1
+ 1 0
(pn(X)kZ:an( +Yn,k)(Pn ( }(k—l)'k"rn"er

0 ~ k 1
. ;an(l +7,. )9, ”(0)( -

k—1)'k+n+B,

S

X’ & (k+1+n+B.,) /X
= 1 1 ) kel 0)"—
(Pn(X) k:o( +yn,k+2)( +yn,k+1/ k+2+n+Bk+2 (pn ( )k'

k

X0, < (x) 1 X
1 0 —
+ ) k:O( +yn,k+1)(pn ( )k+1+n+Bk+1 k!

elde edilir. Es. 4.2’nin 3) 6zelliginden

D (tZX)S X2(x‘n N (14_3]2 (k+1+n+l3k+l) (k)(o)xk
0

0 (x)4 n) k+2+n+p,, " K
0 k

+ Xa, (1+£j@n(k)(0) 1 X
0, (x)= n k+1+n+p,, k!

bulunur. Ayrica Es. 4.2°nin 2) 6zelligi g6z 6niinde tutulursa

k+1+n+B,, <k+2+n+B,,ven<k+1+n+f,,

yazilabilir. Buradan
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k+1+n+p,,, <1ve 1 <
k+2+n+B,, k+l1+n+B,, n

oldugundan son esitsizlik

2
D, (%)< x’a, (145 236 W(0)X
(:x)<xa (j e 0r,
Xl c 1 & X"
1+ — 0)—
s o XU

2
D, (t’;x)< xzan2(1+£j D, (I;x)+ 2 (l—i-ngn(l;x)

2
D, (t*x)< oc,f[HEJ x4 2o [14—3}(
n n n

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

2

2co,x+1, co, cx + 1))
n n

Dn(tz;x)g o, X’ + ocnx(

ifadesi elde edilir. Buradan

2

Dn(tz;x)— x* < (ocn2 —l)x2 + anx(zca“x *l + ofo,cx +1)j (4.9)
n n

dir.



Diger taraftan
t* =(t—x)" +2xt—x’
olup D, operatoriiniin lineerlik 6zelliginden

Dn(tz;x)—x2 :Dn((‘[—x)2 +2xt—x2;x)
D

n((t—x)z;x )+ 2an(t—x;x )
yazilabilir. Es. 4.7 ve D operatdriiniin pozitif olmasindan
Dn(tz;x )—x2 >0

bulunur. Es. 4.9 ile Es. 4.10 esitsizliklerinin birlestirilmesiyle

0<D,(t%x)-x" < (0%2 _1)X2 +och( 20X C(a"cj(Jrl)j
n n

elde edilir. x €[0,a] i¢cin maksimum alinirsa

[D,(¢75x)-x° legons < (0, ~1)a2 +0cna(2w“a+l + C(anca+1)j

n n’

sonucuna ulasirniz. B, := {a,Zazc, ac’,c } alinirsa, her bir n € IN i¢in

] 1
HDH(‘[Z;X)—X2 HC[OA] SBz{anz 1+ ar;l +%+n_2}

gerceklenir. Ayrica Es. 4.2°nin 1) 6zelliginden

32

(4.10)

4.11)



33

st, —lima,” =1

n—ow

.o
st, —lim——=0

n—o0 n

ve

.o
st, —lim— =0
n—oo n

yazilabilir. Simdi verilen bir € >0 sayis1 i¢gin

2
o o 1 €
U:= n:(xnz—1+ R
n n n B,

kiimelerini tanimlayalm. Uc U, U, uU, u U, tiir. Es. 4.11 uyarinca her bir

j€IN igin

% a;, SZajn Szaﬂzaﬂzaﬂzaw
Dn(lz;x XZHZE

n neU nel; neU, neUsy nelUy

saglanir. j — oo icin limit alinirsa

lim a, =0

]
n: D, (t2 X x2 HZS




bulunur. Bu ise istenilendir.

4.1. Teorem

A= (a jn) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Bu durumda Vf € C[0,a] i¢in
st, — lirrln” D (f;x)- f(x)”c[o’a] =0

dir.

fspat

Lemma 4.1, Lemma 4.2 ve Lemma 4.3 den

st, —lim

D, (tx)-x"|, =0, i=012

o]

dir. Boylece Sonug 3.1 den ispat tamamlanir.

34
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5. AGRATINI OPERATORLERININ KANTOROVICH TiPLi
GENELLEMESI

Bu boliimde Agratini operatdrlerinin Kantorovich tipli bir genellemesi verilerek bu
operatorlerin A-istatistiksel yakinsakligi incelenecektir. Ayrica bu operatorlerin A-

istatistiksel yakinsama hiz1 L, metrik uzaylarinda Peetre K-fonksiyoneli yardimiyla

hesaplanacaktir. Bu operatorler ilk kez Dogru, Duman ve Orhan (2003) tarafindan

incelenmistir.
5.1. Tanim

k,neIN olmak iizere kabul edelim ki (a,),(B,) ve (yn’k) sirastyla Es. 4.2

kosullarini saglayan diziler olsun. Ayrica ((pn ) fonksiyon dizisi de Es. 4.3’iin a), b),
c) ve d) ozelliklerini saglasin. Burada f fonksiyonu (0,1) araliginda integrallenebilen

bir fonksiyon ve (cn’k ) dizisi
<1 (vn,k € IN) (5.1)

olmak tlizere

w (k) k ktenk
D;(f;x):(pl(x)z(p“ 0)x | f(ijda, nelN (5.2)

i klc,, % k+n+f,

seklinde tanimlanan D’ operatoriine Agratini operatorlerinin Kantorovich tipli

integral genellemesi denir.
5.1. Uyan

Es. 5.2 ile tanimlanan D] operatorii asagidaki bazi 6zel segimler altinda Meyer-

Konig ve Zeller operatorlerinin Kantorovich tipli genellemelerine doniismektedir.
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Es. 5.2 de B, =0 segilirse, Dogru ve Ozalp (2001) tarafindan verilen Meyer-Konig

ve Zeller operatorlerinin bir Kantorovich tipli genellemesi olan

n

operatorii elde edilir. Es. 5.2 de B, =0, ¢, (x)=(1-x)"" ve ¢, =
" k+n+1

segilirse, a, =1 ve y,, =0 (vn,k € IN) ahmrsa D’ (f;x) operatérii Totik (1983)

tarafindan verilen

M- (£1x) = i(n + ijk (L x)" ( (n+k)(n+k+1) <k+1>/<f+n+1% - j

n k/(n+k)
operatoriine doniisiir.

Simdi DZ(f ;x) operatOrlerinin  A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak verilen

Korovkin teoremini, Sonug 3.1°1 gercekledigi gosterilsin.
5.1. D] Operatorlerinin A-istatistiksel Yakinsakhg
5.1. Teorem

A= (a jn) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Bu durumda Vf € C[0,a] i¢in
st, —lim| D} (f;x)- f(x)”c[o‘a] =0

dir.



fspat

Es.52de f (t) =1 alir ve Es. 4.3’{in a) 6zelligi gbz Oniinde tutulursa

37

(5.3)
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k

Cn‘k

. I &o (k)(O)X
D, (tx)=D, (t;x)+ L
(0)=D, i)+ 515 Y

)& kI k+n+B,
bulunur. Ayrica Es. 5.1 ve Es. 4.2°nin 2) 6zelligi goz Oniinde tutulursa

Cn,k < 1 < l

k+n+B, k+n+B, n

yazilabilir. Buradan son esitlik

* N (P
D (t;x)<D —
n(t,x) (tx +2n (p Z;

=D, (x)+—=D . (1;x)
2n

bulunur. Es. 4.5 den

D’ (tx)< D, (6:x)+——
2n
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elde edilir. O halde

D;(t;x)—xSDn(t;x)—x+L (5.4)
2n

dir. Diger yandan

s (k)
D:(t,x)_X:Dn(t;X)_X+ 1 (pn (0) Xk Cn,k
2(PH(X) k=0 k! k+1’1+Bk

olup Es. 4.2, Es. 4.3’lin d), Es. 4.7 ve Es. 5.1 den esitligin sag tarafi pozitif olur.
Boylece

D! (t;x)-x>0 (5.5)

dir. Es. 5.4 ve Es. 5.5 esitsizliklerinin birlestirilmesiyle

OSD:('[;X)—XSD"(‘[;X)—X+L
2n

elde edilir. x €[0,a] i¢in maksimum alinirsa

1

H D: (t; X)_ X HC[O,a] < ” Dn (t; X)_ X ”c[o,a] + Z (5'6)

bulunur. Simdi verilen bir £>0 sayisi igin

1
U::{n:”Dn(t;x)—x”C[O’a] +EZS}

U, = {n :||Dn(t;x)—x||c[o’a] Z%}
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2>

Ui {nitz 2]

kiimelerini tanimlayalim. Burada U < U, U U, dir. Dolayisiyla Es. 5.6 dan her bir

N | ™

1
n

j€ IN i¢in

a, < Zajn < Zajn + Zajn

*
niD I;x—xH >g ney nel, nel,
AR

saglanir. Buradan j — oo i¢in limit alinir ve Lemma 4.2 g6z 6niinde tutulursa

lim > a,=0
n:HDn* (t;X)_XHC[O,a]ZS

bulunur. Bu ise

st, —lim| D] (t;x)-x =0 (5.7)

oldugunu gosterir. Simdi de Es. 5.2 de f(t)=t* alinirsa

o S T

k+n+p,

I OR O
(Pn(x) k! Chk 3(k+n+Bk)

k

I <0,"0)x" (k+c,,) -k
0,(x) & ke, 3(k+n+p)

1 > (pn(k)(O)xk (31(2 +3ke, +cn’k2)
0.(x)& K 3(k+n+p, )

1 o, 0)x* K 1 &9, "0)x" ke,
2 + Z 2
p(0E K (nep) oE K (rn+p)




0.0% K (k+n+p,)

1 &9, 0)x* ke,
=D (t%; n :
R HE T ensp
— iq’n(k)(o)xk Cos’ :
0,(x) & Kk (k+n+p,)
dir. Es. 4.2’nin 2) 6zelligi ve Es. 5.1 kosullar1 dikkate alinirsa O < 1 olup
+n+fB, n

yazilabilir. Boylece
D (t%:x)< D, (t*:x)+ - D, (t:x)+ — D, (1;x)
n 3n

=Dn(t2;x)+an(t;x)+ 12
n 3n

elde edilir. O halde

D’;(tz;x)—x2 SDn(tz;x)—x2 +an(t;x)+ 1

n 3n’

bulunur. Diger taraftan

*
n

D’ (t;x)-x>=D ((t - X)Z;X)-l- 2x D ((t—x);x)

41

(5.8)



yazilabilir. D’ operatériiniin pozitifliginden ve Es. 5.5 den
D’ (t;x)-x>20
dir. Es. 5.8 ve Es. 5.9 un birlestirilmesiyle Es. 4.10 dan

OS‘D’;(tz;x)—x2 ‘ SD“(tz;x)—x2 +lD (t; X)JrL
n 3n’

elde edilir. Her iki tarafin x €[0,a] iizerinden maksimumu alinirsa

D1 58) [ <03 | L[,

clo,a]

bulunur. Burada Lemma 4.2 den ve st, — liml =0 oldugundan
"

st, —hm—||D tx|| =0

n>® clo,a]

dir. Simdi verilen bir €> 0 sayisi i¢in

! 1
K::{nIHDn(tZ;x)—x2 HC[O,E] +H”D“(t;x)”c[o,a] il Za}
K, : { D, (E:x)-x7 _3}
) {n :%”Dn(tgx)”qo,a] ZE}

K,: {n:%Ze}
n

K

(%)

3n°’

42

(5.9)

(5.10)
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kiimelerini tanimlayalim. Burada K c K, UK, UK, tiir. Es. 5.10 dan her bir je IN

i¢in

a; < Zajn = Zajn + Za.in + Za.in

“:HDn*(IZQX XZH >e nek nekK; nek, nekj
c[0,a]

saglanir. O halde j — o i¢in limit alinir, Lemma 4.2 ve Lemma 4.3 dikkate alinirsa

lim a =0
joo n
nzHDn*(tz;x x2H ) >g
clo,a]

bulunur. Bu ise

D’;(tz;x)—x2 H =0 (5.11)

st, —lim o] =

n—oo
oldugunu gosterir.

Boylece Es. 5.3, Es. 5.7 ve Es. 5.11 den Sonu¢ 3.1°in sartlar1 saglandigindan
Vvt e C[0,a] i¢in

st, —lim

n—ow

D (f;x)- f(x)”c[o’a] =0
gerceklenir.
5.2. Uyan

A =1 birim matrisi alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
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5.1. Sonug

vt e C[0,a] i¢in {Du(f)} dizisi f fonksiyonuna [0,a] araliginda diizgiin

yakinsaktir, yani

lim D’ (f;x)— f(X)Hc[o,a] =0
dir.

5.2. D’ Operatorlerinin A-Istatistiksel Yakinsama Hizi

Bu béliimde D (f ) operatoriniin f ye yakinsama hizi, L -metrik uzaylarinda Peetre

K-fonksiyoneli yardimiyla hesaplanacaktir.
5.1. Lemma

D’ (f;x) operatdrii igin

olarak tanimlansin. Vn € IN i¢in

S, KB (5.12)

k=0 Cn,k
olacak sekilde pozitif bir m sabiti varsa, Vn € IN i¢in

| D (f;x)- D} (g:x)

)Sm”f—g

Lp(0,1 Lp(0,1)
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dir.
jspat
1 < 1 (k) Kk k+c P %
{“D;(f;x)rdx}L [y O 7 ( u ]du x
0 0 k=0(Pn(X)k! Cok X k+n+Bk
Burada = & denirse = dg olur.
k+n+p, k+n+p,
C K ici CEu—k+ .. k+c,, _ ¢ olacagnd
u=k igin k+n+Bk_ ,u=k+c,  icin k+n+5k_ olacagindan
1 k+cp P ;
1 P 1 ® (k)(O) k+n+B k+n+f
D (f:x) dx | = Do By © [ f(e)de| dx
(fIorranf i s 22 T
k+n+py
1
k+en P P
1 w (k) k+n+By
< (Pn (0) k k+n+Bk f d d
HZpmue™ e LI o
k+n+By
1 1
[ferlirr e 519
0
bulunur.
(k) k
0,"(0) x 11 . . b
P (x)i:=——F<— olsun. p>1 igin —+—=1 olmak {lizere (D (|f[|;x
k() (pn(X)k! p P q ( (| ))

1 1
ifadesine Z|ak ||bk |S(Z|ak|p);(2|bk |q)5 olarak tanimlanan Holder esitsizligi

uygulanirsa
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ke,

v k4B,

(D2 :2)) = 2P () (e () L QL
. k+nk+|3k m
, e, . p
SSrf Seae) [ e
. . k+nk+Bk m
L by 1
=(D,(sx)f 3P| | )
e nk

ke,

k+n+py

o (k) Xk
;X))p Szw J' k+n+B, |£(2)|de

k+n+By

bulunur.

(Q,A, p) Olciilebilir uzay ve M(Q):l olmak tlizere g, p -integrallenebilir bir

fonksiyon ve ¢, reel eksen iizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon ise

@(Igdulﬁjcpogdu

olarak tanimlanan Jensen esitsizligi

W
I
o

~

~
i

[ o) e

k+n+py




ifadesinde kullanilirsa

k+cq

(k) k k+n+p

: =@, (0)x° k+n+p ‘
L

k+n+py

elde edilir. Es. 5.14, Es. 5.13 de yerine yazilirsa

k=0 (Pn (X) k! Cn,k k

k+n+py

{I \Di(f;x)\"dx}pé m [ [f(e)]"dg

0

yazilabilir. Burada f yerine f-g alinirsa, istenilen elde edilir.

5.1. Teorem

VnelN ve f e Lp(O,l) icin

|, (F:x)- ()

2 1Y
LP(O‘I)S(mH)K{f;(hn +H+1j —1]

1 > 1 (k) Xk k+n+By ,
{I\Di(f;x)\ dx} < [P 0)x" k+n+p, [ 1£()] dz |ax

47

(5.14)

(5.15)
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esitsizligi gerceklenir. Burada m, Es. 5.12 de verilen sabit, {Kp(f ;SH)} Es. 2.2 de

tanimlanan K-fonksiyonlarinin bir dizisi ve Es. 4.2’nin 1) kosulunu saglayan {Otn }

dizisi i¢in

n

dir.
fspat

gel’(0,]) olsun. Bu durumda g fonksiyonunun t=x noktasindaki Taylor

acilimindan

dir. Her iki yana D’ operatdrii uygulanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

| (gix)-(x)] =| & (<) (1= x:x)+ 2" (D (= x)'sx)

S‘D:(t—X;X)Hg'(X)‘-ﬁ-%‘D:((t—X)Z;X)Hg“(X)‘

<[D;(t-x:x)],,,, | &' &) +] D; (t-x):x) o276

elde edilir. Buradan

1

{j 1D (gex)—gx)] dx } g{j (o2 (- x5, |2 )]

0



+H D:((t — X)z;X) con ‘ g" (x)‘ )p dx Fl

bulunur. p>1,f,geL ise f+geLl olup

[£+el, <[, +lel,

seklinde tanimlanan Minkowsky esitsizliginden

{f ‘D:(g;X)—g(X)‘pdx}’l’ < HD:(t_x;x)Hcm)U g (X)‘deJé

0 0

o), (j\g \dXJI

0
g AU/ W -0

Ly

c(0,1) H g” (X)

+H D;((t - X)Z;X)

L,(0,1)

elde edilir. Diger taraftan Es. 4.6 ve Es. 5.4 esitsizlikleri dikkate alinirsa

‘D;(t—x;x)‘ < Dn(t;x)—x+L
2n

1

<x(a, —1)+x0a, —+—
n 2n

yazilabilir. Her iki yanin x € (0,1) icin maksimumu alinirsa

49

(5.16)
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=h '+~ (5.17)

bulunur. Ayrica

D:((t—x)z;x):Di(t2 —2xt+x% —2x7 +2x%;X)
=D’ (t*;x)-x> +2x(x =D, (t;x))

dir. Es. 5.5 esitsizliginden
x-D’(t;x)<0
olup Es. 5.9 dan

D:((t — X)Z;X)S D’ (t*;x)-x>

elde edilir. Burada Es. 4.6 ve Es. 5.8 esitsizlikleri kullanilirsa

D:((t—x)z;x )S Dn(tz;x)—x2 +an(t;x)+ !
n 3n

,(n+c ? (n+c) 1
<la, (—j -1 X2+2X0tn—2+—2
n n 3n

sonucu ger¢eklenir. Buradan

2

—_
|
o

~—

n

‘D:((t—x)z;x)‘ < {anz[n+cj2 —1};2 +2xa., <

olup
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[D:((t-x):x)

2
n+c n+c 1
Sanz —_— —1+2ocn(—2)+—2
c(o.1) n n 3n

(n+c ’ (n+c) 1
<a, (—j -1+20, ——+—
n n n
2
» 1
z(hn +—+1j -1 (5.18)
n

bulunur. Diger yandan Tanim 2.8 den

” g L,%(0.1) = ” g L,(0,1) + H gl L, (0,1) + H g“ L,(0.1)
oldugundan
H gl HLP(O,I) + H g" L,(0.1) < ” g LPZ(O,I) (519)
dir. Vn € IN i¢in
2
h’ L (hnz +l+1j -1
n n
olup, Es. 5.17 den
1 2
* 2
| Dy (t=x:%)].,., s(hn +H+1j -1 (5.20)

bulunur. Boylece Es. 5.18, Es. 5.19 ve Es. 5.20, Es. 5.16 da yerine yazilirsa

) e )
Lp(O,l)S((hn +H+1j _1] Hg L,(0,1)

| D} (g:x) - g(x)

L,(0,1) +H g"
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1 2
< ((h‘f +H+lj —1J||g||Lp2(o’l) (5.21)

elde edilir. Diger taraftan, D’ lineer operator oldugundan

|D; (F;x)- £(x)| =| D} (;x) - D, (g:x)+ D ( ;X)—g(X)+g(X)—f(X)\

<|D; (£:x)- D (g:x)|+| D} (g x) - g(x)| +| g(x) - £(x)|

bulunur. O halde

(iortem-sten]” = (016305, 0 i)t

+| g(x)—f(x)| )pdx }i

bulunur. Minkowsky esitsizliginden

yazilabilir. Boylece

|, (Fix)- ()

L,(0,1) = H D: (f;X)— D:(g;X)HLp(O,I) + H D:(g;X)— g(X)HLp(O,I)
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olup Lemma 5.1 den

HD fX H o (0.1) _m”f g” o (0.1) +HD g X ) g(X)HL (0,1) +||f_g||Lp(0,1)

+HD g X H »(0.1)

olur. Es. 5.21 esitsizligi kullanilirsa, Vn € IN i¢in

1 2
L,(0,1) < (1’1’1+1)” f _g”Lp(O,l) +[(hn2 +H+1j —1]
1 2
< (m+1){||f—g||Lp(o’l) +[(hn2 +H+lj —lj o) }

yazilabilir. Yukaridaki esitsizligin her iki yaninin ge L’ (0,1) lizerinden infimumu

|, (Fx)- ()

alinirsa

|, (r:x)- ()

1 2
BT (L WS (AP ) Y P
1 2
:(m+l) Kp(f; (hnz +—+1j —IJ
n

elde edilir.

st —lipr(f;Bn):O oldugunda, Teorem 5.1 L -metrik uzaylarinda D’ (f;x)

operator dizisinin f (x) ‘e A-istatistiksel yakinsakligini verir.

Burada Es. 4.2%in 1) kogulundan st, —limh =0 olup, Es. 5.15 esitsizligi L -metrik

uzaylarinda D:(f ;x) operatorlerinin A-istatistiksel yakinsaklik oranini verecektir.
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Ayrica, A =1 birim matrisi alinirsa, bu operatorlerin klasik anlamdaki yakinsaklik

hizi1 elde edilir.
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6. POZITIiF LINEER OPERATORLERIN INTEGRAL TIiPLi
GENELLESTIRILMESI

Bu bdliimde bilinen operatorlerin integral tipli genellemelerini igeren pozitif lineer
operatorler dizisinin genel bir hali verilecek ve istatistiksel yakinsaklik kullanilarak,
bu operatorler i¢in Korovkin tipli bazi teoremler elde edilecektir. Daha sonra bu
operatorlerin istatistiksel yakinsama hizi, stireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan
olan fonksiyonlar yardimiyla hesaplanacaktir. Son olarak da bu operatorlerin r-inci

basamaktan genellestirilmesi verilecektir.
6.1. Giris

Her bir sonlu Borel 6l¢iisii
F(x) = (- o0, x]

ile tanimlanan ve “p niin kiimiilatif fonksiyonu ” olarak bilinen bir F fonksiyonu ile
eslenebilir. Burada F, monoton artan, reel degerli ve sagdan siirekli olup

lim F(x) =0 kosulunu gercekler. Ayn1 zamanda monoton artan ve sagdan stirekli bir

X—>—0

F fonksiyonuna karsilik bir tek p Borel 6lgiisii vardir ve tiim a ve b sayilari igin

u(a,b]=F(b)-F(a) gergeklenir [Royden 1968].

B, I araliginin Borel Olgiilebilir altkiimelerinin o -cebiri olmak iizere,

{un,k :nelNvekelN, }, (I, B) lizerinde taniml Olgiilerin bir kolleksiyonu olsun.

Kabul edelim ki

[du,, (v)=1 6.1)

I

ve herhangi bir >0 igin I, :=[x —8,x + 8] I olmak iizere



56

sup [ (] y|)du, . (y) <o (6.2)

nelN,keIN, g

kosulu gerceklensin.

Simdi xel,nelIN ve f e Cg(I) olmak tizere

T,(6x)= Y, [f(y)du,, (v) 63)

seklinde tanimlanan T, (f) operatériinii goz oniine alalim. Burada T (x) asagidaki

Ozellikleri saglasin;

nr,, (X) >0 xelLnelN, kelN, (6.4)
i1) irﬂyk (X) =1 xel,nelIN (6.5)
k=0

T,  operatorleri pozitif ve lineerdir. Es. 6.2 kosulu, f e Cg(I) oldugunda f nin I

tizerinde integrallenebilir oldugunu garanti eder. Dolayisiyla Es. 6.3 de tanimlanan

T, (f ;x) operatorleri iyi tamimhidir. Ayrica Es. 6.1 ve Es. 6.5 kosullarindan
T, (1;x)=1 dir.

6.1. Uyar

Es. 6.3 ile tanimli T, operatorii baz1 6zel secimler altinda asagidaki operatorlere

doniismektedir.

1) 1=[0,1] olmak tizere n € IN ve k=0,1,2,...,ni¢in I, ::[—,—
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1 k k k+1
F = 1 dt = 1 — N
mk (Y) (n+ )k/(;!-ﬂ) (n+ )[y n+1j ’ n+l <y n+l

kiimiilatif fonksiyonunu segelim ve r (x) = [E]xk(l - x)"fk , xe[0,1] olsun. pu .,

F

.« ya karsilik gelen Borel oOlglisii olmak iizere, Lebesgue-Stieltjes integralinin

tanimindan

[£(y)dF,, (y)= [(y)du,,(y)

In x

yazilabilir. Basit hesaplamalardan sonra T, operatorii Kantorovich (1938) tarafindan

verilen

U f X = n+1 i )J.f(y)dy , x€[0,]]

Ik
seklinde tanimlanan Bernstein-Kantorovich operatoriine doniisiir.

2)I= [O,oo) olmak tizere n € IN ve k=0,1,2,...,nigin I ::[E’k+l
n n

} olsun.

Fﬂk(y)z(nﬂ)jdt=(n+1)[y_5j, k_ kel
' W/ n n n

kiimiilatif fonksiyonunu tanmimlayalim. r (x)= (gxk(l+ x)" , xe[0,00) almirsa

T, operatoriine Agratini (2001) tarafindan verilen
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n

Kn<f;x>=nzrn.k<x>(ljf<y>dy}, velos)

k=0

Balasz-Kantorovich operatorlerine doniisiir.

6.2. T. Operatorlerinin A-Istatistiksel Yakinsakhg1

Bu boliimde Es. 6.1 de tamimlanan T, operatorii i¢in A-istatistiksel yakinsaklik

teoremi verilecektir.
6.1. Teorem

I, IR nin keyfi bir aralig1 olsun. A = (ajn) negatif olmayan regiiler bir matris olmak
lizere x €l noktas1 secelim. f, (y) =y’, Cg(I) uzayinda olacak sekilde bir g

fonksiyonu segelim ve Es. 6.2 kosulu gergeklensin. Bu durumda her f € C, (I) icin,

i) st, —lim|T, (f;x) - f(x)[= 0

i) f,(y)=y',i =12 olmak iizere st, —lim|T,(f;x)-f,(x)[=0

dir.
fspat
Gereklilik: Hipotez uyarinca agiktir.

Yeterlilik: f Cg(I) ve x € | noktasi segelim. f, I iizerinde siirekli oldugundan, her

e>0ve yel, i¢in |f (y)-f (x)| <¢ olacak sekilde bir € >0 sayis1 vardir. Buradan

| £(y) - £(x)| =] £(y) = £(x)] %, (v)+] £ ()= £(x)] %, ()
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yazilabilir. Ayrica T, operatoriiniin lineerligi ve pozitifligi kullanilirsa

|Tn(f;x)—f(x)| STH(|f—f(X)|;X)

=T, (| £(y) - £(x)| 2, (¥)+| £(y) = £(x)] ., (¥)ix )
=3 r ()| £05) = £x)| 2., ()b, ()

k=0 1

+ 3 n (]| £03) = £0)] 200, (¥)dm,, (5)

k=0 1

~
]
o

I5 k=0 I

<o, (0] du (v)+ 3o, 09 1) £60) |, )

k=0 1 k=0 g

elde edilir. Es. 6.1 ve Es. 6.5 esitlikleri dikkate alinirsa

T, () =000 < e+ 3o, () [ ] (5) - 100, ) (6

I

bulunur. Holder esitsizligi uyarinca, p>1 ve 1 + 1 =1 olmak {izere,
P q

1

1)) 0)<| [0 | [t ant) | o)

dir. Hipotez ve g nin tanimindan f e Cg(I) olmas: f* e Cg(I) olmasini gerektirir. Bu

nedenle Vn e IN ve k € IN| i¢in
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. j|f<y>—f<x>|‘*dun,k<y>}<1< 63)

I

olacak sekilde pozitif bir K sayist vardir. Es. 6.7 ve Es. 6.8 esitsizlikleri Es. 6.6 ile
birlestirilirse

T, (60~ ()] 6+ K3 <x>{ o, <y)}"

k=0
elde edilir ve boylece

1

T (Fx)- ()| <6 K S <x>[ T, (c)du,. @)}p ©9)

I\

bulunur. Es. 6.9 de Holder esitsizligi tekrar uygulanirsa

T, (f;%) - f(x)[ <&+ K{Zr (x)}‘]’ {Zr (x) [du,, (y)}; (6.10)

I\l

2
gergeklenir. Eger y eI\, ise, bu durumda |y—x|28 olacagindan v gZX) >1

saglanir. Es. 6.5 esitligi de gbz Oniine alinirsa son esitsizlik
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:8+£E[Tn((y—x)2;x )F
813

<ot S0~ £, (] + 2 x| T, (%)~ £, o
8[’

olur. Her bir a e (0,1] icin |x +y|" <|x|" +|y|" esitsizligi kullamlirsa

| T, (f;x)-f(x)| < 8+£2{|Tn(f2;x)—f2(x)|; +2%|x|$|Tn(f1;x)—f1(x)|% }

813

1
o K _(2[x]) . .
sonucu elde edilir. M(x):= max{—,K 5 alinirsa, her bir n € IN i¢in
&

T, (F5%) — £(x)| < 8+M(x){| T (Fasx)— £ ()] +| T, (655)— £, (<) s } 6.11)

bulunur. Hipotez g6z oniine alinirsa

st, —lim| T, (f;;x) - £, (x)[ = 0 (i=12) (6.12)

i

yazilabilir. Simdi verilen bir r>0 i¢in € <r olacak sekilde bir €> 0 sayisi segelim

Ve

U:= {n :|Tn(f;x)—f(x)| Zr}

o el o |

U, ::{n;|Tn(f2;x)—f2(X)|; > }
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kiimelerini tanimlayalim. U < U, U U, oldugu agiktir. Boylece Es. 6.11 esitsizligi

her je IN i¢in

S, <Y, Ya,

neU neU; neU,

dir. Burada j— oo igin limit alinir ve Es. 6.12 esitligi kullanilirsa istenilen elde

edilir.

I keyfi bir aralik oldugundan, Teorem 6.1 deki A-istatistiksel yakinsaklik noktasal

anlamdadir. Fakat I kapali ve siirli bir aralik (6rnegin 1=[a,b]) ise, bu durumda

yukaridaki ispattan asagidaki sonucu elde ederiz.
6.1. Sonug

A= (a J.H) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Bu durumda her f € C[a,b] i¢in

asagidakiler denktir:

i) st, — 1i§n|| T (f;x)- f(x)”c[a’b] =0

0.

i

i) £,(y)=y',i=0,,2 olmak iizere st, —lim|T, (f;;x)f,(x)

Cla,b] =

Eger Sonu¢ 6.1 de A= (ajn) matrisi yerine birim matris alinirsa klasik Korovkin

teoremi elde edilir.
6.3. T, Operatorlerinin A-istatistiksel Yakinsama Hiz1

Bu boliimde Teorem 6.1 deki A-istatistiksel yakinsama hizi, siireklilik modiilii ve

Lipschitz sinifindan elemanlar yardimiyla hesaplanacaktir.
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6.2. Teorem

I ve g, Teorem 6.1 de tanimlandi81 gibi olsun. Ayrica Es. 6.1 kosulu gerceklensin ve

bir x €1 segelim. Bu durumda her f € C, (1) igin,
|Tn(f;x)—f(x)|S2w(f;8n), nelN

dir. Burada

ve w(f ;0. ) , Es. 2.1 ile verilen f nin siireklilik modiiliidiir.
fspat

feC, (I) ve x eI noktasi secelim. T, nin lineerlik ve monotonluk ozelliklerinden

elde edilir. Lemma 2.3 iin (iv) ve (vi) 6zellikleri kullanilirsa
)ix)

<T, [(1+@] w(f;S);xJ
)]

:w(f;s){n%(grn,k (x) j ly—x|du,, (Y)]}

|Tn(f;x)—f(x)| STn(w(f,

y—X

=w(f;8)[l+%Tn( y—X



bulunur.

Yab, <(X@) F(Xe) )

. 50)- ) (0 o 3, 00, 0[5l

sonucu gergeklenir. Burada

Sl

d:=9, Z[Tn(|y—x

alinirsa

| T, (f;x)— f(x)| < w(f;5) {1 +%5}

=2w(f;3)

bulunur. Bu ise istenilendir.

(irn,k (X)jz [irn,k (X)!l y—x|du,, (y)j;}

64
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Simdi ise T, (f ) in f ye yaklasma hizi1 Lipschitz smifindan olan fonksiyonlar

yardimiyla incelenecektir.

6.3. Teorem
x eI segelim. a € (0,1] olmak iizere her f e Cg(I)m Lip,, () igin
|Tn(f;x)—f(x)| <M3 *

dir. Burada

ve Lip,, ((x) , Es. 2.3 de verilen Lipschitz sinifidir.
fspat

a € (0,1] olmak iizere f e Cg(I)m Lip, (o) ve x el secelim. T, nin lineerlik ve

monotonluk 6zelliklerinden dolay1

| T, (£:%) = £00) [ =| T, (£(y) - £(x);x )|

=3 (] [£)=£(x) ., (v)

I

< Mzr () [y=x]"dy,, (y)

elde edilir. p = 2 ve q = olmak iizere
o

2—-o
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Holder esitsizliginden

SM(ZT k(x)jzza (Zrn,k(x)ﬂy_ﬂ dp k(}’)ja

1
yazilabilir. 6, = [Tn (( y—X )2 ;X )F alinirsa ispat tamamlanir.
6.4. T, Operatorlerinin r-inci Basamaktan Genellestirilmesi

c,"(M={f:tec,(1)} (r=0,12,.)

g

dir. r = 0 ise bu durumda Cg(o)(l) =C, (1) dur.

fe Cg(r)(l), (r=0,12,..), neIN ve T (x) Es. 6.4 ve Es. 6.5 kosullarim saglamak

tizere T, operatOriiniin r — inci basamaktan genellestirilmesi

1(0)= 3 3, 0 10 () 61

k=0 1 1!

seklinde tanimlanir.
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Eger Es. 6.13 de r = 0 alinirsa bu operator Es. 6.3 ile tanimlanan operatore doniisiir.
Simdi Es. 6.13 ile tamimlanan T, [ operatoril icin asagidaki yaklasim teoremini ifade

edelim.
6.4. Teorem

I reel eksenin keyfi bir arahigi olsun. Bu durumda £ e Lip,, (a), 0<a <1 olacak

sekilde her f e Cg(')(I) ve her bir x €1 i¢in

atr
, X

‘Tn[r](f;x)—f(x)‘ <C Tn( y—X

dir. Burada

Ma B(OL, r)
C=

a+r (r—1)!

ve B(a,r), Beta fonksiyonudur.

fspat

Es. 6.1 ve Es. 6.13 ten

()50 2000 [ 16)- 06052 o, ) 619

)= 310 XY B s oy )t 619)
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dir. f € Lip,, (o) oldugundan

£y +tx—y)) - (y)] < Me®

x-yl|" (6.16)

yazilabilir. Es. 6.16 esitsizligi Es. 6.15 de yerine konursa ve Beta fonksiyonunun

(1—t)"t*dt =B(1+a,r)

o —

(04
B
o+r (c.r)

tanimi kullanilirsa

wr Ma B(a,r)
o+r (r—l)!

i)~ 3 ) B <y

(6.17)

bulunur. Es. 6.17 esitsizligi Es. 6.14 de yazilirsa

)T, (e5) | « ML B@I S 0y, ()

atr
X

.EQX—Y

elde edilir. Bu ise istenilendir.
Teorem 6.4 ten asagidaki sonuglar elde edilir.
6.2. Sonug

Eger Teorem 6.1 deki ii) kosulu saglanirsa, bu takdirde f* e Lip,(a), 0<a <1

olacak sekilde her f € C g(r)(I) icin



st, —lim| TI(f;x) - f(x)[ =0
dir.

6.3. Sonug

a € (0,1] olmak tizere £ e Lip,, (o) olacak sekilde her f e Cg(r)(I) icin

“ 5 )

‘Tn[r](f;x)—f(x)‘ <M w(| y—X

dir. Burada

_ 2Muo B(a,r)
R (r—l)!

M‘

ve O, Teorem 6.2 de tanimlandig: gibidir.
6.4. Sonug

o € (0,1] olmak tizere £ € Lip,, (o) daki her f e Cg(r)(l) i¢in

T, (%) £(x)| < M"3,

dir. Burada
2
M = M a B(a,r)
o+r (r—l)'

ve J,, Teorem 6.2 de tanimlandig: gibidir.
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