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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢aligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte

asagida verilmistir.

Simgeler Aciklama
E Enerji
H Hamiltoniyen

Indirgenmis Planck Sabiti,

6,6260693x10 —34 /2w J.s

A Pertlirbasyon A¢ilim Parametresi
7 Dalga fonksiyonu

% Potansiyel

n Bas kuantum sayist

h Planck sabiti

Vess(1) Etkin potansiyel

E, Enerji 6zdegerleri

N Boyut sayis1

Kisaltmalar Aciklama

AIM Asimptotik Iterasyon Metodu

WKB Wentzel Kramers ve Brillouin



1. GIRIS

Kuantum fizigi, ¢cagdas bilimin en énemli buluslarindan biri (belki de en 6nemlisi)
olarak kabul edilir. Newton fiziginin aksine, kuantum diislincesi, bir degil, bir ¢ok
bilim adaminin ortak katkistyla sekillenmistir ve hala da gelisimini siirdiirmektedir.
Biiyiik fizik¢i Einstein, genel ve 6zel gorelilik kuramlarini ortaya attiginda, bu giinkii
kuantum fiziginin de temellerini attigin1 muhtemelen bilinmiyordu. O, ¢agdaslar1 ve
ardindan gelen bir ¢ok dnemli bilimci, ¢ok 6nemli katkilarla, kuantum fizigini bu giin
bilinen aksiyonlarina ulastirdilar. Kurucularin 6nemlilerinden bazilari; Einstein,
Dirac, Schrodinger, Pauli ve Heisenberg'dir. Bu bilimcilerin bir kismi (6zellikle
Schrédinger ve Einstein) kuantum fiziginin sonuglarini kabullenemediler. Kuantum
kuraminda, her mikroskobik pargacik, bir dalga denklemi (Schrodinger dalga

denklemi) ile tanimlanir.

Schrodinger denklemi bir kuantum sistemi hakkinda bilgi veren diferansiyel
denklemdir. Bu denklem kisaca, pargacigin bulunabilecegi tim olasiliklarin bir
kiimesini igerir ve pargacigin o an ve haldeki "kuantum durumunu" verir. Normalde,
makroskobik sistemleri olusturan tiim bilesenler (parcaciklar) kendilerine has ve
stirekli degisen farkli dalga islevlerine sahiptirler. Tek tek parcaciklar diizeyinde, bu
dalga islevinden dolay1r kuantum etkileri gegerliyken, makroskobik diizeyde,
sistemleri olusturan pargaciklarin dalga islevleri, "istatistiksel" olarak Kklasik

mekanige uyumlu sonuglar verirler.

Schrédinger denklemin ¢ézlimiindeki amag incelenen sistemin dalga fonksiyonlarini
ve enerji Ozdegerlerini bulmak ve hesaplamaktir. Kuantum mekanigi igin
problemlerin ¢éziimlenmesinde kullanilan yontemlerde yapilan temel islem, bunlarin
Ozdeger esitliklerine uygun matematiksel kaliplar1 bulup gerekli doniisiimleri
yaparak ¢Oziime varmak seklindedir [1]. Fiziksel kosullarin tam olarak
belirlenebildigi problemlerde kullanilabilen bu yap1 6zel bir diferansiyel denklemden

hareket edilerek 6zel bir Schrodinger denklemini vermektedir [1-3].



Diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimlerinde bazi bilinmeyen katsayilar ortaya
cikar. Bu bilinmeyen katsayilar1 bulmak i¢in diferansiyel denklemle birlikte bazi
Ozel sartlar verilerek diferansiyel denklemin belirli sartlar1 saglayan g¢oziimlerinin
bulunmasi saglanir. Verilen sartlar yalniz bir noktaya ait 6zel sartlar ise baslangi¢
sartlari, iki veya daha fazla noktayr kapsayan sartlar ise sinir sartlar1 olarak
adlandirilirlar [4]. Bazen diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimlerinde ortaya ¢ikan
integrasyon sabitlerini belirlemek i¢in diferansiyel denklemle birlikte wverilen

baslangi¢ sartlarin1 kullaniriz ve baslangi¢ sartlarina uyan bir ¢6ziim elde ederiz.

Matematiksel fizik problemleri ¢ogu zaman katsayilar1 degiskenlerine bagli olan Adi
Diferensiyel Denklemler veya Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklemler yardimiyla
ifade edilmektedir. Bu tipteki denklemlerin 6zelligi arastirma yapilan bolgede veya
bolgenin sinir ¢izgisinin {izerinde katsayilarin tekil olmasidir. Yani bolgenin bazi
noktalarinda katsayilarin sifir olmasi veya belirsizlik halinde bulunmasidir. Boyle
tipteki denklemlere doniisen fiziksel problemlerin analitik ¢oziimlerini bulmak ¢ok
zor oldugu gibi bazi durumlarda ¢6ziime ulagmakta miimkiin degildir. Problemin
zorlugu, denklemin ¢Oziimiiniin  sonsuz  seri  seklinde  aranmasindan

kaynaklanmaktadir. Boyle durumlarda ise karsimiza yeni bir problem c¢ikmaktadir

[5].

Bu da denklemin tiim 6zel durumlari i¢in sonsuz serinin yakinsakliginin ispatlanmasi
ve Ozdeger fonksiyonlarinin ortogonalliginin gosterilmesidir. Ayrica matematiksel
fizik probleminin ¢6ziimiiniin kararliligini ispatlamak ve korumakta gerekir. Bu cins
fiziksel problemlere uyan denklemler Bessel, Legendre, Hermit ve Schrédinger
denklemleridir. Bu tipteki denklemlere fiziksel problemlerin ¢oziimlerinde sikca
rastlanmaktadir. Ornegin bu uygulama klasik mekanik problemlerinde baslamus,

elektromanyetik teori, kuantum mekanigi, kuantum fiziginde kullanilmistir.

Bu zorluklar1 agmak i¢in bilimde bir¢ok O©nemli 06zel fonksiyonlar sinifi

olusturulmustur.



Bunlardan en ¢ok kullanilan silindirik fonksiyonlar (Bessel, Hankel, Neuman
fonksiyonlar1) , kiiresel fonksiyonlar (Legendre polinomlari) ve 6zel polinomlarin

(Hermit polinomlar1) olusturdugu siniflardir [6-8].

Bu tiir denklemlerin yardimiyla ve 6zel fonksiyonlarin kullanilmasi ile ¢esitli
fiziksel olaylarda yaklasik c¢oziimler bulmakta ve problemlere agiklik

getirebilmektedir.

Bizim ¢alistigimiz fiziksel problem ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel
denklem matematiksel fizikteki pek ¢ok alanda karsilasilmaktadir. Bu tip diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in pek ¢ok farkli yontem vardir. Bu yontemlerden bazilar1 2.
boliimde anlatilmistir. 3. boliimde ise denklem ¢oziimiinde kullanilan AIM
anlatilmaktadir. 4. boliimde ise bulunan polinomlar gizelgeler halinde gosterilerek
problem ¢oziimiine gidilecektir ¢6zliim esnasinda a, = 0, a, # 0 durumlari i¢in ayr1

ayr1 inceleme yapilmistir.

AIM asagidaki formda verilen ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan bir metottur.

y"' =2y + oy (1.1)

Burada y"',y’' ve y nin katsayilar1 sirasiyla ikinci, birinci ve sifirinci dereceden
tirevler olup y'' nin katsayis1 daima farkli reel koklere sahiptir. Farkli iki reel koke
sahip olan diferansiyel denklem icinde sadece ii¢ tane diizglin aykir1 noktaya sahip
olan denklemler belirli degisken degistirmelerden sonra Gauss hipergeometrik

denkleminin bulundugu goriilmiistiir:

x(1-x)y"+[y—(a+B+Dx]y'—aBy =0 (1.2)



Gauss hipergeometrik denklem olarak bilinen denklemde «a,B,y lar
parametrelerdir. Denklemi 0,1 ve oo olmak iizere ii¢ tane diizglin aykir1 noktaya

sahiptir.

Calismadaki tiim niimerik hesaplamalarda bilgisayar programi kullanilmistir.



2. YAKLASIM YONTEMLERI

Bu kisimda schrodinger denkleminin ¢oziimiinde kullanilan metotlar hakkinda bilgi

verildi.

Bu metotlar karsimiza ¢ikan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini

incelemek acisindan 6nemlidir. Bu sistemlerin enerji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari

Schrodinger dalga denkleminin ¢oziimiiyle belirlenir. Bu metotlardan en 6nemlileri;

vV V VYV V

>

Heun metodu

WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) Metodu

Hill Determinant Metodu
Riccati-Pade Metodu
Kaydirilmis 1/N A¢ilim Metodu

seklindedir.

2.1. Heun Metodu

Baslangic¢ deger problemi i¢in tek adim metodu

Yn+1 = Yn + h®(Xp, yn, h)

olarak tanimlanir.

Burada @(x,,y,, h) fonksiyonu yaklagimi

(2.1)

belirleyen fonksiyondur ve bu

fonksiyonun farkli segimleri ile farkli yaklasimlar elde edilir.

Euler metodu igin @ (x,, y,, h) = f(x,, ¥n) oldugunu biliyoruz. x, noktasindaki

gercek deger de y(x,) = y, olursa [9-10]. Euler metodu adim uzunlugu h alinarak

uygulandiginda:

Yn+1 =

olur.

Yo + hf (X, V)

(2.2)



Burada y(x,,) = y,, oldugundan:

Yns1 = Y0 + hf (%0, y () (2.3)
Ayrica y'(x) = f(x,y(x)) oldugundan son denklem:

Ynr1 = ¥(xn) + hy (xn) (2.4)
olur.

Burada y(x) gergek ¢oziimiin x,, noktasinda Taylor seri a¢ilimi yapilirsa:

, h2 3
Yt + ) = y(xa) + hy () + =y () + = y® (o) + -+ (2.5)
denklemini elde edilir.

®(x,,, Yn, h) fonksiyonu olarak Es. 2.5’deki Taylor ac¢ilimin ilk ti¢ terimini almak

yeterli olacaktir.

Yani @(x,,, y,, h) fonksiyonu:

O (o, Y, h) = ¥'(x) + 2" (2) (26)
seklinde secilirse ve buradan:

Y0 =fCxy)

y'(x) = f,069) + £,06,9)y'(x) = £, (6, ¥) + £,(x, ) f (%, ¥) (2.7)



Kismu tiirevleri Es. 2.6°de yerlerine yazdigimizda:

by, h) = fy) +5 (00 + & Y)f) (2.8)

Ynrs =Y+ hOCO YD) = o +R(F N +E (RGN + @) @9

seklinde bir sonug elde edilir.
Bu secimle olusturulmus bir metodun Taylor agilimi, gergek c¢oziimiin Taylor
acimlimi ile ii¢ terimde uyusmaktadir. Bu yolla daha da yiiksek mertebeden

yaklasimlar elde edilecegi agiktir. Ancak bu tiir yaklasimlar her y,, = y,,; adiminda

sadece f degil,ayn1 zamanda fy, f,, .... gibi kismi tiirevlerde gerek olacaktir.
Yiiksek mertebeden yaklagimlarda nasil yapildigina bakarsak:

‘D(x:y’ h) = b1f(x:y) + be(x + CZh"y + az1hf(x'3’)) (210)

Burada b4, by, c,,a,; degerleri sabittir Es. 2.10°deki @(x,y, h) fonksiyonu ile

olusturulan yaklasim x,, noktasinda Taylor agilimi yapilirsa:

hZ
Yn+1 = Y(xn) + (by + b)hf (xp, ¥n) + by BNl [szx(xnryn) + a21fy(xn'yn)f(xn'yn)](z-ll)
denklemini elde ederiz.
Bu denklem Es. 2.5’deki gercek ¢oziimiin Taylor agilimi ile karsilastirilirsa, ilk i
terimin uyusmasi i¢in, yani metodun 2’inci mertebeden olmasi icin belirtecegimiz

sartlar1 saglamas1 gerekmektedir.

bl + bz :1 b2 + C2:12 bz + a21:12



Bu denklem sistemi 4 bilinmeyenli, 3 denkleme sahiptir. Dolayisiyla bir bilinmeyen

keyfidir. Bu denklem sisteminin bir ¢oziimii
1 1
blzz b2=5 C2=1 a21=1
seklindedir. Burada Es. 2.10°deki ifade yukaridaki degerlerle:

O(x,y,h) = 2[00 y) + £ (x + hf (x,3)] (2.12)
sonucunu Verir.

Bu metot 2’inci mertebedendir. Yani ilk {i¢ terimde uyusma vardir. Bu metoda Heun
metodu denilmektedir [11-12].

2.2. WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) Metodu

Kuantum mekaniginde bazi problemler i¢in kesin analitik ¢6ziim bulunamadig i¢in
gerekli sartlar saglandiginda, olay klasik mekanik sinirlarina indirilerek yaklagik

¢cozlimlere gideriz.

WKB metodu, kuantum mekanigi problemlerini ¢dzmek ig¢in klasik ifadelere

diizeltmeler getiren enerji degerlerini hesaplamak icin yar1 klasik bir yaklagimdir.

WKB metodunun uygulanabilirlik sarti;

mh dv (x)
P3 dx

1 av(x) |P(x)|?
« 1yada E|>L(x) )y |<< = (2.13)

seklinde ifade ederiz. Bu esitlikten WKB yaklagimi i¢in; pargacigin yavas degisen bir

potansiyele ya da biiyiik bir momentuma sahip olmasi gerekir [13].



Bundan dolay1 ¥(x)’in formu serbest pargacik ¢éziimiine benzer.

Yani dalga fonksiyonu:

P(x) = Aei’® (2.14)
seklinde alirsak.

Zamandan bagimsiz Schrodinger denkleminde dalga fonksiyonu yerine yazilirsa
—ihS"(x) + S'(x)? = P?(x) (2.15)

ifadesi elde edilir. S(x) fonksiyonu

2
S(x) = So(x) + Sy (x) + = S,(x) + -+ (2.16)
Es. 2.16’de verildigi gibi h’in kuvvetleri cinsinden seriye agildiginda dalga
fonksiyonu:
A B _;
l[)(x) Emelfk(x)dx-l-me i [ k(x)dx (2_17)

formuna doniisiir.

Burada k(x) = fw olarak verilir.
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Sekil 2.1. Potansiyel Kuyusu

Sekil 2.1°de gosterilen bir boyutlu sonsuz potansiyel kuyusu i¢inde m kiitleli bir
parcacigin hareketini ele alalim. Par¢acigin enerjisi E ve klasik doniim noktalar1 x;
Ve x, olsun. II. bolgede V(X)< E’ dir ve pargacik x; — x, araliginda salinim hareketi
yapar. Fakat I. ve III. bolgelerde V(X)>E oldugu i¢in pargacigin kinetik enerjisi
negatif olur. Bu olay klasik fizige ters diiser ve bu bolgelerde pargacik yasaklidir.

Bu yiizden,olaya kuantum mekaniksel olarak yaklasilir. Yine de pargacigin 1. ve IIL.

boélgelerde bulunma olasiligi II. bolgede bulunma olasiligindan ¢ok daha diistiktiir.
Bu yilizden WKB yaklagimi yar1 klasik bir yontemdir.
Keyfi n degerleri igin:

f;lz P(x)dx = mh (n + %) (2.18)

kosulu  WKB metodunun enerji degerlerini hesaplamak i¢in kullanilan

kuantumlanma kosuludur [13-14].
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2.3. Hill Determinant Metodu

Hill determinant metodu, verilen bir potansiyel i¢in dalga fonksiyonunu onceden
belirleme temeline dayanir. Dalga fonksiyonunu genel olarak

@ (r) = @(r)exp[f (r)] seklinde segilir.

Burada @(r) = Y-, A,r™ seklinde bir seri olarak ele almir [15-16]. f(r)
fonksiyonu verilen bir potansiyel i¢in belirlenerek @(r) dalga fonksiyonu, radyal
Schrodinger denkleminde kullanilir.

Boylece A, katsayilarina baglt:

.t leATl+1 + anAn + CnAn—l + dnAn—Z +--=0 yn >0 (219)

seklinde bir tekrarlama bagintisi elde edilir.

Buradaki, a,, by, ¢y, dy, ... degerleri f(r) fonksiyonunun ve ele alinan potansiyelin

katsayilari ile enerji degerine baghdir.

Tekrarlama bagintisinin katsayilarindan:

a, by, 0 O
cq a, by O
Dy=|d; ¢; a, by

0 0 dy-1 Cn-1 Qn—1
determinant1 (Hill determinant1) yazilabilir.

Hill determinantinin det D,, = 0 6zdeger sarti kullanilarak, sistemin &zdegerleri

elde edilir [15-17].
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2.4. Riccati - Pade Metodu
Pade metodu, rolativistik olmayan Schrodinger denkleminde enerji 6zdegerlerini
yaklasik olarak hesaplamak ic¢in gelistirilmistir. Bu metot, Riccati denkleminin

¢oziimii olan dalga fonksiyonunun logaritmik tiirevi i¢in bir rasyonel fonksiyon

yaklastirmasi temeline dayanir [18-20]. Bir boyutta parite-invaryant potansiyeller

(V(x) = V(—x)) icin zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi:

Y(x)" = [Vx) - Elyp(x), (2.20)
olarak alinir.

Dalga fonksiyonu @(x) = x~Si(x)seklinde tanimlanabilir. Burada, s=0 ve s=1, ¢ift

ve tek durumlara karsilik gelir.
®(x) # 0 ig¢in dalga fonksiyonunun logaritmik tiirevi:

f(x) = [Fow] (2.21)

@ (x)
seklinde elde edilir ve Es. 2.20” in biitiin 6z durumlarinda gecerlidir.

Es. 2.20 ve Es. 2.21 kullanilarak:

e -IfEP+2f0) =e—V(x) (2.22)

Riccati denklemi elde edilir ve Es. 2.21° deki logaritmik tiirev x = 0'da Taylor

serisine agilarak elde edilen ifade:

fx) = X5, fix¥*t (2.23)
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Eger V(x) potansiyeli:
V(x) =35, vx¥ v >0 (2.24)
seklinde ise ve Es. 2.23 ile Es.2.24 ifadeleri Es. 2.22” de kullanilirsa f; katsaylar:
fi=Q@j+2s+ 1) [z{;g fimio1 + ESjo — z{glvjaﬁ] (2.25)
elde edilir [21].

f (x) logaritmik tiirevine Es. 2.24” deki rasyonel fonksiyonu:

9@ =53 (2.26)
yaklastirilabilir.

Burada:

A(x) =X ax®*t ,B(x) = X ogbjx? , by =1 (2.27)
seklinde ifade edilir.

W sistemin yaklasik enerji 6zdegeri olmak tizere:

g(x) = TV W)X ¥+ 0 (x2(MHN+)) (2.28)

olur.
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Ayrica,
Lobifisi=a;,j=012,..,M (2.29.a)
Nbifii1=0,j=012,..,M+N+1 (2.29.h)

seklinde verilir.
Burada eger i > N ise b; = 0’ dur.
Elde edilen bu denklem sisteminden:

far1  farz  fa+ze Sfa+p

fd+2 fd+3 fd+4"' fd+D+1

HE = (2.30)

fd+D fd+D+1 fd+D+2"' fd+2D—1

determinanti bulunur.

Burada d =M — N >0ve D = N + 1’ dir. HZ determinantinin koklerinden enerji

degerleri elde edilebilir. Bu metot, merkezi kuvvet problemlerine de uygulanabilir.

(2(r)

Bu durumda dalga fonksiyonu @(r) = r~'(r) alinir ve f(r) = Wdegeri ¢
boyutta radyal Schrodinger denkleminde kullanilirsa:
f@) =120 - 22 + E-v() (231)

r

Riccati denklemi elde edilir [20].
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Burada V(r) = X7, vjr/ ve f(r) = X7, fyr/dir,

fo=— (;/_:) olmak tzere fjdegerleri:
fis1 = QUAj+ DS fifi1 + ESjo = V] ,j = 01,2, .. o

ifadesinden bulunabilir. Bu durumda da yaklasik enerji degerleri, Es. 2.30 ile verilen

HE determinantinin kokleri ile belirlenebilir.
2.5. Kaydirilms 1/N A¢ilim Metodu

Keyfi  bir  kiirsel simetrik V(r) potansiyeli icin  kaydirilmis
1/ N acilim yontemini agiklayacagiz [22-23]. N boyutlu uzayda radyal Schrodinger

denklemi:

[ W od? | (k-1)(k-3)
2m dr? 8mr?2

W+ V(r)] W(r) = Ep(r) (2.33)
olsun.

Burada:

k=N+ 2l (2.34)
seklinde gosterilir. Kaydirilmis degiskenler cinsinden:

k=k—-a=>k=k+a (2.45)

olur.
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Buna gore:

(k—1Dk-3)=(k+a-1)(k+a-3)

=k (1- “;‘)) (1- (3;)) (2.36)

bulunur.

V (r) potansiyelinin biiyiik k limiti uygun bir bicimde tanimlanmadik¢a % serisinden

yararli sonuglar bulunamayacaktir. A¢isal momentum engel terimi, biiyiik k’larda
k? seklinde olacagindan, potansiyel de bu sekilde olacaktir.
Bu sifirmer basamak klasik sonucunda, k’nin biiyiik degerlerinde k ile degismeyen

etkin bir potansiyel verir.

Buradan denklem:

_ ety [P v

2m  dr? 8mr?2 Q

Y(r) = EP(r) (2.37)

ile verilir.

Burada Q ayarlanabilir bir potansiyel sabitidir. Simdi Es. 2.37’i = a¢ilim

parametreleri cinsinden sistematik olarak ¢ozersek. E enerjisine etkin potansiyelden

gelen katki,

72 v(r)
po— + T (238)

Veff(T) = -

ile ifade edilir. V,¢¢(r) bir minimuma sahip oldugundan V(r) degeri iyi sekilde
belirlenir. Buna bagl olarak bagli durumlar da belirlenir. Burada r, minimuma

yerlesmis olsun.
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Bu durumdan,

Werr() A% 1 av(n)1 _
dr T amor3 ar Q 0 (239)
olur.

Boylece r = 1y “da,

K av@m 1 _ V(o)
amr3 ~ dr Q@ Q (2.40)
seklinde yazilir.

Once 1, minimum degeri belirlenir, sonra Es. 2.40 Q’yu verir [26]. Es.2.39’nin her

iki tarafi k? ile carpilip ,r = 1,’da diizenlendiginde:

— — 2 — _ 2 2
K2Vory = 2 g + 2200 = 2 5 [ B (2.41)

mrj Q 8m Q
ile verilir.

burada r = r,°da koordinat ekseninden kayma,

X = ];—: (r—ry) (2.42)

ile tanimlanir.
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Es.2.42°da 1, yalnz birakilirsa,

0= —— (2.43)
"

elde edilir.

Yine Es.2.43’den faydalanarak r degeri elde edilir.

r=r, (1 + Ex—l) (2.44)
2

Es.2.37°de yerine konuldugunda,

_(3:a)]h2

2 2 _ 1_(1ia) 1
ST B e | Y (2.45)
2m dr 2 x) Q
8mr§| 1+—
k2
bulunur.

Es.2.45°deki bazi terimleri daha sonra kullanmak iizere bulmaya c¢alisirsak.

1

k2 P , .. ..
X = T—Z (r — ry) Esitliginden r’ye gore tiirevi alinirsa,
0

1

dx k2

_ ar_ 1o

ar " VYT (2.46)
ar\? ¢

(a) =2 (2.47)

olur.



19

Burada binom serisini

L 1_2(1)+3(é)2+... (2.48)

Taylor serisini kullanacak olursak:

RV ()loyy = R {V00) + V(o) = 10) + V(o) 28 47" () 20 4
(2.49)

elde ederiz.

Es. 2.42’dan:

8
S

T'—T0=

(2.50)

b
NS

olur bu ifadeyi Es.2.49’den yerine koydugumuzda:

— _ ’ " 2 " 3
B () = BV ) + V() 22+ V ) S+ Vo) @5)
2

3
2

bulunur.

Es. 2.40’den

2

< (2.52)

h
4mrg

V’(ro) =

olur.
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Es. 2.45’de bulunan degerler yerine konulduktan sonra gerekli diizenlemelerden

2
sonra her iki tarafi %0 ile ¢arpildiginda:

W2 azy | R - 3x2  4x3
_mﬁ-'_s_mk{l_i_T_E_%_i_m}lp(x)
(1-a)(3-a) ,2 2x  3x? 2 2x  3x2
+Wh {1—E—%+T—}l/}(X)—m{l—k—%-i‘T-F}l/)(X)
Trar2 ” 2,.2 . 3..3 2
+’ﬂ{V(r0) V() 2 4y () B 4 ~-}1/J(x) —EB 0 (2.53)
Q 2k P k
seklinde yazilir.

Simdi Es.2.53’den parametrelere karsi gelen esitlikler yazilarak, denklem kisaltarak

¢ozmeye calisirsak:

2 i r(‘)l-V”(rO) — i 4'ng "
wo= [4m2 + mQ ] ~ am2 [3 + 20 4 (7'0)] (2.54)
Es. 2.40°den
4mr03 _ 1
Q  V'(ro) (2.55)

olur ve bu degeri yukaridaki denklemde yerine koydugumuzda:

w=[3+7 M]l (2.56)

2m 0 v'(ro)

elde edilir.
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(2.57)
ile gosterilir.

ro ve Q terimleri cinsinden 1, Ozfonksiyonlar1 ve E, enerji 6zdegerleri icin
kaydirilmis 1/N agilimi ifadesine bir agiklik getirir. Enerjiye katki l_czVeff(rO) Es.

2.41 ile verilir.

Daha sonraki katki k basamagindadir ve

£+ -2

8 4m
seklinde yazilir. a kaymasi bu katkiyr sifir yapacak sekilde segilir.

Boylece:

(n + %) Aw = % ‘dan,

a=2-22n+1)mw/h (2.58)
elde edilir.

Burada,

k=.Q (2.59)

ile tanimlanir.



Es 2.58’den w’y1,

_ h(2-a)
T 202n+Dm

seklinde yazarsak. Es. 2.60, Es. 2.56 ile esitlendiginden:

1

_ _ oV (1))2
2-a)=@n+1{3+ o ]

buluruz.

k =N + 2L, k = k — a tanimlarindan,

a=N+2l—-k
olur.

Bu deger Es. 2.61°de yerine konuldugunda:

1
V'(ro)ro]2 9 _
(2n + 1) [3 e ] +N2l-2=F

ile ifade edilir.

k? = Q tanimu

1
]; _ 4mr03V'(r0) 2
= —h2

bulunur.

22

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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Es. 2.64, Es. 2.63’de yerine konulursa:

1
amrv'(r)]2

(2n+1)[3+m]%+N21—2=[ =

V(o) (2.65)

elde edilir. Bu denklem ile r, belirlenir.

Es.2.40°dan yola ¢ikarak 6zdegerler ve Ozfonksiyonlar hesaplanir. Burada 1, ,n

radyal kuantum sayisina bagldir.

Enerjinin serisine agilimindan tiim toplamlar N i¢in en azindan n gibi davranan
terimler igerdiginden, n biiylidiigli zaman E,, enerji igin beklenenden daha olumsuz

sonuclar elde edilir.

Bu durumda toplamin katkisi azalmayabilir. Bununla beraber, fiziksel olarak

ilgilendigimiz potansiyel siniflari i¢in sonuglar verir. % acilimi,dalga fonksiyonu i¢in
yavas¢a r < 0 bolgesine uzanlr.% basamaginda verilen her bir potansiyel bir

biiytikliige sahiptir,fakat » = 0 sonsuz bir engel olur [22-24].
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3. ASIMPTOTIK IiTERASYON METODU

Ikinci dereceden lineer homojen diferansiyel denklemleri matematiksel fizigin birgok
uygulamasinda karsimiza ¢ikmaktadir. Siir degerleri verilen bu tip diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in birgok farkli metot kullanilmaktadir.

Bu béliimde, Asimtotik Iterasyon Metodu (A.I.M) olarak adlandirilan bir metot
asagida verilen, ikinci dereceden lineer homojen diferansiyel denklemleri ¢ozmek
icin kullanilmistir. Bu kisimda asimptotik iterasyon metodunun(AIM) yapisi, bu
metodun Dirac denklemine uygulanisi ve pertiirbasyon teorisine uygulanisi tizerinde

durulmustur.

AIM’da ikinci dereceden lineer homojen diferansiyel denklemin formu:

Y =h()y +so(x)y (3.1)
seklindedir [25-26].

Ao(X) ve sg(X) tirevlenebilir fonksiyonlar olmak {izere Es. 3.1°in x’e gore birinci

dereceden tiirevi alinirsa:

ym =M @)y"+ s1(x)y (3.2)

elde edilir. Burada b, = Ay + sq + A3 Ve s; = sg + spho seklindedir.

Es.3.1’in ikinci dereceden tiirevi alinirsa:

Yy =)y + s, (0)y (3.3)

ifadesi bulunur.
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Burada:

Ay =M1 + 51 +Ah Ve S, =5, + Sohy seklindedir.

Boylece (n +1)’inci ve (n + 2)’inci tiirevleri n = 1,2,... olmak tiizere:

y@D =% ()Y + sp_1 (X)y (3.4)
ve
yD =0 ()Y + sp(x)y (3.5)

olur. Buradan da:

dn = dne1 + St F Aohny

Sn = Sp—1 + Sohp_1 (3.6)

seklinde iterasyon formiilleri elde edilir [26-27]. (n +1)’inci ve (n + 2)’inci tiirevleri

oranlandiginda:
i n+1y — y(n+2) _ kn(y'+;—:y)
dx ln(y ) y(n+1) ?\,,l_l(y'+;:ll—:iy) (37)

bulunur.
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Yeterince biiyiik n degeri i¢in:

=1 = g (3.8)

An An-a
sart1 saglantyor ise, Es. 3.7°den :

M

:—xln(}/nﬂ) = (3.9)
ifadesi elde edilir.

Bu denklemin ¢6ziimii:

y™1(x) = Cyexp (fx%dt) = Chnorexp([ (@ + 1o)dt) (3.10)

seklindedir [26]. Burada C; integrasyon sabitidir ve Es. 3.6 kullanilarak «
tanimlanir. Es. 3.10°da Es. 3.4 kullanilarak:

y' +ay = Crexp(f*(a + Ao)dt) (3.11)

seklinde birinci dereceden lineer homojen olmayan diferansiyel denklem elde edilir.

Buna gore Es. 3.1°in genel ¢oziimii:

y(x) = exp(— I adt) [Cz +C, [Texp (ft(lo(r) + Za(r)dr)) dt] (3.12)

seklinde elde edilir.
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Boylece asagidaki teoremi yazabiliriz:

Teorem: A yve s, tiirevlenebilir fonksiyon olmak iizere:

Y =)y + so(x)y

n > 0 iken denklemin ¢oziilebilirlik sarti:

Sno_ Sno1 —
A O (3.13)
seklindedir.

Burada k =1,2,... iken:

Mehke1 + Ske1 4 Aohk—1 V€ Sp=Sp_1 + Sohk_1 (3.14)
seklinde iterasyon formiilii elde edilir.

Buradan:

§(x) = 55 (1) An4+1(%) = Sp41 () A (x) = 0 (3.15)
elde edilir.

6 (x) fonksiyonunun smir deger problemlerinde ¢ok onemli rolii vardir. §(x, E)

enerjiye bagl oldugundan §(x, E) = 0 degeri bilinmeyen enerji 6zdegerlerini verir
[25-27].
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3.1. Asimptotik iterasyon Metodu ile Lineer Denklem Sistemleri

Birinci dereceden lineer diferansiyel denklem g¢ifti:

01 = A ()81 + 50 ()P, (3.16)
B, = wo(X)B1 + Po(X)D; (3.17)
seklindedir [28].

Burada A4(x),s0(x), wo(x) ve po(x) X’e gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Eger

Es. 3.16 ve Es. 3.17’nin X ’e gore tiirevi alinirsa:

@1 =L ()0, + 51(x)D, (3.18)

@; = w,(x)0; + p1(x)0, (3.19)

bulunur. Buradan:

Al = Aé) +A% +50(A)0

Sy = Sg + A9So + SoPo

w1 = wg + Aowg + Pewy

p1 = Do + Pé + Sew

seklindedir.
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Benzer sekilde n = 1,2,..., olmak iizere (n + 2)’inci dereceden tiirevi hesaplanirsa:

P12 = 1y 1 (0)B; + 541 (%), (3.20)

@121+2 = Wp41(X) D1 + Ppy1(x)D; (3.21)

bulunur. Burada:

An+1 = /1;1 + Anlo + SleO

Sn+1 = Sn + AnSp + Do

Wny1 = Wy + Aoy + Prwy

Pn+1 = PnPo + WnSo + Do

seklindedir. Buradan @, ’in (n+2)’inci ve (n+1)’inci tiirevlerinin birbirine orant:

da (n+1)\ _ ®§n+2) _ Ant1[@1+(Sn+1/An+1)92]
dx ln(®1 ) T oMY T A8+ (sn/2n)0;] (3.22)

denklemini verir. Ayni sekilde @,’ye bagl bir sonucta elde edilebilir. Bununla
birlikte Es. 3.16 ve Es. 3.17’nin ¢6zlimiinii bu sistem verir. Bunun i¢in Asimptotik

olarak bakilmalidir. Metot i¢in n yeterince biiyiik iken:

Sntt _Sn_ gy =123, ..., (3.23)

Ant1 An

ifadesi Es. 3.22°de kullanilarak (d/dx)In(@%*1) = 1,41/, ifadesi elde edilir.
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Bu ifade ile:

(n+1) _ X Ansa(t) _ x
B;"" 7 (x) = Ciexp (f mdt) = CyAnexp([” (awy + Ap)dt) (3.24)
elde edilir.

Burada C; integrasyon sabitidir. Bir sonraki agsamada:

0" = 2,(00; + 5,(00;

ile Es. 3.24 karsilastirilarak:

01 + a(x)®, = Crexp([*(aw, + Ao)dt) (3.25)

bulunur. Es. 3.17 ile Es. 3.25 kullanilarak:

0,(x) = exp(J” (po — woa)dt) {Cz +6 [ [a)oexp (ft(AO — Do + Zwoa)dt) dt]}
(3.26)

seklinde @, (x) igin genel bir ¢oziim elde edilir. Ayni sekilde @, (x) i¢inde genel bir

¢Oziim Es. 3.26 kullanilarak bulunur.
Bu yontemi Dirac denklemine uygulanmasini incelenirse.

h = ¢ = 1 olmak tlizere d boyutta Dirac denklemi:

(St H=3L, a4 Blm+ U]+ V) (3.27)

seklindedir.
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Burada; m tanecigin kiitlesi, V (r) kiiresel simetrik vektorel potansiyel,U(r) kiiresel
simetrik skaler potansiyel ve {a;} ile § komiitatif olmayan Dirac matrisleridir. Ag1sal

kisimlarin ayrilmasindan sonra birinci dereceden lineer diferansiyel denklem ¢ifti:

C = MG [E+m-V() +UM]F (3.28)
Z—f: —[E-m-V(r) - U(r)]G+"7dF (3.29)

seklinde elde edilir [28]. Bunlar k; = t[j + (d — 2)/2]ve 1 = +1 olmak iizere d
boyutta radyal Dirac denklemi elde edilir. Verilen bir V(r) ve U(r) potansiyel sinifi
icin , AIM’in lineer denklem sistemleri ic¢in gelistirilen ve yukarida agiklanan
versiyonu kullanilarak Dirac denkleminin enerji 6z degerleri belirlenebilir.

Zira Es.3.28 ve 3.29 birinci derece lineer denklem sistemi olustururlar.

3.2. Pertiirbasyon Teorisi Icin Asimptotik iterasyon Metodu

3.2.1. Asimtotik iterasyon metodunun pertiirbasyon teorisine uygulanmasi
Schrondinger 6zdeger problemleri i¢in tanimlanmis bir pertiirtbasyon ag¢iliminin
katsayilarimin = AIM ile de hesaplanabilecegini gostermektedir. Schrondinger
denkleminin potansiyeli asagidaki gibi iki kisimda verilsin;

V(x) =Vi(x) + AV, (x) (3.30)

Burada V;(x) tam olarak c¢oziilebilen , V,(x) de pertiirbasyon terimidir. A ise

pertiirbasyon agiliminin parametresidir.

Ozdegerler asagidaki gibi pertiirbasyon serisi seklinde yazilsin:

E=E® 4+ M 4+ 2@ 4 BB 4 ... (3.31)
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Amacimiz burada EO j = 0,1,2 ... katsayilarin1 hesaplamaktir.

Verilen potansiyeller i¢in Schrondinger denklemi :

<— :—; + V5 (x) + AV, (x)) Y(x) = EY(x) (3.32)

seklindedir [29-30].

Y(x) =yo(x)f(x) gibi uygun dontsiimler yapilarak ikinci dereceden lineer

homojen diferansiyel denklemler elde edilebilir [31].

Boyle bir diferansiyel denklem igin f(x) carpani ile birlikte boyle bir degisken
degistirme sonucu ile elde edilen ikinci dereceden lineer homojen diferansiyel

denkleminin genel formu:
£ = 20 Ce, Df () + so(x, Df (x) (3.33)
seklinde olur.

Eger E 6z degeri yukaridaki gibi bir pertiirbasyon serisi formunda verilirse 1, (x, 4)

ve sy (x, 1) fonksiyonlari tabi ki direk olarak EU) ye bagli olacaktir.
Bu sartlar altinda Asimtotik Iterasyon Metodu, lineer homojen diferansiyel
denklemine uygulanarak A,(x,A)ve s,(x,A1) fonksiyonlari hesaplanirsa, &

fonksiyonunu asagidaki gibi kurulabilir.

5(xr A) = Sn(x, /‘{)/‘{Tl+1(xl )L) - Sn+1(x; A)An(x, /1) =0 (334)
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&(x, A) fonksiyonu A = 0 civarinda asagidaki seriye agilirsa:

dé(x,1) A2.d28(x,A)
ar ly—o T 20 aaz Iy

5(x, ) = 6(x,0) += +oe=Y2_A§W(x)  (3.35)

; dJ(x,A .
5D (x) = jl% =0 j=012. (3.36)

denklemleri elde edilir.

Bu denklemlerden agikga goriilmektedir ki 6 (x) = 0, E© degerini, sV (x) = 0
E® degerini elde etmek igin kullamlir. Bu E®) degeri enerjideki birinci diizeltme

terimidir. Bu 6zellik enerji a¢ilim katsayilarinin bulunmasinda kullanilir.
3.2.2. Dalga fonksiyonlarimin hesabi

Asimptotik iterasyon metodundan bildigimiz Es.3.8’den :

Sno_ Sn-1

= =a
An -1

Ifadesinin kuantumlanma kosulu asagidaki gibidir (Es. 3.15) :

§(x) = Sp () An+1(x) = Sp1 (XA (x) = 0

Sinir deger problemlerinin ¢éziimiinde dnemlidir [29].

60, 1) =S, VA1 (6, A) — Spp1 (x, DA, (x, A1) =0 (3.37)

Sart1 saglandig1 zaman ikinci dereceden lineer homojen diferansiyel denklemlerin

¢Oziimleri denklem Es. 3.15’de kullanarak elde edilebilir.
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Eger Es. 3.15 denkleminin ilk kism1 yeniden yazilirsa:
f(x) = Crexp(— [~ a(t, A)dt) (3.38)
denklemi elde edilir.

a(x, ) = % alinarak, yine A = 0 civarinda seri agilirsa:
kX,

a(, ) = a@ ) + 2aD(x) + 2a@ (%) + 2a®(x) + -

= Y7 o Aa®(x) (3.40)
elde edilir.
Burada:
=36, . =
f) = Cf O PP fPE) . = C Tz fP () (3.42)
seklinde yazilabilir.
Burada:
fO@) =exp (=2 [*(«®())dt)  k=012,.. (3.43)

seklindedir [29-31].

Boylece AIM pertiirbasyon problemleri uygulanmasi kullanarak dalga fonksiyonun

bir pertiirbetif ¢oztimleme elde edilmis olur.
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4. IKINCi MERTEBEDEN, LINEER DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
POLINOM TiPLIi COZUMLERI

Bu ¢alismada amacimiz agagida genel form ile verilen ikinci mertebeden lineer ve

homojen diferansiyel denklemi, Asimptotik iterasyon Metodu (A.L.M) ile ¢dzmektir .

y' =)y + so(x)y (4.1)

Es. 4.1’de 1y(x) , so(x), f(x) ve ¢ fonksiyonlari sirasi ile:

_ aof(x)
AO(X) T aytaix2+cxf(x) (4'2)
w
00 = e “3
fx)=x™ m=2.3...ve czﬁ (4.4)

seklindedir [32].

Fonksiyonlar Es. 4.1°de yerine konulursa:

" m ’
y — AopX y +

o
az+agx2+—Lxmtl
2T Tt

(4.5)

a,+aqx? +Tf—+f’1xm+1 y
elde edilir.
Es. 45°dem > 2, a, =0, a, # 0 durumlar igin bilgisayar programi kullanilarak

polinomlar hesaplanacaktir. Fakat polinomlar hesaplanmadan 6nce a, =0, a, # 0

durumlar i¢in gerekli olan her n degerine karsilik gelen w degerleri elde edilecektir.
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4.1. a; = 0 Durumu:

ax!'—2 m(m+1)b

V= b+axl—1y xz(b+axl—1)

y, 1=23,.. (4.6)

m+n m+n

Seklinde bir diferansiyel denklem i¢in ¢6ziim incelenirse [25].

a ve b ile m ve n degerleri negatif olmayan tamsayilar i¢in yukaridaki denklemin

genel ¢ozimi;

m+1 -1
yit = 2o (- A ), m=123,.n= 012 (47)
seklindedir.

Polinom ¢oziimler icinn = v(l — 1), v = 0,1,2, ... dir [25].

Es 4.7.de ,F;(a, B; v; x) Gauss hipergeometrik fonksiyonlar1 gostermektedir ve

a(a+1)..(a+k=1)B(B+1)..(B+k-1) x¥

zFl(a"B; £ x)=1+ Z}?:l y(y+1)..(y+k+1) k! (4'8)
seklinde tanimlanir.
Es 4.6’da (I = 2) i¢in:
pm @,y mm+Db
y b+ma_fny xz(b"'ma_fn) (49)

Es. 4.9°da gerekli degisken degistirmeler yapilarak ¢oziimiin en genel formu Gauss

hipergeometrik fonksiyonu ile ortiistiigii gériilmiistiir.



37

Bulunan ¢6ziimiimiiz:

ax

ym = x™tL R (—n,m +1;2(m+1); — b

),m =1,23,...,n=0,12, ..

(4.10)
seklindedir [32].
Burada y;* , x’e bagli n. dereceden polinomdur.

Burada Es 4.6 i¢in yapilan islemler Es. 4.5’de uygulanarak ¢oziimii ayrintili bir

sekilde gosterilecektir.

Es. 4.5i¢in a, = 0 durumunda:

" aoxm ’ "
= 411
y a1x2+%xm+1 y + a1x2+%xm+l y ( )
elde edilir.

Burada m > 2 ve n=0,1,2,... degerlerine karsilik gelen w degerleri bilgisayar

programi ile hesaplanmis ve asagidaki tablolarda gdsterilmistir.

Bulunan w degerleri genel bir formda ifade edilirse:

w=mn+1n+2)a

seklindedir ve tablolardaki verilerle uyugmaktadir.



wven =0,1,2, ... degerlerine karsilik gelen y(x) polinomlari:

Cizelge 4.1. m = 2 i¢in hesaplanan y(x) polinomlari

38

n w y(x)
0| 2a4 x?
1| 2@ x?(apx + 4a,)
6a, x3
2a, x?(a¢x? + 10aya,x + 30a?
2 | 6a, x3(agx + 6a,)
12a, x*
2a, x%(a3x® + 18a3a,x? + 120aqya?x + 320a3)
5 | 6@ x3(adx? + 14aya,x + 56a?)
12a, x*(ayx + 8a,)
20a,4 x5
2a x%(agx* + 28ada,;x® + 315a3a?x? + 1750aqa3x + 4375a7)
1
6a, | *°(agx®+24afa,x? +210a,aix + 700af)
4 | 12a, | x*(agx? + 18aya,x + 90a?)
20a; | x5(agx + 10a,)
30a; | 6




m = 2’de yapilan islemleri m = 3’de uygulandigi zaman elde edilen polinomlar:

Cizelge 4.2. m = 3 i¢in hesaplanan y(x) polinomlari

n w y(x)
0| 2a; x?
1| 6a, x3
5| 24 x%2(2agx? + 15a,)
12a, x*
5| 6m x3(3ayx? + 28a,)
20a, x®
2a, x%(8a3x* + 140aya,x? + 875a?)
4| 12a,4 x*(4ayx? + 45a,)
30a, x©
26Oaal x3(5a3x* + 108aya,x? + 756a3)
1 5 2
5 2424, X (Saoxx7+ 66a,)

elde edilir.
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Bundan sonraki kisimda keyfi m > 2 degerinde polinomlarin genel ¢oziimlerinin

tartisacagiz.

Bunun i¢in Es. 4.11 diizenleme yapilirsa:

agx™=2

y = a+cx™m-1 y + (ag+cx™—1)x2 y (4.12)
elde edilir.

n = 0 igin;

Yo = x?

V1= x3

Y2 = x*

V3 = x5

Genel ifadesi:

Y, = x"t? (4.13)
elde edilir.

n =1 igin:

y: = x2(agx + 4a,)
y, = x3(agx + 6a,)
y; = x*(agx + 8a,)
ys = x°(agx + 10a,)
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Genel ifadesi;
Y = x"(agx + 2(n + 1a,) (4.14)
seklinde yazilir.
n = 2 igin;
y, = x2(agx? + 10aya,x + 30a?)
y; = x3(a2x? + 14aya,x + 56a?)
ys = x*(a3x? + 18aya;x + 90a?)
ys = x°(aéx? + 22aya,x + 132a?)
Genel ifadesi;
Vo = x™(adx? + 2(2n + 3)aga;x + (2n + 3)(2n + 4)a?) (4.15)
seklindedir.
n = 3 i¢in;
y; = x%(adx® + 18a3a,x* + 120aya?x + 320a3)
y, = x3(adx® + 24aka,x? + 210aya?x + 700a3)
ys = x*(adx® + 30a3a,;x? + 324aq,a%x + 1296a3)
ye = x°(adx® + 36a3a,x? + 462a,a%x + 2156a3)
Genel ifadesi;

3,3 2 2 2
J = x71 <a0x +32n+4)aja;x* +32n+3)(2n + 6)a0a1x> (4.16)

+(2n+3)(2n + 6)%a3
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Son olarak n = 4 i¢in elde edilen polinomlari incelersek:

ya = x?(agx* + 28ada,x® + 315a3a?x? + 1750ayaix + 4375a7)

ys = x3(5agx* + 180ada,x® + 2592a3a?x? + 18144ayaix + 54432a})
ye = x*(agx* + 44a3a,;x3 + 770a3a?x? + 6468aya3x + 22638a}

y, = x°(7agx* + 364a3a x> + 7488a3a?x? + 73216aya3x + 292864a7)

Elde edilen polinomlarin katsayilarinda farkliliklar goriilmektedir. Bu farkliliklar
nedeniyle genel bir ifade yazmak zorlagmaktadir. Bu durumu ortadan kaldirmak i¢in

polinomlar1 bulunduklar1 n degeri ile tek tek garpilirsa:

ya = x?(4agx* + 112a3a,x3 + 1260a3a?x? + 7000aya3x + 17500a7)
ys = x3(5agx* + 180ada,x3 + 2592a3a?x? + 18144ayaix + 54432a})
ye = x*(6agx* + 264a3a,x® + 4620a3a?x? + 38808aya3x + 135828a7})
y, = x>(7agx* + 364a3a,x3 + 7488a3a?x? + 73216ayaix + 292864ay)

polinomlari elde edilir. Bulunan polinomlarin genel ifadesi:

Yn =

ney [+ 3agx* +4(n +3)(2n + 5)aja; x® + 3(2n + 4)(2n + 5)(2n + 8)ajaZx?
+4(n+4)2n +3)(2n + 5)agadx + 2(n + 4)?(2n + 3)(2n + 5)(2n + 8)a;t

(4.13)
seklindedir.

Bu islemi daha sistematik bir hale getirmek ic¢in diferansiyel denklemde bazi

doniistimler yapmamiz gerekir.



Es. 4.12 deki denkleminde degisken degistirme yapilirsa:

1

z=a;+cx™ I x= (% (z— a1)>m_1

Buradan:

dy _dydz _ o y,m—2® _ L ye—dy
dx - dz dx - C(m 1)x dz =cm 1(m 1)(2 al)m ! dz
a?y _

d dy
dx?z  dz (Cm Hm—-1(z— al)m ! dz) dx

1 _ m-2
= cm-1(m — 1) [Z—_i (z—a)m1 ' + (z— al)m 1

((aﬁm —1)(z- al)ﬁ—f))

m—4 dz

= cm- 1(m—1) [(m 2)(z—a1)m 1—+(m—1)(z—a1)m 1 —

2

= cm m-1(m — 1)(m — 2)(z—a1)m 1—+Cm m-1(m — 1)2 (Z_al) -

2 ame4 g2, 2 m-3
=cm-1(m—1)%(z — ay)m1 — +om=i(m — 1) (m — 2)(z — ay)m=

elde edilir.

=l
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(4.18)

(4.19)

_y
dz

3
1= (4.20)



Es. 4.18, Es. 4.19, Es. 4.20 denklemlerini Es. 4.12°de yerine konulursa:

2 2m—4 g2, 2 m=3 gy
cm-1(m — 1)2(Z —qa,)m-1 2 +cm-i(m—1)(m - 2)(z — al)m_lz

m—2 m

N

zZ

elde edilir.

Es. 4.21°de diizenleme yapilirsa:

2 2m—4

2 em—t gz, 2 m=3 4
cm=1(m — 1)*(z — a;) m-1 d—;z] +cmi(m—1)(m—2)(z — al)m_ld_JZ}

_m—3 2m—4 2
__agc m-1(m-1)(z—a,) m-1 dy cm—1w
= =+ —y

z dz 2(z—ay)m=-1

dz_y _ [ a (m-2) ]d_y w
dz2 = lem-1z (m-1)(z-aq,)] dz (m—l)zz(z—al)zy

elde edilir.

Burada Es. 4.23’da ay = c(n + 1) olarak kullanilirsa:

dz_y_ (n+1) (m-2) ]d_y w
dzz ~ lm-1z (m-1)(z-ay)

elde edilir.
Es. 4.24°de m = 2 alinirsa:

d’y _ (n+1)dy w

dz2 ~  z dz z(z—aq)?

y

az " m—D2z(z—a2)’ M=

2

“m-1(z—a,)m 1 m-2 m—1
= %o¢ 1zza)m1 (Cm—l(m — 1)(Z - al)m—l Z—JZ/) + oy 1W2 y

z(z—aq)m-1

2,3, ...
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(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



Es. 4.24’de m = 3 alinirsa:

d’y 1 [(n+1) 1 ]dy n w
dzz ~ 2 z (z—aqy)l dz

12(z-a1? Y
elde edilir.

Es. 4.23 igin ¢0zlim Onerimiz:
y=(z—a)mif @)

seklindedir. Es. 4.27’den:

Y@ =22 (2~ a)mr (D) + @ — a)mif (2)

y@ _ n+1 f'(2)
vz (m-1(z-a;) f(2)

2

y'@ (y’(z))

n+1 f'@ (f’(z))2
y(2) y(2)

T m-1)(z-a)?  f(2) f(2)

elde edilir.
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(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)
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Es. 4.30 ve Es. 4.24°den:

(1+n) . (m-2) (n+1) f' @ w
l[(m—l)z (m—1)(z—a1)] ((m—l)(z—al) + f(z)) + (m—1)zz(z—a1)zl

’ 2 " ’ 2
n+1 @ n+1 f (2 f(2)

- = - 4.31
((m—l)(z—al) + f(Z)) (m-1)(z—a,)? + f(@ (f(Z)) ( )
(1+n) (m-2) ] n+1 (1+n) (m-2) '@

(m-1)z  (mMm-1(z-a) (n-1)(z-ay) (m-1)z (m-1)(z-ay)l f(2)

o w _ (n+1)2 _2(n+1) f’(z):_ n+1 '@ 430
T(n-1)2z(z-a)?  (m-D%(z-a1)? (m-1)(z-ay) f(2) (m—l)(z—a1)2+f(2) (4.32)
elde edilir.
Es. 4.32 diizenlenirse:
f@_[Q+m)  m-2) 2+ (f(@
f(@ (m-1)z (m-1(z-a;) mM-D(z-a)l f(2)

[(1+n) __ (m-2) ] n+1 n w _ (n+1)? n+1

(m-1)z (m-1(z—a))l (m-1)(z-a;)  (m-1?z(z-a1)> (M-1*(z-a1)? (Mm-1)(z-a1)?
(4.33)
ve

'@ _ [ (1+n) _ (m=-2)+2(n+1)] f'(2)
f(2) (m-1z  (m-1)(z-ay) 1 f(2)
1+ (n+1)  (m-2)(n+1) w _ [+1)?-(n-D(n+1)]
(m-1)2%z(z—-a;) (m-1)32(z-a)?> (m-1)?z(z-a1)? (m-1)%(z-a,)?

(4.34)



@ _ [ (1+n) (m—2)+2(n+1)] f(@

f(2) (m-1)z (m-1)(z-ay) 1 f(2)

(1+n)(n+1)(z—a1)—(m—2)(n+1)z+w—[(n+1)2—(m—l)(n+1)]z
(m-1)2z(z—-a,)?

@ _ [ (1+n) (m—2)+2(n+1)] f(@

f(2) (m-1)z (m-1)(z-ay) 1 f(2)

+

+

(n+1)(z—aq)+n(n+1)z—n(n+1)a;—(m-2)(n+1)z+w— [(n+1)2 —-(m-1)(n+ 1)]2

(m-1)2z(z—a,)?

'@ _ [ (1+n) (m—2)+2(n+1)] (@ n

f@  lm-1z  m-D(-ay) ] @
(n+1)(z—aq)—-n(n+1)a+w+[nn+1)—-(m-2)(n+1)—(n+1)(n-m+2)]z
(m-1)?z(z—a,)?

ve

'@ [ Qa+n) _ (m-2)+2(n+1) '@
f  lm-1z  (m-1D(z-ay) | f(2)

(n+1)(z—ay))-nn+as +w+[n(n+1)-(n+1)[m—2+n-m+2]|z

+ (m-1)2z(z—-a,)?
'@ [ Qa+n) _ (m-2)+2(n+1) f@  (m+1)(z-a))-n(n+Dag+w
f@  lm-1z  (m-D@E-a) | f2) (m-1)2z(z—a,)?

f”(Z) _ (1—n—m)z—(1+n)a1]ff(z) n (n+1) f(Z)

(m-1)z(z-a,) (m-1)2z(z-a,)
elde edilir.

Es. 4.40 daha farkli bir formda:

(n+1)
(m-1)2

" (1-n-m) (1+n) ,
2z - a)f'(@) = [ 7 - o | f () +

f(@)

yazilabilir.
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(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)



48

Burada asagidaki gibi degisken degistirme yapilirsa:

Z—a1 =_a1€$Z:a1(1_€) (442)
ar _arae __ 1y

dz  dfédz  a,df (4.43)
ve

dz?2  a?dé&?

elde edilir.

Es. 4.42, Es. 4.43 ve Es. 4.44 ifadeleri Es. 4.41°de yerine yazilirsa:

§1-9L=[E -0 - 9 o) - 216

(m-1)

d*f 2n+m) (—1+n+m) ' —(n+1) _
§1 -+ | B - e 1) - TR () = 0 (4.45)
elde edilir.

Es. 4.45°de m = 2 degeri yazilarak diizenlenirse:

E1-HEL 4 [2(n+1) — (=1 +n+2)E]f ©O—(~(n+1))FE) =0  (4.46)

dg?

ifadesi elde edilir.
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Elde edilen Es. 4.46’de Gauss Hipergeometrik denklemi ile karsilastirilarak

parametreleri arasindaki baglantidan ¢éziimii elde etmemiz kolaylasmaktadir bunun

icin Gauss hipergeometrik denklemine bakilirsa:

x(1=x)y"+[y—(a+p+Dxly —apy=0

seklindedir.

(4.47)

Es. 4.47 ile Es. 4.46 denklemleri farkli parametrelere sahip ayni denklemler olmakla

beraber parametrelerindeki farkliliklar kendi aralarinda karsilagtirilarak degerleri elde

edilir.

Es. 4.47 ile Es. 4.46 denklemleri i¢in:

_ —k(n+1)
af = Gy
ve
__ (=k+n+m)
a+,8+1——(m_1)
_ —k(n+1)
= n-n2p

Es. 4.50, Es. 4.49°de yerine yazilirsa:

—k(n+1) _ (~k+n+m)
(m-1)28 th+1= (m-1)
—k(n+1) 2 _ (=k+n+m)
(m-1)2 tE+E= (m-1) p

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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2 k-n-1, k(n+1)
B- + D) B o2 0 (4.53)

elde edilir. Es. 4.53 ikinci dereceden denklemin kokleri:

B, = n+1—ki\/(121:-n11:182+4k(n+1) _ n+1_kzi\,/l(_n;1—+k)2 (4.54)
elde edilir.

Bo= s g = (4.55)
ve

ﬁ_:—ﬁ:a:% (4.56)

Hipergeometrik fonksiyon:

Fi(a,B;v;z) = ;Fi(a, B557; 2) (4.57)

seklinde tanimlanir

_ k n+l1 2n+1 _
f(f) - 2F1 (_ m—1"m—-1" m-1" E) , m= 2;3; (458)
1 kK n+1 2n+1  axi-?
m o_ _ . .
Yn' = xm-1aky ( m-1"m-1" m-1’ b(m+n)) (4.59)

ax
b(m+n)

yit = xR (—kn+ 120+ 15— )m=123,..,n=012.. (460)

elde edilir.
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Bu sonug denklemimizin en genel ¢éziimiinii vermekle birlikte Gauss hipergeometrik

denklemle Ortiismiistiir.

4.2. a, # 0 Durumu:

Bu durumu incelerken Es. 4.11°da a, # 0 olarak alinir. a, = 0 durumunda yapildig
gibi her n degerine karsilik gelen w degerleri bilgisayar programi kullanilarak
hesaplanacaktir. Es. 4.11 denkleminde kolaylik olmasi i¢in a, = 1 olarak almabilir.
a, # 0 icinm = 2 ve m = 3 durumlart i¢in bulunan w degerleri:

m = 2 i¢in:

Cizelge 4.3. a, # 0 ve m = 2 igin hesaplanan w polinomlar1

n=20 w—2a,=0

n=1 ww? — 8a,w + 12a2) = 0

n=2 w* — 20a,w? + 108a?w? — (216a, + 144a3)w + 864a,a, = 0
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m = 3 i¢in:

Cizelge 4.4. a, # 0 ve m = 3 i¢in hesaplanan w polinomlar1

n=20 w—2a,=0

n=1 w? —6a;w + 12a, =0

n=2 w? —4a,w + 48a, + 24a? = 0

n=3 w3 —26a,w? + 144a,w — 120a?w + 480a,a, = 0

Cizelgelerden goriildiigii gibi n = 4°den sonra w degerleri bulunmamaktadir.

Hesaplamalarin  yarida kalmasmin nedeni olarak bilgisayar sistemindeki

yetersizliklerden kaynaklanmistir. Bundan dolay1 daha fazla islem yapilamamustir.
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5. SONUC VE TARTISMALAR

Bu ¢alismada Ikinci dereceden diferansiyel denklemlerin 6zel tip polinom ¢oziimleri
cesitli metotlar kullanmlarak arastirildi. Bu metotlardan birisi Asimtotik iterasyon
Metodu (AIM)’dur. AIM ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemlerin

¢Oziimiinde kullanilan bir metotdur.

Es. 4.1°de y",y ve y nin katsayilar sirastyla ikinci, birinci ve sifirimci dereceden
tirevlerdir. Burada A, # 0, s, ve A, tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Es. 4.5 a, # 0
ve a; = 0 durumlan igin ayri ayrt incelenmistir. a, = 0 durumunda Es. 4.5°de
gerekli doniistimler yapilarak Es. 4.46 elde edilmis. Bu esitligin literatiir incelemesi
yapilmasi sonucunda Es. 4.47°deki Gauss hipergeometrik denklemiyle ayni oldugu
goriilmustir. Es. 4.46 ve Es. 4.47 parametreleri arasinda baginti ¢oziilerek Es.
4.60’daki en genel ¢oziimii elde edilmistir. a, = 0 durumundaki incelemede
¢oztimlerin bulunabilecegi fakat sistem yetersizliklerinden dolayr bu durumun

verilerinin rapor edilerek gosterilmis daha fazla bir islem yapilamamustir.

Polinom tipli ¢éztimleri olan ikinci mertebe lineer diferansiyel denklemler bulmak,

tam ¢oziilebilir potansiyeller liretmek acisindan 6nemli olabilecegi goriilmiistiir.

Kabul edelimki Es. 4.1°de:

Ao (x) x
y=el"2 ¥f(x)

doniistimii yapilir ve diferansiyel denklemde yerine yazilirsa:
" Ao _ Ag
fr=(so+3-3)1

elde edilir.
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Bu ifadede:

d? Ao Ag
(i s+ =)0 =0

. . b2 .. az
seklinde yeniden yazilir ve = 1 igin (— —t V(x)—E ) Y(x)=0

Schrodinger denklemi ile kryaslanirsa:

_p—g +h_%
V(x) E—50+4 .

sonucu bulunur.

Bu tiir polinom ¢dziimlerini veren Ay Ve s, ‘nin bulunmasi halinde tam ¢oziilebilir

V (x) potansiyelin verilmesini saglar.

V(x) potansiyelinin iretilmesi Es. 4.2, Es. 4.3 ve Es. 4.4 fonksiyonlarinin

degerlerinin uygun sec¢ilmesine baglhdir.
Ornegin:

aoxn+1 w
1—pxnt2 ve SO = 1—pxnt2

25. Referansta 4, = degerleri Es. 4.1 (25. Referans icin)

yerine yazilirsa:

(_ d> m@m+1) N

737 - azxz’v”) y(x) = Ex"y(x)

denklemi elde edilir.
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Bu denklemde N = —-1vem =1+ (d — 3)/2 degerleri igin:

—z2%e

4(n+m+ 1)?

4

Enm =

elde edilir.

Bu ifade bize Coulomb potansiyelini vermektedir.

N = 0 secildigi durumda ise:

Epm = a(4n +2m + 3)

elde edilir.

Bu ifade ise Harmonik osilatdriin potansiyel ifadesini vermektedir.
Baska bir 6rnek verirsek Es. 4.2 ve Es. 4.3 de:

f(x)=x,a, =1,a; = 0,c = —1 alinir ise 25. Referansdaki Es. 5.7 i¢in &= —1

i¢in Ozel hali elde edilir.
Buradan ise:

sin?(x)
elde edilir.

Bu ifade bize Porschl-Teller potansiyelini vermektedir.
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