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OZET
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, acgiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

F, n -inci Fibonacci sayisi

L, n -inci Lucas sayisi

sF(x) Hiperbolik Fibonacci siniis fonksiyonu
cF(x) Hiperbolik Fibonacci kosiniis fonksiyonu
sL(x) Hiperbolik Lucas siniis fonksiyonu

cL(x) Hiperbolik Lucas kosiniis fonksiyonu
sFs(x) Simetrik Fibonacci siniis fonksiyonu
cFs(x) Simetrik Fibonacci kosiniis fonksiyonu
sLs(x) Simetrik Lucas siniis fonksiyonu

cLs(x) Simetrik Lucas kosiniis fonksiyonu

Feon n-inci K —Fibonacci say1st

sF.h(x) kK — Fibonacci hiperbolik siniis fonksiyonu
cF.h(x) kK — Fibonacci hiperbolik kosiniis fonksiyonu
FF, (X) Yari-siniis K — Fibonacci fonksiyonu
CFF, (X) Ug-boyutlu k — Fibonacci spirali

L\ n-inci K —Lucas sayisi

sk, h(x) K — Lucas hiperbolik siniis fonksiyonu
cLyh(x) k — Lucas hiperbolik kosiniis fonksiyonu
LL, (X) Yari-siniis K — Lucas fonksiyonu

CLL, (X) Ug-boyutlu kK — Lucas spirali

U n -inci Tribonacci sayisi



Xi

Simgeler Aciklamalar

V, n -inci Tribonacci-Lucas say1si

sTh(x) Yari-hiperbolik Tribonacci siniis fonksiyonu
cTh(x) Yari-hiperbolik Tribonacci kosiniis fonksiyonu
sTLh(x) Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas siniis fonksiyonu

cTLh(x) Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas kosiniis fonksiyonu






1.GIRIS

Problem Durumu/ Konunun Tanimi

1993 yilinda Stakhov ve Tkachenko hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlar1 olarak
adlandirdiklar1 yeni bir hiperbolik fonksiyon tamimladilar [1]. Sonra, 2005 ve 2007
yillarinda Stakhov ve Rozin simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarinin
tanimlarint verdiler [2, 7]. 2005 yilinda da “Golden Shofar” tanimini yaptilar [4].
Ardindan, ayni yazarlar 2006 yilinda Fibonacci ve Lucas sayilarinin genellestirilmisi olan

Fibonacci ve Lucas p- sayilarin1 tanimladilar [6]. 2006 yilinda, Stakhov simetrik

hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarin genellemesi olan hiperbolik Fibonacci ve
Lucas m - fonksiyonlarini tanimladi [8]. Sonra, 2008 yilinda Falcon ve Plaza k - Fibonacci
hiperbolik fonksiyonlarini tanimladilar [11]. Daha sonra da, yine 2008 yilinda Koger,
Tuglu ve Stakhov ikinci mertebeden rekiirans dizilerine ait hiperbolik fonksiyonlar

tanmimladilar [13].

Biz de bu ¢aligmada, k - Lucas hiperbolik fonksiyonlari tanimlayip bu fonksiyonlarin bazi
rekiirans ve hiperbolik 6zelliklerinden, yari- siniis k - Lucas fonksiyonlarindan ve k -Lucas
hiperbolik fonksiyonlari igin 3 boyutlu egri ve ylizeylerden bahsedecegiz. Daha sonra,
hiperbolik fonksiyon tanimini ii¢lincii mertebeden rekiirans dizilerine genisletmeye
calisacagiz. Yari- hiperbolik Tribonacci ve yari- hiperbolik Tribonacci- Lucas
fonksiyonlarinin tanimlarin1 verip, benzer sekilde, bu fonksiyonlarin rekiirans ve

hiperbolik 6zelliklerinden bahsedecegiz.

Arastirmanin Amaci

Arastirmanin amaci, simdiye kadar ikinci mertebeden rekiirans dizileri i¢in tanimlanmis
olan hiperbolik fonksiyonlar1 6nce, 6zel olarak, k- Lucas fonksiyonlart i¢in tanimlayip,
daha sonra da ti¢iincii mertebeden rekiirans dizilerine genisleterek bu sayede bu dizilerin

siirekli birer versiyonlarini elde etmektir.



Arastirmanin Onemi

Yaptigimiz bu arastirma sayesinde {giincii mertebeden rekiirans dizilerinin siirekli

versiyonlari elde edilmis oldu.



2. HIPERBOLIK FIBONACCI VE LUCAS FONKSIYONLARI

Bu boliimde Fibonacci ve Lucas dizilerine ait bazi 6n bilgiler verilecektir. Sonra A.
Stakhov ve B. Rozin’in “On a new class of hyperbolic functions” [2] adli ¢alismada
tanimlamis olduklar1 hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarinin tanimlar1 verilip bu
fonksiyonlarin rekiirans ve hiperbolik 6zelliklerinden bahsedilecektir.

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilar

Baslangi¢ sartlari

Fo,=0F =1 olmak iizere

Fo=FRitF,,n=2 (2.1)

seklinde tanimlanan rekiirans bagintisindan elde edilen sayilara Fibonacci sayilar1 denir.

Bu rekiirans bagintisinin iirettigi tamsayilar dizisine Fibonacci dizisi denir. Burada F_, n-

inci Fibonacci sayisini gostermektedir. Dizinin bazi terimleri asagidaki gibidir:

{Fn} =40,1,1,2,3,5,8,13,... }.

Baslangic sartlari

L, =2,L ;=1 olmak iizere

L =L ,+L,,,n>2 (2.2)

seklinde tanimlanan rekiirans bagintisindan elde edilen sayilara Lucas sayilar1 denir. Bu

rekiirans bagmtisinin tirettigi tamsayilar dizisine Lucas dizisi denir. Burada L, , n-inci

Lucas sayisin1 gostermektedir. Lucas dizisinin bazi terimleri asagida verilmistir:

Lo}y = {2,1,3,4,7,11,18,... }.



F=0, F =1 olmak iizere F, =F, , +F,_,,n>2 seklinde tanimlanan Fibonacci rekiirans

bagintisin1 ele alalim. Bu rekiirans bagintisinin bir ¢6ziimiiniin, x sifirdan farkli bir say1
olmak iizere, F, =X" seklinde oldugunu kabul edelim. Bu durumda

2 — Xn—Zx+ Xn—2

T x"? = x"2x
= X"?x? = x"?(x+1)
= x?=x+1

=x?>-x-1=0

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri:

1+2‘/g ve ﬂ:# 2.3)

dir.

, p= olmak tizere

1+\/§ 1—\/5
2

F o2 =F (2.4)

esitligi gecerli olup, buna Fibonacci sayilari i¢in Binet formiilii denir.

olmak tzere

ve S

1+4/5 _1—\/5
2 2

Benzer sekilde, L, n-inci Lucas sayisive o =
L,=a"+p" (2.5)
esitligi gecerlidir. Bu ifadeye de, Lucas sayilari i¢in Binet formiilii denir.

1 .
[ =—— esitligi goz Oniine alinarak, (2.4) ve (2.5) Binet formiilleri yerlerine, sirasiyla
a



n

L=a"+-D)"a™"

a"—(-)"a™" (2.6)

F=2—22

a+at

(2.7)

esitlikleri yazilabilir.

2.2.

F.,

n=

Hiperbolik Fibonacci ve Lucas Fonksiyonlar:

n -inci Fibonacci sayisi ve L, , n-inci Lucas sayisi ve K bir tamsay1 olmak iizere

2k igin Fy =—F,, Ly =Ly

n=2k+1 icin Fy,=Fy, Lin=-Luy

dir. Gergekten, n in baz1 degerlerine karsilik gelen Fibonacci ve Lucas sayilar1 asagidaki
tablodaki gibidir:

n 0 |1 2 3 4 5 6 7 8 9
F, 0|1 1 2 3 5 8 13 21 34
F, 0|1 -1 ]2 -3 |5 -8 13 -21 | 34
L, 2 |1 3 4 7 11 18 | 29 47 76
L 2 |-1 |3 4 |7 -11 | 18 | -29 |47 -76

1+J§

2

ve K bir tamsay1 olmak iizere Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarini

2Ky (2K

- N n=2k+1ise L a®+a %, n=2k ise 2.8)
n aZkJF;[Zk ' n= 2k ise ' n 0{2k+1 _a—(2k+1)’ n= 2k +1 ise .

seklinde tanimlayabiliriz [2].



(2.8) deki ayrik degisken K yerine siirekli degisken X reel sayisinin alinmasiyla asagidaki

stirekli fonksiyonlar tanimlanmistir [2]:

Hiperbolik Fibonacci siniis fonksiyonu:

SF(x) = - (2.9)
5

Hiperbolik Fibonacci kosiniis fonksiyonu:

T A (2.10)

NG

Hiperbolik Lucas siniis fonksiyonu:

sL(X) = a®*" —aq (2.11)

Hiperbolik Lucas kosiniis fonksiyonu:

cL(X) =™ +a*". (2.12)

Daha sonra Fibonacci ve Lucas saylari igin bilinen Binet formiilleri, ve Klasik hiperbolik

fonksiyonlardan hareketle

Simetrik Fibonacci siniis fonksiyonu:

X_a—X

o
SFs(X) =——— 2.13
N (2.13)
Simetrik Fibonacci kosiniis fonksiyonu:
a +a’”
CFs(X) = ———— 2.14
3 219



Simetrik Lucas siniis fonksiyonu:

sLs(X)=a*—a™ (2.15)
Simetrik Lucas kosiniis fonksiyonu:

cLs(X)=a* +a™* (2.16)
tanimlarini1 vermislerdir [2].

Bu fonksiyonlarin grafiklerine bakildiginda; simetrik Fibonacci kosiniis ve simetrik Lucas
kosiniis fonksiyonlarmin y-eksenine, simetrik Fibonacci sinilis ve simetrik Lucas siniis

fonksiyonlarinin ise orjine gore simetrik olduklar1 goriilmektedir.

A A
cFs(x) ’ T cLs(x) ’ 7

5T \5

t | } } |
4 2 4 %’ 2 4
1 X 1 X

Fs(x) sLs(x)
10 T 10+

Sekil 2.1. Simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlari

Simetrik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlari ile klasik Fibonacci ve Lucas sayilari

Simetrik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlari i¢in indirgeme bagintilarini asagidaki teoremle
ifade edebiliriz [2]:

2.2.1. Teorem

Simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlari igin



1) sFs(x+2)=cFs(x+1)+sFs(x)

i) cFs(x+2)=sFs(x+1)+cFs(x)
iii) sLs(x+2)=cLs(x+1)+sLs(x)
Iv) cLs(x+2)=sLs(x+1)+cLs(x)

esitlikleri saglanir.

fspat

a)(+l +a—X—1 aX _a—X

NN
a(a+)-a*1-a™)

NG

i) cFs(x+1)+sFs(x)=

SFs(X+2).

Diger esitliklerin ispatlar1 da benzer sekilde kolayca goriiliir.

Klasik Fibonacci sayilar1 i¢in var olan

FI-F

n n+l

Fn71 _ (_1)I‘H—l

Cassini esitligine benzer olarak, simetrik hiperbolik Fibonacci fonksiyonlari igin de

asagidaki esitlikler verilebilir [2]:

2.2.2. Teorem

i) [st(x)]2 —cFs(x+1)cFs(x—1) =1
ii) [ch(x)]2 —sFs(x+1)sFs(x-1) =1

dir.



fspat
[k esitligin ispatin1 verelim. Ikinci esitlik de benzer diisiince ile yapulir.

)

a” 2+a —(a” +a’ +at +a?)
5)

) [st(x)]2 —cFs(x+1)cFs(x—1)

—2+a*+a?)
5
-2+a+1+2-a)
5

=1,

Klasik Lucas sayilari i¢in var olan

esitligine benzer olarak, simetrik hiperbolik Lucas fonksiyonlar1 i¢in de asagidaki esitlikler

gecerlidir [2]:

2.2.3. Teorem

) [sLs(x)]2 +2 =cLs(2x)
i) [cLs(x)]" —2=cLs(2x)

esitlikleri vardir.

Klasik Fibonacci ve Lucas sayilarindaki
FutFa=L

esitligine benzer olarak asagidaki esitlikleri verebiliriz [2]:



10

2.2.4. Teorem

1) cFs(x+1)+cFs(x—1) =cLs(x)
i) sFs(x+1)+sFs(x—1) =sLs(x)

esitlikleri gecerlidir.

Klasik Fibonacci ve Lucas sayilarindaki

I:n + Ln = 2Fn+l

esitligine benzer olarak asagidaki esitlikler verilebilir [2]:

2.2.5. Teorem

1) cFs(x)+sLs(x)=2sFs(x+1)
i) sFs(x)+cLs(x) =2cFs(x+1)

esitlikleri vardir.

Simetrik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarinin hiperbolik 6zellikleri

Bilindigi tizere klasik hiperbolik fonksiyonlar igin

[ch(x)]" ~[sh()]" =1
esitligi gecerlidir. Buradan hareketle agsagidaki teoremi verebiliriz [2]:

2.2.6. Teorem

S

[ch(x)]2 —[st(x)]2 =_

(6}
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esitligi dogrudur.
fspat

[cFs(0] ~[sFs(x)] = (%T _(%]

o +2+a P —a¥ +2—a >
5

4
-

Klasik hiperbolik fonksiyonlarda var olan

ch(xxy) =ch(x)ch(y) +sh(x)sh(y)
sh(x z y) = sh(x)ch(y) £ ch(x)sh(y)

toplam-fark esitliklerine benzer olarak, simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas

fonksiyonlar1 i¢in de asagidaki teoremi ifade ediyoruz [2]:
2.2.7. Teorem

)] % cFs(xxy) =cFs(x)cFs(y) = sFs(x)sFs(y)

i) %st(xi y) = sFs(x)cFs(y) = cFs(x)sFs(y)

dir.

fspat

i) cFs(x)cFs(y) +sFs(x)sFs(y) =(ax\7§XJ[ay\7§ayJ+[ax\;§aX](ay\;§ayj

aV+a Va7V a7+ - —aT a7

N3
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2 +a)
J5

= ich(x+ y).

N3

Diger esitligin ispat1 da benzer sekilde gortilebilir.
Klasik hiperbolik fonksiyonlar i¢in var olan

(ch()]” ={sh(x), n=2k +} ise sh]” :{ch(x), n=2k +_1 ise
ch(x), n=2k ise sh(x), n=2k ise

esitliklerinden hareketle asagidaki teoremi verelim [2]:

2.2.8. Teorem

(In())"sFs(x), n=2k +1ise
(In(ex))"cFs(x), n=2k ise

(In(«))"cFs(x), n=2k +1ise
(In(a))"sFs(x), n=2k ise

i) [cFs(x)]" :{

i) [sFs()]" ={

dir.

fspat

= In(er)sFs(x)

o +a j _ o' In(@)—a*In(a)

i) [cFs(x)] :( E NG

[cFs(X)]" = (In(@)sFs(x))' = In(a) (%} =[In()]’ cFs(x)

(In(«))"sFs(x), n=2k +1

n
[eFs(0] _{ (In(a))"cFs(x), n =2k



In(er)cFs(x)

a-a” ]' _ a” In(a)+a™ In(a) _

i) [sFs(x)] =[ NG NG

[sFs(x)] = (In(a)cFs(x)) = |n(a)( X NG j =[In(a)] sFs(x)

(In(e))"cFs(X), n =2k +1
(In(e))"sFs(x), n =2k

[sFs(x)]" ={

elde edilir.

2.2.9. Teorem

i) [ch(x)ist(x)]" = (iJ _ [cFs(nx) £ sFs(nx)]

N3

i) [cLs(x)£sLs(x)]" =2""[cFs(nx) £ sFs(nx)]
esitlikleri vardir [2].
fspat

Bu teoremin ispat1 Teorem 2.2.6 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

13
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3. k-FIBONACCI HIPERBOLIK FONKSIYONLAR

3.1. k- Fibonacci Sayilari

Herhangi bir pozitif K reel sayis1ive N > 1 tamsayisi igin

I:k, nd T ka n + I:k, n-1?

Fo=0 R =1 (3.1)

seklindeki indirgeme bagintisi ile tanimlanan sayilara k — Fibonacci sayilar1 denir [11]. Bu

sayilarin olusturdugu diziye k — Fibonacci dizisi denir ve {Fk'n}neN ile gosterilir. Baz1 k —

Fibonacci sayilari:

F .=0

F.=1

F,=K
Foo.=k>+1
Fo.=k*+2K
Fos=k'+3Kk*+1
F s =k°+4k®+3k
seklindedir.

Ozel olarak, kK =1 icin

F,=0, F=1 F,,=F+F_, n>1

n-1"7

rekiirans bagmtisiyla tanimhi 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... seklinde klasik Fibonacci sayilar

elde edilir.

k=2 icin
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P,=0, R=1 P, =2P,+P,, n>1

n+l n-11

rekiirans bagmtisiyla tamimh 0, 1, 2, 5, 12, 29, ... seklinde Pell sayilar1 elde edilir.

kK —Fibonacci sayilarmin rekiirans bagintisi igin karakteristik denklem:
o’ =ko+1 (3.2
seklindedir.

Bu karakteristik denklem asagidaki iki reel koke sahiptir:

:k+,/k2+4 k- Jk?+4

Gl 2 aGZ_ 2

(3. 3)

01,02 (3. 2) karakteristik denkleminin kokleri olmak fizere, k —Fibonacci sayilari i¢in

Binet formuli :

Fk — O-ln — O-;
o0, -0, (3.4)
seklindedir.

G2 = _a% esitligini kullanarak, bu Binet formiiliinii asagidaki gibi de yazabiliriz:

Fen :—Gln —(_1)”0-1*“ .

o, +o, (3. 5)
3.2. k- Fibonacci Hiperbolik Fonksiyonlari

Bilindigi gibi klasik hiperbolik fonksiyonlar, X € R olmak iizere
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olarak; Fibonacci hiperbolik siniis ve Fibonacci hiperbolik kosiniis fonksiyonlar: da,

sirastyla, o = % olmak iizere

aZx _a—2x+l
sFh(x) = ——=—
5
2x+1 —(2x+1)
cFh(x) =4 *¢

N3

seklinde tanimlanmustir [2]. Bu fonksiyonlarin grafikleri asagidaki gibidir:

y
107 cFh(x)~ T
5T 5T
} } } } — } } } t —
4 2 4 X 4 -2 2 4 X
hox) 1 1
-10 T -10 T

Sekil 3.1. Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari: sFh(x) ve cFh(x)

Simdi, tanimlanmis olan bu fonksiyonlar;, K —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarma

asagidaki gibi genisletebiliriz [11]:

o, ==l (3 9y karakteristik denkleminin pozitif kokii olmak tizere

2X -2X
O, —O,
sFh(x) =L —2L—
Vk? +4
2x+1 —(2x+1)
cFh() =2 —-%

vk®+4 (3.6)
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sirastyla, K —Fibonacci hiperbolik siniis ve K —Fibonacci hiperbolik kosiniis fonksiyonlar

olarak adlandirilan esitlikler yazilir.

sF.h(x) fonksiyonu tek fonksiyon oldugundan, grafigi orjine gore simetrik iken; CF h(Xx)
. . . 1 y e

bir ¢ift fonksiyon olup onun grafigi de X=—E dogrusuna gore simetriktir. Burada

2x+1=t degisken degistirmesi yaparsak, CFh(x) fonksiyonu t=0 -eksenine gore

simetrik olur. Bu yiizden, bundan bdyle, K —Fibonacci hiperbolik siniis ve K —Fibonacci

hiperbolik kosiniis fonksiyonlarini, sirasiyla, 01 + 0 1= VK2 +4 olmak iizere

sFh(x) ==
(o] +O'1
CFh(x) =210
o, +0; (3 7)

seklinde tanmimlayacagiz [11]. (3.6) da, 6zel olarak k=1 alinirsa, bu fonksiyonlarin

grafikleri Sekil 3.1 deki gibi olur.

Burada, eger X =2n seklinde bir ¢ift say1 ise SFEh(x)=F,, ; eger X=2n+1 seklinde bir
tek say1ise cF h(x)=F, , ., esitlikleri saglanmaktadir. Yani, K —Fibonacci sayilan ile

kK —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari arasinda asagidaki esitlik vardir [11]:

cFh@n+)=F , .,
skh(2n)=F, ,,.

K —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlar ile klasik hiperbolik fonksiyonlar1 arasinda da

SF,h(x) =

—sinh(xIno,)

1 70

cF.h(x) = %cosh(x Ino,)
1 T0;
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esitlikleri bulunmaktadir [11].

k-Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarinin hiperbolik 6zellikleri

Simdi, K —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarinin klasik hiperbolik fonksiyonlara ait bazi

ozellikleri ile benzerlik gosteren 6zelliklerinden bahsedecegiz.

3.2.1. Teorem

k —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlar1 igin

4
cFh(X)] —[sFh()] =
[ k ( )] [ k ( )] k2+4
esitligi saglanir [11].
fspat
R O] =[sE GO = (BE0yr (G0 y:
[ k ( )] [ k ( )] (O'1+Gl_l) (Gl-l—O'l_l)

2X —2X 2X -2X
o, +24+0,” -0, +2-0;

(0'1 +0'1’l)2
_m.

3.2.2. Teorem

kK —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari icin asagidaki esitlikleri verebiliriz [11]:

1) cRh(x+y)=

Vk? +4
2

[cRh(X)cFh(y) +sFh(x)sFh(y)]

k?+4

i) cFh(x-y)= [cRh(X)cRh(y) —sFh(x)sFh(y)]
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Vk? +4
2

Vk? +4
2

i) sFh(x+y)= [sFh(x)cFh(y) +cRh(x)sFh(y)]

iv) sFh(x-y)= [sFh(x)cFh(y) —cRh(x)sFh(y)].

fspat
. o'+o ", 0’ +o,’ o, —o,",, 0 -0’
i) cRh(X)cFN(y)+sFh(x)sFh(y) =(—)(—F—) +(———) ()
o,+o0, o, +o0; o, +0, 0o, +0,
o +o; M +o, M +o, 7V +o, Y -0y =0, + 0,

_1)\2
(0, +0,")
X+y —(x+Yy)
_ 2 (01 +0; )
o, +Jl’1 o, +0'1’1

= Lchh(x+ y).

Jk?+4

Diger esitliklerin ispatlart da benzer sekilde goriilebilir.

Bu teoremde, (i) ve (iii) esitliklerinde Y = X alinmasiyla

cF.h(2x) = “k22+4 [ (cFh(x))* +(sF.h(x))? |

sk h(2x) = vk? +4sF, h(x)cF h(x)

esitlikleri elde edilir.

3.2.3. Teorem

(Inc)™sF (x), n=2m+1ise
(Ing)™cF, (x), n=2m ise

1) (CFh(x)® :{
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(Inc,)™cF, (x), n=2m+1ise
(Ino,)™sF, (x), n=2m ise

i) (sFh(x)™ = {

esitlikleri vardir [11].

k-Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari ve k-Fibonacci sayilari

Simdi, K —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarinin K —Fibonacci sayilarina ait

Ozellikleriyle benzerlik gosteren baz1 6zellikleri verecegiz.

k —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarinin indirgeme bagintilarin1 asagidaki teoremle ifade

edebiliriz [11]:
3.2.4. Teorem

i) sk .h(x+1) =kcFh(x)+sFh(x-1)
i) cFh(x+1) =ksFh(x)+cFh(x-1)

dir .
fspat

: 2 _
i) op=koi+l esitligi vardir.

Esitligin her iki tarafi 01 = ile carpilrsa O; =Koy +oy " esitligi, esitligin her iki yan

x1 D ko g g D P
o, le carpilirsa da 1 koi* +0, , ve ko 0, =0, esitligi elde

edilir. Bunlardan faydalanarak

X —X x-1 —(x-1)
o, +O'1 )+(O'l +O'1
-1

keF, h(x) + sF,h(x 1) = k( )

-1
o, +0; o, +0;

X —X x—1 —x+1
_koy +koy " +07" 40y

-1
o, +0;
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_ (ko! +0 ) + (ko +0,)

-1
o, +0;

X+1 —(x+1)
_6 76

o, +o,
=sFk h(x+1)

elde edilir.

Benzer sekilde ikinci esitlik de ispatlanabilir.

3.2.5. Teorem

k —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari i¢in

i) cFh(x—r)cF h(x+r)—(cFh(x))* = (sFh(r))?
i) cF h(x—r)cF h(x+r)—(sFh(x))* = (cF h(r))?
i) sFEh(x—r)sFh(x+r)— (Sl:kh(x))2 = —(SFkh(l’))2
iv) sk h(x—r)sFh(x+r)—(cF.h(x))* = —(cFh(r))’

esitlikleri yazilabilir [11].
fspat

0y

iii) sFh(x—r)sFh(x+r)—(sFh(x))* = ((71

X—r —(x-r) X —X
- 01 —0; y2
)—( )

1 TO;
X

)
O.

X—r —X+r
_ (01 — 0, (o

-1
o, +0;

_1)\?
(Gl +O-1 )

2x -2r 2r -2X 2
:O'l —O'1 —O'l +Gl —O'l

_1\2
(0, +07%)

r —-r

_ _(01 — 0
]

o] +O—l

2
(0, +0)

2r —-2r
o, —2+0;
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=—(sFh(r))*
Diger esitliklerin ispatlar1 da benzer sekilde yapilabilir.

Bu teoremde, 6zel olarak, I = 1 alinmasiyla

cF h(x—=1)cF h(x+1) — (sF h(x))* =1
SF.h(x~1)sF.h(x +1) — (cF.h(x))? = -1

esitlikleri ortaya ¢ikar [11].

3.2.6. Teorem

1) cF.h(x).cFh(y+r)—sFh(x+r).sFh(y)=cFh(r).cFh(x-y)
i) cFh(x).sF.h(y+r)—cFh(x+r).sFh(y)=sFh(r).cFh(x-y)

esitlikleri gecerlidir [11].
fspat

X -X y+r —y-r X+r —X-r y -y
o, +0; )((71 +0,; )—(Gl — 0, )(01 — 0, )

i) cF.h(x).cFh(y+r)—sFh(x+r).sFh(y)= (

-1 2
(0, +07%)
Glx—y—r +O_1—x+y+r +Jlx—y+r +O_1—x+y—r
= 2
(00 +07")

o, (le"y +o] Y ) +o, (O'lx_y +o] Y )

,12
(0, +07")

r -r X=y ~(x=y)
2(0'1 -0, J(O'l +0, J
-1 -1
o, to; o, +o;

=CF h(r).cFh(x-y).

elde edilir.
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Diger esitlik de kolayca goriilebilir.
Bu teoremde, (i) esitliginde r =1 alinmasiyla

cF h(x).cF.h(y +1) —sF h(x+1).sF h(y) =cFh(x-y)

esitligi elde edilir.

3.3. Yari-siniis k-Fibonacci fonksiyonu

Binet formula

F _ Gln _(_1)“0.14"
k,n — 1
o, -|-O'1

seklindedir.

Diger taraftan, K —Fibonacci hiperbolik siniis fonksiyonunu

X
G —
sFh(x) =——=+
o, +0

olarak tanimlamistik.

Bu esitlikte, eger X=2n seklinde bir ¢ift tam say1 olarak aldigimizda, biliyoruz ki
skh(x)=F,,, dir.

Bunlarla birlikte, cos(nz)=(-1)" esitligini de kullanarak, asagidaki tanim verebiliriz

[11]:
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3.3.1. Tanim

o, —cos(zX)o; "

-1
o, +0;

FF.(x) =

(3. 8)

seklinde tanimlanan fonksiyona, yari-siniis K —Fibonacci fonksiyonu denir. Burada, her n

tamsayistigin FFE (n)=F  d.

k=1,2,3 i¢in FF,_(x) fonksiyonlarinin grafikleri asagidaki gibidir:

Sekil 3.2. k = 1,2,3 i¢in yari-siniis k -Fibonacci fonksiyonlari: FF (X), FF,(x), FF,(x)

k=1,2 i¢in FF (x) fonksiyonlarmin grafikleri, K — Fibonacci hiperbolik kosiniis ve K —

Fibonacci hiperbolik siniis fonksiyonlarina esit olan teget egrileriyle birlikte Sekil 3.3 te

verilmistir.

y A A

y
2t cFkh(X)
1 1 : T : »
-4 2 4 - -2 2 4
SIS 27 X SFKh(X) 1 X
4+

k=1 i¢in k=2 i¢in

\

Sekil 3.3. k = 1,2 i¢in FF,_(x) fonksiyonlar1 ile K —Fibonacci hiperbolik kosiniis ve

k — Fibonacci hiperbolik siniis fonksiyonlarina esit olan teget egrileri
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Yari-siniis k-Fibonacci fonksiyonlari ve k-Fibonacci sayilari

Bu kisimda, K —Fibonacci sayilar1 ile benzerlik gosteren, yari-siniis K —Fibonacci

fonksiyonlarina ait bazi 6zelliklerden bahsedecegiz.

Yari-siniis K —Fibonacci fonksiyonlari igin asagidaki indirgeme bagintis1 gegerlidir [11]:

3.3.2. Teorem

FF (x+2) =kFF, (x+1)+ FF, (x).

fspat

B X+l —x—1 x x
KFF, (x+1) + FF, (x) =k o, —cosz(x+1)o, }{q cos(zx)o;, }

-1 -1
o, +0; o, +0;

x+1

_kl o +cos(zx)o; .| o1 —cos(zx)o; "
o, +c71’1 o, +0'1’l

ko +kcos(zx)o;, ! + o7 —cos(zx)oy

-1
o, +0;

_ o, (ko, +1) +cos(zx)o, * * (ko, —o7)

-1
o, +0;

_ oo +cos(rx)o; 2 (1)

-1
o, +0;

o +cos(mx+2x)o; P (<))

o, + 61"1
o —cosz(x+2)o; P

-1
o, t0;

= FF, (x+2)

seklinde ispatlanir.

3.3.3. Teorem

Yari-siniis K —Fibonacci fonksiyonlari igin
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FF (X—r)FF, (x+r)—(FF (X))’ = (=)™ cos(zx)(FF, (r))
esitligi gegerlidir [11].

fspat

PR, (x=1)FF, (x+1) = (FF, ()’ :{01“ —Cosrx o } {“f“ —cosﬂ(xmafr}

-1 -1
O, +0; O, +0;

2
B { oy —cos(zx)oy }

]
O, + (o]

-1 -1
o, t+0; o, t+0;

_ [al“ — (-1 cos(zX)o; " } {le” —(-1)" cos(zX)o; <" }

_[afx —2c0s(zX) +cos? (zX)o; >

(01 + 01_1 ? :
| o= (=D cos(zx)o; > —(—1)" cos(zX)o" +(—1)* cos’ (zX)o;
(0, +0,")°

| o —2c0s(7x) + cos* (zX)o; "
(o, + 01_1)2
_ (=)™ cos(zx)of" +2cos(zx) +(-1)" cos(zx)o;

1\2
(0,+077)

= (1) cos(mn 2Ny
0,+0;

= (=" cos(zx)(FF, (r))*

elde edilir. Boylece ifade ispatlanmis olur.

3.3.4. Teorem

Herhangi bir r tamsayisi igin

m FF (x+T1) ol
x->=  FF (X)

dir [11].
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fspat

lim FR(x+1) _ lim o, —cosz(X+r)o, "
= FE(X) = o —cos(zx)o,”

—2X—r

i o) (o] —cosz(x+1)o;")
e g (1—COS(ﬂX)J{2X)

O-1r - (_1)r COS(”X) 0_12];<+r

1
o2

m
x> 1—cos(zx)

FF (x+1)

Bu teoremde, ozel olarak k=r =1 alinirsa, o, =a ve lim,_
FF ()

=a esitlikleri

elde edilir.

3.4. k- Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari igin ii¢ boyutlu egri ve yiizeyler

3.4.1. Tanim
01, (3. 2) karakteristik denkleminin pozitif kokii olmak tizere, kompleks degerli

CFF, (x) = o, —cos(rX)o; i sin(zx)o;

-1 -1
(o] +Gl (o] +Gl (3 9)

fonksiyonuna, iic-boyutlu kK —Fibonacci spirali denir [11].

Burada, Re(CFF (x))=FF, (x); yani iig-boyutlu K —Fibonacci spiralinin reel kismu,

yari-siniis K —Fibonacci fonksiyonuna esittir.

.1
X . '”(E*X) X
o) +ie o;
-1
(o8] +Gl

CFF (x) fonksiyonunu, ayrica, CFF (x)=

seklinde de yazabiliriz.
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CFF (x) fonksiyonu igin:

1+\/§

Eger k=1 olarak  alinirsa; a= 5 (@ltm  oran)  olmak  iizere,
a’+ iem(%_X)ofX
CFF,(x) = dur.

Eger X bir tamsay1 ise; CFF (X) nin sanal kismi 0 olur. Dolayisiyla, CFF, (n), k-

Fibonacci dizisinin Binet formuliine esit olur.

Ayrica, CFF (0)=0 ve CFF (1) =1 dir.

Ug-boyutlu k —Fibonacci spirali i¢in asagidaki indirgeme bagintis1 yazilabilir [11]:
3.4.2. Teorem

CFF, (x+2) =kCFF, (x+1)+CFF, (x)

esitligi gegerlidir.

fspat

oy —ko, -1=0 esitligi vardir. Buradan ko, +1= 0y yazilir.

Ve ©01>1 olmak iizere, 01 —koy—1=0 eitliginin her iki tarafi 1 ile boliniirse

o, —K =1 esitligi elde edilir.

Ayrica €7 =cosz+isinz esitligini de kullanarak
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.1 .1
X+l | & '”(E_X_l) -x-1 X i '”(E_X) -X
o, +Iée O, o, t1€e (o}
KCFF, (x+1)+ CFF, (x) =k| & BT Y o
o, +0; o, +0;
itGx) i;r(%—x—l) L

X+1 H 2
=kc71 +kie o, +o, +e A

-1
o, +0;

ol ko, +1) +ie ™o (ke 2 +oe'2)

-1
o, +0;

o +ie"™ o (—k + o))

-1
o, +0;

ifr[é—(xﬂ)J
O_lx+2+ie 2 O_l—(x+2)

-1
o, +0,

=CFF (x+2)

oldugu goriiliir.

3.4.3. Teorem

Eger I' bir tamsay1 ise, bu durumda

CFF (x—r)CFF (x+r)—(CFF, (x))* = (-1)"*(CFF,(r))

dir [11].

fspat

1 1
Y—r m(E—xH) xar Yir |n(§—x—r)
2 O, +€e (o] o, +€e
CFF, (x—r)CFF, (x+r)—(CFF (x))" = ~ —
o) +61 o2 -O-O'l
2
1
N |7r(§—x) —x
o, +e o,

-1
o, +0;
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:( +( 1)r+1 —izx —x+r)( x+r+( l)r+1 —izx —x r)
2
(0, +07%)
(O' 2e—|;rX+e—|2;rx —ZX)
- 2
(0, +0,")
1 —71' —2 1 —7[ 2 27 -2
+(1)r+ irx r+(l)r+ 728 r+e|xlx
2
(0'1 +o;")
O_lZX _2e—i7[X +e—i27rxo_l—2x
_1\2
(al +all)
_(_1)r+1 eiﬂ'X[O_er +2(_1)r +O_l—2r]
- 2
(0'1 +all)

= (=)™ (CFF(r))".

Ayrica, bu esitlikte, I = 1 alinmasiyla, asagidaki esitligi elde ederiz [11]:

CFF, (x—1)CFF, (x+1)— (CFF, (x))? =1.

Metalik Shofarlar (Metalik Boynuzlar)

Re(CFF, (x) = (9o _
110y
Im(CFF, (x)) = SN _ 5 (3. 10)
1 (71

fonksiyonlari, sirastyla, lig-boyutlu K —Fibonacci spiralinin reel ve sanal kisimlaridir [11].

Bu esitlikleri
o, cos(zx)o;,
y) - —2 = ( )711
o, +0; o, +0;
sin(zx)o,*
z(x) _Sin(zx)o, - )_11
o1+ 0, (3. 11)

seklinde diizenleyebiliriz. Elde edilen bu esitliklerin kareleri alinip, taraf tarafa toplanirsa
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X
O

(y(x) -

Y+ (2(0)) = (—Z )
SR (3.12)

-1
O, +0;

esitligi elde edilir [11].

Es. 3.12vyi
B -X 2 X 2
o o,
(z(x))* = : 1} {Y(X) -— 1}
0, +0; o, +0;
o o o o
= . _1_y(x)+ . _1:||: . _1+y(X)_ . _1:|
0, +0; o,+0o, || oy+0; o,+0,
[ oF + o o —oc*
= l—l_l—y(x)}{)’(x)—l—l_l}
o, +0; o, +0,

=[cRh(x) - y()ILy(x) - sF.h(x)]
seklinde diizenleyerek asagidaki gibi de verebiliriz [11]:

[cFh(x) - Y1y —sRh(x)]=2". (3. 13)

Eger (3.12) de, 6zel olarak K =1 alirsa, a:% altin oran olmak iizere,

ax

(y_\E

Y +27° = # denklemiyle tanimli A/tin Shofar elde edilir [11].

Eger k =2 alinirsa, ¢ =1+ J2 olmak lizere, (y—(o—)2 +12° =—L_ denklemiyle tanimli

\/g - 8(p2x

Giimiis Shofar elde edilir [11].

X

'//_)2 2__1

\E +7° = 3,7

Eger k=3 alinirsa, y =3 lmak tizere, (y—

5 denklemiyle tanimli

Bronz Shofar elde edilir [11].

k=1,2,3 igin k-Fibonacci spiralleri icin Metalik Shofarlar1 asagidaki gibi geometrik

olarak verebiliriz:
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b) c)

Sekil 3.4. kK —Fibonacci spiralleri icin Metalik Shofarlar: a) Altin Shofar, b) Giimiis Shofar,
¢) Bronz Shofar
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4. k- LUCAS HIPERBOLIK FONKSiYONLAR

[1]'de A. Stakhov ve B. Rozin "On a new class of hyperbolic functions" adli ¢aligmada,
Simetrik Hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarini tanimlayip, bu fonksiyonlarin bazi
hiperbolik ve rekiirans 6zelliklerini vermislerdi. Daha sonra [1]'deki bu makale, k-
Fibonacci sayilart [11] ve ikinci mertebeden rekiirans dizileri [13] iizerine de
uygulanmustir. Biz de bu ¢alismada, [1] de yapilan ¢alismadan hareketle k — Lucas sayilari

icin baz1 6zellikler elde ettik.

4.1. k- Lucas Sayilari

Falcon k — Lucas sayilarmi, herhangi bir pozitif K reel sayisive N > 1 igin

Lk, nl — kLk n + Lk, n-1 1

L,=2 L ,=k 4.1)

seklinde tanimlanmustir [12]. Baz1 k — Lucas sayilarini asagidaki gibi verebiliriz:

Lo = 2
Lis =k

Lo =k?+2
Lz = k3 +3k

Lig = k% +4k? +2
Lys = k® +5k3 + 5k
L = k& +6k* +9k2 + 2.

Ozel olarak, kK =1 icin

L=2 L=1 L,=L+L, nx1

rekiirans bagmtisiyla tanimhi 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18,... seklindeki klasik Lucas sayilar

elde edilir.
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k=2 icin

P=2 P=2 P

n+l

=2P +P , n>1

rekiirans bagintisiyla tammh 2, 2, 6, 14, 34, 82, 19 seklindeki Pell Lucas sayilari

elde edilir.

K —Lucas sayilarinin rekiirans bagimtisi i¢in karakteristik denklem:

o’ =ko+1 4.2)
dir.

Bu karakteristik denklem

Ck+vki+4 k—vk*+4

O = G (4. 3)

seklinde iki reel koke sahiptir.

01,02  karakteristik denklemin kokleri olmak iizere, K —Lucas saylar1 igin Binet

formuli:

Lyn =0l +0)
k.n 1 2 (4. 4)

seklindedir.
02 = _c% esitligini kullanarak, (4.4) esitligini, asagidaki gibi de yazabiliriz:

L, =0 +(-1)"c". (4. 5)
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4.2. k- Lucas Hiperbolik Fonksiyonlar:

X € R olmak iizere klasik hiperbolik fonksiyonlarin

X —X
coshx = ££+€
2
: eX—eX
sinhx =
2

seklinde; Lucas hiperbolik siniis ve Lucas hiperbolik kosiniis fonksiyonlarinin da, sirasiyla,

a =585 olmak iizere

SLh(X) — a2x+1 _a—(2x+l)

cLh(x) =a® +a™

seklinde olduklarini biliyoruz [2]. Bu fonksiyonlarin grafikleri asagidaki gibidir:

y. A A
6 y ol
4+ sLh(x) 51

cLh(x) : : : -

4 2 4
. : . T — ST X
4 2 2 4

X -10 +

Sekil 4.1. Lucas hiperbolik fonksiyonlari: sLh(x), cLh(x)

Biz, tanimlanmis olan bu fonksiyonlar1 K —Lucas hiperbolik fonksiyonlarina asagidaki

gibi genisletebiliriz:
o, = ﬁ@, (4. 2) karakteristik denkleminin pozitif kokii olmak tizere

SLkh(X) — 0_12x+1 —01_(2X+l)

cLh(X) = + 5> (4.6)
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sirastyla, K — Lucas hiperbolik siniis ve K —Lucas hiperbolik kosiniis fonksiyonlar1 olarak

adlandirilan esitlikler yazilir.

sL,h(x)  fonksiyonu, tek fonksiyon oldugundan, grafigi orjine gore simetrik iken;
cL h(x) gift fonksiyon olup onun grafigi de X = 0 eksenine gore simetriktir. Bu yiizden,
bundan bdyle, K —Lucas hiperbolik siniis ve K —Lucas hiperbolik kosiniis fonksiyonlarini,

1 _ 2 ,
sirasiyla, 01 +01 = VK°+4 olmak iizere

sLxh(x) = o] — o7

cLih(x) = o + 0" .7)

seklinde tamimlayacagiz. (4.6) da, 6zel olarak k=1 alinirsa, bu fonksiyonlarin grafikleri

Sekil 4.1 deki gibi olur.

K —Lucas sayilar1 ile K —Lucas hiperbolik fonksiyonlar1 arasinda asagidaki esitlik vardir:

CLkh(Zn) = I—k,2n
sth(2n +1) = I—k,2n+1-

K —Lucas hiperbolik fonksiyonlar ile klasik hiperbolik fonksiyonlar1 arasinda da

sk h(x) = 2sinh(xIn o)
cL, h(x) =2cosh(xIn o;)

esitlikleri yazilabilir.

Ayrica, K —Lucas hiperbolik fonksiyonlar1 ile K —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlar

arasinda da asagidaki bagintilar vardir:
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SLkh(X)

sFh(x) = =K
‘ Jk? +4
eFeh(x) = N

k-Lucas hiperbolik fonksiyonlarinin hiperbolik 6zellikleri

Bu kisimda, K —Lucas hiperbolik fonksiyonlarmna ait, klasik hiperbolik fonksiyonlarm

ozellikleriyle benzerlik gosteren, bazi 6zelliklerinden bahsedecegiz.

4.2.1. Teorem

k —Lucas hiperbolik fonksiyonlari i¢in
[eLh) ~[sLh(x)]* =4

esitligi vardr.

fspat

[cLkh()]* — [sLkh()]* = (0] +079)% — (0f ~ 07")?
=0¥+2+0-0¥+2-07

= 4.
4.2.2. Teorem

K —Lucas hiperbolik siniis ve K —Lucas hiperbolik kosiniis fonksiyonlar1 i¢in asagidaki

esitlikler saglanir:

i) 2cL h(x+y)=cL h(x)cL h(y)+sL.h(x)sL.h(y)
i) 2cL h(x—y)=cL.h(x)cL h(y)—sL.h(x)sL h(y)
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i) 2sL h(x+y)=sLh(x)cL h(y)+cL,h(x)sL.h(y)
iv) 2sL h(x-y) =sL.h(x)cL h(y)—cLh(x)sL.h(y).

fspat

i) cL,h(x)eLyh(y) +skh(x)sLh(y) = (o7 +017) (o) +0,°) + (07 0y )0y —07”)

X+y

Xty X—y —X+y —X-y XY X4y
=0, +o0,  +0 +0; +0; o o,

= 2(07 + 0, )

=2cL h(x+Yy)

oldugu goriiliir.

i) sL,h(X)cL, h(y) +cL h(x)sLh(y) = (o7 — o3 ")(o? +0;) + (o7 + ;" )(o? —o7”)

X+y X+y

_XHY X=y =Xty __-x-y
—-(71 4-C7i (71 CTi 4-(71

— 2(O_1X+y _O_l—(x+y))

=2sL,h(x+Yy)

seklindedir.

Diger esitliklerin ispatlar1 da benzer sekilde goriiliir.

Burada, (i) ve (iii) esitliklerinde , Y = X alinmasiyla

cL h(2x) = %[(chh(x))z +(sLh(x)* |
sL h(2x) = sL, h(x)cL, h(x)

esitlikleri elde edilir.

4.2.3. Teorem

K —Lucas hiperbolik fonksiyonlari i¢in asagidaki esitlikleri yazabiliriz:

X—y —-X
—0; 4-(71

+o,

+y -X-y
— 0,
1
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. o _ | Uno)®sL (x), n=2m+1 ise
) (eLh(x) _{ (Ino,)™cL, (x), n=2m ise

(Ing)™cL (x), n=2m+1 ise
(Ino,)™sL (x), n=2m ise.

i) (sL,h(x))® ={

Ispat
i) [eLh)] =(o7 +07*) i) [sLh(0] =(o7 07"}
=5, In(c,) -, In(a,) =" In(c;) + &, In(o))
= In(c,)sLh(x) = In(o;)cL, ()
[cLh()]" = (In(e,)sLh(x))’ [sL.h(0)] = (In(o,)eLh(x))
=In(o,) (07 -, =In(o) (07 + 07"}
=[In()]" eLh(x) =[In(@)]" sFs(x)

(Ino,)™sL, (x), n=2m+1
(Inc,)™cL, (x),n=2m

(Ino,)™cL, (x), n=2m+1
(Ino,)™sL, (x),n=2m

[eLh()]"” :{ [sL.h()]" ={

elde edilir.

k-Lucas hiperbolik fonksiyonlar ve k-Lucas sayilari

Simdi, K —Lucas hiperbolik fonksiyonlarmin, K —Lucas sayilariyla iliskili olan bazi

ozelliklerinden bahsedecegiz.

K —Lucas hiperbolik fonksiyonlarmin indirgeme bagintilarini asagidaki gibi ifade

edebiliriz;
4.2.4. Teorem

1) sL.h(x+1) =k.cL.h(x)+sLh(x-1)
i) cL h(x+1)=k.sL,h(x)+cL h(x-1).
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fspat

2 _
oy =ko1+1 esitligi vardir.

Esitligin her iki tarafi o' le carpilirsa o, =koy +0,7 esitligi, esitligin her iki yam

-(x-1) —(x+1)

-x-1 =ko*+0;

. —X —(x-1) —(x+1)
o1 ile carpilirsa da ©1 -

ve Koy'—07 U =-01"" esitligi elde

edilir. Bunlardan faydalanarak

i) kcL h(x)+sLh(x=1) =k(o} +0,")+ (0, =)

—x+1

_ X —-X x-1
=ko, +ko,” +o0] -0

= (ko) + 0, + (ko — o0, )

— le+l +(—(71_(X+1))

=sL,h(x+1)

i) ksL.h(x)+cLh(x=1) =k(o; —0;")+ (0" +0, %)
=ko, —ko,* +o "+ 0,
= (ko) +0, ") = (ko =0, )
=" —(~o; ")

=cL h(x+1)
elde edilir.

K —Lucas sayilar1 i¢in var olan, r)n olmak iizere

n+r n+1

I‘k,n—r Lk,n+r - Lk,n2 = (_1) Lk,Zr + 2(_1)

esitligiyle verilen ve Catalan esitligi olarak adlandirilan [12] esitlige benzer olarak, K —

Lucas hiperbolik fonksiyonlari i¢in de asagidaki esitlikler verilebilir:
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4.2.5, Teorem

i) cL.h(x—r)cL h(x+r)—(cL h(x))* = (sL.N(r))’
i) cL h(x—r)cL,h(x+r)—(sL.h(x))* = (cL h(r))?
iii) sL h(x—r)sL h(x+r)—(sL.h(x))* =—(sL.(r))’
iv) sL h(x—r)sL h(x+r)—(cL,h(x))> =—(cL h(r))>.

fspat

i) cLh(x—r)cLh(x+r) = (cLh(X))? = (62" + o ") (o2 +0, %)~ (67 + 0, )?

— (O_lx—r +O_1—x+r)(o_lx+r +O_1—x—r)_(o_12x +2+O_l—ZX)

. 2x -2r 2r -2X 2x -2X
=0, +0," +o0, +t0,7 -0, —2-0,

o 2r -2r
=0, —2+0,

= (sLyh(r))?
elde edilir.

Diger esitliklerin ispatlar1 da benzer sekilde yapilabilir.

Bu teoremde, I = 1 alinmasiyla

cL h(x—1)cL h(x+1) — (s, h(x))* =k* +4
sLh(x—D)sLh(x+1) - (cL h(x))? = —(k? +4)

seklindeki ilging esitlikleri elde ederiz.

K —Lucas sayilar1 igin var olan, n,r >0 olmak iizere

Lk,nLk,n+r = Lk,2n+r +(_1)” Lk,r

esitligine [12] benzer olarak, K —Lucas hiperbolik fonksiyonlar1 i¢in de asagidaki esitlikler
gegerlidir:
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4.2.6. Teorem

1) cL h(x)cL h(x+r)=cL h(2x+r)+cL, h(r)
i) sL h(x)sL h(x+r)=cLh(2x+r)—cLh(r)
i) sk h(x)cL h(x+r)=sL.h(2x+r)—sLh(r)
iv) cL h(x)sL h(x+r)=sL.h(2x+r)+sLnh(r).

fspat

Burada (i) ve (iii) ifadelerinin ispatin1 verecegiz. Diger ispatlar da benzer sekilde

yapilabilir.

|) CLk h(X)CLkh(X + r) = (O-lx + O-lfx)(o_lx” + O_{(XH))

o __2X%+T -r r =2X-1
=0; +0, +0, +0;

2X+r

=07 +0, ")+ (0] +0,")
=cL h(2x+r)+cLh(r).

iii) sLh(x)cLh(x+r) = (o7 -0, ) (o) + 0, ")
= O-lzx+r +O_l*r _GI _O_£2X—r
= (07" =7 ®") (0] —0}")

=sL h(2x+r)—sLh(r).

Bu teoremdeki esitliklerde I = 0 almmasiyla, asagidaki ii¢ esitlik elde edilir:

(cL,h(x))* =cL h(2x) +2
(sL.h(x))? =cL,h(2x) -2
sk h(x)cL, h(x) = sL, h(2x).

k-Lucas hiperbolik fonksiyonlari ile k-Fibonacci hiperbolik fonksiyonlar: arasindaki iliski

Simdi, K —Lucas sayilar1 ile K —Fibonacci sayilari arasinda var oldugunu bildigimiz bazi

bagtilardan bahsedecegiz.
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k —Lucas ve k —Fibonacci sayilar1 i¢in var olan [12]

L..> = (K> +4)F, > +4(-1)'

esitligine benzer olarak, K —Lucas hiperbolik ve k —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari

i¢cin de asagidaki esitlikler yazilabilir:
4.2.7. Teorem

i) (SLh(¥)” = (K + 4)(CFh(x)* -4
i) (cL,h(x))? = (k* +4)(sF.h(x))* +4.

fspat

i) (k*+4)(cFh(x))>—4=(k? +4)(M)2 -4

Vk? +4
=0 -2+0,>

= (sLyh(x))".

X —X
O, — 0

i) (K2 +4)(sFh(x))? +4= (k2 +4)(B—2)2 + 4

Jk?+4
=0 +2+0,”

= (cLh(x))".

k —Lucas ve k —Fibonacci sayilar1 i¢in var olan [12], n>1 i¢in

I‘k,n = I:k,n—l + Fk,n+l

esitligine benzer olarak, K —Lucas hiperbolik ve K —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari

icin de asagidaki esitlikleri verebiliriz:
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4.2.8. Teorem

1) cL h(x)=cFh(x-1)+cFh(x+1)
i) sL.h(x) =sFh(x-1)+sFh(x+1).

fspat

O_x—l +O_1—(x—1) O_1x+l+o_l—(x+l)

i) cFh(x-1)+cFh(x+1)=( 1@ )+ ( - )

B (71X_1+O'1_(X_l) +le+l+0'l_(x+l)

JK? +4
_ (O_lx—l +O_1x+l)+(o_1—(x—l) +O_1—(x+l))
Vk? +4
_ 61’((01"1+0'1)+0'1‘X(0'1+0'1‘1)
k*+4

= cL,h(x).

x-1 _ __—(x-1) x+1  __—(x+1)

i) sth(x—1)+sth(x+1):(61\/k2 -
+

_ (O_]?(—l +O_1x+1)_(61—(x—l) +O_1—(x+l))

Jk?+4
_oi(oy +0)) -0, (0, +0;)
Jk2+4
=sL h(x).

Boylelikle ispatimiz tamamlanur.

kK —Lucas ve K —Fibonacci sayilar1 i¢in var olan [12]

I‘k,nz + Lk,n+12 = (k2 +4) Fk,2n+l

esitligine benzer olarak, K —Lucas hiperbolik ve K —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari
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i¢cin de asagidaki esitlikler gecerlidir:
4.2.9. Teorem

i) (cL (X)) +(sL.h(x+1))* = (k? + 4)cF,h(2x +1)
i) (sLh(x))? + (cLh(x +1)) = (K2 +4)cF.h(2x +1).

fspat

i) (cLh(x)? +(sLh(x+1))* = (07 + 0, 7) + (07" — 0, ©Y)?
20'12X+2+0'1’2X+0'12X+2—2+0'1’(2X+2)
=612X(1+612)+0'1_2X(1+O'1_2)

-1
_ oy ,0, 1+ O,
:012XO-1(01+O-11)+O'12X( 10_ L)
1

2
= oK +4 +0'1’2X(u)
1oz

1
= oK +4+ 0,7 K + 4
2 2x+1 —(2x+1]
=Vk? +4(c?" + o P)

_ (k2 . 4)(0_12x+l + J]-—(Zx-f-l))
Jk? +4

= (k* +4)cF h(2x +1).
Ikinci esitligin ispat1 da benzer sekilde yapilabilir.
kK —Lucas ve K —Fibonacci sayilar1 i¢in gegerli olan [12], ne N olmak iizere

Lk,n Fk,n = I:k,2n

esitligine benzer olarak, K —Lucas hiperbolik ve K —Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari

i¢in de asagidaki esitlikler vardir:
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4.2.10, Teorem

1) sL h(x)cF h(x) =sFh(2x)
i) cb h(x)sF.h(x) = sk h(2x).

fspat

i) cLh(x)sFN() = (o7 + alx)(%)

2% —2X
_6 0,

k?+4
=Sk, h(2x)

dir.

I1k esitlik de benzer sekilde kolayca goriilebilir.

4.3. Yari-siniis k- Lucas fonksiyonu

o1 , (4. 2) karakteristik denkleminin pozitif kokii olmak iizere, K —Lucas dizisi i¢in Binet

formiilii
Lkn = 0] + (-1)"o7"
seklinde idi.

K —Lucas hiperbolik siniis fonksiyonunu
sLh(x)=0; —0;"

olarak tanimlamistik.
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Burada, biliyoruz ki, eger X=2n+1 seklinde bir tek say: olarak almirsa, sLh(x) =L, ,,,,

olur.

Bunlarla birlikte, cos(nz)=(-1)" esitligini de goz 6niinde bulundurarak, asagidaki tanimi

verebiliriz:
4.3.1. Tanim

o, , (4. 2) karakteristik denkleminin pozitif kokii olmak iizere

LL, (X) = o, +cos(zx)o; " (4. 8)

seklindeki fonksiyona, yari-siniis k — Lucas fonksiyonu denir.

Burada, her n tamsayisi igin, LLk(N) = Lin dir.

k = 1,2,3 igin, LLk(X) nin grafiklerini asagidaki gibi geometrik olarak verebiliriz:

Sekil 4.2. kK = 1,2,3 igin yari-siniis k — Lucas fonksiyonlart: LL (X), LL,(X), LL,(x)

k=12 igin LL (x) fonksiyonlarinin grafikleri, K —Lucas hiperbolik kosiniis ve K —

Lucas hiperbolik siniis fonksiyonlarina esit olan teget egrileriyle birlikte asagidaki gibi

verilebilir:
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. y A \ y A
cLkh(x) = 10T CORKNG T Lk
ﬂ - LLK(X)_ /\
REANY =S - o= : -
-4 \//2/ 2 4 X f/ -2 2 4 X
_sLkh(x) , SLKh() 50 1
-10 T
k=1 igin k=2 i¢in

Sekil 4.3. k = 1,2 i¢in LL, (x) fonksiyonlari ile K —Lucas hiperbolik kosiniis ve

K —Lucas hiperbolik siniis fonksiyonlarina esit olan teget egrileri

Yari-siniis k-Lucas fonksivonlari ve k-Lucas sayilari

Bu kisimda, K —Lucas sayilarmin 6zellikleriyle benzerlik gosteren, yari-siniis K —Lucas

fonksiyonlarina ait baz1 6zelliklerden bahsedecegiz.

4.3.2. Teorem

Yari-siniis K —Lucas fonksiyonlari i¢in asagidaki indirgeme bagintist saglanir:

LL, (x+2) =kLL, (x+1)+ LL, ().
fspat

Es. 4.8 kullanilarak

KLL, (x+2) +LL, (X) = k[al“l +c0s (X +1)Gl_x_l:|+|:Glx +COS(7rX)Gl_X]

=k[ 07" —cos(zx)o, " |+] o7 +cos(wx)o, " |

x+1

=ko,* —k cos(zx)o; ™ + o) + cos(rx)o; ¥
=0, (ko, +1)—cos(zx)o;*? (ko, —a7)
=00’ —cos(zx)o; **(-1)

X+2

=0, —cos(zx+2rx)o,  (-1)



X+2

=0, +cos r(x+2)o; **?
=LL (x+2)

elde edilir. Boylece istenilen gosterilmis olur.

4.3.3. Teorem

LL (x=r)LL, (x+r)—(LL, (X))* = (=1)" cos(zx)(LL, (r))> —4cos(zX)
esitligi verilebilir.
fspat

LL (=D)LL (x+1) = (L (0)’ =[ 0} +cosx(x-1)o,*" | [ 07" +cos a(x+1)o; " |
—[alx +c08(7X)o;, X]z

=[ o} +(-1)" cos(mx)o;*" | [0 +(-1)' cos(zx)o;," |

[0 +2cos(zx) +cos’ (7X)a; ]

= +(=1)" cos(zX)o;”" + (1) cos(zX)a?" +(~1)* cos’ (zX)o; "

~o* - 2c08(7X) - cos’ (7X)a;
= (-1)" cos(zx)[o] +cos(xr)a; | —4cos(rx)
= (=1)" cos(zx)(LL, (r))* - 4cos(zX)

elde edilir.

4.3.4. Teorem

o, , (4.2) denkleminin pozitif kokii olmak iizere herhangi bir I' tamsayisi i¢in

m LL, (x+T) o
X—0 LLk (X)

dir.
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fspat

LL (x+1) lim o, +cosm(X+r)o, "
oo LL (X) == o +cos(zX)o;
X+r

o, +(=1)" cos(zx)o, "
x>0 g +c0S(rX)o;

o, (o] +(=1)" cos(xzx) Ul%

X3 o, (L+cos(zx) +

1

LL (x+1)

Ozel olarak, burada, k =r =1 alinmastyla o; = ve lim LL (%) = esitlikleri elde
X
Kk

edilir.
4.4. k- Lucas hiperbolik fonksiyonlari i¢in ii¢ boyutlu egri ve yiizeyler

4.4.1. Tanim

o1, k—Lucas dizisinin o? —ko—1=0 seklindeki karakteristik denkleminin pozitif kokii

olmak tlizere

CLLk(X) = o] + cos(nx)o* + isin(zX)o 4.9)

kompleks degerli fonksiyonuna, ii¢- boyutlu K —Lucas spirali denir.

Burada goriilmektedir ki, iic- boyutlu K —Lucas spiralinin reel kismu, yari-siniis K —Lucas

fonksiyonuna esittir.

CLLk(X) fonksiyonunu, ayrica, CLL, (X) = o; +€&"™o; * seklinde de yazabiliriz.

Burada eger k =lalinirsa, o =

1+\E
2

(altin oran) olmak iizere, CLL, (X)=a" +e™a™
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esitligi yazilir.

Eger X bir tamsay: ise, bu durumda CLLk(X) min sanal kismi O olur. Dolayisiyla,

CLL¢(n) , k — Lucas dizisinin genel teriminin Binet formiiliine esit olur.

Ayrica, CLL«(0) =2 ve CLL (1) =k olduguna da dikkat ¢ekelim.
4.4.2. Teorem

Ug- boyutlu K —Lucas spiralleri i¢in

CLL, (x+2) =kCLL, (x+1) +CLL, (x)

seklindeki indirgeme bagintist gegerlidir.

fspat
oy —ko,~1=0 esitligi vardir. Buradan Koy +1= oy yazilir.

Ve ©1>1 olmak iizere, 01 —koy—1=0 esitliginin her iki tarafi O1 ile bdliiniirse

o, —K=2esitligi elde edilir.
Ayrica € =cosz +isinz esitligini de kullanarak

KCLL, (x+1)+CLL, (x) =k[ 07" +€" o |+ 07 +€7 07" |

x+1

=ko, "+ kei”xei”al"x"1 +o) + ei’”o-l"X
=0} (ko, +1) +e™ o, (ke +7,)
— Glx+2 +eim(01_x_l(—k + 61)

X+2 izx __—(x+2)

=0, “+e"0o;
=CLL, (x+2)
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oldugu goriiliir.

4.4.3. Teorem

Eger I' bir tamsayi ise, bu durumda

CLL, (X—r)CLL, (x+1) = (CLL (x))* = ()" (CLL (1))’ —4e™
dir.
fspat

CLL, (x=r)CLL, (x+1) = (CLL, (x))* = 07" +€"* o7 | [0 +&" g |

l

inx 2
0'l +€ 0'1

iz (X+r) iz(x-r) __2r |7r(x+r)+i7r(x—r)6—2x
1

01" +e o, +e

izx i27z'X -2X
28" -7 o,

+e7 gl — 2™
_e"”e""a1 +e7e gl - 2e™

=e"™(-1) ;" +e™ (- 1)r 2 —2e'™
= (-1 e [oF +2(-1)" +0,%]-4e™
= (1) € [0 +2(-1) +07,% ] 4e™
= (-1)"(CLL, (r))* - 4e"™.

=0 +e

2%
e|;z(><+r) —2r

Burada, 6zel olarak, ' = 1 alinirsa

CLL, (x—1)CLL, (x+1) - (CLL, (x))* = —(k” +4e"™)

esitligi elde edilir.

k-Lucas Spiralleri icin Metalik Shofarlar (Metalik Boynuzlar)

Re(CLL, (X)) = oy +cos(zx)o, * = y(X),



Im(CLL, (x)) =sin(zx)o;, " = z(x)
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(4. 10)

fonksiyonlar1, sirasiyla, iic- boyutlu K —Lucas spiralinin reel ve sanal kisimlaridir.

Buradan

y(X)—o; =cos(zX)o;
z(x) =sin(zx)o;

yazilir. Bu esitliklerin kareleri alinip, taraf tarafa toplanirsa

(Y() —0y)" +(2(x))* = (cos(zx)a; *)* + (sin(zx) o, )*
=cos*(zX)o; " +sin’(zX)o; ™
=, 7*(cos’ (x) +sin® (7 X))

=(0")’
oldugundan
(Y(¥) —07)" +(2(x))* = (07")
esitligi elde edilir.
Ayrica, Es. 4.12 den

(200)* = (67,) = (y(¥) -7’
= (07" = y(X) + 7)o} +y(x)-07)
=[ (67" +0]) =y |[ YOO (07" +07) ]
=[eLh(x) = yO)ILy(X) - sLh(x)]

esitligi yazilir. Dolayisiyla Es. 4.12 yerine asagidaki Es. 4.13 i verebiliriz:

[cLh(X) - yIly - sLyh(x)] = 2"

(4. 11)

(4. 12)

(4. 13)
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(4.12) de, eger ozel olarak K = 1 almirsa, =8 olmak iizere, (y—a*)?+22 =-L

2 a2x

denklemi ile tanimli Al/tin Shofar elde edilir.

Eger k = 2 alinirsa , @ = 1+ V2 olmak iizere, (y—¢*)* +2° =-L denklemiyle tanimli

¢2x

Giimiis Shofar elde edilir.

Eger k=3 almrsa, =31 olmak iizere, (y—y*)?+2%= % denklemiyle tanimls

Bronz Shofar elde edilir.

k =1,2,3 degerlerine karsilik gelen k -Lucas spiralleri icin Metalik Shofarlar asagidaki
gibi geometrik olarak verilebilir:

a) | b) | c)

Sekil 4.4. k -Lucas spiralleri i¢in Metalik Shofarlar: a) Altin Shofar, b) Giimiis Shofar,
¢) Bronz Shofar



57

5. YARI-HIPERBOLIK TRIBONACCI VE YARI-HiPERBOLIK
TRIBONACCI-LUCAS FONKSIiYONLARI

Bu boéliimde, klasik hiperbolik fonksiyonlarin, bir bakima, bir genislemesini yapacagiz.
Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayilariin siirekli bir versiyonunu elde etmis olacagiz.
W.R. Spickerman’in [14] Tribonacci fonksiyonlari igin yaptigina benzer sekilde, biz de,
Tribonacci-Lucas sayilariin Binet formiiliine denk yeni bir baginti elde edecegiz. Daha
sonra, hiperbolik olmayan fakat klasik hiperbolik fonksiyonlara ait bazi &zellikleri
sagladigindan dolay1, yari-hiperbolik olarak adlandirdigimiz yari-hiperbolik Tribonacci ve
yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlarini tanimlayacagiz. Son olarak, tanimlamig

oldugumuz bu fonksiyonlarin bazi rekiirans ve hiperbolik 6zelliklerinden bahsedecegiz.
5.1. Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayilari
Baslangi¢ sartlari

U,=U,=1 U, =2 olmak iizere

Upggr =Up+Up 1 +Up,n>2
n+1 n n-1 n-2 (5.1)

seklinde tanimlanan rekiirans bagintisindan elde edilen sayilara Tribonacci sayilari denir
[14]. Bu rekiirans bagintisinin iirettigi tamsayilar dizisine de Tribonacci dizisi denir.

Burada U, n -inci Tribonacci sayisini gostermektedir.

U} =L 12 47 13 24,..}

V,=3, V,=1 V,=3 olmak iizere

Vo1 =Van+V1+Vo,n>2
n+1 n n-1 n-2 (5.2)

seklinde tanimlanan rekiirans bagintisindan elde edilen sayilara Tribonacci-Lucas sayilari
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denir [15]. Bu rekiirans bagintisinin tirettigi tamsayilar dizisine de Tribonacci-Lucas dizisi

denir. Burada V,, n -inci Tribonacci- Lucas sayisini gostermektedir.

Vo) =131 3 7,11 21..}.
Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayilari i¢in karakteristik denklem:
X —x*—x-1=0 (5. 3)

seklindedir.

Bu karakteristik denklem biri reel, ikisi kompleks eslenik olmak iizere, ii¢ koke sahiptir:

X, =p=%(%/19+3\/3_3+%/19—3\/3_3+1)
1 3 3 . 3 3
X, =a:6(2—419+3J?E—419—3J?E+J§|J19+3J?E—J19—3J3§)
Shlals (5. 4)

p,o,@, (5. 3) karakteristik denkleminin kokleri olmak ftizere, Tribonacci sayilari igin

Binet formili:

n+2 n+2 n+2

- P + o + @
" (p-o)p-0) (c-p)o-w) (0-p)o-0) (5.5)

seklindedir [14].

W.R. Spickerman, asagidaki bir dizi islem sonucunda, (5. 5) Binet formiiliine denk olan

yeni bir esitlik tanimlamistir [14].

Son iki terimin pay ve paydalar1 sirasiyla ( p— a)) ve ( p— 0') ile carpilirsa
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n+2

,0 .\ O_n+2 (p—a)) .\ a)n+2 (p—O')
(p—0)p-®) (o-p)o-0)(p-w) (0-p)o-0c)(p-0) (5.6)

esitligi elde edilir.
Son iki terimin paydalarini yeniden diizenleyelim:

o bir kompleks say1 oldugundan, islem kolaylig1 agisindan,o y1 en genel haliyle

a, beR olmak iizere o =a-+ib seklinde yazalim. =0 =a—ib seklindedir.

(- p)(o-0)(p-0)=(a+ib-p)(a+ib-(a-ib))(p-(a—ib))
= (a+ib— p)(2ib)(p —a+ib))
= (a+ib- p)(2ib)(-(a~ p~ib))
= —2ib(a— p+ib)a— p—ib)
= —2ib((a— p)? +b?)
=-2i.Im(0).|p— o

elde edilir.

Benzer sekilde ikinci terimin paydasini diizenleyelim:

(@-p)@-0)(p-0)=(a-ib-p)(a-ib—(a+ib))(o-(a+ib))
= (a— p+ib)(~2ib)(p —a—ib))
= -2ib(a— p+ib)(—(a— p—ib))
= 2ib((a- p)* +b?)
=2i.Im(c).|p - o’

dir.

Bunlar Es. 5.6 da yerlerine yazildiginda

n+2 n+2

__P (p-w)o (p-o)o
Un_ 2+ . 2 . 2
|p—0'| —2|.Im(0')|p—0'| 2|.Im(0')|p—0'|

n+2

(5.7)
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esitligi elde edilir.
Im(c) , o nin sanal, Re(o) da reel kismi olmak tizere

o =r(cos@+isinb),
o" =r"(cosnd+isinnd); 6=tan"(Im(c)/Re(c))

esitlikleri (5.7) de yerlerine yazilirsa

n+2 n+2 n+2

A (pm@)e™  (p-o)a
n— 2 + - 2 - 2
|,0—6| —2|.Im(0)|p—0| 2|.Im(0)|p—a|

_ p2 ) . (p_w)o_mz (p_o_)a)m-z
|,0—G|2 —2i.rsinl9|,0—a|2 2i.rsin9.|p—a|2
2
P n 1 n+2 n+2
= —+ — — —
|p—c7|2p 2i.rsin9|p—o-|2 [(,O O-)a) (p w)o- ]
2
S ! s (p—1(cosO+isin@))w"* —(p—r(cosO—isin0))c™ |
lp—o] 2i.rsiné|p—-ol
2
S A ! 2[((p—rcose)a)”*z—i.rsin9.@“*2)—((,0—rcose)o-”*z—i.rsine.cy”*zﬂ
lp—o| 2i.rsiné|p—-ol
2
— P 2pn . p.—I’COSH . (a)n+2_o_n+2)_ 1 - (a)n+2+6n+2
|p—0'| 2|.rS|n¢9|p—0'| 2.|p—0'|

2

P "y p—rcosé

“lo-of " " Zirsingp—of
B 1
2.|,o—0|2

[r”+2 (cos(n+2)8—isin(n+2)@) +r"?(cos(n + 2)@ +isin(n + 2)0)]

2

o, "y p—rcosé

1
= —2i.sin(n+2)0.r"?) - 2.r"% cos(n+2)6
|,0—<7|2 p 2i.rsin0|p—a|2( ( ) ) 2.|p—a|2 ( :

2 —
P n, preoso (—sin(n+2)0.r") -

- s P+ > (cos(n+2)6.r"?)
|p—0| SInl9|p—a| p—0O

2

2 —
- P+ pTeos 92 (—r"™)(sin n@.cos 20 + cos nd.sin 20)

|,0—c7|2 Sin0|p—a|

> 1""%(cos ng.cos 20 —sin né.sin 20)

=0l

[r”+2 (cos(n+2)6—isin(n+2)8) —r"?(cos(n+2)@ +isin(n + 2)49)]



2
=P ~p" + '0 rc056'2 (—r”*l)sinn¢9.00526?+f)r—00592(—r“”)cosne.sin249
|p—6| S|n6’|p—0'| S|n6’|p—0'|
- ~r"*?.cosng.cos 20 + > r"?.sinné.sin 260
lp—o lp—o
p? L —rcosé
= > p" 4| ————(-r"").cos 20 + ~I"%.sin 20 [sinng
|p—0'| Slnt9|p—0'| |p—0'|
+ _p;(mgz(—r”“).sinze— 1 ~r"2.cos 20 |cosn@
sind|p—o] lp—o
Pt o r”sinnH(rzcose—rp00520)+r“cosne(rzsine—rpsinza)
|p—o-|2 |p—o-|2 sin@ |p—o'|2 sin@
2 n a; 2 T2 n
__P o r smnf.r cos6f rto(l 2sin 9)+r Cosnze.r(r—ZpCOSH)
ool lp—o] sin@ lp-ol
2 o 2 o _ H]
__ P 2anrr(r chgse)r“cosnéwr coséf prd 223|n g)r”sinne
|p—0'| |p—0'| Sln9|p—0'|

U -_P nJrr(r—z,ocose) . r’cos@— pr(l—2sin’0)

" =P —=r"cosné + : . r'"sinné
|p—0'| |p—0'| Slnt9|p—c7|
esitligi yazilir.
Burada, p", r"cond ve r"simé mn katsayilari sirasiyla A, w and
gosterilirse

A=0, 6184, p=1 8393
r=0, 7374, w =0, 3816
7/ = 0, 0374, 0 =124, 69O

yaklasik degerlerine sahip olmak iizere, (5. 5) Binet formiiliine denk olan

Un = 2p" + r"(w cosné + ysinno)
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(5.8)

y ile

(5. 9)
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esitligi elde edilmis olur [14].

Benzer diistince ile, Tribonacci-Lucas sayilarinin Binet formiiliine denk yeni bir formiil

elde edecegiz:

p,o,0, (5.3) karakteristik denkleminin kokleri olmak iizere, Tribonacci-Lucas sayilari

i¢cin Binet formiilii:

. n+2 n+2 n+2
V.=p"" +0"" +w (5.10)

seklindedir [15].
Im(o), o ‘nin sanal, Re(o) da reel kismi olmak iizere

o =r(cos@+isinb),
o" =r"(cosnd+isinnd); 6=tan"(Im(c)/Re(c))

esitlikleri kullanilarak

V. o=p"+ 0"+ 0"
= p?p" +r"?[cos(n+2)8+isin(n+2)0]+r"*[cos(n+2)0 —isin(n+2)6]
= p’p" +2.r"? cos(n+2)0
=p’p"+r" [Zrz(cos né.cos 26 —sin né.sin 20)}
=p°p" +r1" [Zrz.cos né.cos 26 — 2r?.sin né.sin 2«9]
= p°p" +(2r?.cos 26)(r".cosnd) — (2r2.sin 26)(r".sin nd)
= p°p" +[2r*(L-2sin* &)]r" cos n@ +[—4r*sin & cos G]r" sin nd

islemlerinin sonucunda

V, = p’p" +1" cosng[2r* (L- 2sin” 6)] + r" sin ng[~4r” sin 6 cos 6] (5.11)

esitligi elde edilir.
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O halde bu bilgiler 15181inda asagidaki tanimi verebiliriz:

5.1.1. Tanim

p", r"cosnd ve r"sinnd nin katsayilar1 sirasiyla ﬂL,, 1//, ve J’, ile gosterilirse,
(5.10) Binet formiiliine denk olan

Vv, =1 p"+r"(y cosn@+y sinnb) (5.12)
esitligi yazilir.
Bu esitlikteki sabitlerin yaklasik degerleri:

A =3, 383 p=1 8393
r=0, 7374, y =0, 7353
y =2, 0357, 0=124, 69°
dir.
5.2. Yari-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlari

5.2.1. Tanim

X bir reel say1 olmak iizere

sTh(x) = Ap* — r*(w cosx0 + y sinxH) (5.13)

cTh(x) = Ap* +r*(w cos x6 + y sin x0) (5. 14)

seklinde tanimlanan fonksiyonlara, sirasiyla, yari-hiperbolik Tribonacci siniis ve yari-

hiperbolik Tribonacci kosiniis fonksiyonlar1 denir.
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Bu fonksiyonlarin grafikleri asagidaki gibidir:

I - LN ' T
% 2 2 4
X X

Sekil 5.1. Yari-hiperbolik Tribonacci siniis ve yari-hiperbolik Tribonacci kosiniis
fonksiyonlari

Yari-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarinin hiperbolik 6zellikleri

Bu kisimda, yari-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarinin, klasik hiperbolik fonksiyonlara

ait 6zelliklerle benzerlik gosteren bazi 6zelliklerinden bahsedecegiz.
5.2.2. Teorem

Yari-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlar1 i¢in

[cTh(X))? =[sTh(X)]* = 4A(or)*[w cos X8 + ysin x4]

esitligi saglanir.

fspat

Es. (5.9) ve Es. (5.10) kullanilarak

[cTh(X)]’ =[STh(X)]* =[Ap" + r*( cos X + y sin X9))* —=[Ap” —r*(w cos X8 + ¥ sin xO)]’
= (Ap")* +2(Ap").r* (v cos X8 + y sin x8) +[r* (i cos x4 + y sin X&)
1(Ap")* = 2(A10*).r* (w cos X0+ ysin xd) +[r* (w cos x@ + y sin xA)']
=4(1p")r*[yw cos x6 + y sin x6]
=44(pr)"[w cosx0 + ysin xd]
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esitligini elde ederiz. Boylelikle teorem ispat edilmis olur.

Yari-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlar1 i¢in asagidaki esitlik gegerlidir:

5.2.3. Teorem

[cTh(X) +STh()T" = (24)"[[cTh(nx) + STh(nx)]

dir.

fspat

Esitligin sol tarafin1 géz oniine alarak

[cTh(X)+sTh(X)]" =[Ap" +r*( cos x8 + ysin x8) + Ap* —r* (i cos x8 + y sin x6)]"
=(22p")"
— (Zﬂ)npnx

esitligini elde ederiz.

Esitligin sag tarafi igin de

(22)"[[cTh(nx) +sTh(nx)] = (24)"[Ap™ + ™ (w cos nxd + 7 sin nxd) + Ap™ —r™ ( cos nx@ + y sin nxd)]
(24)"[24p"]

— (ZE)HIOHX

yazilir. Boylece her iki esitlikten, verilen ifade ispatlanmis olur.

5.2.4. Teorem

Yari-hiperbolik Tribonacci kosiniis ve yari-hiperbolik Tribonacci siniis fonksiyonlari igin
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i) 2p(cTh(x+Y)) = cTh(x).cTh(y) +sTh(x).sTh(y) —2r**¥ sin x@sin yo(y* + y*) + 20" (Ay — 1%)
i) 2w (sTh(x+Y)) = sTh(x).cTh(y) +cTh(x).sTh(y) + 2r**¥ sin x@sin y@(y* + y*) + 2p*" (A — 1%)

esitlikleri saglanir.

fspat

i) cTh(x).cTh(y)+sTh(x).sTh(y) + 20" (1 — A%) = 2r*" sin x@sin yo(y* + y*)
=[Ap* +r*(wcos x0 + ysin x)][Lp’ +r’ (y cos y& + y sin yo)]
HAp* —r*(y cos X0 + y sin x)][Ap” —r” (y cos y& + y sin yo)]
+20" Y (Aw — A7) = 2r*"Y sin x@sin yO(y* + v?)

X+y,,2

=[2A%p*" + 2"y ? cos X6 cos yO + 2r Yy sin x@sin yo + 2r

X+y

wy sin x@ cos yo
+2r*Yyy cos x@sin YO+ 2o (Ay — A?) = 2r**Y sin x@sin yo(y > + y?)

=22° " + 2r "y ? cos x4 cos yO + 2r*Y y? sin x@sin y@ + 2r*Vyy sin x0 cos yé
+2rYyy cos X@sin YO+ 2p* Ay —2p*Y 27 = 2r Yy % sin x@sin y@ — 2r*"Y ¥ sin x@sin yo

=2u[Ap™ + ™ (w(cos x6 cos y& —sin x@sin yod) + y(sin x& cos yo + cos x4sin yH))]

=2u[ A" + Y (wcos(x+ y)@+ysin(x+ y)o)]

=2y (CTh(x+Y)).

i) sTh(x).cTh(y)+cTh(x).sTh(y)+2r**sinx@sin yo(y> + y*) +2p*" (Ay — A7)
=[Ap" —r* (v cos X0 + y sin xO)]|[Ap” + ¥ (w cos yO + y sin yo)]
HAp* +r*(w cos x8 + ysin x)[Ap? —r? (y cos yé + y sin yo)]
+2rY sin x@sin yo(y? + y*) + 20" (Ay — A%)
=[22% p** = 2r*"Yy® cos x@ cos y& — 2r**Y y* sin xdsin y@ — 2r*Vyy sin x0 cos yé
—2r*Yyy cos x@sin yo]+ 2r**Y sin x@sin yo(y* + y*) + 20" (Ay — 1?)

X+y

=21%p"" —2rVy? cos x@ cos yO — 2r**Y y % sin x@sin y@ — 2r*Yyy sin x@ cos yo

—2rYyy cos x@sin y@ + 2r* Yy ? sin x@sin yo + 2r*Y y* sin xgsin yo + 2p*"Y Ly —2p* A
=2u[Ap*" — ™Y (w(cos x@ cos yd —sin xgsin yd) + y(sin X cos yé + cos x@sin yo))]
=2w[Ap*"” — Y (w cos(x+ y)@ + ysin(x+ y)6)]

=2y (sTh(x +Y))

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
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5.2.5. Sonug

Teorem 5.2.4 deki esitliklerde Y = X alinmasiyla

2 (cTh(2x)) = [cTh(X)]? +[sTh(X)]* = 2r**sin® x8(y* + y*) + 2p** (Aw — A%)
2y (sTh(2x)) = 2sTh(x).cTh(x) + 2r** sin” x(y* + y°) + 2p** (Aw — 1?)

esitlikleri elde edilir.

Yari-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlar1 ve Tribonacci sayilari

Simdi, yari-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarinin, Tribonacci sayilarina ait 6zelliklerle

benzerlik gosteren bazi 6zelliklerine bakacagiz.

Yari-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarinin indirgeme bagmtilarini asagidaki teoremle

verebiliriz:

5.2.6. Teorem

i) sTh(x+1) =sTh(x)+sTh(x—1)+sTh(x—2)
i) cTh(x+1)=cTh(x)+cTh(x—-1)+cTh(x—2)

esitlikleri gecerlidir.

fspat

i) Sirasiyla, esitligin sol ve sag taraflarina bakarsak

sTh(x + 1) = Ap** — P*1[y cos(x + 1)@ + ysin(x + 1)0]
= Ap** — 1y (cosx0cosO — sinxOsing) + y(sinxd cosO + cosxgsind)
= Ap**t — r*ly cosx0 cosO + r* Ly sinxdsing — r*1ysinxdcosd — r*+1ysinxo cos
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STh(x)+sTh(x—1) + sTh(x—2) =[A1p* —r*(y cos X8 + y sin x6)]

+HAp ™ =y cos(x —1)@ + ysin(x—1)9)]
HAp 2 =12 (w cos(x—2)8 + y sin(x — 2)6)]

= Ap"+ p* 7+ p 21— r*[w cos x@ + y sin x6]
—r*[w (cos x@ cos @ + sin x@'sin @) + y(sin x@ cos  — cos xGsin 6)]
—1* [ (cos x@ cos 20 +sin x@sin 26) + y(sin X6 cos 26 — cos xEsin 26)]

=10 %(p* + p+1)—r*wcosxO(L+r ' cosd+r?cos26)
—r*wsinx@(r*sin@+r?sin20) —r*ysin x@(1+r " cos & + r * cos 26)
+r*ycos x@(r'sin @ +r?sin 26)

= 0" =’y cos xf(L+r ' cos@ +r?cos26)
—r*wsinx@(r*sin@+r?sin20) —r*ysin x@(1+r " cos & + r* cos 26)

+r*ycos x@(r'sin@+rsin 26)

1+rtcosf+r2cos20 =rcosd ve risind+r2sin20=-rsin@ oldugu goz Gniine

alinirsa, istenilen esitlik elde edilmis olur.
Benzer sekilde ikinci iddianin da dogrulugu kolayca goriilebilir.
5.3. Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlar:

5.3.1. Tanim

X bir reel say1 olsun.

STLh(X) = A'p* — r*(y cosxd +y sinxd) 5. 15)

CTLh(X) =4 p*+1*(y cosx@+y sinxo) (5. 16)

fonksiyonlarina, sirasiyla, yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas siniis ve yari-hiperbolik

Tribonacci-Lucas kosiniis fonksiyonlari denir.

Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas siniis ve yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas kosiniis

fonksiyonlariin grafikleri asagida verilmistir:
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Sekil 5.2. Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas siniis ve yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas
kosiniis fonksiyonlar1

Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlarinin hiperbolik 6zellikleri

Simdi, yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlarinin klasik hiperbolik fonksiyonlara

ait ozellikler ile benzerlik gosteren bazi 6zelliklerine bakacagiz.
5.3.2. Teorem

Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlari i¢in
[cTLh(X)]? —[STLh(X)]? = 44 (or)*[y cosx@+y sin xd]
esitligi vardir.

fspat

[cTLh(X)]? = [STLh(X)]? = [A p* + r*(y cosx0 + y sinx0)]% — [A p* — r*(y cosx8 + y sinxd)]?2
= (A p)2 +2(A p*).r*(y cosxd + ¥ sinx@) + [r*(y cosxd + ¥ sinxd)]?
—[(A p)2 = 2(1 p¥).r*(y cosxO + ¥ sinx0) + [r*(y cosxd +y sinxh)]?]
— 4(A p¥)ri[y cosx + ¥ sinx6]
— 42 (pr)*[y cosxd + ¥ sinxd].

5.3.3. Teorem

Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlart i¢in
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[CTLh(X) + STLh(X)]" = (24))™L[[cTLh(nx) + STLh(nx)].

esitligi gecerlidir.
fspat

Once esitligin sol tarafina bakalim:

[CTLh(X) + STLh(X)]" = [A p* + r*(y cosx6 + y sinx0) + A p* — r*(y cosxf + y sinx0)]"
= @4 p)"
_ (21’)npnx_

Daha sonra esitligin sag tarafina bakarsak:

(20 )[4 p™ +1™(p cosnxd+y sinnxd) + 4 p™ —r™(y cosnxd+y sinnxd)]
(24)"[22 p"]

:(21 )nan

(22 )" [cTLh(nX) + STLh(nX)]

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
5.3.4. Teorem

Yari-hiperbolik  Tribonacci-Lucas  kosiniis ve  yari-hiperbolik  Tribonacci-Lucas

fonksiyonlar1 igin

i) 2w (CTLh(X+Y)) = cTLh(X).cTLh(Y)+STLR(X).STLh(Y) —2r** sin xgsin yO(y 2+ 7 2)+ 20" (A y -1 ?)
i) 2y (STLh(X+Y)) =STLh(X).cTLh(y)+CTLh(x).STLh(Y)+2r *sinxdsin yo(y 2 +7 2)+20* (A w -1 2).

esitlikleri yazilabilir.
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Ispat

i) cTLh(X).cTLh(y)+STLh(X).STLh(y) + 20" (1w —A?)=2r*"Ysinx@sin yoO(y* + %)
=[A p* +1*(y cosx@+y sinxO)][A p’ +r’(w cosyld+y sinyh)]
A p*—r*(w cosx@+y sinx@)][Ap’ —r’ (w cosyl+y sinyéh)]
20 Ay =A%) =2rYsinx@sin yo(y'? + y'%)
=[227%p""Y + 2r*Vy/? cos x@ cos y& + 2r**Yy ? sin x@sin y@ + 2r* Yy 'y sin xé cos yo
+2r'y v cos x@sin yd]+ 2p*Y (A =A%) = 2r*Y sinx@sin yO(y > + y'%)
=227 p"Y +2r*Yy % cos x@ cos yO + 2r**V ' sin x@sin y@ + 2r*Yy/ 'y sin x@ cos yé
+2ry 'y cosx@sin Y@+ 2p* Y Ay —2p*Y A% = 2r*Yy % sin x@sin y@ — 2r**Y y'? sin x@sin yé
=2y [A p*" + Y (y (cos x@ cos y& —sin xgsin yo@) + ¥ (sin x@ cos yé + cos xgsin yo))]
=2p [A o+ (y cos(x+ y)@+y sin(x+y)d)]
=2y (CTLh(x+Y)).

ii) sTLh(X).cTLh(y)+cTLh(x).STLh(y)+2r*Ysinx@sinyf(y > +y?)+2p*"Y(Ay - 1?)
=[A p* —r*(w cosx@+y sinxO)][A p’ +r’ (i cosyd+y sinyo)]
HA p*+1r* (' cosx@+y sin x][A p’ —r’ (v cosyh+y sin yh)]
+2r° sinx@sin yo(w' > + y?) + 20" (Ay' = 17?)
=[217%p*"Y = 2r*"Vy % cos x@ cos y& — 2r**Y »* sin x@sin yo& — 2r*"Yy 'y sin x0 cos yé
—2r*Yy'y cos x@sin y@]+ 2r* sin x@sin yo(w > + y*) + 20"V (A - 17?)
=217 p*Y = 2r*y? cos x@ cos y& — 2r**Y y ? sin x@sin y@ — 2r*Vy 'y sin xd cos yo
—2r*Yy/ 'y cos x@sin y@ + 2r*Yy 2 sin x@sin y@ + 2r* y*sin x@sin y@ + 2p* Y Ay —2p*Y 1
=2 [Ap*" — ™Y (' (cos x6 cos yO —sin x@sin yO) + ¥ (sin X6 cos yé + cos xadsin yh))]
=2 [A oY = (' cos(x+ Y)@+ ysin(x+Yy)0)]
=2y (STLh(x+Y))

elde edilir. Boylelikle istenilen ifade ispat edilmis olur.

5.3.5. Sonug
Teorem 5.3.4 de Y =X alinmasiyla

2y (CTLh(2X)) =[cTLh(X)]? +[STLh()T? = 2r¥*sin® x0(y 2+ 1)+ 20> (A y — A7)
2y (STLh(2X)) = 2sTLh(X).cTLh(X) +2r *sin®x0(y 2 +y 2)+2p>*(Ay —1?)
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esitlikleri elde edilir.

Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlari ve klasik Tribonacci-Lucas sayilari

Simdi, yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlarinin, klasik Tribonacci-Lucas

sayilarma ait 6zelliklerle benzerlik gosteren bazi 6zelliklerinden bahsedecegiz.
5.3.6. Teorem
Yari-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlari i¢in indirgeme bagintilar

1) sTLh(x+1)=sTLh(x)+sTLh(x—1)+sTLh(x—2)
i) cTLh(x+1) =cTLh(x)+cTLh(x—1)+cTLh(x-2)

esitlikleriyle verilebilir.
fspat

Ilk esitligi asagidaki gibi ispatlayabiliriz. Diger esitlik de benzer bigimde ispatlanabilir.

i) Esitligin sirastyla sol ve sag taraflarina bakalim:

STLh(X + 1) = A p** — L[y cos(x + 1)8 + y sin(x + 1)6]
— A p** — 1y (cosxf cosh — sinxdsind) + y (sinxHcosh + cosxhsinh)

= A p**t — 1y cosxfcosh + rly sinxdsing — r*+1y sinxdcosd — 1y’ sinxd cosh

STLh(X) +STLh(x=1) + STLh(x=2) =[A p*=r*(y cosx@+y sinx6)]
HA p =y cos(x=1)0+y sin(x—1)0)]
HA P2 =1y cos(x—2)0+y sin(x—2)8)]
=1 [p"+ P+ p =1y cosxO+y sinxd]
—* [y (cosxOcosd+sin xOsin6) + y (sin x0cos O —cos xdsin )]

—rx‘z[y/' (cos xdcos 28 +sin xgsin 260) + ;/ (sin x@ cos 28 —cos x4sin 20)]
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=1 p2(p% + p+1) 'y cosxO(L+rcosd+r7 cos26)
—ry sinx@(rsin@+r7sin20)-r'y sinx@(L+rcosf+r? cos26)
+r%y cosx0(rsin6+r72sin 20)

=2 p* =1y cosxd(L+rcosd+r?cos20)
—ry sinx@(rsin@+r7sin20)-r'y sinx@(L+rcosf+r?cos26)

+r*y cosxA(r*sin6+r7sin26)

1+rtcosd +r2cos20 = rcosd ve r'sin@+r?sin260=-rsin@ esitlikleri

kullanilarak, teorem ispatlanmis olur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu arastirma sayesinde, daha 6nce Falcon ve Plaza tarafindan [9] ¢alisilmis olan

k -Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarina benzer olarak k-Lucas hiperbolik fonksiyonlari
tanimlanmustir. K -Fibonacci sayilar1 ile k-Lucas sayilar1 arasinda var olan bazi
bagintilarin benzerlerinin Kk -Fibonacci hiperbolik fonksiyonlari ile k-Lucas hiperbolik

fonksiyonlar1 arasinda da var oldugu gosterilmistir.

Ayrica, bugiine kadar ikinci mertebeden rekiirans dizileri i¢in elde edilen hiperbolik
fonksiyon tanimlamalarina benzer olarak, bu c¢alismada, ii¢iincii mertebeden rekiirans
dizileri i¢in hiperbolik fonksiyon tanimlar1 yapilmaya calisildi. Dolayisiyla, iiclincii

mertebeden rekiirans dizilerinin siirekli birer versiyonlar elde edilmis oldu.
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