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1.GİRİŞ 
 
Akış problemlerinin çözümüne yönelik çalışmalar özellikkle son 25 yıldır 

büyük bir hızla devam etmektedir. Ölçüm tekniklerinin geliştirilmesiyle 

deneysel çalışmalar büyük bir ilerleme kaydetmiştir. Bu çalışmalar 

doğrultusunda analitik çalışmalar da hız kazanmıştır. Akış problemlerinin 

sayısal olarak çözülmesiyle ilgili alanda ise ilk çalışmalar 1950’li yıllara 

dayanmasına rağmen, çalışmalar bu dönemde önemli ölçüde elektronik 

hesaplayıcıların gelişimine bağlı olarak daha yavaş ilerlemiştir. Son yıllarda 

özellikle bilgisayar kapasitelerinin ve hızlarının artmasıyla geliştirilen 

metotların fayda ve mahzurlarının görülmesi imkanı doğmuştur. Bununla 

birlikte sayısal çözümleme konularında çok yeni ve ileri çözüm metotları 

geliştirilmeye başlanmıştır. Günümüzde sayısal çözüm alanındaki çalışmalar 

artan bir ivmeyle devam etmektedir. 

 

Analitik çalışmaların faydaları, deneysel veya sayısal çözüm metotlarının 

doğrulanmasına yardımcı olmalarıdır. Deneysel çalışmalar ise gerçek veya 

gerçeğe yakın sonuçların görülmesine yardımcı olması nedeniyle önemlidir. 

Fiziksel anlamda akış problemlerinin davranışları deneysel çalışmalar 

sonucunda görülme imkanı bulmuştur. Bu faydalarının yanında deneysel 

çalışmaların bazı mahzurları da bulunmaktadır. Laboratuvar çalışmalarında 

gerçek ya da istenen sınır şartlarını oluşturmak çoğu zaman zordur. Özellikle 

türbülanslı akışlarda bu zorluk daha çok yaşanmaktadır. Bazen farklı akışlar 

için deney düzeneğinin kalibrasyonu veya kompleks akışlarda doğru ölçümün 

zorluğu küçümsenmeyecek boyutlardadır. Deneysel çalışmaların en büyük 

dezavantajı, deneysel düzeneklerin kurulması ve deney cihazlarının 

maliyetlerinin yüksek olmasıdır.    

 

Sayısal hesaplamaların en büyük avantajı, diğer metotlara göre çok daha 

ucuz ve hızlı olmalarıdır. Analitik ve deneysel çalışmalardaki sınırlamaların 

çoğu yoktur ve her türlü karışık akış probleminin çözümüne imkan 

sağlanmaktadır. Hatta deneysel olarak yapılmasının imkansız olduğu yüksek 
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sıcaklık veya basınç değerlerinde çözüm elde etmek mümkündür. Deneysel 

çalışmalarda karşılaşılan çeşitli parametrelerdeki kalibrasyon sorunları 

yoktur. Sayısal çözümleme maliyetleri ise bilgisayar kapasitelerinin 

gelişmesiyle birlikte sürekli düşmektedir. Fakat sayısal çözümlemelerin de 

bazı dezavantajları vardır. Özellikle türbülanslı akış problemlerinde, sayısal 

çözümlemelerden elde edilen sonuçların doğruluğu, geliştirilen çözüm 

metoduna ve bilgisayarların kapasitesine bağlı  olarak değişmektedir. 

Türbülanslı akışların çözümü için genellikle yüksek sayıda çözüm ağına 

ihtiyaç olmaktadır. Elde edilen sonuçların hassasiyeti kullanılan yöntem ve ağ 

miktarı ile değişkenlik göstermektedir. Akış problemlerinin çözümünde 

sayısal metotların hiçbiri tek başına yeterli değildir. Elde edilen sonuçların 

mutlaka analitik ve deneysel sonuçlarla desteklenmesi gereklidir. 

 

Sayısal çözümlemelerde sonlu hacim ve sonlu farklar metotları akış 

problemlerinin çözümünde genel çözüm yöntemleridir. Bir akışkan, hareketi 

boyunca çoğu zaman katı yüzeylerle temas halindedir. Katı yüzeyler de düz 

ve eğrisel yüzeyler olarak ikiye ayrılmaktadırlar. Bu nedenle yüzey üzerinden 

akış problemlerinin çözümünde kullanılacak koordinat sistemi önemlidir.  

Günümüzde eğik veya eğrisel yüzeye sahip karmaşık yüzeyler üzerinden 

akışlar için, yüzeye uyumlu eğrisel koordinat sisteminin kullanılması daha 

yaygın hale gelmiştir. 

 

Eğrisel koordinat sisteminde momentum denklemlerinde yer alan değişkenler 

için iki alternatif bulunmaktadır. Bunlardan ilki kartezyen hız bileşenleri, diğeri 

kartezyen olmayan hız bileşenleridir.  Hareket denklemleri olarak tanımlanan 

Navier-Stokes (N-S) denklemlerinde, basit oluşu nedeniyle kartezyen hız 

bileşenleri tercih edilmelerine karşın, kartezyen olmayan hız bileşenlerinin 

kullanıldığı eğrisel koordinatlarda tam konservatif N-S denklemlerinin 

kullanılması hızla yaygınlaşmaktadır. Bu metot ilk olarak Karki (1986) 

tarafından doktora tez çalışmasında geliştirilmiştir.  Kullanılan yöntem temel 

olarak, kartezyen hız bileşenlerinin kullanıldığı denklemlerde bazı 

değişiklikler yapılarak, kartezyen olmayan hız bileşenlerinin kullanıldığı  
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denklemler haline dönüştürülmesi esasına dayanmaktadır. Kullanılan yöntem 

daha sonra birçok araştırmacı için temel teşkil etmiştir [Xu ve Zhang, 2000]. 

 

Grid dağılımının oluşturulması sayısal çözümlemelerde diğer önemli bir 

unsurdur. Grid dağılımı, kaydırılmış ve kaydırılmamış grid olarak ikiye 

ayrılmaktadır. Kaydırılmış grid dağılımında ortogonal koordinatlarda fiziksel 

olarak anlamsız basınç dalgalanmaları engellenebilmektedir. Fakat ortogonal 

olmayan koordinatlarda, hız bileşenleri koordinat çizgileri ile aynı doğrultuda 

olmadıklarından, uygun hız bileşenleri kullanılmadığı takdirde bu yöntem 

yeterli sonuç vermemektedir. Kaydırılmamış grid dağılımının kullanımı basit 

ve kolay oluşları nedeniyle daha yaygın kullanılmaktadır. Bu tür grid 

dağılımında fiziksel olarak anlamsız basınç dalgalanmalarının engelenmesi 

maksadıyla Rhie ve Chow (1983), daha basit kullanımı olan  yeni bir yöntem 

geliştirmiştir [Xu ve Zhang, 2000]. 

 

Sürtünmeli veya sürtünmesiz akış problemleri için geliştirilen sayısal çözüm 

metotları sıkıştırılamaz ve sıkıştırılabilir akışlar için olmak üzere 

sınıflandırılmaktadırlar. Sıkıştırılamaz akışlar için geliştirilen metotlar 

genellikle basıncı ana bağımlı değişken olarak almakta ve fiziksel olarak 

anlamsız basınç dalgalanmaları engellemek için kaydırılmış grid dağılımını 

kullanmaktadırlar. Sıkıştırılabilir akışlarda ise yoğunluk ana bağımlı değişken 

olarak alınmakta, basınç daha sonra hal denkleminden elde edilmektedir. Bu 

yöntemlerin çoğu, tüm değişkenlerin aynı konumda bulunduğu kaydırılmamış 

grid dağılımını kullanmaktadırlar.  Yoğunluğun değişken olarak kullanıldığı bu 

metotlar, sıkıştırılamaz veya Mach sayısının düşük olduğu akışlarda  

kullanılamaz.  Bunun nedeni, yoğunluk değişimlerinin çok küçük olması ve 

basınç-yoğunluk bağımlılığının (coupling) zayıflamasıdır. Basıncı ana 

değişken olarak kullanan metotlarda basıncın Mach sayısı değişiminden 

etkilenmemesi nedeniyle söz konusu zorluk yaşanmamaktadır. Bu nedenle 

sayısal çözüm yönteminde, basıncın ana değişken olarak kullanılması daha 

geniş Mach sayısında kullanım imkanı vermektedir [Karki ve Patankar, 1989]. 
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Akım tipleri laminer ve türbülanslı olarak ikiye ayrılırlar. Mühendislik 

uygulamalarında, akışkan hareketinin en karmaşık türü olarak türbülanslı 

akışlar bilinir. Tüm türbülanslı akışların bir karakteristiği, düzensizlik ve 

rasgeleliktir. Bu durum, türbülans modellerine belirleyici bakışı imkansız 

yapar, bunun yerine istatistiksel metotlara dayanılır. 

 

Türbülans modellemenin en önemli sorunu hangi modelin hangi akış tipleri  

için uygun olduğu veya genel bir türbülans modelinin tüm akışlarda yeterince 

tatminkar sonuçlar verip veremeyeceğidir. Türbülans modelinin genel bir 

model olması için sadece özel bir problem için uygun olması yeterli değildir. 

Türbülanslı akış genellikle yüksek Reynolds sayılarında meydana gelir. 

Türbülans çoğu zaman, genel olarak yüksek Reynolds sayılarında laminer 

akışın stabilitesinin bozulması esasına dayandırılır. Bozuk stabilite, hareket 

denklemlerindeki viskoz ve lineer olmayan atalet terimlerinin etkileşmesiyle 

ilgilidir.  

 

Birçok mühendislik tasarımında kanat üzerinden akışa rastlamak 

mümkündür. Bunlardan bazıları, uçak, helikopter rotorları, kompresörler, 

türbinler ve fanlar olarak sıralanabilir. Çok çeşitli kanat geometrisi olmakla 

birlikte, kanat kesitinin geometrisi genel tasarım kriterlerini belirleyen en 

önemli unsurdur.  

 

Bir akış probleminin çözülebilmesi için öncelikle akış denklemleri olan Navier-

Stokes denklemlerinin çözülmesi gerekmektedir. Bu denklemlerin 

sürtünmesiz şekline Euler denklemleri denilir. Geçmişte yapılan çalışmalarda, 

yüzey üzerinden akış problemleri sürtünmesiz akış kabulü yapılarak, Euler 

denklemleri çözülmesi esasına dayandırılmıştır. Daha sonra sonuçlar 

sürtünmenin etkisini dikkate alacak şekilde ampirik bağıntılarla modifiye 

edilmiştir. Sürtünmeli akışlar söz konusu olduğunda sınır tabaka oluşumu söz 

konusu olmakta ve bu noktada yüzey üzerinde oluşturulması gereken grid 

dağılımı çok büyük önem arz etmektedir. Grid dağılımının doğru 

oluşturulması elde edilecek değerlerin doğruluk derecelerini artıran en önemli 
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parametrelerdendir. Çünkü basit geometrilerde grid dağılımını oluşturmak 

kolay olmasına rağmen kanat gibi karışık geometrilerde bu çok 

zorlaşmaktadır. Geçmiş çalışmalarda daha çok basit geometriler üzerinde 

çalışılmıştır. Problemin türbülanslı oluşu çözümü zorlayan en önemli 

etkenlerdendir. Gerçek hayatta akış problemlerinin çoğu türbülanslı 

akışlardır. Türbülanslı akışların çözümüne yönelik birçok araştırma 

yapılmaktadır. Fakat türbülansla ilgili henüz tüm problemlere uygulanabilen 

genel bir model elde edilebilmiş değildir. Yaygın olarak kullanılan birkaç 

model ön plana çıkmıştır. Bunlardan bir tanesi de bu çalışmada kullanılan k-ε 

türbülans modelidir.  

 

Bu çalışmada, sıkıştırılabilir akış için, süreklilik, momentum ve enerji 

denklemleri, standart k-ε türbülans modeli denklemleri ile birlikte çözülmüştür.  

Eğri yüzey üzerinden akış problemlerinin çözümü için koordinat 

transformasyonu yapılarak, denklemlerin kartezyen koordinatlardaki ifadeleri, 

eğrisel koordinat sistemine transform edilmiştir. Eğrisel koordinatlardaki 

denklemler kontrol hacmi yaklaşımı kullanılarak ayrıklaştırılmıştır. Tez 

çalışması sırasında geliştirilen bilgisayar programı kullanılarak, iç ve dış 

akışlar için, çeşitli geometri ve sınır şartlarındaki problemler için çözüm 

yapılmış, sonuçlar literatürdeki deneysel ve sayısal benzer çalışmaların 

sonuçları ile karşılaştırılıp, yorumlanmıştır. Eğrisel yüzeyler üzerinden akış 

analizi için, H-tipi ve C-tipi ağ oluşumu oluşturmak için de ayrı bir kod 

yazılmıştır.  
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 
 

Literatürde, gerek düz gerekse eğrisel yüzeyler üzerinden, sıkıştırılamaz ve 

sıkıştırılabilir akış problemlerinin analizi ile ilgili birçok deneysel ve sayısal 

çalışma bulunmaktadır. Son yıllarda, bilgisayar kapasitelerinin artması ve 

ticari Hesaplamalı Akışkanlar Dinamiği (HAD) kodlarının geliştirilmiş olması 

nedeniyle konu ile ilgili birçok sayısal çalışma yapılmıştır. Ayrıca teknolojinin 

gelişmine bağlı olarak deney düzeneklerinin hassasiyetlerinin artması ve yeni 

geliştirimiş alet ve cihazlar kullanılarak konu ile ilgili birçok deneysel çalışma 

da göze çarpmaktadır. 

 

Launder ve Spalding [1974], günümüzde standart  k-ε modeli olarak bilinen 

ve birçok akış probleminin çözümünde kullanılan türbülans modelini 

geliştirmişlerdir.  Bu tez çalışmasında da Launder ve Spalding [1974], 

tarafında geliştirilen standart k-ε türbülans modeli kullanılmıştır.  

 

Sıkıştırılabilir ve sıkıştırılamaz viskoz akışlar için bütün hızları kapsayacak 

(ses altı-sesüstü) şekilde SIMPLER algoritması kullanılarak sayısal bir metot 

Karki [1986], Karki ve Patankar [1989] tarafından geliştirilmiştir. Geliştirilen bu 

metotda kartezyen koordinatlardaki hızlar yerine, eğrisel koordinatlar 

doğrultusundaki hız bileşenleri kullanılmıştır. Geliştirilen metod kullanırak 

yapılan sayısal simülasyon sonuçları literatürdeki deneysel ve sayısal 

sonuçlarla karşılaştırılarak metodun geçerliliği kanıtlanmıştır. Lai ve Yang 

[1997], silindirik koordinatlarda standart k-ε modeli ve 3 değişik düşük 

Reynolds sayılı k-ε türbülans modelleri ve duvar fonksiyonlarını kullanarak 

içinde halka bulunan boru içinden akışı incelemişlerdir. Çözüm hem gelişen 

hem de tam gelişmiş akımlar için elde edilmiştir. Gelişmekte olan akış 

bölgesinde, türbülansa geçişin engellenmesi (turbulunce suppression)  düşük 

Reynolds sayılı türbülans modellerinin sonuçlarının  deneysel sonuçlarla 

daha uyumlu şekilde tahmin edildiği görülmüştür.  
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Ni [1982], zamana bağlı 2 boyutlu Euler denklemlerini Ni tümseği (Ni Bump) 

üzerinden akış için çözmüştür.  Yapılan çalışmada, multigrid tekniği ile ikinci 

dereceden hassas sonlu hacmi metodu birleştirilerek yeni bir hızlı ve açık 

(explicit) metod geliştirilmiştir. Yapmış olduğum tez çalışması sırasında, Ni 

tümseği kullanılarak ses altı, transonik ve ses üstü hızlar için simülasyonlar 

yapılmış ve sonuçlar tez içinde  verilmiştir. Kararlı akım şartlarında Euler 

denklemlerinin transonic akışların çözümü için yeni ve efektif bir metod Atkins 

ve Hassan [1983] tarafından geliştirilmiştir. Jameson ve Mavriplis [1985] iki 

boyutlu Euler denklemlerini sonlu hacim metodunu kullanarak çözmüşlerdir. 

Çözümlemede 0o ve 1.25o hücum açılarında 0.8 Mach sayısında NACA 0012 

kanat üzerinden transonic akışı incelemişlerdir. Elde edilen sonuçların 

deneysel ve sayısal çözümlerle örtüştüğü tespit edilmiştir. 

 

Literatürde koordinat transformasyonu yapılarak, kanat ve çeşitli geometriler 

üzerinden dış laminer akışlarla ilgili birçok çalışma bulunmaktadır. 

Sıkıştırılabilir konservatif formdaki Navier-Stokes denklemlerinin sayısal 

çözümü için implicit sonlu farklar yöntemi Beam ve Warming [1978] 

tarafından geliştirilmiştir. Geliştirilen metod sadece kartezyen koordinat 

sistemindeki akış problemlerinin çözümü ile sınırlı oldu belitilmiştir. Metot, 

Couette akış, düz plaka üzerinde ses üstü akışlar için uygulanmış olup, 

yöntemin şok sınır tabaka etkileşimini doğru olarak tahmin ettiği gösterilmiştir.  

Pulliam ve Steger [1980], koordinat transformasyonu yaparak sıkıştırılabilir 

ve laminer 3 boyutlu akışlar için implicit sonlu fark metodu ile transonik 

sürtünmesiz ve sürtünmeli akış denklemlerini çözmüşlerdir. MacCormack 

[1982], yüksek Reynolds sayılı laminer akışları incelemiştir. Literatürde kendi 

adı ile bilinen MacCormack implicit sonlu fark metodunu geliştirmiştir. Düz bir 

plaka üzerinde ses üstü (Mach=2) ve yüksek laminer (Re=296,000) akışta 

plaka üzerinde oluşan şok dalgalarının etkisiyle sınır tabakada bir ayrılma 

sonra tekrar birleşme görüldüğünü tesbit edilmiş ve bu ayrılma-birleşme 

bölgesinin içinde girdaplar oluştuğu görülmüştür. Lawrence ve ark. 

[1984,1989], 2 boyutlu “Parabolized Navier-Stokes” denklemlerine implicit 

MacCormack metodunun uygulamasını incelemişlerdir. Koordinat 
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transformasyonu yapıp denklemleri boyutsuzlandırarak, düz plaka ve 15o 

eğimli köşe üzerinden hipersonik akış üzerinde çalışmışlardır. Sonuçlar, 

literatürdeki sayısal ve deneysel çalışma sonuçları ile karşılaştırılmış ve 

uyumlu olduğu görülmüştür. Sıkıştırılamaz ve laminer kararlı akışlar için 

ortogonal olmayan kaydırılmamış ağ kullanılarak yeni bir sayısal yaklaşım Xu 

ve Zhang [2000] tarafından geliştirilmiştir. Eğrisel koordinatlarda momentum 

denklemlerinin çözümünde bağımlı değişken olarak karşıdeğişken 

(contravariant) hızları kullanmışlardır. Davis ve ark. [1984] sıkıştırılabilir 

viskoz akışların çözümü için zaman ilerlemeli kontrol hacmi ve multiple-grid 

tekniği kullanarak farklı bir metot geliştirmiştir. Geliştirilen yöntem süpersonik 

difüzörde ve kıvrımlı daralan bir boru içinde akış için çözülmüş ve deneysel 

sonuçlarla karşılaştırılmıştır. Sürtünmeli ve sürtünmesiz transonik akışların 

NACA 0012 kanat üzerinden 0o ve 1.25o hücum açılarında akışını incelemek 

için implicit bir yöntem Venkatakrishnan [1989] tarafından geliştirilmiş ve 

kullanılmıştır. Chima ve Johnson [1985] multigrid algoritması kullanılarak 

Euler ve Navier-Stokes denklemlerinin çözümü için bir metod geliştirilmiştir. 

Geliştirilen yöntem ses altı transonik ve ses üstü sürtünmesiz akışlar ile ses 

altı hızlarda  viskoz akış problemlerinin çözümünde başarılı bir şekilde 

kullanılmıştır. NACA 0012 ve RAE 2822 tipi iki farklı kanat üzerinde farklı 

Mach sayısı, hücum açısı ve Reynold sayılarında kartezyen ağ kullanılarak 

Navier-Stokes denklemleri sonlu hacim yöntemi kullanılarak Frymier ve ark. 

[1988] tarafından çözülmüştür. Yukarıda bahsedilen çalışmalar laminer akış 

problemleri için yapılmış çalışmalardır, bu tez çalışmasında ise sadece 

laminer akış ile ilgili değil ayrıca türbülanslı akış problemleri için de çözümler 

yapılmıştır. 

 

Swanson ve Radespiel [1991], Navier-Stokes denklemlerini hücre merkezli 

(cell centered) ve hücre kenarlı (cell vertex) sonlu hacim multigrid yöntemi ile 

çözmüştür. Her iki yöntem kanat üzerinde transonik akış problemi için 

denenmiş, ve her iki yöntemin de yakınsadığı ve iyi sonuç verdiği 

görülmüştür. Liu ve Jameson [1992] türbülanslı ve sıkıştırılabilir 3 boyutlu 

akışı sonlu hacim metodunu kullanarak çözümlemişlerdir. Türbülans modeli 
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olarak  Baldwin-Lomax metodunu kullanmışlardır. İlk olarak 0o hücum açısı, 

0.5 Mach sayısı ve 5000 Reynolds sayısında NACA 0012 kanat üzerinden 

laminer akış çözülmüş, sürtünme ve sürükleme katsayıları elde edilmiştir. 

Bulgular literatürdeki sonuçlara çok yakın çıkmıştır. Daha sonra düz plaka 

üzerinden 0.3 Mach ve 35000 Reynolds sayısında laminer akış çözülerek hız 

ve sürtünme katsayıları elde edilmiştir. Bu akış düşük Mach sayısında 

sıkıştırılabilir kabul edilerek Blasius denklemlerinden elde edilen sonuçlarla 

kıyaslanmıştır. Aynı plaka üzerinden türbülanslı akış denemesi ise 6x106 

Reynolds sayısında gerçekleştirilmiş, bulgular Prandtl’ın 1/5 kanunu ile 

kıyaslanmıştır. Her iki laminer ve türbülanslı akış sonuçlarının analitik 

denklemlerden elde edilenlerle uyumlu olduğunu tespit etmişlerdir. Liu ve 

Jameson [1992] yapmış oldukları çalışma, bu tezde yapılan çalışmanın 

benzeri bir çalışma olup temel farklılık kullanılan türbülans modellerinin 

farklılığıdır.  Ayrıca seçilen parametreler de birbirinden farklıdır. 

 

Ahmed ve ark. [1998], standart k-ε modeli ile SIMPLE metodu ve duvar 

fonksiyonlarını kullanarak, sıkıştırılamaz, zamandan bağımsız, türbülanslı ve 

sistemde ısı transferinin olmadığı bir durum için, 2 boyutlu akış denklemlerini 

sayısal olarak çözerek NACA 0012 kanadı üzerindeki akışı incelemişlerdir. 

Çalışmada yüksek hücum açılarında ayrılma noktası bulunmaya çalışılmış, 

hücum açısının ve soliditenin (c/s, veter boyunun, kanat izdüşüm alanına 

oranı) akışa etkileri incelenmiştir. Ayrıca basınç, taşıma ve sürükleme 

katsayıları hesaplanarak literatürdeki sonuçlarla kıyaslanmıştır. Soliditenin 

artmasıyla ayrılmanın gerçekleştiği hücum açısının arttığı sonucuna 

varmıştır. Ayrıca basınç, taşıma ve sürükleme katsayılarının önemli ölçüde 

hücum açısı ve soliditeden etkilendiğini tespit etmiştir.  

 

Mittal [1998] çalışmasında zamana bağlı sürtünmeli akışlar için bir yöntem 

geliştirmiştir. NACA 0012 kanadı üzerinden çeşitli hızlarda akışlar 

çözümlenmiştir. İlk olarak 00 hücum açısında 0.5 Mach ve 5000 Reynolds 

sayısında laminer akış çözülerek basınç, entropi ve Mach sayısı dağılımları 

hesaplanmıştır. Sonuçların literatürdekilerle örtüştüğü görülmüştür. Daha 
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sonra 00 hücum açısında, 0.85 Mach sayısında sırasıyla 500, 2000 ve 10000 

Reynolds sayılarında transonic akış incelenmiş, basınç ve sürtünme 

katsayıları literatürdekilerle kıyaslanmıştır. Son olarak 0.85 Mach sayısında 

ve bu defa 100 hücum açısında akışı çözümlemiştir. Sürükleme ve taşıma 

katsayısı grafiklerinden akışın belli zaman sonra zamandan bağımsız hale 

dönüştüğü şeklinde ilginç bir sonuç tespit edilmiştir.   

 

Matesanz ve ark. [1998], k-ε türbülans modelini kullanarak zamana bağlı 

Reynolds ortalamalı Navier-Stokes denklemlerini süpersonik akışları sonlu 

elemanlar metodunu kullanarak çözmek için bir bilgisayar programı 

geliştirmişlerdir. Doğrulama için düz plaka üzerinden akış sonuçları deneysel 

sonuçlarla karşılaştırılmıştır. Metot uçak gövdesi üzerinde yüksek hızlı 

(Mach<5) akış simülasyonu için de kullanılmıştır. Barakos ve Dirikakis [1999], 

zamana bağlı, implicit, sıkıştırılabilir, laminer ve türbülanslı akışları, farklı 

Mach sayılarında salınım hareketi yapan NACA 0012 kanadı ve hareketli 

yüzeyler üzerinde incelemişlerdir. Sonuçların değişik türbülans modellerinde 

önemli ölçüde farklılıklar gösterdiği görülmüştür. Dolayısıyla türbülans 

modelinin doğru seçimi çözümün doğruluğunda belirleyici rol üstlenmektedir. 

 

Murthy ve ark. [2000] kararsız sıkıştırılabilir Navier-Stokes denklemlerini 

sürtünmesiz akış için üçüncü derece Roe metodu ile sürtünmeli akışlar için 

ise ikinci derece sonlu fark metodu ile çözümlemiştir. Akış denklemleri eğrisel 

koordinatlarda implicit sonlu hacim metod ile O-tipi ağ yapısı kullanılarak 

NACA 0012 kanat üzerinden akış için çözülmüştür.  Çözüm metodunun, 

girdabın oluşum, gelişme ve ayrılma karakteristiklerini doğru olarak tahmin 

ettiğini belirlemişlerdir. Duvar fonksiyonları yaklaşımının RANS 

denklemlerinde geçerliliğini göstermek için sayısal bir çalışma Goncalves ve 

Houdeville [2001] tarafından 4 farklı türbülans modeli baz alınarak 

yapılmıştır. Düz plaka üzerinde ve OALT25 tipi kanat üzerinde basınç ve 

sürtünme katsayıları hesaplanarak deneysel sonuçlar ile karşılaştırılmıştır. 
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 Shan ve ark. [2004] 2 boyutlu direk nümerik simülasyon yöntemini 

kullanarak, eğrisel koordinat sisteminde 0.2 Mach sayısı ve 105 Reynolds 

sayısında NACA 0012 kanadı üzerinden, türbülanslı olmayan ve sıkıştırılabilir 

Navier-Stokes denklemlerini çözerek akışta ayrılma ve türbülansa geçişi 

incelemişlerdir. Çözümde C-tipi eliptik grid dağılımını kullanmıştır. Kelvin–

Helmholtz kararsızlığının kanat üzerinden ayrılmaya sebep olduğu sonucuna 

varmışlardır. 

 
Sun ve ark. [2004] spektral hacim metodunu kullanarak Navier-Stokes 

denklemlerini çözmüşlerdir. Denklemlerin ayrıklaştırılmasında sükli olmayan 

Galerkin metodunu kullanmışlardır. Çeşitli viskoz ve laminer akış 

problemlerini çözerek analitik ve sayısal çözümlerle kıyaslamışlardır. İlk 

olarak 0.3 Mach  ve 10000 Reynolds sayısında düz plaka üzerinden akış 

çözülmüştür. Plakaya dikey doğrultuda hız değişimi ve plaka boyunca 

sürtünme katsayısı hesaplanmıştır. Daha sonra 0 hücum açısı, 0.5 Mach 

sayısı ve 5000 Reynolds sayısında NACA 0012 kanat üzerinden akış için 

veter boyunca basınç ve sürtünme katsayıları hesaplanmıştır. Elde edilen 

sonuçların analitik ve sayısal çözümlerle uyumluluk gösterdiğini tespit 

etmişlerdir.  

 

Du ve Wu [2004], düşük Reynolds sayılı k-ε modelini kullanılarak RAE 2822 

ve  NACA 4412 kanatları ile transonik difüzer üzerindeki akışı incelemişlerdir. 

Çözüm esnasında akış denklemlerinin konveksiyon-difüzyon kısmı sayısal, 

diğer kaynak kısmı ise analitik yöntemle çözülerek sayısal/analitik karışık 

çözüm metodu kullanılmıştır. Yang [2004], zamana bağlı Favre ortalamalı 

Navier-Stokes denklemlerini düşük Reynolds sayılı k-ε modeli ile çözerek 

hareketli kanatlar üzerinden akışı incelemiştir. NACA 0012 kanadı üzerinden 

türbülanslı akış çözülerek deneysel kıyaslamalar yapılmıştır. 
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3. MATEMATİKSEL FORMULASYON 
 

3.1. Problemin Tanımı 
 
Tez çalışmasında, kanat üzerinden sıkıştırılabilir bir akışın çözümü için 

sayısal bir çözüm yönteminin oluşturulması amaçlanmaktadır. Çalışmada 

kullanılan tipik bir kanat kesidi Şekil 3.1’de verilmiştir.  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Şekil 3.1  Tipik bir kanat geometrisi 

 

Şekil 3.1 üzerinde de görüldüğü üzere kanat kesidi bir takım değişkenler ile 

tanımlanmaktadır. Bu temel değişkenler kanadın temel karalteristiğini 

belirlemektedir. Ortalama eğrilik çizgisi kanadın alt ve üst kenarlarına eşit 

mesafedeki (eğriye dik olmak koşuluyla) noktaların oluşturduğu eğridir. 

Kanadın en ön ucuna hücum kenarı, en uç arka noktasına da firar kenarı 

denmektedir. Hücum kenarı ile firar kenarını birleştiren doğruya veter çizgisi 

adı verilmektedir. Veter çizgisi ile ortalama eğrilik çizgisi arasındaki vetere dik 

maksimum mesafeye ise eğrilik denmektedir. NACA (National Advisory 

Commitee for Aeronautics) kanat profilleri literatürde en çok kullanılan kanat 

tipleridir. Bu tez çalışmasında da bu tip kanat üzerinden akış incelenmiştir. 

NACA kanat kesitleri dört, beş veya altı rakamdan oluşacak şekilde 

Kalınlık 

Eğrilik Firar Kenarı 

Hücum Kenarı 

Veter Çizgisi (c) 

Hücum Açısı (α) 

Hava Akışı, U 

Ortalama Eğrilik Çizgisi 
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tanımlanmışlardır. Örneğin dört rakamlı NACA 0012 kanat kesitinde ilk rakam 

maksimum eğrilik değerini veter uzunluğunun (c) yüzdesi olarak vermektedir. 

İkinci rakam maksimum eğriliğin oluştuğu noktanın hücum kenarına olan 

mesafesinin veter uzunluğuna oranının on katı olan değer olarak ifade eder. 

Son iki rakam ise maksimum kalınlık değerinin veter uzunluğuna oranını 

yüzdesel olarak ifade eder. Seçilen kanat kesidi için bu değer 0.12 c’dir.    

 

Şekil 3.1’de görülen kanat üzerine gelen hava, kanadın hücum kenarına 

çarptıktan sonra üst ve alt yüzeylerden firar kenarına ulaşarak kanadı terk 

etmektedir. Kanadın veter çizgisi ile havanın geliş yönü arasındaki açıya 

hücum açısı denmektedir. Hücum açısının artması ile kanadın alt ve üst 

yüzeylerinde basınç farkı oluşmakta ve taşıma katsayısı doğrusal olarak 

artmaktadır. Fakat hücum açısının belli bir değere ulaşmasının ardından, 

akışkan kanadın üst yüzeyinden ayrılmaya başlar. Bunun sonucunda, 

“pertdövite” veya “stall” olarak adlandırılan olay meydana gelir ve taşıma 

katsayısında, dolayısıyla kaldırma kuvvetinde ani düşüş, yani ani taşıma 

kaybı oluşur.  

 

Bir kanadın genel karakteristik özelliğini üç temel değişken belirlemektedir. 

Bunlar, taşıma katsayısı (CL), Sürükleme katsayısı (CD) ve moment katsayısı 

(CM)‘dır. 

  

Bu tez çalışmasında geliştirilen yazılım sırasında yapılan bazı kabuller 

aşağıda verilmiştir. 

 

1. Akış iki boyutlu ve eğrisel koordinatlarda çözülmektedir.. 

2. Akış sürtünmelidir. 

3. Akış türbülanslıdır. 

4. Akış sıkıştırılabilirdir. 

5. Akışkan olarak ideal gaz kabul edilen hava kullanılmaktadır. 

6. Yer çekiminin etkisi ihmal edilmektedir. 
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3.2. Genel Denklemler 
 
Bir problemin tanımlanması ve sınır şartlarının ortaya konulmasından sonra 

sayısal olarak çözülmesi için, öncelikle ihtiyaç duyulan diferansiyel 

denklemlerin ifade edilmesi gerekir. İkinci adım olarak diferansiyel 

denklemler, kullanılan grid sisteminde ayrıklaştırılmalıdır. Son adım olarak ise 

ayrıklaştırılan denklemlerin uygun yöntemlerle çözümünü içermektedir.  

 

Tez çalımasında kullanılan süreklilik, momentum, enerji ve türbülans 

denklemleri kartezyen koordinatlarda aşağıdaki şekilde  verilmiştir.  

 

3.2.1. Süreklilik denklemi 
 

Süreklilik denklemi akışkanın hareketi esnasında kütlesinin korunumunu 

ifade etmektedir. Kartezyen iki boyutlu koordinatlarda kararsız akış için 

aşağıdaki gibidir. 

 

0=∇+
∂
∂ →→

).(ρ
t
ρ V                                                                                          (3.1) 

0=
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

y
v)(ρ

x
u)(ρ

t
ρ                                                                                 (3.2) 

 

Burada,  

ρ : Yoğunluk 

u : Yatay (x) yöndeki hız bileşeni 

v : Dikey (y) yöndeki hız bileşeni    

 

Akışkan hareketi sıkıştırılamaz olarak kabul edilirse, Eş. 3.1 aşağıdaki 

şekilde ifade edilebilir. 

 

0=∇
→→
V.                                                                                                       (3.3) 
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3.2.2. Momentum denklemleri 
 
Genel momentum denkleminin yatay (x) ve dikey (y) yöndeki bileşenleri 

aşağıdaki gibidir. 

 

x- yönündeki momentum denklemi 
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y-yönündeki momentum denklemi 
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Burada, 

 

y
v
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u

∂
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+
∂
∂

=∇
→→
V.                                                                                            (3.8) 

tµµµeff +=                                                                                                 (3.9) 

ε
ρµ µ
kCt =                                                                                                (3.10) 
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Yukarıda, S  kaynak terimi, 
t

xS  x-yönündeki ve 
t

yS  y-yönündeki türbülans 

kaynak terimleri, tµ  türbülans viskozitesi, effµ  ise efektif viskozitedir. 

Momentum denklemlerinde yer alan 
→→

∇ V.  vektörel çarpım değeri 

sıkıştırılamayan akışlar için sıfır alınır.    

 

3.2.3. Enerji denklemi 
 
Sıcaklık dağılımını elde etmek için enerji denkleminin çözülmesi 

gerekmektedir. Enerji denklemi aşağıdaki gibidir.  
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Burada h   toplam enthalpi değeri olup aşağıdaki gibidir. 

 

kvuTCh P +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

22

2
1                                                                           (3.12)      

 
3.2.4. Hal denklemi 
 
Sıkıştırılabilir akışlarda yoğunluk değişken olması nedeniyle, basınç ve 

sıcaklık değerleri kullanılarak ideal gaz hal denkleminden bulunabilir. 

 

ρRTP =                                                                                              (3.13) 

M
RR =                                                                                                       (3.14) 

kmolKkNmR /314.8=                                                                          

 

Yukarıdaki denklemlerde P  mutlak basınç, R  evrensel gaz sabiti, M gazın 

molekül ağırlığı ve T  mutlak sıcaklıktır. 
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3.2.5. Türbülans denklemleri 
 
Günümüzde daha gelişmiş başka türbülans modelleri bulunmasına rağmen 

Launder ve Spalding (1974) tarafından geliştirilen standart ε−k  türbülans 

modeli birçok probleme kolay uyum sağlaması ve daha az bilgisayar 

kapasitesi gerektirmesi nedeniyle birçok araştırmacı tarafından 

kullanılmaktadır. Bu modelde akışın tam türbülanslı olduğu, duvar yakınında 

türbülans stress üretim miktarı ile türbülans kinetik enerjisi yutulma miktarının 

eşit olduğu yerel bir denge durumu kabul edilmiştir. Bu kabul yerel türbülans 

sayısı olan ε/υkt

2
Re =  türbülanslı Reynolds sayısının büyük olduğu 

varsayımına dayanmaktadır. Bu nedenle standart ε−k  türbülans modeli 

bazen yüksek Reynolds sayılı türbülans modeli olarak da adlandırılmaktadır. 

Ret değerinin 150’den büyük olduğu durumlar genelde yüksek Reynolds 

sayısı olarak kabul edilmektedir.  

 

Reynolds sayısının düşük olduğu akış durumlarında moleküler viskozitenin 

etkisi büyür. Ortalama harekete katkısının yanında moleküler viskozite, 

üretim, yutulma ve türbülans transportu süreçlerini de doğrudan etkiler. 

 

En sıkça rastlanan düşük Reynolds sayılı türbülans, bir cidar yada duvar 

üzerinde meydana gelen sınır tabaka akışlarıdır. Kaymayan (no-slip) akış 

sınır koşulunda, duvarın üzerinde çok ince sonlu bir akış bölgesi meydana 

gelir. Bu bölgede kaymayan sınır koşulundan dolayı, türbülans büyüklüklerin 

tümü yok olur. Bu bölgede yutulma oranı, ε  sonlu bir değerde kalırken kinetik 

enerji, k sıfır olur ve bu nedenle Ret duvara yaklaştıkça sıfıra doğru gitme 

eğilimi gösterir. Sonuç olarak, moleküler viskozite duvara yakın türbülanslı 

akışlarda baskın bir rol oynar. 

 

Bu tez çalışmasında standart ε−k  türbülans modeli kullanılmıştır. Standart 

ε−k  türbülans denklemleri aşağıdaki şekilde verilmektedir. 
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Türbülans kinetik enerjisi (k) için taşınım denklemi,   
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Türbülans kinetik enerjisi yutulma miktarı (ε) için taşınım denklemi, 
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Burada kaynak terimleri kS  ve εS  şu şekilde elde edilmektedir. 
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Bu denklemlerde kullanılan türbülans viskozitesi ve türbülans sabitleri 

aşağıda verilmiştir. 

 

ε
kCρµ µt

2

=                                                                                             (3.20) 

3101921441090 21 .σ.σ.C.C.C εkεεµ =====             (3.21) 

 

Standart k-ε modellerinde moleküler viskozitenin etkili olduğu bu duvara 

yakın bölgedeki (viskoz alt sınır tabaka) çözümler için duvar fonksiyonları 

kullanılmaktadır. Duvar fonksiyonu yaklaşımı, sınırlardan uzaktaki 

akışkandaki noktaların yüzey sınır koşullarıyla ilişkilendirilmesi ve bu suretle 

viskozitenin doğrudan etkisinin modellenmesi probleminden kaçınılması 
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olarak ifade edilebilir. Bu çözüm prosedürünün geçerliliği, viskoz etkilerin 

önemsiz olduğu, Reynolds sayısının yeterince büyük olduğu veya genel 

duvar fonksiyonlarının çok iyi tanımlandığı akış durumlarıyla sınırlıdır. 

Bunların dışında pratikte duvar fonksiyonu yaklaşımının geçerli olmadığı çok 

sayıda durumla karşılaşılabilmektedir. Bunlar, düşük Reynolds sayısında ve 

geçiş bölgesindeki türbülanslı sınır tabaka akışları, zaman bağımlı ve ayrılan 

akış durumları, kendi ekseni etrafında dönen bir yüzey üzerindeki akış ve bir 

yüzey üzerinde ısı ve kütle transferinin olduğu durumlar şeklinde sıralanabilir.  

 

Standart k-ε modeli yüksek Reynolds sayılı türbülans modellerinde geçerlidir. 

Duvardaki sınır tabaka içerisinde duvara en yakın bölgede çok ince bir sınır 

tabakası vardır. Burada türbülanstan laminere geçiş söz konusudur. Çünkü 

kaymama (no-slip) koşulu nedeniyle burada Reynolds sayısı aniden 

düşmektedir. Dolayısıyla yüksek Reynolds sayılı k-ε modeli burada geçersiz 

olmaktadır. Bu bölgede duvar fonksiyonları tanımlanmıştır. Bu yaklaşımda 

duvara en yakın nokta tam türbülanslı bölge içindedir. 

 

Türbülanslı akışlarda duvar sınır şartının uygulanması aşağıda verilen y+ 

değerinin hesaplanmasıyla başlamaktadır. 

 

l

Pw y
y

υρ
τ 2/1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+                   30 < y+ <500                                        (3.22) 

 

Burada, 

yp     : Duvara en yakın p grid noktasının duvara olan dik uzaklığı       

τw     : Duvardaki kayma gerilmesi 

 

Eğer y+≤11.63 ise duvar yakınındaki akış laminer kabul edilmektedir. Bu 

durumda y+=u+ alınır ve k ile ε değerleri interpolasyon yapılarak hesaplanır. 
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Eğer y+>11.63 ise akış türbülanslıdır ve duvar fonksiyonu yaklaşımı 

kullanılmalıdır. Bunun için aşağıdaki değerler hesaplanmalıdır. 

  

).ln(1 yE
U
U

u +==+
κτ

                                                                               (3.23) 

2/1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

ρ

τ
τ

wU                                                                                           (3.24) 

 

Burada, 

E     : Duvar pürüzlülüğüne bağlı bir sabit olup pürüzsüz bir yüzeyde 9.8’dir.   

K      :  Von Karman sabitidir ve yaklaşık 0.41 değerindedir. 

Uτ    : Sürtünme hızıdır. 

 

Duvar fonksiyonu için şu kabuller yapılmıştır [Versteeg ve Malalasekera, 

1999]. 

 

1.Hız duvara paralel ve sadece duvara dik yönde değişir. 

2.Akış doğrultusunda basınç gradyanları yoktur. 

3.Duvarda kimyasal reaksiyon yoktur. 

4.Yüksek Reynolds sayılı Akış söz konusudur. 

 

Duvar yakınında standart k-ε modeli için kullanılan diğer ifadeler şöyledir. 

 

Duvara teğet momentum ifadesi; 

 

Duvar kayma gerilmesi 
u
u

kC P
Pw +

= 2/14/1
µρτ                                           (3.25)   

Duvar kuvveti            Hücre
P

Ps A
u
u

kCF ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
+

2/14/1
µρ                             (3.26)  
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Duvara dik momentum ifadesi; 

 

Normal hız=0 

 

Türbülans kinetik enerji ifadesi; 

 

Birim hacim için net k-kaynağı        
P

P
PPws y

V
u
u

kCuF ∆
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
+

2/14/1
µρτ          (3.27) 

 

Yutulma hızı ifadesi; 

P

P
P

P y
u
u

kC

.

2/14/3

κ
ε

µ +
=                                                                                        (3.28) 

 

Sıcaklık veya enerji ifadesi; 

 

Duvar ısı akısı,     
T
TT

kCCq wP
PPw +

−
−= 2/14/1ρ µ                                             (3.29) 
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,

,
75.0

,

,

,

, 007.0exp28.01124.9
σ
σ

σ
σ

σ
σ

                       (3.31) 

 

3.2.6. İlk şart ve sınır  şartları 
 

Bir akış probleminin çözümü için öncelikle problemin doğru tanımlanması 

gerekir. Bir problemin doğru tanımlanması için ise mutlaka sınır şartlarının 

doğru belirlenmesi gerekir. Sınır şarları akışın karakteristiğini temsil eden en 

önemli parametrelerdir. Problemin tanımlanması için ilk olarak başlangıç 

şartları belirlenmelidir. Daha sonra belirlenmesi gereken diğer sınır şartları 
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Şekil 3.2’de bir kontrol hacmi içinde yer alan tipik bir katı yüzey üzerinden 

akışı temsilen  gösterilmiştir. Görüldüğü üzere bunlar kontrol hacminin giriş 

ve çıkış sınırları, açık veya uzak sınırlar ve katı yüzey üzeridir.  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Şekil 3.2  Tipik bir katı yüzey üzerinden akış 

 

Daha önce verilen denklemlerin çözümü için aşağıdaki başlangıç ve sınır 

şartları kullanılmıştır.  

 
Başlangıç sınır şartı (t=0 anında) olarak hız ve türbülans değerleri sıfır 

alınmaktadır. 

 

Girişte yoğunluk, hızlar ve sıcaklık değerleri verilmekte, türbülans değerleri 

ise hesaplanmaktadır. Sınır şartları aşağıdaki gibidir. 

 

TT

v

uu

giriş

giriş

giriş

giriş

=

=

=

=

0

ρρ

 

kgiriş=4.5*10-3*ugiriş
2 

εgiriş=kgiriş
1.5*0.1643/(0.09*H) 

Katı yüzey 

Giriş Çıkış 

Açık sınır 

Açık sınır 

Ugiriş 
Uçıkış 
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Burada, 

 

ugiriş   : Giriş hızı 

H       : Giriş yüksekliği 

 

Çıkışta akış tam gelişmiş kabul edilerek, kontrol hacmine dik yöndeki 

değişken gradyanları aşağıda gösterildiği şekilde sıfır alınmıştır. 

 

00 ==
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

v
xx

k
x
u ε

 

 

Açık sınır şartı (problem domainindeki alt ve üst yüzey) olarak girişteki şartlar 

geçerli kabul edilmiştir. 

 

Yüzey sınır şartı olarak katı yüzey üzerinde hızlar ve türbülans değerleri sıfır 

alınmıştır. Sıcaklık değeri ise sabit kabul edilmiştir. Katı yüzeyin pürüzsüz 

olduğu varsayılmıştır.  
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4. SAYISAL ÇÖZÜM YÖNTEMİ 
 
4.1.  Koordinat Transformasyonu 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
Şekil 4.1 Kartezyen koordinat sistemindeki eğrisel ağ sisteminin eğrisel   
              koordinat sistemindeki eşit aralıklı ağ sistemine dönüştürülmesi  
              (a) Gerçek koordinat, (b) Transform edilen  koordinat 
 

Gerçek koordinat, problemin çözümünü kolaylaştırmak için transform 

edilmektedir.  Transformasyon yapılırken (x,y) kartezyen koordinat sistemi, 

)η,ξ(  eğrisel koordinat sistemine dönüştürülmektedir. )η,ξ(  eğrisel 

koordinat sisteminde ξ   ve  η  doğrultularında, kullanılan grid sayısına göre 

değişen eşit aralıklı grid dağılımı oluşmaktadır.  
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Transformasyon denklemleri aşağıda verilmiştir. 

 

(t,x,y)ηη

(t,x,y)ξξ

tτ

)η,ξ()y,x(

=

=

=
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                                                                                          (4.1) 
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−
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                                                                                          (4.5)                   

 

)xyy(xJ
)ηyη(xη

)yxx(yJ

)ξyξ(xξ

xJη
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ξτξτ
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ξy
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ηy

ηx
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=
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                                                                                     (4.6) 

 

Yukarıdaki ifadelerde  J  jacobian faktörü,  ttyxyx η,ξ,η ,η ,ξ ,ξ  değerleri ise 

metrik olarak adlandırılmaktadır. Metrik değerleri aşağıdaki gibi 

hesaplanmaktadır:  
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Örneğin Şekil 4.1 ‘de  geometri x ve y yönlerinde 3 er noktadan oluşmaktadır. 

Yani 2 şer bölüme ayrılmıştır. Grid dağılımı oluşturulduğunda tüm noktaların 

x ve y koordinatları elde edilecektir.  

 

Örnek olarak 5 numaralı nokta için Metrik değerleri hesaplanacak olursa; 

IX = x yönündeki nokta sayısı = 3 

IY = y yönündeki nokta sayısı = 3 

 

0.1=∆ξ      ve     0.1=∆η                                                                           (4.7) 
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                                                                                   (4.8) 
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                                                                        (4.9) 

 

Hesaplanan metrik değerleri ayrıklaştırma işlemi yapılmış ana denklemlerde 

kullanılacaktır. 
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4.2. Upwind Metodu 
 

 
 

 

 

 

 

 
Şekil 4.2  Tek boyutlu tipik bir kontrol hacmi 

 

Upwind metodunda prensip olarak değişken φ ‘nin kontrol hacmi yüzeyindeki 

değeri, o yüzeye akışın geldiği taraftaki grid noktasındaki değere eşit alınır. 
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                                              (4.10) 

 

Ana denkleme uygulanırsa, 
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4.3. Genel Taşınım Denklemi 
 
İki boyutlu kartezyen koordinatlarda genel bir φ değişkeni için zamana bağlı 

taşınım denklemi aşağıdaki şekilde yazılacak olursa, 
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Γ : φ değişkeni için difüzyon katsayısı 

S : Kaynak terimi 

 

Çizelge 4.1 Genel taşınım denklemindeki değerler 
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Çizelge 4.1 (Devam) 
 

Ara Değerler 

Toplam 

Enthalpi 
kvu
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Sabitleri 
C1=1.44          C2=1.92          Cµ=0.09            σk=1.0            σε=1.3     
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4.4. Süreklilik Denkleminin Ayrıklaştırılması 
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                                                                       (4.13) 

 

Yukarıdaki denkleme koordinat transformasyonu yapılırsa, 
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Eşitliğin her iki tarafı integre edilip düzenlenir ve upwind metodu kullanılırsa, 
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4.5. X – Yönündeki Momentum Denkleminin Ayrıklaştırılması 
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Şekil 4.3  X-momentum grid dağılımı 
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Koordinat transformasyonu sonucunda, 
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Detaylı ayrıklaştırma işlemi EK-1’dedir. 
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4.6 . Y – Yönündeki Momentum Denkleminin Ayrıklaştırılması 
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Şekil 4.4  Y-momentum grid dağılımı 
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Koordinat transformasyonu sonucunda, 
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Detaylı ayrıklaştırma işlemi EK-2’dedir. 
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4.7 Türbülans Kinetik Enerjisi (k) Denkleminin Ayrıklaştırılması 
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Şekil 4.5  Skaler grid dağılımı 
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Koordinat transformasyonu sonucunda, 
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Detaylı ayrıklaştırma işlemi EK-3’tedir. 
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4.8 Türbülans Kinetik Enerjisi Yutulma Miktarı (ε) İçin Taşınım 
Denkleminin Ayrıklaştırılması 
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Koordinat transformasyonu sonucunda, 
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(4.28) 
Detaylı ayrıklaştırma işlemi EK-4’tedir. 
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4.9  Enerji denkleminin ayrıklaştırılması 
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Koordinat transformasyonu sonucunda, 
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Detaylı ayrıklaştırma işlemi EK-5’te sunulmuştur. 
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5. PROGRAM YAZILIMI İÇİN ÇÖZÜM ALGORİTMASI 
 

1. Programda kullanılacak tüm değişkenlere ilk verilerin girilmesi. 

2. Akışın inceleneceği geometri üzerinde grid dağılımının oluşturulması 

sonrası, grid içindeki tüm noktaların x ve y koordinatlarının programa 

girilmesi. 

3. x ve y yönündeki hızlar (u,v), sıcaklık (T), basınç (P), yoğunluk (ρ), 

türbülans kinetik enerjisi yutulma miktarı (ε), türbülans kinetik enerjisi (k), 

laminer (µ) ve türbülans (µt) viskozite referans değerlerinin (ilk değerler) 

girilmesi. 

4. Hesaplama öncesi iterasyon limitlerinin girilmesi. 

5. Sınır şartlarının girilmesi (x ve y yönündeki hızlar, sıcaklık, basınç  ve  

türbülans (ε,k) değerleri) 

(SİMPLE Metodu kullanılarak aşağıdaki işlemler yapılmaktadır.) 

6. Hız (u,v)  hücreleri kullanılarak; sınırlarda (grid etrafında) ve  iç kısımlarda,  

aP φP = aW φW +  aE φE + aS φS + aN φN + b  denkleminde bulunan “a” 

katsayılarının hesaplanması.  

(Katsayılar hesaplanırken daha önce ayrıklaştırma işlemi yapılan ana 

denklemlerde grid dağılımı içinde duvar var veya yok durumuna göre duvar 

fonksiyonları kullanılmaktadır.) 

7. Gauss-Seidel Metodu ile, hesaplanan “a” katsayıları kullanılarak φ 

değişkenlerinin (u,v) hesaplanması. 

8. Hız düzeltme denklemleri cebirsel hale getirilen süreklilik denklemine 

koyulup cebirsel basınç düzeltme denklemi,  aP PP = aW PW +  aE PE + aS PS + 

aN PN + b   oluşturuluyor.  

9. Cebirsel basınç düzeltme denkleminde bulunan “a” katsayıları ile “b” 

katsayısı hesaplanmaktadır. 

10. Cebirsel basınç düzeltme denkleminden düzeltilmiş basınç değerlerinin 

hesaplanması. 

11. Düzeltilmiş basınç değerleri ile ilk bulunan (madde 7) hız değerlerinin, hız 

düzeltme denklemlerine konularak yeni düzeltilmiş hız değerlerinin 

hesaplanması. 
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12. Eğer madde 9’ da bulunan “b” katsayısı sıfıra eşitse iterasyon sona 

ermekte ve bulunan hız ve basınç değerleri doğru kabul edilir ve bu değerler 

kullanılarak diğer değişkenlerin (sıcaklık  ve  türbülans (ε,k) değerleri) 

hesaplanmasına geçilir. Yok hayır “b” katsayısı sıfıra eşitlenmezse iterasyona 

devam edilir. Yani, yeni bulunan basınç değeri kullanılarak madde 6’dan 

itibaren işlemler tekrar edilir. Böylece tekrar yeni hız ve basınç değerleri 

hesaplanır. Ta ki madde 9’ da bulunan “b” katsayısı sıfıra eşitlenene kadar. 

“b” katsayısının sıfıra eşitlenmesi süreklilik denkleminin sağlandığı anlamına 

gelmektedir. 

13. Süreklilik denklemi sağlandığı ve doğru hız ve basınç denklemleri 

bulunduktan sonra, ayrıklaştırılmış türbülans ve enerji denklemlerinin  aP φP = 

aW φW +  aE φE + aS φS + aN φN + b  şekline getirilerek hız hesaplamalarında 

olduğu gibi önce “a” ve “b” katsayılarının hesaplanması, daha sonra da 

değişkenlerin kendilerinin (sıcaklık  ve  türbülans (ε,k) değerleri) bulunması. 

14.  Hesaplanan tüm değişkenler yeni bir dosya oluşturularak yazdırılması. 
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6. SONUÇLAR 
 
Bu bölümde geliştirilen programın doğrulanması amaçlanmaktadır. 

Geliştirilen programın doğrulanması, o programın güvenirliğini de ortaya 

koyması bakımından, yapılan bilimsel çalışmalarda önemli bir yer teşkil 

etmektedir. Doğrulama çalışmalarında seçilecek örnekler de bir o kadar 

önemlidir. Bu düşünce doğrultusunda tezde literatürde çok kullanılan, analitik 

ve deneysel sonuçları bulunan farklı örnekler seçilmiştir. Bunlar laminer ve 

türbülanslı akışlar olmak üzere, sürtünmeli ve sürtünmesiz içten/dıştan 

akışlardır. Ayrıca seçilen örneklerin bir kısmı ses altı (subsonik), transonik ve 

ses üstü (süpersonik) akışlardır. Görüldüğü üzere doğrulama çalışmaları için 

seçilen örnek akış tipleri geniş bir hız dağılımını içermekle beraber çok 

çeşitliliğe sahiptir.  

 

Bu tez çalışmasında yukarıda belirtilen açıklamalar doğrultusunda Çizelge 

6.1’de verilen akış örnekleri ile geliştirilen program doğrulanmaya 

çalışılmıştır. 

 

Çizelge 6.1. Doğrulama çalışmalarında seçilen akış örnekleri 

Test Örneği Akış Tipi 

1 Düz plaka üzerinden laminer akış 

2 Düz plaka üzerinden türbülanslı akış 

3 Paralel iki plaka arasındaki türbülanslı akış 

4 
Tabanında tümsek (bump) bulunan bir kanal içindeki 

sürtünmesiz akış (ses altı, transonik ve ses üstü hızlarda) 

5 Süpersonic nozul içindeki sürtünmeli akış 

6 NACA 0012 kanat üzerindeki sürtünmeli ve sürtünmesiz akış 

 

Geliştirilen program iki boyutlu kararlı akım şartlarındaki akışları çözmekte ve 

k-ε trürbülans modelini içermektedir. Hesaplamalı akışkanlar dinamiği çok 

geniş bir alanı kapsamakta olup, çok farklı çözüm modellerini bünyesinde 
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bulundurmaktadır. Farklı çözüm modelleri kullanılarak aynı akış probleminde 

farklı sonuçlar alınabilmektedir. Deneysel ve analitik sonuçlarla iyi derecede 

uyumluluk gösteren sayısal modeller günümüzde kabul görmüştür. Sonuç 

olarak, hesaplamalı akışkanlar dinamiği ile elde edilen sonuçlar mutlaka bir 

miktar hata içermekte olup, bu bazı akış tipleri için nispeten küçük olmasına 

karşın çok daha büyük hata oranlarına ulaşabilmektedir. Dolayısıyla sayısal 

çözümleme çalışmaları, daha doğru sonuşları elde edebilmek için 

günümüzde olabildiğince büyük bir hızla devam etmektedir. 

 

Aşağıda sırasıyla Çizelge 6.1’de verilen örnek akış tipileri çözümlenmeye 

çalışılmaktadır. 

 
6.1 Düz plaka üzerinden laminer akış 
 
Geliştirilen program başlangıç olarak, Şekil 6.1’de görülen düz plaka 

üzerinden tipik bir laminer akış örneği ile doğrulanmaya çalışılmaktadır. 

Seçilen akış tipi, kartezyen koordinatlarda rahatlıkla çözülebilen, analitik 

çözümleri bulunan basit bir örnek akış tipidir. Literatürde, geliştirilen 

programların büyük bölümünün seçtiği bir akıştır. Bu tip akışlar genelde sabit 

basınçta akışlar olarak bilinir.  

 

 

 

 

 

 

 
Şekil 6.1. Düz plaka üzerinden tipik bir akış gösterimi 
 

Akış şartları Çizelge 6.2’de verilmiştir. Akış hızı olarak, düz plaka üzerinden 

akışta kritik sayı olan 5x105 [Incropera ve De Witt, 1990] değerinin çok 

altında bulunan 38000 Reynolds sayısı seçilmiştir. Akışkanın sıcaklığı 300 K 

L 

U, V , T, k, e 
H 

Ts 
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olmakla beraber plakanın yüzey sıcaklığının 500 K değerinde sabit kaldığı 

varsayılmıştır.  

 

Çizelge 6.2 Laminer akış şartları 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 

Ağ dağılımı olarak 201x101 nokta kullanılmıştır. Ağ dağılımı içinde 20321 

nokta ve 20000 kontrol hacmi bulunmaktadır. Plaka yüzeyine doğru ağ yapısı 

sıkıştırılarak çözümün hassasiyeti arttırılmıştır. Yaklaşık 35-40 civarında 

nokta sınır tabakasının içinde kalacak şekilde sıklaştırma gerçekleştirilmiştir. 

Düz plaka üzerinde oluşturulan sıklaştırılmış ağ yapısı Şekil 6.2’de 

gösterilmiştir.  

 

Bilindiği üzere katı bir yüzey üzerinden akışta, yüzeyde sürtünmenin de 

etkisiyle akışkana karşı bir direnç oluşur. Oluşan sürtünme kuvvetlerinin 

etkisiyle akışkanın yüzeye doğru yaklaştıkça yavaşladığı görülür. Sürtünme 

kuvvetlerinin etkisiyle yüzey üzerinde sınır tabaka olarak adlandırılan bir 

tabaka oluşur. Sınır tabakası akışkanın temasa geçtiği plakanın ön 

yüzeyinden itibaren kalınlaşmaya başlar ve plaka sonuna kadar kalınlaşmaya 

devam eder. Sınır tabakası dışında sürtünme kuvvetlerinin etkisi ihmal 

edilebilecek düzeydedir. Reynolds sayısı arttıkça sınır tabakasının kalınlığı 

azalarak daha ince bir görünüme bürünür ve plaka yakınında daha düşük 

eğimli bir hız profili oluşması beklenir. Ayrıca akışkanın viskozitesinin  

düşmesi de aynı etkiyi yaparak sınır tabakasının kalınlığının azalmasına 

neden olur.   

GRİD SAYISI 201 x 101 

L 1,0 

H 0,2 

Re 38000 

T 300 K 

Ts 500 K 
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Şekil 6.2. Düz plaka üzerinden laminer akış için ağ yapısı  
 

Bu örnekte plaka önünde akışın uniform olduğu kabul edilmiştir. Program ile 

yapılan çözümleme sonunda laminer akım için elde edilen hız profili Şekil 

6.3’te verilmiştir. Hız profilinden görüldüğü üzere akış hızı plakaya doğru 

yaklaştıkça azalmakta ve beklendiği üzere sıfırlanmaktadır. Ayrıca hız 

profilinin düzgün eğrisel bir şekil aldığı görülmektedir.  

 

Düz plaka üzerinden akışlarda sınır tabakasının hesaplanması doğrulama 

çalışmalarında en çok kullanılan yöntemlerdendir. Sınır tabakası kalınlığı 

aşağıda verilen Blasius denkleminden [Schlichting, 1987] 

hesaplanabilmektedir. 

 

x

x
Re
5

=δ                                                                                                    (6.1) 
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Burada, x plaka boyunca olan mesafe, Rex ise x mesafesindeki Reynolds 

sayısıdır. Seçilen örnekteki laminer akış için denklem 6.1’den sınır tabakası 

kalınlığı hesaplanacak olursa, 

 

m0256.0
38000

0,15
Re
5

≅==
xx

x

δ  

 

Hesaplama sonucunda sınır tabakasının analitik plarak hesabından yaklaşık 

0.0256 değeri elde edilmiştir. Denklem 6.1’de verilen ifade U/Uo oranının 0.99 

değerine ulaştığındaki sınır tabaka kalınlığıdır. Verilen örneğin çözümünden 

elde edilen sayısal  sonuçlardan ise yatay hız (U) değerinin değişiminin 

0.0245 m’de durduğu görülmüştür. Elde edilen sonucun analitik çözüm ile 

çok büyük bir uyumluluk gösterdiği görülmüştür. 
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Şekil 6.3. Düz plaka üzerinden laminer akışta oluşan hız profili 
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Hız profilininin sabitleştiğini Şekil 6.3’ten görsel olarak ta görmek 

mümkündür. Ayrıca verilen analitik denklem ile plaka boyunca olan sınır 

tabakası kalınlığının karşılaştırması Şekil 6.4’te görülmektedir. Verilen 

grafikten de görüleceği üzere  sonuçlar birbirine çok yakın çıkmıştır. 
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Şekil 6.4. Laminer akışta plaka üzerinde oluşan sınır tabakası kalınlığının   
                analitik çözüm ile karşılaştırması 

 

Sayısal sonucun doğrulanması için yapılan bir sonraki karşılaştırma ise yatay 

(U) ve dikey (V) hız bileşenlerindeki değişimlerin Blasius’un benzerlik 

parametresi olan  xx
y Re=η   ile karşılaştırılmalarıdır. Bu karşılaştırma 

literatürde en çok kullanılan karşılaştırma şeklidir. Yatay hız bileşeni için U/Uo 

oranının değişiminin  benzerlik parametresi ile karşılaştırması Şekil 6.5’te 
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verilmiştir. Sayısal sonuç ile benzerlik parametresinin üstüste çakışarak tam 

bir uyumluluk gösterdiği görülmüştür.  
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Şekil 6.5. Düz plaka üzerinden laminer akışta x=0.8 m’de yatay hız    
                bileşeninin analitik çözüm ile karşılaştırması 
 

Daha sonra dikey hız (V) bileşenindeki değişimi görmek için  x
oU
V Re  

değerinin benzerlik parametresi η  ile değişimi hesaplanmıştır. Hesaplama 

sonucunun analitik denklemlerle olan karşılaştırması Şekil 6.6’da verilmiştir. 

Elde edilen grafiğe bakıldığında dikey hız bileşeninin değişiminde yatay hız 

bileşeninden farklı olarak küçük bir miktar sapma görülmüştür. Özellikle plaka 

ortasına doğru bu sapma artmış ve plaka sonuna ulaşıldığında tekrar analitik 

sonuç ile sayısal çözümlemeden elde edilen sonuçlar örtüşmüştür. 

 

η=y/5x√Rex

U
/U

o 
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Şekil 6.6. Düz plaka üzerinden laminer akışta x=0.8 m’de dikey hız    
                bileşeninin analitik çözüm ile karşılaştırması 
 

Son olarak plaka üzerinde oluşan sürtünmenin ifadesi olan sürtünme 

katsayısının karşılaştırması verilecektir. Sürtünme katsayısının analitik ifadesi 

olan laminer akış için Blasius denklemi [Schlichting, 1987] aşağıda verilmiştir. 

  
2/1

Re664.0
−

=fC                                                                                          (6.2) 

 

Burada sürtünme katsayısının Re sayısı ile değiştiği görülmektedir. Analitik 

sonuçlarla sayısal çözümlemeden elde edilen sonuçların karşılaştırması Şekil 

6.7’de verilmiştir. Sonuçlar değerlendirilecek olursa, plakanın başlangıç 
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kısmında bir miktar küçük sapma görülmesine rağmen plakanın ilerleyen 

kısmında sonuçların tam örtüştüğü görülmektedir. 

 

 
 
Şekil 6.7. Laminer akışta plaka üzerindeki sürtünme katsayısının analitik  
                çözüm ile karşılaştırması 

 

Yukarıda elde edilen sonuçlar genel olarak değerlendirildiğinde, geliştirilen 

programdan elde edilen sayısal sonuçların analitik sonuçlar ile olan 

karşılaştırmalarından da görüleceği üzere, program başarılı bir performans 

sergilemiştir. Sonuç olarak, programın laminer akış için doğrulandığı 

söylenebilir. 
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6.2 Düz Plaka Üzerinden Türbülanslı Akış 
 
Geliştirilen programın laminer akış şartlarında doğrulanmasından sonra  

Çizelge 6.3’te akış şartları verilen türbülanslı akış örneği çözümlenmiştir. 

Çözüm 3x106 Reynolds sayısında gerçekleştirilmiştir. Plakanın yüzey 

sıcaklığının laminer akışta olduğu gibi 500 K değerinde sabit tutulduğu ve 

akışkanın giriş sıcaklığı 300 K olduğu kabul edilmiştir. Bu şekilde, yüzey 

sıcaklığı akışkan sıcaklığından büyük seçilerek yüzeyden akışkana ısı 

transferinin olması sağlanmıştır.     

 

Çizelge 6.3 Türbülanslı Akış Şartları  

 

 

 

 

 

Çözüm için laminer akışta kullanılan plaka kullanılmıştır. Ağ dağılımı olarak 

251x151 seçilerek nokta sayısı arttırılmıştır. Ağ dağılımı içinde 37901 nokta 

ve 37500 kontrol hacmi bulunmaktadır. Çözüm yapılan kontrol hacmi 

sayısının laminere göre yaklaşık iki kat arttırıldığı görülmektedir. Plaka 

yüzeyine doğru ağ yapısı daha da sıklaştırılarak çözümün hassasiyeti 

oldukça arttırılmıştır. Yaklaşık 50-55 civarında nokta sınır tabakasının içinde 

kalacak şekilde sıklaştırma gerçekleştirilmiştir.  

 

İlk olarak plaka üzerinde oluşan sürtünmenin ifadesi olan sürtünme 

katsayısının karşılaştırması yapılmıştır. Deneysel sonuçlarla 5x105 ve 107 

Reynolds sayısı aralığında büyük uyum gösterdiği belirtilen sürtünme 

katsayısının analitik ifadesi aşağıda verilmiştir [Incropera ve De Witt, 1990]. 

  

GRİD SAYISI 251x151 

L 1.0 

H 0.2 

Re 3x106 

T 300 K 

Ts 500 K 
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5/1
, Re0592.0 −= xxfC                                                                                     (6.3) 

 

Elde edilen sonuçlar Şekil 6.8’de verilmiştir. Şekilde laminer ve türbülanslı iki 

bölgenin bulunduğu görülmektedir. Ayrıca laminer akıştan türbülanslı akışa 

geçişi görmek mümkündür. Kırmızı çizgi Denklem 6.2 ile verilen laminer akış 

için sürtünme katsayısı, yeşil renkteki çizgi ise Denklem 6.3 ile verilen 

türbülanslı akış için sürtünme katsayısının analitik çözümleridir. Şekil 6.8’den 

görüleceği üzere laminer bölgede küçük sapmalar olmasına karşın 

türbülanslı akış bölgesinde sayısal sonuçların analitik çözümlerle büyük bir 

uyum gösterdiği görülmektedir. Yaklaşık 3x105 Reynolds sayısında laminer 

akıştan türbülanslı akışa geçiş başlamakta ve 4.5x105 Reynolds sayısı 

civarında türbülanslı bölgeye geçiş tamamlanmaktadır. Sonucun laminer 

bölgeden türbülanslı bölgeye geçiş için kritik Reynolds sayısı olarak bilinen 

5x105 değerine çok yakın olduğu gözlenmiştir.  
 

104 105 106

10-3

10-2

LAMINER

TÜRBÜLANS

BU TEZ

 
Şekil 6.8. Türbülanslı akışta plaka üzerindeki sürtünme katsayısının analitik  
                çözüm ile karşılaştırması 

Rex

Cf,x 
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İkinci olarak, sınır tabaka kalınlığının akış hızı ile değişimi incelenmiştir. Elde 

edilen sayısal sonuçların Prandtl’ın 1/7 güç yasası olarak bilinen analitik 

sonuçlarla karşılaştırması Şekil 6.9’da verilmiştir. 
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Şekil 6.9. Düz plaka üzerinden türbülanslı akışta x=0.9’da dikey hız  

                bileşeninin analitik çözüm ile karşılaştırması 

                 

Prandtl’ın 1/7 güç yasası ve sınır tabaka kalınlığını veren denklemler aşağıda 

verilmiştir. [Schlichting, 1987] 

 

Prandtl’ın 1/7 güç yasası, 
7/1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
δ
y

U
U

o
                                                                                                (6.4) 

y/δ

oU
U
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Sınır tabaka kalınlığı, 
5/1

Re37.0
−

= xδ                                                                                            (6.5) 

 

Karşılaştırma sonuçları incelendiğinde, başlangıçta uyumlu başlayan 
δ
y

U
U

o
≈  

değişimi plaka ortasına doğru bir miktar sapma göstermekle birlikte plaka 

sonuna doğru Prandtl’ın 1/7 güç yasasından elde edilen analitik çözümlerle 

tekrar uyumlu hale gelmektedir. Elde edilen sonuçlar kabul edilebilir olarak 

değerlendirilebilir. 

 

Son olarak, plaka boyunca Nusselt sayısının (Nux) Reynolds sayısıyla 

değişimi incelenmiştir. Çizelge 6.3’te verilen akış şartlarından da görüleceği 

üzere akışkanın giriş sıcaklığı 300 K olarak verilirken, plakanın yüzey 

sıcaklığının 500 K sıcaklıkta sabit kaldığı kabul edilmiştir. Bu şartlar altında 

plakanın yüzeyi ile akışkan arasında sıcaklık değişiminin olduğu 

görülmektedir. Bu nedenle yüzey üzerinde boyutsuz sıcaklık gradyanı ifadesi 

olan Nusselt sayısı sıcaklık değişimi için önemli bir değerlendirme kriteridir. 

Türbülanslı akış şartlarında Nusselt sayısı aşağıdaki gibi ifade edilmiştir. 

[Incropera ve De Witt, 1990] 

 
3/15/4 PrRe0296.0 xxNu =                                                                               (6.6) 

 

Programdan elde edilen sayısal sonuçlarla Denklem 6.6’dan elde edilen 

analitik sonuçların karşılaştırması Şekil 6.10’da verilmiştir. Değerlendirilecek 

olursa, sayısal çözümleme sonucunda elde edilen Nusselt sayısının plakanın 

başlangıcında analitik sonuçlarla uyumlu olmasına karşın plaka sonuna 

doğru bir miktar sapma gösterdiği, fakat kabul edilebilir sınırlarda olduğu 

söylenebilir. 

   

Yukarıda elde edilen sonuçlar genel olarak değerlendirildiğinde, geliştirilen 

programdan elde edilen sayısal sonuçların analitik sonuçlar ile olan 
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karşılaştırmalarından da görüleceği üzere, program başarılı bir performans 

sergilemiştir. Sonuç olarak, k-ε türbülans modeli kullanılarak programdan 

elde edilen sonuçların türbülanslı akış için doğrulandığı söylenebilir. 

 

 
 
Şekil 6.10. Düz plaka üzerinden türbülanslı akışta Nusselt sayısının (Nux)   
                  Reynolds sayısı (Rex) ile karşılaştırması 
 
 
 
6.3 Paralel İki Plaka Arasındaki Akış 
 
Düz plaka üzerinden laminer ve türbülanslı akış örnekleri ile geliştirilen 

program doğrulandıktan sonra, üçüncü örnek olarak Şekil 6.11’de görülen 

paralel iki plaka arasındaki tipik bir akış türbülanslı akış şartlarında 
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incelenmiştir. Burada, L plakaların uzunluğunu ve H plakalar arası mesafeyi 

göstermektedir.  

  

 
Şekil 6.11 Paralel iki plaka arasındaki tipik bir akış gösterimi 

 

Paralel plakalar arasındaki türbülanslı akış şartları Çizelge6.4’te verilmiştir. 

Akış karakteristik uzunluk olarak plakalar arası mesafenin esas alındığı 

38000 Reynolds sayısında gerçekleşmektedir. Akışkan sıcaklığı 300 K olup 

palakalar 500 K sıcaklıkta sabit tutulmaktadır. Bu şartlarda akışkan ile 

plakalar arasındaki sıcaklık farkı nedeniyle plakalardan akışkana doğru bir ısı 

geçişi söz konusudur. 

  

Çizelge 6.4 Paralel iki plaka arası akış şartları 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

Bu akış örneğinde laminer ve türbülanslı akıştan farklı olarak sıklaştırma 

yapmadan eşit aralıklı 111x151 ağ dağılımı kullanılmıştır. Sıklaştırma 

yapılmadığı için plakalar arasında daha fazla sayıda nokta kullanılmıştır. Ağ 

dağılımı içinde 16761 nokta ve 16500 kontrol hacmi bulunmaktadır.  

GRİD SAYISI 111 x 151 

L 0.8 

H 0.02 

Re 38000 

T 300 K 

Ts 500 K 

U , T 

L

H 
Ts
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Paralel plakalar arasındaki akışın girişe yakın bölümünde hız sınır tabakası 

gelişiminin renkli gösterimi Şekil 6.12’de verilmiştir. Giriş kısmından itibaren 

sınır tabakası kalınlığının beklendiği üzere büyüdüğü görülmektedir.   

 

Paralel plakalar arasında oluşan hız profilinin vektörel ve renkli olarak 

gösterimi Şekil 6.13’te verilmiştir. 

 

 
 
Şekil 6.12. Paralel plakalar arasından türbülanslı akışta kanal girişinden  
                  itibaren oluşan hız sınır tabakası gelişiminin renkli gösterimi 

 

 
 
Şekil 6.13. Paralel plakalar arasından türbülanslı akışta oluşan hız profilinin  
                  vektörel ve renkli gösterimi 
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Şekil 6.13’te görüldüğü üzere hız değerlerinde plakaların yakınında hızlı bir 

düşüş gözlenmektedir. Bu beklenen bir durumdur. Çünkü plaka yakınlarında 

sürtünme kuvvetlerinin etkisiyle hız gradyanının ( yu ∂∂ / ) değeri hızla 

artmaktadır. Hız gradyanının artması bu bölgelerde sürtünme kuvvetlerinde 

( )/( yu ∂∂= µτ ) artmaya neden olmaktadır. 

 

Paralel plakalar ile akışkan arasındaki sıcaklık farkı nedeniyle oluşan plakalar 

arasındaki sıcaklık dağılımı Şekil 6.14’te verilmiştir. Yakın görünümde 

sıcaklık dağılımı ise Şekil 6.15’te görülmektedir. 
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Şekil 6.14. Paralel plaka arasından türbülanslı akışta oluşan sıcaklık  
                  dağılımının renkli gösterimi 
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Plaka Boyu, X (m)
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Şekil 6.15. Paralel plaka arasından türbülanslı akışta oluşan sıcaklık  
                  dağılımının üst duvara yakın renkli gösterimi 
 
Türbülanslı akış için Nusselt sayısının yüzey sıcaklığı (Ts) değerinin akışkan 

sıcaklığından (T) büyük olduğu durumlar için analitik çözümünü veren ifade 

aşağıda verilmiştir. [Incropera ve De Witt, 1990] 

 
4.05/4 PrRe023.0 LLNu =                                                                                (6.7) 

 

Bu denklem kullanılarak plakalar arasındaki Nusselt sayısı Çizelge 6.4’te 

verilen akış şartlarında aşağıdaki gibi hesaplanmıştır. 

 

325.92707.038000023.0
4.05/4
== xNuL  
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111x151 ağ yapısı ile yapılan sayısal çözümleme sonucunda duvara en 

yakın kontrol hacmi merkezinde hesaplanan sıcaklık değeri yaklaşık 438.5 

K’dir. Plakaya en yakın kontrol hacminin merkezinin plakaya uzaklığı ise 

(0.02/150)/2=6.66x10-5 ‘tır. Duvar yakınındaki konveksiyon-difüzyon ısıl 

dengesinden, plakaya en yakın kontrol hacmi merkezinde Nusselt sayısı 

aşağıdaki gibi hesaplanabilir. 

 

dy
dTkTTh os =− )(                                                                                          (6.8) 

 

Bu denklemden enthalpi (h) değeri çekilerek, aşağıda verilen ifadeden 

Nusselt sayısı hesaplanır. 

 

k
HhNu .

=                                                                                                    (6.9) 

 

Hesaplama sonucunda plakaya en yakın noktadaki kontrol hacmi merkezinde 

hesaplanan Nusselt sayısı değeri 92.25’tir. Görüldüğü üzere, sayısal olarak 

hesaplanan Nusselt sayısının değeri Denklem 6.7’den analitik olarak 

hesaplanan 92.325 değeri ile birbirine yaklaşık eşittir.   

 

Sayısal çözümleme altı farklı ağ yapısında gerçekleştirilmiştir. Altı farklı ağ 

yapısında elde edilen sonuçlar neticesinde, plakaya en yakın kontrol hacmi 

merkezinde hesaplanan Nusselt sayısı değerleri karşılaştırmalı olarak Şekil 

6.16’da verilmiştir. Görüldüğü üzere ağ yapısının değişmesi sonuca önemli 

ölçüde etki etmiştir. Sayısal çalışmada 111x151 ağ yapısı seçilmiştir.  

 

Sonuç olarak, geliştirilen program ile elde edilen sonuçların paralel plakalar 

arasındaki akış için de doğrulandığı söylenebilir. 
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Şekil 6.16. Paralel plaka arasından türbülanslı akışta ağ sayısına bağlı  
                  X=0.95’te Nusselt sayısının ağ yapısına bağlı değişimi 
 
 
 
6.4 Tabanında Tümsek (Bump) Bulunan Bir Kanal İçindeki Akış 
 
Buraya kadar düz ve paralel plakalar akış örnekleri çözümlenerek geliştirilen 

program doğrulanmıştır. Çözümlenen bu örneklerin tümü kartezyen 

koordinatlarda çözümlenmiş ve orthogonal ağ yapısı kullanılmıştır. Dördüncü 

örnek olarak çözümlenecek olan tabanında tümsek bulunan kanal içindeki 

akış için orthogonal olmayan bir ağ yapısı kullanılacaktır. Ağ yapısına paralel 

olarak kartezyen yerine eğrisel koordinatlarda çözüm üretilecektir. Bunun için 

tüm akış denklemleri eğrisel koordinatlar sistemine transform edilmiştir. 

Ayrıca bu örnekte sürtünmesiz ve içten akışta ses altı, transonik ve ses üstü 

                         81*121          101*131       101*151       111*151       121*151      121*151 
 

Ağ Yapısı (X*Y)
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hızlarda çözümleme yapılacaktır. Farklı hızlarda bump üzerinden 

sürtünmesiz akış problemi, literatürde geliştirilen programların doğruluğunun 

test edilmesinde kullanılan en yaygın örneklerden birisidir. Bu bölümde, 

geliştirilen program eğrisel yüzey üzerinden akışta ses altı, transonic ve ses 

üstü hızlarda doğrulanmaya çalışılacaktır. Eğrisel koordinatlardaki 

çözümlemeye ilk olarak ses altı hızda akış ile başlanacak, daha sonra 

transonik ve ses üstü akışa geçilecektir. 

 
6.4.1 Ses altı (subsonik) hızda akış 
 
Tabanında tümsek bulunan kanal geometrisi Şekil 6.17’de verilmiştir. 

Görüleceği üzere seçilen kanal 3 birim uzunluğunda ve 1 birim 

yüksekliğindedir. Kanal tabanında, kanal boyunun %10’u kalınlığında dairesel 

bir tümsek bulunmaktadır. Böyle bir kanal içindeki akışı ilk olarak Ni [1982] 

Euler denklemlerini kullanarak çözümlemiştir. Bu nedenle literatürde genel 

olarak Ni tümseği olarak bilinir.  

 

 
 
Şekil 6.17. Tabanında %10 kalınlıkta tümsek bulunan kanal geometrisi  

 

Ağ dağılımı olarak 201x71 nokta kullanılmıştır. Ağ dağılımı içinde 14271 

nokta ve 14000 kontrol hacmi bulunmaktadır. Oluşturulan grid dağılımı için 

ayrıca bir yazılım geliştirilmiştir. Oluşturulan mesh’te  tümsek yakınlarında ağ 
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dağılımı sıklaştırılmıştır. Kanal içinde oluşturulan ağ yapısı Şekil 6.18’de 

gösterilmiştir.  
 

 
 
Şekil 6.18. Mach=0.5 akış hızı için kanal içindeki ağ yapısı  

 

Akışta isentropik şartlar kabul edilmiştir. Kanal  girişinde Mach sayısı 0.5 

olarak alınmıştır. Sınır şartları olarak kanal girişindeki toplam sıcaklık ve 

basınç değerleri verilmiştir. Giriş hızının uniform ve yatay olduğu kabul 

edilerek girişteki dikey hız bileşeni sıfır olarak alınmıştır. Çıkıştaki statik 

basıncın girişteki toplam basınca oranı 0.5 Mach sayısını verecek şekilde 

seçilmiştir. Kanal çıkışında sadece statik basınç değeri verilmiş olup diğer 

değişkenler extrapolasyon ile elde edilmiştir. Kanalın üst ve alt yüzeylerinde 

teğetsel (slip) sınır şartı kullanılmış ve herhangi bir kütle çıkışının olmadığı 

kabul edilmiştir. Akım alanı içerisindeki toplam enthalpi sabit kabul edilmiştir. 

 

Kanal içindeki 0.5 Mach sayısındaki akışın çözümlenmesinden elde edilen  

akım çizgileri Şekil 6.19’da verilmiştir. Beklendiği gibi akım çizgileri sınırları 

ve birbirlerini kesmeden akım doğrultusunda düzgün, birbirine paralel olarak 

tümsek üzerinden geçerek girişten çıkışa doğru gitmektedirler.  

 

Bu tip akış çözümlemeleri genellikle Mach sayısı ve basınç dağılımları elde 

edilerek literatürdeki deneysel ve analitik olarak elde edilen sonuçlarla 

kıyaslanarak doğrulanmaktadır.  
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Şekil 6.19. Mach=0.5 akış hızı için kanal içinde oluşan akım çizgileri 

 

Sayısal çözümleme sonucunda kanal içinde oluşan Mach sayısı dağılımı 

renkli profilde Şekil 6.20’de, çizgisel dağılım ise Şekil 6.21’de verilmiştir. 0.5 

Mach sayısında herhangi bir şok dalgası beklenmediği için Mach sayısı 

dağılımı beklendiği üzere tümsek etrafında simetrik olarak elde edilmiştir. 

Mach sayısının tümseğin tabanla olan birleşme noktalarında yaklaşık 0.4’e 

düştüğü, tümsek üzerinde ise yaklaşık 0.68 değerine kadar artış gösterdiği 

görülmektedir.  

 

 
 
Şekil 6.20. Mach=0.5 akış hızı için kanal içinde oluşan Mach sayısı dağılımı  
                 (renkli) 
 

Literatürde yapılan benzer çalışmalara örnek olarak Date [1999] ile Zhou ve 

ark. [2007] verilebilir. Bu çalışmalar Şekil Şekil 6.22’de verilmiştir. Yapılan 
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değerlendirme sonucunda, tez çalışmasında geliştirilen programdan elde 

edilen sonuçların literatürdeki sonuçlarla uyumlu oldukları söylenebilir.  

 

 
 
Şekil 6.21. Mach=0.5 akış hızı için kanal içinde oluşan Mach sayısı dağılımı  
                  (çizgili) 
 
 

 
(a) 

 

 
(b) 

 
Şekil 6.22. Mach=0.5 akış hızı için Mach sayısı dağılımını veren literatürdeki  
                  çalışmalar (çizgili), a) [Date, 1999], b) [Zhou ve ark., 2007] 
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Kanal içinde oluşan basınç dağılımı renkli olarak Şekil 6.23’de ve çizgisel 

gösterimde Şekil 6.24’te verilmiştir. Basınç dağılımı incelendiğinde Mach 

sayısının yükseldiği veya düştüğü bölgelerde basıncın aksi bir davranış 

gösterdiği görülmektedir. 

 

Literatürde daha önce Moukalled ve Darwish [2001] benzer bir çalışmayı 

yapmışlardır. Elde ettikleri sonuçlar Şekil 6.25’de görülmektedir.  Çözümleme 

sonucunda elde edilen sayısal sonuçlar genel olarak literatürdeki  sonuçlarla 

karşılaştırıldığında çok yakın değerlerde oldukları ve doğrulandığı 

görülmektedir.  

 

 
 
Şekil 6.23. Mach=0.5 akış hızı için kanal içinde oluşan basınç dağılımı  
                  (renkli)  
 

 
 
Şekil 6.24. Mach=0.5 akış hızı için kanal içinde oluşan basınç dağılımı  
                  (çizgili)  
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Şekil 6.25. Mach=0.5 akış hızı için kanal içinde oluşan basınç dağılımını  
                  veren literartürdeki çalışma [Moukalled ve Darwish, 2001] 
 
 
 
6.4.2 Transonik hızda akış 
 
Tabanında tümsek bulunan kanal içindeki transonic akışa örnek olarak 0.675 

Mach sayısındaki akış incelenmiştir. Ses altı akışta kullanılan sınır şartları ile 

grid dağılımı burada da değiştirilmeden kullanılmıştır. Girişte kullanılan çıkış 

statik basıncın toplam basınca oranı 0.675 Mach sayısını verecek şekilde 

değiştirilmiştir. Elde edilen Mach sayısı dağılımı renkli olarak Şekil 6.26’da 

verilmiştir. Elde edilen sonuçlar çizgisel gösterimde ise Şekil 6.27’de 

verilmiştir. 

 

 
 
Şekil 6.26. Mach=0.675 akış hızı için kanal içinde oluşan Mach sayısı  
                  dağılımı (renkli) 
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Şekil 6.27. Mach=0.675 akış hızı için kanal içinde oluşan Mach sayısı  
                  dağılımı (çizgili) 

 

Elde edilen sayısal sonuçlardan, tümseğin ardında tümsek boyunun yaklaşık 

%70‘i mesafesinde şok dalgasının oluştuğu görülmektedir. Şok dalgasının 

oluştuğu bölgede Mach sayısının değeri yaklaşık 1.25 değerine kadar 

artmaktadır. Şok ardında ise akış tekrar ses altı hızlara düşmektedir. 

Tümseğin tabanla birleşme noktası etrafında ise her iki tatafta da Mach 

sayısı 0.35’e kadar düşmektedir.  

 

Literatürde benzer kanal içinden transonik akışı Djavareshkian [2005] ile 

Rıncon ve Elder [1997] çözümlemişlerdir. Çalışma sonuçları Şekil 6.28’de 

verilmiştir. Programdan elde edilen sonuçların literatürdeki sonuçlarla 

karşılaştırıldığında, benzer ve uyumlu oldukları söylenebilir. 

 

Daha sonra kanalın taban ve tavanı üzerindeki Mach sayısındaki değişim 

incelenmiştir. Sayısal çözümlemeden elde edilen sonuçlar literatürde benzer 

çalışmayı yapan Karki ve Patankar [1989] ile Moukalled ve ark. [2001]’nın 

çalışma sonuçları ve deneysel sonuçlarla karşılaştırılmıştır. Kanal tabanı 

üzerinde Mach sayısındaki değişim Şekil 6.29’da, tavan üzerindeki Mach 

sayısı değişimi ise 6.30’da verilmiştir. Yapılan incelemede, taban üzerinde 

tümseğe yaklaşıldığında Mach sayısının yaklaşık 0.35 değerine kadar hızla 

düştüğü, tümseğin yaklaşık %70’ine ulaşıldığında ise tekrar hızlı bir yükseliş 

gösterdiği görülmüştür. 

Kanal Boyu, X(m) 
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(a) 

 

(b) 
 
Şekil 6.28. Mach=0.675 akış hızı için Mach sayısı dağılımını veren  
                  literatürdeki çalışmalar (çizgili),  
                  a) [Djavareshkian, 2005], b) [Rincon ve Elder, 1997] 
 

Bu tepe noktada deneysel çalışma sonucunda yaklaşık 1.2 Mach sayısı 

değerine kadar yükseliş gözlenmiştir. Şekil 6.29 irdelendiğinde deneysel 

çalışmada ulaşılan bu tepe noktaya en yakın sonuç bu tezde geliştirilen 

program ile elde edilmiştir. Diğer bölümlerde elde edilen sonuçlar tüm 

çalışmalarda birbirine yakın ve benzerdir. Mach sayısının tepe noktaya 

ulaştıktan sonra tümseğin bitim noktasına doğru tekrar yaklaşık 0.35 

değerine kadar hızlı bir düşüş göstererek kanal çıkışına doğru tekrar giriş 

değerine ulaştığı tespit edilmiştir. Kanalın tavanında ise daha yumuşak bir 

yükseliş ile yaklaşık 0.8 Mach sayısına ulaşıldıktan sonra tekrar  düşerek 

giriş değerine yaklaşılmaktadır. Tabandan farklı olarak tavanda, simetrik bir 

değişim olduğu görülmektedir. Ayrıca literatürdeki ve bu çalışmadan elde 

edilen sonuçların birbirine çok yakın oldukları görülmüştür. 
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Kanal Boyu, X (m)
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Patankar, Karki, 1989 (Sayisal)
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Darwish, Asmar, Moukalled (Sayisal)

 
Şekil 6.29. Mach=0.675 akış hızı için kanal tabanı boyunca Mach sayısı  
                  dağılımının literatürdeki çalışmalarla karşılaştırması 

 

 
 
Şekil 6.30. Mach=0.675 akış hızı için kanal tavanı boyunca Mach sayısı  
                  dağılımının literatürdeki çalışmalarla karşılaştırması 

Mavi    ---- BU TEZ 
Yeşil    ---- Patankar, Karki, 1989 (Sayısal) 
Kırmızı ----Darwish, Asmar, Moukalled, 1999 (Sayısal) 
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Son olarak kanal içindeki basınç dağılımı sonuçları incelenerek 

literatürdekilerle karşılaştırılmıştır. Şekil 6.31’de, geliştirilen program ile elde 

edilen 0.675 Mach sayısında kanal içindeki basınç dağılımı renkli gösterimde 

verilmiştir. Aynı sonuçlar Şekil 6.32’de çizgisel gösterimde verilmiştir. Daha 

önce Mach sayısı dağılımında da görüldüğü gibi tümsek üzerinde kanal 

boyunun yaklaşık 1.7 m’sinde şok dalgasının oluştuğu görülmektedir. 

Tümsek üzerinde basıncın düştüğü, tümseğin taban ile olan birleşme 

noktaları çevresinde ise basınç değerlerinin arttığı görülmüştür.   

 

 
 
Şekil 6.31. Mach=0.675 akış hızı için kanal içinde oluşan basınç dağılımı  
                  (renkli)  

 

 
 
Şekil 6.32. Mach=0.675 akış hızı için kanal içinde oluşan basınç dağılımı  
                  (çizgili)  
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Literatürde benzer çalışmayı Moukalled ve Darwish [2001] ile Rincon ve 

Elder [1997] yapmışlardır. Çalışmalarından elde edilen sonuçlar Şekil 6.33’de 

verilmiştir. Sonuçların bu tez çalışmasında elde edilen sonuçlarla uyumlu 

oldukları görülmüştür.  

 

 
(a) 

 
(b) 

 
Şekil 6.33. Mach=0.675 akış hızı için Mach sayısı dağılımını veren  
                  literatürdeki çalışmalar (çizgili) a) [Moukalled ve Darwish, 2001],  
                  b) [Rincon ve Elder, 1997]  
 
 
 
6.4.3 Ses üstü (süpersonik) hızda akış 
 
Kanal içerisindeki süpersonik akış için kanalın tabanındaki tümseğin 

yüksekliği Şekil 6.34’de görüldüğü gibi %4’e düşürülmüştür. Yeni yapıya 

uygun olarak grid dağılımı yeniden oluşturulmuştur. Girişteki Mach sayısı 1.4 

olarak alınmıştır. Kanal girişinde tüm değişkenler verilmiştir. Çıkışta ise 

değişkenlerin tümü extrapolasyon yoluyla elde edilmiştir. Duvarlarda ise 

teğetsel sınır şartları kullanılmıştır.  
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Şekil 6.34 Ses üstü akış için kanal geometrisi 
 

Elde edilen Mach sayısı dağılımı şekil 6.35’de renkli gösterimde, Şekil 

6.36’da ise çizgisel gösterimde verilmiştir. Şekillerden de görüldüğü üzere 

tümseğin her iki tarafındaki tabanla birleşme noktasında da şok dalgası 

oluşmaktadır. Taban üzerinde tümseğin çıkış noktası olan 1 m konumunda 

oluşan şok dalgası yaklaşık 1.6 m’de tavana çarparak geri yansımaktadır. 

Yansıyan dalga tabanda yaklaşık 2.3 m’de tekrar yukarı yönde 

yansımaktadır. Bu arada tümseğin iniş yönünde bitim noktası olan 2 m’de 

oluşan şok dalgası ile yansıyan şok dalgası çıkışta birleşmektedirler. 

 

Mach sayısı Şekil 6.37’de görüldüğü gibi taban üzerinde tümseğe kadar olan 

kısımda sabit kalarak tümseğe gelindiğinde aniden 1 değerine düşmekte, 

tümsek boyunca tekrar yükselerek yaklaşık 1.7 değerine kadar çıkmaktadır. 

Tümseğin bitiminde ikinci şok dalgası nedeniyle tekrar 1 değerine düşerek 

çıkışa doğru olan ikinci bir artışla kanal yaklaşık 1.24 Mach sayısıyla terk 

edilmektedir. Kanalın üst duvarında ise Şekil 6.38’de de görüleceği üzere 

tümsekten gelen şok dalgası duvara tümseğin orta kısmı hizasında 

çarpmakta ve duvarda, bu noktaya kadar sabit gelen Mach sayısı aniden 

yaklaşık 0.9 Mach sayısına kadar düşmektedir. Sonra tekrar artışa geçerek 

1.65 Mach sayısıyla kanalı terk etmektedir.  
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Şekil 6.35. Mach=1.4 akış hızı için kanal içinde oluşan Mach sayısı  
                  dağılımı (renkli) 

 
 
Şekil 6.36. Mach=1.4 akış hızı için kanal içinde oluşan Mach sayısı  
                  dağılımı (çizgili) 

 

 
Şekil 6.37. Mach=1.4 akış hızı için kanal tabanı boyunca Mach sayısı  
                  dağılımının literatürdeki çalışmalarla karşılaştırması 

Kırmızı  ---  BU TEZ 
Yeşil      ---  [Moukalled ve Darwish, 2001]
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Şekil 6.38. Mach=1.4 akış hızı için kanal tavanı boyunca Mach sayısı  
                  dağılımının literatürdeki çalışma ile karşılaştırması 
 
Şekil 6.39’da kanal içindeki basınç dağılımı renkli olarak, Şekil 6.40’da ise 

çizgisel gösterimde verilmiştir. Basınç değerlerinin Mach sayısıyla ters bir 

davranış gösterdiği görülmektedir. Mach sayısının arttığı bölgelerde basınç 

değeri azalmakta, Mach sayısının azaldığı bölgelerde ise basınç artmaktadır. 

Literatürde benzer bir çalışmayı Moukalled ve Darwish [2001] yapmışlardır. 

Elde ettikleri sonuçlar Şekil 6.41’de verilmiştir. Bu tezde elde edilen sonuçlar 

ile literatürdekiler büyük bir uyumluluk göstermektedir. 

 

 
 
Şekil 6.39. Mach=1.4 akış hızı için kanal içinde oluşan basınç dağılımı 
                  (renkli) 
 

Kırmızı --- BU TEZ 
Yeşil     --- [Moukalled ve Darwish, 2001] 
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Şekil 6.40. Mach=1.4 akış hızı için kanal içinde oluşan basınç dağılımı 
                  (çizgili) 

 
 
Şekil 6.41. Mach=1.4 akış hızı için kanal içinde oluşan basınç dağılımını  
                  veren literatürdeki çalışma [Moukalled ve Darwish, 2001] 
 

Tabanında tümsek bulunan kanal içindeki akışın farklı hızlardaki çözüm 

sonuçları genel olarak değerlendirildiğinde, bu tezde geliştirilen programdan 

elde edilen sonuçlar ile literatür çalışmaları arasında bir takım küçük 

farklılıkların bulunduğu görülmektedir. Sonuçlardaki farklılıkların literatürdeki 

çalışmaların kendileri arasında da bulunduğu gözlenmektedir. Çözüm 

esnasında kullanılan yöntemlerin farklı olmaları veya farklı ağ yapılarını 

kullanıyor olmaları nedeni ile sonuçların sayısal çalışmalarda birebir 

örtüşmesi de beklenmemelidir. 
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6.5 Süpersonik Nozul İçindeki Akış 
 
Tümsek üzerinden ses altı, transonik ve ses üstü sürtünmesiz akışların 

eğrisel koordinatlarda çözülmesinin ardından, bu kısımda ses üstü hızda 

nozul içinden sürtünmeli akış örneği çözülecektir. Bu örnek geliştirilen 

program veya yöntemlerin test edilmesinde en çok kullanılanlardan biridir. 

Deneysel sonuçlarının da bulunması nedeniyle isabetli bir örnek olduğu 

değerlendirilebilir.  

 

Süpersonik akışın gerçekleştiği nozul geometrisi Şekil 6.42’de görülmektedir. 

Süpersonik nozul için akış şartları ve kanal ölçüleri Çizelge 6.4’te verilmiştir. 

Nozul girişinde Mach sayısı 0.232 olarak verilmektedir. Çıkıştaki statik 

basıncın toplam basınca oranı ise 0.1135 olarak verilmiştir.  

 

Ağ dağılımı olarak 101x31 nokta kullanılmıştır. Ağ dağılımı içinde 3131 nokta 

ve 3000 kontrol hacmi bulunmaktadır. Ağ dağılımı, geliştirilen  yazılım 

oluşturulmuştur. Çözümde 101x31 grid dağılımı kullanılmıştır. Mesh 

oluşturulurken orta kısma (throat) doğru ağ yapısı sıklaştırılmış, dikey 

doğrultuda eşit aralıklı ağ yapısı kullanılmıştır. Nozul içinde oluşturulan ağ 

yapısı Şekil 6.43’de görülmektedir. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Şekil 6.42. Süpersonik nozul geometrisi  

L

lt 

h

he 
hi Mi 
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Çizelge 6.5. Süpersonik nozul için akış şartları ve kanal ölçüleri 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Şekil 6.43. Süpersonik nozul içindeki ağ yapısı  

 
Şekil 6.44’te nozul içindeki Mach sayısı dağılımı renkli olarak verilmiştir. Aynı 

dağılım çizgisel gösterimde Şekil 6.45’de görülmektedir. Dağılım genel olarak 

incelendiğinde Mach sayısının girişten çıkışa doğru kademeli olarak arttığı 

görülmektedir. Nozul çıkışında Mach değerinin 2 gibi yüksek oranda bir hıza 

ulaştığı görülmektedir. Girişte 0.232 gibi düşük bir Mach sayısından 2 

değerine ulaşılması, giriş ve çıkış arasında oluşturulan yüksek orandaki 

basınç farkından kaynaklanmaktadır. 

 

Literatürde benzer çalışmayı Jing ve ark. [2007], Djavareshkian ve Reza-

zadeh [2007], Rincon ve Elder [1997] ile Karki ve Patankar [1989] 

yapmışlardır. Çalışma sonuçlarından elde ettikleri nozul içindeki Mach sayısı 

Mi 0.232 

Pe/P0 0.1135 

L 11.56 cm     

lt 5.78 cm 

hi 3.52 cm       

ht 1.37 cm       

he  2.46 cm 
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dağılımları Şekil 6.46’da verilmiştir. Mach sayısı dağılımları incelendiğinde 

hepsinde birbirine göre farklılıklar bulunmakla beraber benzer yanlarıda 

vardır. Şekilsel olarak Mach sayılarındaki kademeli artış tümünde 

görülmektedir. Tümünün ortak yanı çıkıştaki Mach sayısının yaklaşık 2 

değerine ulaşmalarıdır. Sonuçlara bakıldığında Rincon ve Elder [1997]’in 

elde ettikleri sonuçların bu tezde elde edilenlere daha çok benzediği 

görülmektedir.  
 

 
 

 
Şekil 6.44. Süpersonik nozul içinde oluşan Mach sayısı dağılımı (renkli)  
 
 

 
Şekil 6.45. Süpersonik nozul içinde oluşan Mach sayısı dağılımı (çizgili)  
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(a) 

 

 
(b) 

 

 
(c) 

 

 
(d)  

 
Şekil 6.46. Süpersonik nozul içinde oluşan Mach sayısı dağılımının  
                  literatürdeki çalışmalarla karşılaştırması 

        a) [Jing ve ark., 2007] 
        b) [Djavareshkian ve Reza-zadeh, 2007] 
        c) [Rincon ve Elder, 1997] 
        d) [Karki ve Patankar, 1989] 
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Nozul içindeki genel basınç dağılımı Şekil 6.47’de renkli olarak görülmektedir. 

Aynı dağılım çizgisel gösterimde Şekil 6.48’de sunulmuştur. Her iki şekilden 

de görüleceği üzere basınç değeri nozul girişinden itibaren çıkışa doğru 

azalmaktadır. Kademe aralıklarına bakıldığında basınçtaki azalmanın giriş ve 

çıkışa yakın bölümlerde daha yavaş seyrettiği, boğaz ve çevresinde daha 

hızlı bir basınç değişimi gözlenmektedir. Kademe aralıklarının boğaz 

bölümünde kısalması basınçtaki hızlı değişimi teyit etmektedir. Aynı sonuç 

çizgisel gösterimde basınç değişimini veren Şekil 6.48’den de görülmektedir. 

   

 
Şekil 6.47. Süpersonik nozul içinde oluşan basınç dağılımı (renkli)  
 
 

 
Şekil 6.48. Süpersonik nozul içinde oluşan basınç dağılımı (çizgili)  
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Şekil 6.49’da nozul ekseni üzerindeki basınç dağılımı görülmektedir. Basınç, 

nozul girişinden ortada bulunan boğaz kısmına kadar yavaş olmak üzere, 

boğaz kısmında hızlı bir şekilde azalmakta ve tekrar yavaşlayan bir azalış 

davranışı göstermektedir.  

 

Geliştirilen programdan elde edilen sonuçlar literatürdekilerle       

kıyaslandığında,  nozul girişinden ortadaki boğaz kısmına kadarki kısımda, 

büyük bir fark olmamakla birlikte basınç değerlerinin literatürdekilere kıyasla 

biraz yüksek seyrettiği görülmektedir. Tezde basınç değerinin çözümü için  

SIMPLE metod kullanılmaktadır. Bu metod ile basınç her iterasyonda bir kez 

düzeltilir. Elde edilen basınç değeri iterasyon sayısının artışıyla yakınsar. 

Karki ve Patankar [1989] çalışmalarında SIMPLER metoduna kullanmışlar ve 

elde ettikleri sonuçlardan da görüldüğü üzere deneysel sonuca daha yakın 

bir sonuç elde etmişler. Bunun nedeni basınç değerinin doğrudan 

hesaplandığı SIMPLER metodunu kullanması olabilir.  

 

Şekil 6.50’de ise duvar üzerindeki basıncın girişte yataya yakın bir 

başlangıçtan sonra boğaz kısmında aniden büyük bir düşüş yaşadığı 

görülmektedir. Boğazın geçilmesinin ardından basınç değerinde hızlı bir 

yükseliş ve sonrasında tekrar çıkışa kadar azalış görülmüştür. boğaz kısmına 

kadar benzer, orta boğaz kısmında ani bir azalış göstermektedir. Boğaz 

kısmı geçildikten sonra küçük bir yükseliş sonrası tekrar çıkışa doğru 

azalmaktadır. 

 

Programdan elde edilen sonuçlar ile literatürdeki sonuçlar duvar kısmı için 

karşılaştırıldığında nozul girişinden boğaz kısmına kadar olan bölümde 

basınç değerinin eksende olduğu gibi yine biraz yüksek seyrettiği 

görülmektedir. 
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Şekil 6.49. Süpersonik nozul üst duvarı boyunca oluşan basınç dağılımının  
                  literatürdeki çalışmalarla karşılaştırması  
 
 
 

Siyah  --- BU TEZ 
Yeşil  --- [Jing ve ark., 2007] (Sayısal) 
Mavi  --- [Rincon ve Elder, 1997] 
                   (Sayısal) 
Mor  --- [Karki ve Patankar, 1989]      
                   (Sayısal) 
Turuncu--- [Karki ve Patankar, 1989]       
                   (Deneysel) 

X/L (Eksende) 
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Şekil 6.50. Süpersonik nozul ekseni boyunca oluşan basınç dağılımının  
                  literatürdeki çalışmalarla karşılaştırması  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Siyah   -- BU TEZ 
Yeşil   -- [Jing ve ark., 2007] 
                   (Sayısal) 
Mavi   -- [Rincon ve Elder, 1997] 
                   (Sayısal) 
Turuncu – [Karki ve Patankar, 1989] 
                   (Sayısal) 
Mor   -- [Karki ve Patankar, 1989]   
                   (Deneysel) 

X/L (Duvarda) 
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6.6 NACA 0012 Kanat Üzerindeki Akış 
 
Buraya kadar çok farklı sürtünmeli ve sürtünmesiz akış örnekleri çözülerek, 

geliştirilen program doğrulanmaya çalışılmıştır. Son örnek olarak literatürde 

çokça kullanılan NACA 0012 tipi simetrik kanat profili üzerindeki sürtünmeli 

ve sürtünmesiz akış incelenmiştir. Sürtünmeli akış 5000 Reynolds sayısında, 

0.3 Mach sayısında ve 0o hücum açısında seçilmiştir. Sürtünmesiz akış ise 

0.1 Mach sayısında ve yine 0o hücum açısında seçilmiştir. Kanadın simetrik 

olması nedeniyle program içinde yalnız üst yüzey boyunca olan akış 

çözümlenmiştir. 

 

Kanat üzerinden akışın çözümü için H-tipi ve C-tipi olmak üzere iki farklı tipte 

ağ dağılımı oluşturabilen bir program geliştirilmiştir. Buradaki örnekte şekil 

6.50’de görülen H-tipi ağ yapısı seçilmiştir. Kanat simetrik olduğu için Şekil 

6.51’de gösterilen yarım ağ yapısı kullanılacaktır. Ağ dağılımı oluşturulurken 

dikey doğrultuda kanadın üst ve alt kısımlarında yüzeye doğru, yatay olarak 

ise gradyanların yüksek olduğu kanadın burun ve kuyruk kısımlarına doğru 

grid sıklaştırılmıştır. Şekil 6.53’de kanadın burun kısmındaki ağ dağılımı 

yakın görünümde verilmektedir. 

 

Kanat simetrik olduğundan sadece üst kısımda çözümleme yapılmıştır. Şekil 

6.54’de sürtünmeli akış için kanadın tamamı üzerindeki hız vektörleri, Şekil 

6.55’de ise burun kısmına yakın bölgedeki hız vektörleri daha yakın 

görünümde verilmektedir. Şekil 6.56’da kanat boyunca basınç katsayısındaki 

değişim görülmektedir. Basınç katsayısındaki dağılım incelendiğinde, burun 

kısmında ani bir basınç kaybının oluştuğu görülmektedir. Buna bağlı olarak 

akış hızında artış gözlenmiştir.  Daha sonra kuyruk tarafına doğru basıncın 

tekrar düşük gradyanla artışa geçtiği görülmektedir. 

 

Sürtünmesiz akış basınç katsayısındaki değişim Şekil 6.57’de görüldüğü gibi 

literatürdekiyle benzerlik göstermektedir. 
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Şekil 6.51. NACA 0012 kanat üzerinde oluşturulan H-tipi grid dağılımı  
 

 
 
Şekil 6.52. NACA 0012 kanat üzerinde oluşturulan H-tipi grid dağılımı  
                  (üst yüzeyde)  
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Şekil 6.53. NACA 0012 kanat üzerinde oluşturulan H-tipi grid dağılımı  
                  (yakın görünümde) 
 
 

 
Şekil 6.54. NACA 0012 kanat üzerinde sürtünmeli akışta 
                  Kanat yüzeyinde oluşan hız profili 
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Şekil 6.55. NACA 0012 kanat üzerinde sürtünmeli akışta 
                  Kanat yüzeyinde oluşan hız profili (yakın görünümde) 
 
 

 
Şekil 6.56. NACA 0012 kanat üzerinde sürtünmeli akışta basınç katsayısının  
                  yüzey boyunca değişimi 
 
 

Kırmızı --- BU TEZ 
Yeşil     --- [Gatiganti ve ark., 1998] 
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Şekil 6.57. NACA 0012 kanat üzerinde sürtünmesiz akışta basınç   
                  katsayısının yüzey boyunca değişimi 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Kırmızı --- BU TEZ 
Yeşil     --- [Gatiganti ve ark., 1998] 
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER 
 
Akış problemlerinin sayısal yöntemlerle çözümleme çalışmaları günümüzde 

artan bir hızla devam etmektedir. Deneysel çalışmaların pahalı ve zor olması 

tüm gayretleri sayısal çözümlemelere itmiştir. Özellikle bilgisayar hızlarının 

artması ve ucuzlamaları bu alandaki çalışmaları daha da hızlandırmıştır. Akış 

problemlerinin çok çeşitli oluşu bu alanda birçok yöntemin geliştirilmesine yol 

açmıştır.  

 

Akış problemleri doğrusal ve eğrisel yüzeyler üzerinden akışlar olarak ikiye 

ayrılabilirler. Bu tezde eğrisel yüzeyler üzerinden akışlar incelenmiştir. 

Türbülanslı akış çözümlerinde standart k-ε modeli kullanılmıştır. Akış 

problemlerinin çözümü için süreklilik, momentum, enerji ve türbülans 

denklemlerinin eğrisel koordinatlar sistemine transformasyonu yapılarak eşit 

aralıklı hesap alanına dönüştürülmüşlerdir.  

 

Geliştirilen programın test edilmesi için ilk önce düz plaka üzerinden akış 

çözülerek doğrusal yönde program denenmiştir. Akışlar laminer ve türbülanslı 

olmak üzere iki farklı hızda çözülmüştür. Her iki örnekte de literatürdeki 

çalışmalarla karşılaştırılarak, geliştirilen bilgisayar programının doğruluğu test 

edilmiştir. 

 

Daha sonra doğrusal akışlara örnek olarak paralel iki plaka arasından akış ile 

paralel plakalar arasına yerleştirilmiş bloklar üzerinden akışlar çözülmüştür.  

Devamında eğrisel yüzeyler üzerinden akış örneklerine geçilmiştir. İlk örnek 

olarak geçmişte birçok programın doğrulanması için kullanılan, tabanında 

tümsek (bump) bulunan bir kanal içindeki sürtünmesiz akış incelenmiştir. 

Aynı kanal içinde ses altı (subsonik), transonik ve ses üstü (süpersonik ) 

akışlar üzerinde çalışılmıştır. Elde edilen tüm sonuçlar literatürdekilerle 

kıyaslanmıştır. Sonuçların çok yakın olduğu görülmüştür.  
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Sürtünmeli akışa örnek olarak ise süpersonik nozul içindeki akış 

incelenmiştir. Söz konusu örnek yine geçmişte birçok bilim adamı tarafından 

programlarının doğrulanmasında kullanılmıştır. Bu örneğin deneysel 

sonuçları da bulunmaktadır. Elde edilen sonuçların literatürdeki sonuçlarla 

uyumlu olduğu belirlenmiştir.  

 

Son olarak tezin konusu olan kanat üzerinden akış incelenmiştir. Kanat 

olarak NACA 0012 tipi simetrik kanat seçilmiştir. Bu kanat üzerinden 0.1 

Mach sayısında sürtünmesiz ve 0.3 Mach sayısında sürtünmeli yatay akış 

üzerinde çalışılmıştır. Elde edilen sonuçların literatürdeki çalışmalarla 

kıyaslandığında uyumlu olduğu görülmüştür. Kanat üzerinden akışın 

çözümlenebilmesi için H-tipi ve C-tipi olmak üzere iki farklı tipte grid yazılımı 

geliştirilmiştir. 

 

Literatürdeki çalışmaların büyük bölümünde momentum denklemlerinde 

kartezyen hız bileşenleri değişken olarak kullanılmıştır. Çözümler 

kaydırılmamış ağ sistemlerinde elde edilmiştir. Bu tez çalışmasında, 

momentum denklemlerinde değişken olarak kartezyen hız bileşenleri 

kullanılarak çözümler yapılmasının yanı sıra, hareket denklemlerinde 

modifikasyonlar yapılarak, eğrisel yöne teğet hız bileşenleri değişken olara 

alınarak çözümlerde yapılmıştır. Ayrıca kaydırılmış ağ sisteminde basınç ana 

değişken olarak alınarak sıkıştırılabilir ve sıkıştırılamaz akışların aynı anda 

çözülebildiği bir kod geliştirilmiştir.  

 

Sonuç olarak, yeni geliştirilen program üzerinde test edilen doğrusal ve 

eğrisel yüzeylerdeki tüm örneklerde geçmiştekilerle benzer sonuçlar elde 

edilmiştir. 

 

Sonraki adım olarak geliştirilen program üç boyutlu hale getirilebilir. Kanat 

üzerinden açılı akış ve farklı türbülans modelleri üzerinde çalışılabilir. 
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Yukarıdaki denkleminin sol ve sağ tarafı koordinat transformasyonu sonrasında tekrar yazılırsa,  
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Eşitliğin her iki tarafı integre edildikten sonra tekrar düzenlenirse, 
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Eşitliğin sol tarafı, 
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Eşitliğin sağ tarafı  1 ve 2’nci sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  3’ncü sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  4’ncü sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  5’nci sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  6’ncı sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  7 ve 8’nci sıra, 
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Yukarıdaki denklemler ana denkleme koyulup, zamana bölünür ve düzenlenirse, 

weξ)∆sksρnkn(ρPx
ηsnη)∆wkwρeke(ρPx

ξweξ.∆

SP∆η

SvPv

sy
ηs)tµ(µ

PN∆η

PvNv

ny
ηn)tµ(µ.

px
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swvsev

sy
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwvnev

ny
ξn)tµ(µ.

px
η

snη.∆

nw,swδη

swvnwv

wy
ηw)tµ(µ

ne,seδη

sevnev

ey
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WvPv

wy
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PvEv

ey
ξe)tµ(µ.

px
ξ

weξ.∆

SP∆η

SuPu

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

nx
ηn)tµ(µ.

px
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

nx
ξn)tµ(µ.

px
η

snη.∆

nw,swδη

swunwu

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

seuneu

ex
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ex
ξe)tµ(µ.

px
ξ

weξ.∆

SP∆η

SvPv

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PvNv

nx
ηn)tµ(µ.

py
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swvsev

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwvnev

nx
ξn)tµ(µ.

py
η

snη.∆

nw,swδη

swvnwv

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

sevnev

ex
ηe)tµ(µ.

py
ξsnη.∆

WP∆ξ

WvPv

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PvEv

ex
ξe)tµ(µ.

py
ξ

weξ.∆

SP∆η

SuPu

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

nx
ηn)tµ(µ.

px
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

nx
ξn)tµ(µ.

px
ηsnη.∆

nw,swδη

swunwu

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

seuneu

ex
ηe)tµ(µ.

px
ξ

snη.∆

WP∆ξ

WuPu

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ex
ξe)tµ(µ.

px
ξweξ.∆

SP∆η

SuPu

sy
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

ny
ηn)tµ(µ.

py
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sy
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

ny
ξn)tµ(µ.

py
η

snη.∆

nw,sw∆η

swunwu

wy
ηw)tµ(µ

ne,se∆η

seuneu

ey
ηe)tµ(µ.

py
ξsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wy
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ey
ξe)tµ(µ.

py
ξweξ.∆

SP∆η

SuPu

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

nx
ηn)tµ(µ.

px
η

weξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

nx
ξn)tµ(µ.

px
ηsnη.∆

nw,swδη

swunwu

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

seuneu

ex
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ex
ξe)tµ(µ.

px
ξ

.weξ∆)sPn(PPx
ηsn∆η)wPe(PPx

ξs).usvPy
ηsuPx

η
Pt

η(weξ∆sρn).unvPy
ηnuPx

η
Pt

(ηweξ∆nρw).uwvPy
ξwuPx

ξ
Pt

(ξsn∆ηwρe).uevPy
ξeuPx

ξ
Pt

(ξsn∆ηeρ
∆τ

weξ.∆snη)∆PuPρPuP(ρ

−−−−
−

+−
−

+−
−

+−
−

+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−−−−=++−+++++−+++
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

00

E
K

-1  (D
evam

) x – yönündeki m
om

entum
 denklem

inin  
           ayrıklaştırılm

ası 



 
114 

we)∆∆sksρnkn(ρPx
ηsn)∆∆wkwρeke(ρPx

ξweξ.∆

SP∆η

SvPv

sy
ηs)tµ(µ

PN∆η

PvNv

ny
ηn)tµ(µ.

px
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swvsev

sy
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwvnev

ny
ξn)tµ(µ.

px
η

snη.∆

nw,swδη

swvnwv

wy
ηw)tµ(µ

ne,seδη

sevnev

ey
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WvPv

wy
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PvEv

ey
ξe)tµ(µ.

px
ξ

weξ.∆

SP∆η

SuPu

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

nx
ηn)tµ(µ.

px
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

nx
ξn)tµ(µ.

px
η

snη.∆

nw,swδη

swunwu

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

seuneu

ex
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ex
ξe)tµ(µ.

px
ξ

weξ.∆

SP∆η

SvPv

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PvNv

nx
ηn)tµ(µ.

py
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swvsev

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwvnev

nx
ξn)tµ(µ.

py
η

snη.∆

nw,swδη

swvnwv

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

sevnev

ex
ηe)tµ(µ.

py
ξsnη.∆

WP∆ξ

WvPv

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PvEv

ex
ξe)tµ(µ.

py
ξweξ.∆

SP∆η

SuPu

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

nx
ηn)tµ(µ.

px
η

weξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

nx
ξn)tµ(µ.

px
ηsnη.∆

nw,swδη

swunwu

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

seuneu

ex
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ex
ξe)tµ(µ.

px
ξS

Sweξ.∆

SP∆η

SuPu

sy
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

ny
ηn)tµ(µ.

py
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sy
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

ny
ξn)tµ(µ.

py
η

snη.∆

nw,sw∆η

swunwu

wy
ηw)tµ(µ

ne,se∆η

seuneu

ey
ηe)tµ(µ.

py
ξsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wy
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ey
ξe)tµ(µ.

py
ξweξ.∆

SP∆η

SuPu

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

nx
ηn)tµ(µ.

px
η

weξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

nx
ξn)tµ(µ.

px
ηsnη.∆

nw,swδη

swunwu

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

seuneu

ex
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ex
ξe)tµ(µ.

px
ξ

.weξ∆)sPn(PPx
ηsn∆η)wPe(PPx

ξs).usvPy
ηsuPx

η
Pt

η(weξ∆sρn).unvPy
ηnuPx

η
Pt

(ηweξ∆nρw).uwvPy
ξwuPx

ξ
Pt

(ξsn∆ηwρe).uevPy
ξeuPx

ξ
Pt

(ξsn∆ηeρ
∆τ

weξ.∆snη)∆PuPρPuP(ρ

−−−−
−

+−
−

+−
−

+−
−

+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
+=

+
−

+−
−

++
−

+−
−

++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−−−−=++−+++++−+++
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

1

1

00
E

K
-1  (D

evam
) x – yönündeki m

om
entum

 denklem
inin 

           ayrıklaştırılm
ası 



 
115 

weξ)∆sksρnkn(ρPx
ηsnη)∆wkwρeke(ρPx

ξ

weξ.∆

SP∆η

SvPv

sy
ηs)tµ(µ

PN∆η

PvNv

ny
ηn)tµ(µ.

px
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swvsev

sy
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwvnev

ny
ξn)tµ(µ.

px
η

snη.∆

nw,swδη

swvnwv

wy
ηw)tµ(µ

ne,seδη

sevnev

ey
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WvPv

wy
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PvEv

ey
ξe)tµ(µ.

px
ξ

weξ.∆

SP∆η

SuPu

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

nx
ηn)tµ(µ.

px
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

nx
ξn)tµ(µ.

px
η

snη.∆

nw,swδη

swunwu

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

seuneu

ex
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ex
ξe)tµ(µ.

px
ξ

weξ.∆

SP∆η

SvPv

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PvNv

nx
ηn)tµ(µ.

py
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swvsev

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwvnev

nx
ξn)tµ(µ.

py
ηsnη.∆

nw,swδη

swvnwv

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

sevnev

ex
ηe)tµ(µ.

py
ξ

snη.∆

WP∆ξ

WvPv

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PvEv

ex
ξe)tµ(µ.

py
ξweξ.∆

SP∆η

SuPu

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

nx
ηn)tµ(µ.

px
ηweξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

nx
ξn)tµ(µ.

px
η

snη.∆

nw,swδη

swunwu

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

seuneu

ex
ηe)tµ(µ.

px
ξsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ex
ξe)tµ(µ.

px
ξweξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sy
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

ny
ξn)tµ(µ.

py
η

snη.∆

nw,sw∆η

swunwu

wy
ηw)tµ(µ

ne,se∆η

seuneu

ey
ηe)tµ(µ.

py
ξweξ.∆

se,sw∆ξ

swuseu

sx
ξs)tµ(µ

ne,nw∆ξ

nwuneu

nx
ξn)tµ(µ.

px
ηsnη.∆

nw,swδη

swunwu

wx
ηw)tµ(µ

ne,seδη

seuneu

ex
ηe)tµ(µ.

px
ξS

Sweξ.∆

SP∆η

SuPu

sy
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

ny
ηn)tµ(µ.

py
ηsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wy
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ey
ξe)tµ(µ.

py
ξ

weξ.∆

SP∆η

SuPu

sx
ηs)tµ(µ

PN∆η

PuNu

nx
ηn)tµ(µ.

px
ηsnη.∆

WP∆ξ

WuPu

wx
ξw)tµ(µ

PE∆ξ

PuEu

ex
ξe)tµ(µ.

px
ξ

weξ∆)sPn(PPx
ηsn∆η)wPe(PPx

ξs).usvPy
ηsuPx

η
Pt

η(weξ∆sρn).unvPy
ηnuPx

η
Pt

(ηweξ∆nρw).uwvPy
ξwuPx

ξ
Pt

(ξsn∆ηwρe).uevPy
ξeuPx

ξ
Pt

(ξsn∆ηeρ
∆τ

weξ.∆snη)∆PuPρPuP(ρ

−−−−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−
+−

−
+=

+
−

+−
−

++
−

+−
−

++

−
+−

−
++

−
+−

−
++

−−−−=++−+++++−+++
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

2

2

00

 

E
K

-1  (D
evam

) x – yönündeki m
om

entum
 denklem

inin 
           ayrıklaştırılm

ası 



 
116 

2

00

S

u
∆η

η)µ(µ∆ξη
u

∆η

η)µ(µ∆ξη
u

∆η

η)µ(µ∆ξη
u

∆η

η)µ(µ∆ξη

u
∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
u

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
u

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
u

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

u
∆η

η)µ(µξ∆η
u

∆η

η)µ(µξ∆η
u

∆η

η)µ(µξ∆η
u

∆η

η)µ(µξ∆η

u
∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
u

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
u

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
u

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

ξ∆)P(Pη∆η)P(Pξ).uvηuηη(ξ∆ρ).uvηuη(ηξ∆ρ

).uvξuξ(ξ∆ηρ).uvξuξ(ξ∆ηρ
∆τ

ξ.∆η)∆uρu(ρ

S
SP

ystwey
P

SP

ystwey
P

PN

yntwey
N

PN

yntwey

W
WP

ywtsny
P

WP

ywtsny
P

PE

yetsny
E

PE

yetsny

S
SP

xstwex
P

SP

xstwex
P

PN

xntwex
N

PN

xntwex

W
WP

xwtsnx
P

WP

xwtsnx
P

PE

xetsnx
E

PE

xetsnx

wesnxsnwexssysxtwesnnynxtwen

wwywxtsnweeyextsne
wesnPPPP

spspnpnp

wpwpepep

spspnpnp

wpwpepep

PPPPPPPP

PPPPPP

+

+
+

+
−

+
−

+
+

+
+

+
−

+
−

+
+

+
+

+
−

+
−

+
+

+
+

+
−

+
−

+
+

−−−−=++−+++

++−+++
−

 

 
 

2

00

S

.u
∆η

η)µ(µ∆ξη

∆η

η)µ(µξ∆η
.u

∆η

η)µ(µ∆ξη

∆η

η)µ(µξ∆η

.u
∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
.u

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

.u

∆η

η)µ(µ∆ξη

∆η

η)µ(µ∆ξη

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
∆η

η)µ(µξ∆η

∆η

η)µ(µξ∆η

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

ξ∆)P(Pη∆η)P(Pξ

.uF.uF.uF.uF
∆τ

ξ.∆η)∆uρu(ρ

S
SP

ystwey

SP

xstwex
N

PN

yntwey

PN

xntwex

W
WP

ywtsny

WP

xwtsnx
E

PE

yetsny

PE

xetsnx

P

SP

ystwey

PN

yntwey

WP

ywtsny

PE

yetsny

SP

xstwex

PN

xntwex

WP

xwtsnx

PE

xetsnx

wesnxsnwex

ssnnwwee
wesnPPPP

spspnpnp

wpwpepep

spnpwpep

spnpwpep

PP

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

+
+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

+
+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+

−

−−−−=

−+−+
−

 

E
K

-1  (D
evam

) x – yönündeki m
om

entum
 denklem

inin  
           ayrıklaştırılm

ası 



 
117 

2

00

00000000

S

.u
∆η

η)µ(µ∆ξη

∆η

η)µ(µξ∆η
.u

∆η

η)µ(µ∆ξη

∆η

η)µ(µξ∆η

.u
∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
.u

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

.u

∆η

η)µ(µ∆ξη

∆η

η)µ(µ∆ξη

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
∆η

η)µ(µξ∆η

∆η

η)µ(µξ∆η

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

ξ∆)P(Pη∆η)P(Pξ

,F.u,F.u,F.u,F.u,F.u,F.u,F.u,F.u
∆τ

ξ∆∆ηuρ.u
∆τ

ξ∆∆ηρ

S
SP

ystwey

SP

xstwex
N

PN

yntwey

PN

xntwex

W
WP

ywtsny

WP

xwtsnx
E

PE

yetsny

PE

xetsnx

P

PN

ystwey

PN

yntwey

WP

ywtsny

PE

yetsny

SP

xstwex

PN

xntwex

WP

xwtsnx

PE

xetsnx

wesnxsnwex

sPsSnNnPwPwWeEeP
wesnPP

P
wesnP

spspnpnp

wpwpepep

spnpwpep

spnpwpep

PP

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

+
+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

+
+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+

−

−−−−=

−+−−−+−+−−−+−

 

 
 
 

b

.u,F
∆η

η)µ(µ∆ξη

∆η

η)µ(µξ∆η
.u,F

∆η

η)µ(µ∆ξη

∆η

η)µ(µξ∆η

.u,F
∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
.u,F

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

.u

,F.u,F.u,F.u,F.u
∆η

η)µ(µ∆ξη

∆η

η)µ(µ∆ξη

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ
∆η

η)µ(µξ∆η

∆η

η)µ(µξ∆η

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆ξ

ξ)µ(µ∆ηξ

∆τ
ξ∆∆ηρ

Ss
SP

ystwey

SP

xstwex
Nn

PN

yntwey

PN

xntwex

Ww
WP

ywtsny

WP

xwtsnx
Ee

PE

yetsny

PE

xetsnx

P

sPnPwPeP

PN

ystwey

PN

yntwey

WP

ywtsny

PE

yetsny

SP

xstwex

PN

xntwex

WP

xwtsnx

PE

xetsnxwesnP

spspnpnp

wpwpepep

spnpwpep

spnpwpep

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
+

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

+
+

+
+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
+

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

+
+

+
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−++

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

00

00

0000  

E
K

-1  (D
evam

) x – yönündeki m
om

entum
 denklem

inin 
           ayrıklaştırılm

ası 



 
118 

Grid noktalarındaki hızlara göre düzenleme yapıldığında, 
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Yukarıdaki denkleminin sol ve sağ tarafı koordinat transformasyonu sonrasında tekrar yazılırsa,  
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Eşitliğin her iki tarafı ıntegre edildikten sonra düzenlenip tekrar yazılırsa, 
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Eşitliğin sol tarafı, 
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Eşitliğin sağ tarafı  1 ve 2’nci sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  3’ncü sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  4’ncü sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  5’nci sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  6’ncı sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  7 ve 8’nci sıra, 
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Yukarıdaki denklemler ana denkleme koyulup, zamana bölünür ve düzenlenirse, 
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Grid noktalarındaki hızlara göre düzenleme yapıldığında, 
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Yukarıdaki denkleminin sol ve sağ tarafı koordinat transformasyonu sonrasında tekrar yazılırsa,  
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Eşitliğin her iki tarafı ıntegre edildikten sonra düzenlenip tekrar yazılırsa, 
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Eşitliğin sol tarafı, 
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Eşitliğin sağ tarafı  1’nci sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  2’nci sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  3’ncü sıra, 
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Yukarıdaki denklemler ana denkleme koyulup, zamana bölünür ve düzenlenirse, 
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Grid noktalarındaki hızlara göre düzenleme yapıldığında, 
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Yukarıdaki denkleminin sol ve sağ tarafı koordinat transformasyonu sonrasında tekrar yazılırsa,  
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Eşitliğin her iki tarafı integre edildikten sonra düzenlenip tekrar yazılırsa, 
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Eşitliğin sağ tarafı  1’nci sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  2’nci sıra, 
 

τ.∆ξ.∆
∆η

εε
σ

η)µ(µ
∆η

εε
σ

η)µ(µ
.η

τ.∆ξ.∆
η
ε

σ
η)µ(µ

η
ε

σ
η)µ(µ

.ηdηξddτ
η
ε

σ
η)µ(µ

η
η

τ.∆ξ.∆
∆ξ

εε
σ

ξ)µ(µ
∆ξ

εε
σ

ξ)µ(µ
.η

τ.∆ξ.∆
ξ
ε

σ
ξ)µ(µ

ξ
ε

σ
ξ)µ(µ

.ηdηξddτ
ξ
ε

σ
ξ)µ(µ

η
η

τ.∆η.∆
∆η

εε
σ

η)µ(µ
∆η

εε
σ

η)µ(µ
.ξ

τ.∆η.∆
η
k

σ
η)µ(µ

η
k

σ
η)µ(µ

.ξdηξddτ
η
k

σ
η)µ(µ

ξ
ξ

τ.∆η.∆
∆ξ

εε
σ

ξ)µ(µ
∆ξ

εε
σ

ξ)µ(µ
.ξ

τ.∆η.∆
ξ
ε

σ
ξ)µ(µ

ξ
ε

σ
ξ)µ(µ

(.ξdηξddτ
ξ
ε

σ
ξ)µ(µ

ξ
ξ

we
SP

SP

ε

yst

PN

PN

ε

ynt
y

we
sε

yt

nε

yt
y

t e

w

n

s ε

yt
y

we
se,sw

swse

ε

yst

ne,nw

nwne

ε

ynt
y

we
sε

yt

nε

yt
y

t e

w

n

s ε

yt
y

sn
nw,sw

swnw

ε

ywt

ne,se

sene

ε

yet
y

sn
wk

yt

ek

yt
y

t e

w

n

s k

yt
y

sn
WP

WP

ε

ywt

PE

PE

ε

yet
y

sn
wε

yt

eε

yt
y

t e

w

n

s ε

yt
y

sn

p

p

sn

p

p

we

p

p

we

p

p

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∫ ∫ ∫ =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∂
∂

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∫ ∫ ∫ =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∂
∂

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∫ ∫ ∫ =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∂
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∫ ∫ ∫ =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∂
∂

0

0

0

0

 

 
 
 

E
K

-4  (D
evam

)  Türbülans kinetik enerjisi yutulm
a m

iktarı (ε) için  
           taşınım

 denklem
inin ayrıklaştırılm

ası ayrıklaştırılm
ası 



 

 

  159  

Eşitliğin sağ tarafı  3’ncü sıra, 
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Eşitliğin sağ tarafı  4’ncü sıra, 
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Yukarıdaki denklemler ana denkleme koyulup, zamana bölünür ve düzenlenirse, 
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Grid noktalarındaki hızlara göre düzenleme yapıldığında, 
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Yukarıdaki denkleminin sol ve sağ tarafı koordinat transformasyonu sonrasında tekrar yazılırsa,  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂

η
Pη

ξ
Pξ

τ
P

η
hη

σ
µ

η
η

ξ
hξ

σ
µ

η
η

η
hη

σ
µ

ξ
ξ

ξ
hξ

σ
µ

ξ
ξ

η
hη

σ
µ

η
η

ξ
hξ

σ
µ

η
η

η
hη

σ
µ

ξ
ξ

ξ
hξ

σ
µ

ξ
ξ

η
)vhρ(η

ξ
)vhρ(ξ

η
)huρ(η

ξ
)huρ(ξ

η
)hρ(η

ξ
)hρ(ξ

τ
)hρ(

tt

y
n,t

t
yy

n,t

t
yy

n,t

t
yy

n,t

t
y

x
n,t

t
xx

n,t

t
xx

n,t

t
xx

n,t

t
x

yyxxtt

 

 

 

 

 

 

 

E
K

-5 E
nerji denklem

inin ayrıklaştırılm
ası 



 

 

  168  

Eşitliğin her iki tarafı integre edilip düzenlenirse, 
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Upwind metodu kullanıldığında, 

 

∆τ
weξ∆sn∆ηPhPρ

weξ)∆sPn(PPt
ηsn)∆∆wPe(PPt

ξ
∆τ

weξ.∆snη)∆PPP(Pb

bweξ.∆
SP∆η
ShPh

syηs)n,tσ
tµ(

PN∆η
PhNh

nyηn)n,tσ
tµ(.pyηweξ.∆

se,sw∆ξ
swhseh

syξs)n,tσ
tµ(

ne,nw∆ξ
nwhneh

nyξn)n,tσ
tµ(.pyη

snη.∆
nw,sw∆η

swhnwh
wyηw)n,tσ

tµ(
ne,se∆η
sehneh

eyηe)n,tσ
tµ(.pyξsnη.∆

WP∆ξ
WhPh

wyξw)n,tσ
tµ(

PE∆ξ
PhEh

eyξe)n,tσ
tµ(.pyξ

weξ.∆
SP∆η
ShPh

sxηs)n,tσ
tµ(

PN∆η
PhNh

nxηn)n,tσ
tµ(.pxηweξ.∆

se,sw∆ξ
swhseh

sxξs)n,tσ
tµ(

ne,nw∆ξ
nwhneh

nxξn)n,tσ
tµ(.pxη

snη.∆
nw,swδη

swhnwh
wxηw)n,tσ

tµ(
ne,seδη

sehneh
exηe)n,tσ

tµ(.pxξsnη.∆
WP∆ξ
WhPh

wxξw)n,tσ
tµ(

PE∆ξ
PhEh

exξe)n,tσ
tµ(.pxξ

,sF.Ph,sF.Sh,nF.Nh,nF.Ph,wF.Ph,wF.Wh,eF.Eh,eF.Ph∆τ
weξ∆sn∆ηP.hPρ

000

00000000

+−+−+
−

=

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

−+−−−+−+−−−+

 

 

 

 

 

 

 

E
K

-5 (D
evam

) E
nerji denklem

inin ayrıklaştırılm
ası 



 

 

  170  

Grid noktalarındaki enthalpiye göre düzenleme yapıldığında, 
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