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ÖZET 

Bu tezde Deo ve Pratap tarafından çalışılan Jain ve Pethe operatörlerinin bir genellemesi 

olan JPDB operatörleri incelenmiştir. Girişte operatörlerin literatür geçmişi verilerek JPDB 

operatörlerinin ortaya çıkışı anlatılmıştır. İkinci bölümde ihtiyaç duyulan tanım ve 

kavramlara yer verilmiştir. Üçüncü bölümde JPDB operatörlerinin yakınsama hızı ikinci 

süreklilik modülü, Lipschitz-tip uzay ve Ditzian-Totik modülü yardımıyla hesaplanmıştır. 

Ayrıca bu operatörler için Voronovskaja tipi yaklaşım ve ağırlıklı yaklaşım özellikleri 

incelenmiştir. Dördüncü bölüm ise sonuç kısmından oluşmaktadır.  
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ABSTRACT 

In this thesis, JPDB operators, a generalization of Jain and Pethe operators studied by Deo 

and Pratap, are examined. In the introduction, the emergence of JPDB operators is explained 

by giving the literature history of the operators. In the second part, necessary definitions and 

concepts are given. In the third chapter, the convergence rate of the JPDB operators is 

calculated with the help of the second continuity module, Lipschitz-type space and Ditzian-

Totik module. In addition, the Voronovskaja type approximation and weighted 

approximation properties for these operators are examined. The fourth part consists of the 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler             Açıklamalar  

 

(𝐟𝐧)           n ∈ ℕ için bir fonksiyon dizisi 

𝐂𝐁[𝟎,∞]                  [0,∞] üzerinde tanımlı, reel değerli sürekli sınırlı fonksiyonların uzayı 

𝐂𝐁
𝟐[𝟎,∞]                  1.ve 2. türevi CB[0,∞] uzayının elemanı olan fonksiyonlar sınıfı   

𝐂𝟐
∗[𝟎,∞]                  {f ∈ C2[0,∞]: lim

x→∞

f(x)

1+x2
mevcut} ile tanımlı fonksiyon uzayı 

‖𝒇‖𝐂[𝐚,𝐛]                  ‖f‖C[a,b] = max{|f(x)|: a ≤ x ≤ b} ile tanımlanan norm 

‖𝒇‖∞                       ‖𝑓‖∞ = sup{|f(x)|: xϵ[0,∞)} ile tanımlanan norm 

𝐊𝟐(𝐟, 𝛅)                   f fonksiyonunun Peetre K-fonksiyoneli 

𝐁𝛒(ℝ)                      |f(x)| ≤ Mfρ(x),Mf > 0 olacak şekildeki fonksiyonların kümesi 

𝐂𝛒(ℝ)                      Bρ(ℝ) ağırlıklı uzayındaki sürekli fonksiyonların kümesi 

𝛀(𝐟, 𝛅)                     f fonksiyonunun ağırlıklı süreklilik modülü 

𝛚∅(𝐟; 𝛅)  Ditzian Totik modülü 
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1. GİRİŞ 

 

Fonksiyonlar teorisi ve Fonksiyonel analizin odak noktasında yer alan yaklaşımlar teorisi, 

geçmişten günümüze birçok matematikçinin araştırma konusu olmuştur. Verilen bir 

fonksiyonun, kendisinden daha basit ve daha kolay sonuçlar veren fonksiyonlar ya da 

polinomlar yardımıyla gösterilmesi yaklaşımlar teorisinin temelini oluşturur. Bu teorinin 

ortaya çıkışı 19. yüzyıla dayansa da günümüzde yapılan bilimsel çalışmalar sayesinde hala 

eski etkinliğini sürdürmektedir. 

 

Yaklaşımlar teorisinin temelleri ilk olarak 1885 yılında Alman matematikçi Weierstrass 

tarafından ortaya atılmıştır. Weierstrass, kapalı ve sınırlı aralıklarda sürekli her f 

fonksiyonuna yakınsayan bir polinom dizisinin var olduğunu ispatlamıştır [1]. İlerleyen 

dönemlerde birçok ünlü matematikçi bu teorem üzerinde çalışmalar yapmış ve 1912 yılında 

Bernstein, Weierstrass teoreminin açık ve basit bir ispatını vermiştir. Bernstein, 0,1 

aralığında bir f fonksiyonuna düzgün yakınsayan lineer pozitif operatör dizisi şeklindeki 

Bernstain polinomlarını tanıtmıştır [2]. Daha sonra 1952 yılında Bohman, lineer pozitif 

operatörlerin 0,1 kapalı ve sınırlı aralığında sürekli bir fonksiyona düzgün yakınsaması için 

yalnızca üç koşulu sağlaması gerektiğini söylemiş ve bunu kanıtlamıştır [3]. Bohman’ ın bu 

teoremini Korovkin 1953 yılında a,b aralığına genelleştirmiştir [4]. Bununla beraber 

Korovkin şartlarını sağlayan birçok lineer pozitif operatör tanımlanmış ve üzerinde 

çalışılmıştır. Yaklaşım teorisinde yaşanan bu gelişmelerle birlikte sonlu aralıktan sonsuz 

aralığa genişleyen lineer pozitif operatörler de karşımıza çıkmıştır. 1941 yılında Mirakyan 

[5] ve1950 yılında Szász [6], tarafından tanımlanan 

𝑆𝓃(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝓃𝑥∑

(𝓃𝑥)𝑘

𝑘!
𝑓 (
𝑘

𝓃
)



𝑘=0

                                                                                                       

Szász-Mirakyan operatörleri Bernstein polinomlarının sonsuz aralığa genellemesidir. 

 

1977 yılında 𝑆𝑛 operatörlerinin farklı bir genellemesi,  

𝐽𝑛
[𝛼](𝑓; 𝑥) = (1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼 ∑(𝛼 +
1

𝑛
)
−𝑖 𝑥(𝑖,−𝛼)

𝑖!
𝑓 (
𝑖

𝑛
)                                                            (1.1)

∞

𝑖=0

 

şeklinde Jain ve Pethe tarafından tanıtılmıştır [7]. Bu operatörlerin yaklaşım özellikleri 

Stancu [8], Mastroanni [9], Della Vechia ve Kocic [10] ve Finta [11,12] tarafından 

çalışılmış, Abel ve Ivan [13] ise yakınsama oranını incelemiştir.  
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Öte yandan Baskakov [14], 1957 de 𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) için  

𝑉𝓃(𝑓, 𝓍) =∑(
𝓃 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝓍𝑖

(1 + 𝓍)𝓃+𝑖
𝑓 (
𝑖

𝓃
)

∞

𝑖=0

                                                                                  

ile Baskakov operatörünü tanımlamıştır. Baskakov operatörünün integral formu Sahai ve 

Prasad [15] tarafından verilmiş ve Durrmeyer tip genellemesi [16] 

𝐷𝑣(𝑓, 𝓍) = (𝓃 − 1)∑𝑣𝓃,𝑖(𝓍)∫ 𝑣𝓃,𝑖(𝑡)

∞

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡                                                                            

∞

𝑖=0

 

biçiminde tanımlanmıştır. Burada 

𝑣𝓃,𝑖(𝑥) = (
𝓃 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝓍𝑖

(1 + 𝓍)𝓃+𝑖
                                                                                                       

dir. 

 

Deo ve Pratap [17] ise Baskakov ile 𝐽𝑛
[𝛼]

 operatörlerinin Durrmeyer genellemesini 

birleştirerek  

𝑃𝑛,𝛼(𝑓, 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑖=0

                                              

ile verilen Jain ve Pethe operatörlerinin integral formunu (JPDB) tanımlamış ve bazı 

yaklaşım özelliklerini incelemişlerdir. Burada 

𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥) = (1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼 (𝛼 +
1

𝑛
)
−𝑖 𝑥(𝑖,−𝛼)

𝑖!
 , 𝑥 ∈ [0,∞) 

dır. 

 

Bu tezde, Deo ve Pratap [17] tarafından çalışılarak bizlere sunulan bir çalışma temel 

alınacak ve çalışmadaki teorem ve lemmalar daha geniş bir şekilde incelenecektir. Bu 

amaçla öncelikle JPDB operatörlerinin tanımı verilecek ve bu operatörler için ikinci 

süreklilik modülü ve Peetre K-fonksiyoneli yardımıyla yakınsama oranı hesaplanacaktır. 

Daha sonra yakınsama hızı için Lipshcitz-tip uzay kullanılacak ve Voronovskaja tipi 

asimptotik tahmin formülü verilecektir. Son olarak bu operatörün ağırlıklı yaklaşım 

sonuçları incelenecektir. 
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2. TEMEL TANIMLAR 

 

Bu kısımda, operatörlerin yaklaşımı incelenirken ihtiyaç duyulan bazı genel tanım ve 

teoremlere yer verilecektir.  

 

2.1. Lineer Pozitif Operatörlerin Tanımı ve Özellikleri 

 

2.1.1. Tanım 

 

ℋ ve  𝐺 iki lineer uzay olsun. ℋ uzayındaki f fonksiyonunu 𝐺 uzayındaki ℊ fonksiyonuna 

dönüştüren bir  ℒ dönüşümü varsa bu dönüşüme ℋ’ den 𝐺’ ye bir operatör denir. Bu operatör 

ℒ: ℋ → 𝐺,  ℒ(𝑓) = ℊ  ile gösterilir [18].  

 

2.1.2. Tanım 

 

ℋ ve 𝐺 iki lineer fonksiyon uzayı ve ℒ: ℋ → 𝐺 bir operatör olsun. Eğer ∀𝑓, 𝑔 ∈ ℋ ve 

∀𝛽1, 𝛽2 ∈ ℝ için 

 

ℒ(𝛽1𝑓 + 𝛽2𝑔 ; 𝑥) = 𝛽1ℒ(𝑓; 𝑥) + 𝛽2ℒ(𝑔; 𝑥) 

 

koşulu sağlanırsa, ℒ’ ye lineer operatör denir [18]. 

 

2.1.3. Tanım 

 

L: 𝑋 → 𝑌 lineer operatör olsun. X uzayından alınan bir f fonksiyonu için 

𝑓 ≥ 0 olduğunda 𝐿(𝑓) ≥ 0 oluyorsa 

L’ ye lineer pozitif operatör denir [18]. 

 

2.1.1. Lemma 

 

𝐻 lineer fonksiyon uzayı ve 𝐿 lineer pozitif operatör olsun. ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻 için 𝑓 ≤ 𝑔 ise  

𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿(𝑔; 𝑥)   

dir [18]. 
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İspat 

 

Kabul edelim ki her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋 için 𝑓 ≤ 𝑔 olsun. Buradan 𝑔 − 𝑓 ≥ 0  olup L operatörünün 

pozitif olduğu dikkate alınırsa 

𝐿(𝑔 − 𝑓) ≥ 0                                                                                                                      (2.1) 

yazılabilir. L operatörünün lineer olduğu bilindiğinden 

𝐿(𝑔 − 𝑓) = 𝐿(𝑔) − 𝐿(𝑓) 

elde edilir. Bu ifade Eş. 2.1’ de yerine yazılırsa 

𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝑔) 

bulunur. 

 

2.1.2. Lemma 

 

L lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda  

 

|𝐿(𝑓)| ≤ 𝐿(|𝑓|) 

 

eşitsizliği sağlanır [18]. 

 

İspat 

 

Herhangi bir 𝑓 fonksiyonu için 

−|𝑓| ≤ 𝑓 ≤ |𝑓| 

dir. L lineer pozitif operatör ve monoton artan olduğundan 

𝐿(−|𝑓|) ≤ 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(|𝑓|) 

yazılabilir. Buradan 

|𝐿(𝑓)| ≤ 𝐿(|𝑓|) 

olduğu açıktır. 

 

2.1.4. Tanım 

 

[𝒶, 𝒷] aralığı üzerinde tanımlı, reel değerli ve sürekli tüm fonksiyonların uzayı 𝐶[𝒶,𝒷] ile 

gösterilir.  
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𝐶[𝒶,𝒷] uzayı, 

‖𝑓‖𝐶[𝒶,𝒷] = max
𝒶≤𝑥≤𝒷

|𝑓(𝑥)| 

normu ile bir normlu uzaydır [19].  

 

2.1.5. Tanım 

 

(𝑓𝑛), 𝐶[𝒶,𝒷] uzayı içinde bir dizi ve her 𝑥 ∈ [𝒶,𝒷] için 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐶[𝒶,𝒷] = lim
𝑛→∞

max
𝑥∈[𝒶,𝒷]

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0  

 

şartı sağlanıyor ise (𝑓𝑛) dizisi 𝐶[𝒶,𝒷] üzerinde f  fonksiyonuna düzgün yakınsaktır denir ve 

(𝑓𝑛 ) ⇉ 𝑓 şeklinde gösterilir [19]. 

 

2.1.1. Teorem (Korovkin Teoremi) 

 

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ve ℝ de sınırlı olan her f  fonksiyonu için  

(i) 𝐿𝑛(1; 𝑥) ⇉ 1  

(ii) 𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥  

(iii) 𝐿𝑛(𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2 

koşulları sağlanıyorsa bu durumda her f için [𝑎, 𝑏] üzerinde düzgün olarak 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥) 

dir [4, 18]. 

 

2.1.6. Tanım  

 

I ⊂ ℝ ve f, I da tanımlı bir fonksiyon olsun. 𝛿 > 0 için 

 

𝜔(𝑓, 𝛿) ∶= 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝓉) − 𝑓(𝓍)|: 𝓉, 𝓍 ∈ [0,∞) , |𝓉 − 𝓍| ≤ 𝛿} 

 

şeklinde tanımlanan 𝜔 ∶  ℝ+ → ℝ+ ∪ {0} fonksiyonuna f nin süreklilik modülü denir. 

Burada 𝜔, 𝛿 nın bir fonksiyonudur ve 𝜔𝑓( 𝛿) biçiminde de yazılabilir. 

 

Süreklilik modülü aşağıdaki özelliklere sahiptir [20]. 

1) 𝜔𝑓( 𝛿) ≥ 0 
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2) 𝜔 monoton artandır. 

3) I aralığı üzerinde f fonksiyonunun düzgün sürekli olması için ⇔ lim
𝛿→0+

𝜔𝑓(𝛿) = 0 

olmasıdır. 

4) 𝑚 ∈ ℕ için 𝜔𝑓(𝑚𝛿) ≤ 𝑚𝜔𝑓(𝛿)  

5) Bir 𝜆 pozitif sayısı için 𝜔𝑓( 𝜆𝛿) ≤ (1 +  𝜆)𝜔𝑓(𝛿) 

6) |𝑓(𝓉) − 𝑓(𝓍)| ≤ 𝜔𝑓(|𝓉 − 𝓍|) 

7) |𝑓(𝓉) − 𝑓(𝓍)| ≤ 𝜔𝑓 (
|𝓉−𝓍|

𝛿
+ 1)𝜔𝑓(𝛿) 

 

2.1.7. Tanım (Hölder eşitsizliği) 

 

𝓃 ∈ ℕ için 𝑎𝓃, 𝑏𝓃 ≥ 0 olsun. 1 < 𝓅 < ∞ , 
1

𝓅
+
1

𝓆
= 1 olacak biçimdeki p ve q sayıları için  

 

∑𝑎𝑘𝑏𝑘 ≤ (∑𝑎𝑘
𝓅

𝓃

𝑘=1

)

1

𝓅

(∑𝑏𝑘
𝓆

𝓃

𝑘=1

)

1

𝓆𝓃

𝑘=1

 

 

eşitsizliği sağlanır.  

 

Burada 𝓅 = 𝓆 = 2 alındığında Cauchy Schwarz eşitsizliği elde edilir [21]. 

 

2.1.8. Tanım (İntegral için Hölder eşitsizliği)  

 

𝒽 ve ℊ [𝒶,𝒷] üzerinde tanımlı, reel değerli iki fonksiyon olmak üzere |𝒽|𝑝,|ℊ|𝑞 aynı aralıkta 

integrallenebilir olsun.  

 

Bu durumda 𝑝 > 1,
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 için 

 

∫|𝒽(𝑥)ℊ(𝑥)|

𝒷

𝒶

≤ (∫  |𝒽(𝑥)|𝑝
𝒷

𝒶

)

1

𝑝

(∫  |ℊ(𝑥)|𝑞
𝒷

𝒶

)

1

𝑞

                                                                             

 

eşitsizliği gerçeklenir [22]. 
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2.1.9. Tanım (Gamma Fonksiyonu) 

 

𝜃 > 0 olmak üzere 

 

Γ(𝜃) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝜃−1𝑑𝑡

∞

0

 

 

ile tanımlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir ve Γ(𝜃 + 1) = 𝜃Γ(𝜃)  bağıntısı 

sağlanır. Bu bağıntı yardımıyla 𝑛 ∈ ℕ için 

 

Γ(𝜃) =
Γ(𝜃 + 𝑛)

𝜃(𝜃 + 1)… (𝜃 + 𝑛 − 1)
 

 

eşitliği elde edilir [23].  

 

2.1.10. Tanım (Pochhammer Sembolü) 

 

𝓏 ∈ ℝ için  

(𝓏)𝑛 = 𝓏(𝓏 + 1)… (𝓏 + 𝑛 − 1), 𝑛 ∈ ℕ 

(𝓏)0 = 1 

ile tanımlanan eşitliğe Pochhammer sembolü denir. 

 

Bu sembol Gamma fonksiyonu yardımıyla 

(𝓏)𝑛 =
Γ(𝓏 + 𝑛)

Γ(𝓏)
 

şeklinde de yazılabilir [24, 25].  

 

2.1.11. Tanım (Beta fonksiyonu) 

 

𝑚 > 0 ve 𝑘 > 0 için 

𝐵(𝑚, 𝑘) = ∫ 𝑡𝑚−1(1 − 𝑡)𝑘−1𝑑𝑡

1

0

 

integrali ile tanımlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. 
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Ayrıca Beta fonksiyonu Gamma fonksiyonu cinsinden  

𝐵(𝑚, 𝑘) =
Γ(𝑚)Γ(𝑘)

Γ(𝑚 + 𝑘)
 

şeklinde yazılabilir [1, 26]. 
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3. JAİN VE PETHE OPERATÖRLERİNİN İNTEGRAL FORMU İLE 

YAKLAŞIM 

 

Bu bölümde, Deo ve Pratap tarafından hazırlanan çalışmanın merkezini oluşturan JPDB 

operatörlerinin tanımı verilecek ve yaklaşım özellikleri incelenecektir. Son olarak 

Voronovskaja tip teorem ve ağırlıklı yaklaşım sonuçlarına yer verilecektir. 

 

3.1. JPDB Operatörlerinin Tanımı ve Özellikleri 

 

3.1.1.Tanım 

 

[0,∞) üzerinde tanımlı, sınırlı ve integrallenebilir bir f  fonksiyonu için  

 

𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑆𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑖=0

                                  (3.1) 

 

şeklinde tanımlanan operatörlere JPDB operatörleri denir [17].  

 

Burada, 

𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥) = (1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼 (𝛼 +
1

𝑛
)
−𝑖 𝑥(𝑖,−𝛼)

𝑖!
, 𝑥 ∈ [0,∞) 

 

𝑥(𝑖,−𝛼) = 𝑥(𝑥 + 𝛼)… (𝑥 + (𝑖 − 1)𝛼),  𝑥(0,−𝑖) = 1 

 

ve  

 

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝐾𝑒𝐴𝑡      (𝑡 ≥ 0)      

 

𝐾, 𝐴 > 0  sonlu sabitlerdir. Burada her 𝑛 ∈ ℕ için 

0 ≤  𝛼𝑛 ≤
1

𝑛
 

olmak üzere 𝛼 = ( 𝛼𝑛) dir. 

 

Şimdi teoremlerin ispatı için ihtiyaç duyacağımız bazı temel sonuçları verelim. 
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3.1.1. Lemma 

 

𝑒𝑟(𝑡) = 𝑡
𝑟  , 𝑟 = 0,1,2,3,4  için  𝐽𝑛

[𝛼]
 operatörleri aşağıdaki eşitlikleri sağlar. 

(i)  𝐽𝑛
[𝛼](𝑒0(𝑡); 𝑥) = 1 

(ii)  𝐽𝑛
[𝛼](𝑒1(𝑡); 𝑥) = 𝑥 

(iii) 𝐽𝑛
[𝛼](𝑒2(𝑡); 𝑥) =  𝑥

2 + (𝛼 +
1

𝑛
) 𝑥 

(iv) 𝐽𝑛
[𝛼](𝑒3(𝑡); 𝑥) =  𝑥

3 + 3(𝛼 +
1

𝑛
) 𝑥2 + (2𝛼2 +

3𝛼

𝑛
+

1

𝑛2
) 𝑥 

(v) 𝐽𝑛
[𝛼](𝑒4(𝑡); 𝑥) = 𝑥

4 + 6(𝛼 +
1

𝑛
) 𝑥3 + (11𝛼2 +

18𝛼

𝑛
+

7

𝑛2
) 𝑥2 

                               +(6𝛼3 +
12𝛼2

𝑛
+
7𝛼

𝑛2
+

1

𝑛3
) 𝑥 

 

İspat 

 

İlk olarak işlemlerimizde kolaylık sağlaması için 𝑥(𝑖,−𝛼) = 𝑥(𝑥 + 𝛼)… (𝑥 + (𝑖 − 1)𝛼) 

ifadesini düzenleyelim. Bu denklemde eşitliğin sağ tarafını (𝛼. 𝛼 …𝛼)⏟      
𝑖 𝑡𝑎𝑛𝑒

 ile çarpıp bölersek 

Tanım 2.1.10 yardımıyla 

𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+ 1)…(

𝑥

𝛼
+ (𝑖 − 1)) 𝛼𝑖

𝑖!
=
𝛼𝑖 (

𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

 

bulunur. Bu ifadeyi Eş. 1.1’ de yerine yazarak 𝑟 = 0,1,2,3,4 için 𝐽𝑛
[𝛼](𝑒𝑟(𝑡); 𝑥) değerlerini 

bulalım.  

(𝑖) 𝐽𝑛
[𝛼](1; 𝑥) =∑(1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼 (𝛼 +
1

𝑛
)
−𝑖 𝛼𝑖 (

𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

∞

𝑖=0

 

                         = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

∞

𝑖=0

 

                         = ∑(

𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1

𝑖
) (𝑛𝛼)𝑖(1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼
−𝑖 = 1

∞

𝑖=0

 

elde edilir. 

(ii) 𝐽𝑛
[𝛼](𝑡; 𝑥) =∑(1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼 (𝛼 +
1

𝑛
)
−𝑖 𝛼𝑖 (

𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖

𝑛

∞

𝑖=0
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                         = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

1

𝑛

∞

𝑖=1

 

                         = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−1(𝑛𝛼)𝑖+1

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

1

𝑛

∞

𝑖=0

[

𝑥

𝛼
𝑥

𝛼

] 

                         = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−1(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

∞

𝑖=0

𝑛𝛼

𝑛

𝑥

𝛼
 

                      = 𝑥 

bulunur. 

 

(𝑖𝑖𝑖) 𝐽𝑛
[𝛼](𝑡2; 𝑥) =∑(1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼 (𝛼 +
1

𝑛
)
−𝑖 𝛼𝑖 (

𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖2

𝑛2

∞

𝑖=0

 

                             = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖

𝑛2

∞

𝑖=1

 

                             = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖 − 1

𝑛2

∞

𝑖=1

 

                             +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

1

𝑛2

∞

𝑖=1

 

                             = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 2)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

1

𝑛2

∞

𝑖=2

 

                          i→ 𝑖 + 2  

                             +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

1

𝑛2

∞

𝑖=1

 

                          i→ 𝑖 + 1  

                            = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−2(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 + 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

(𝑛𝛼)2

𝑛2

∞

𝑖=0

[

𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+ 1)

𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+ 1)

] 

                             +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−1(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑛𝛼

𝑛2
[

𝑥

𝛼
𝑥

𝛼

]

∞

𝑖=0
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                            = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−2(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 + 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
+ 1) !

𝛼2
𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+ 1)

∞

𝑖=0

 

                            +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−1(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝛼

𝑛

𝑥

𝛼

∞

𝑖=0

 

                            = 𝛼𝑥 (
𝑥

𝛼
+ 1) +

𝑥

𝑛
 

                            =  𝑥2 + (
𝑥

𝛼
+ 1) 𝑥 

elde edilir. 

 

(𝑖𝑣) 𝐽𝑛
[𝛼](𝑡3; 𝑥) =∑(1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼 (𝛼 +
1

𝑛
)
−𝑖 𝛼𝑖 (

𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖3

𝑛3

∞

𝑖=0

 

                             = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖2

𝑛3

∞

𝑖=1

 

Bu ifadede  𝑖2 = 𝑖(𝑖 − 1 + 1) alınırsa  

𝐽𝑛
[𝛼](𝑡3; 𝑥) =∑(1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖(𝑖 − 1)

𝑛3

∞

𝑖=1

 

                    +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖

𝑛3

∞

𝑖=1

 

                    = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 2)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖

𝑛3

∞

𝑖=2

 

                   i→ 𝑖 + 2  

                    +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖

𝑛3

∞

𝑖=1

 

                   i→ 𝑖 + 1  

                     = ∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−2(𝑛𝛼)𝑖+2

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 + 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖 + 2

𝑛3

∞

𝑖=0

 

                     +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−1(𝑛𝛼)𝑖+1

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖 + 1

𝑛3

∞

𝑖=0
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Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

𝐽𝑛
[𝛼](𝑡3; 𝑥) =∑(1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼
−𝑖−2(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 + 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

(𝑛𝛼)2

𝑛3

∞

𝑖=1⏟                              
𝐴

 

                     +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−2(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 + 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

2(𝑛𝛼)2

𝑛3

∞

𝑖=0⏟                            
𝐵

 

                     +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−1(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑛𝛼

𝑛3

∞

𝑖=1⏟                            
𝐶

 

                     +∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−1(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑛𝛼

𝑛3

∞

𝑖=0⏟                        
𝐷

 

bulunur. 

Burada  i→ 𝑖 + 1 alınarak A ifadesi [
𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+1)(

𝑥

𝛼
+2)

𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+1)(

𝑥

𝛼
+2)
] ile B ve C ifadesi [

𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+1)

𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+1)
] ile son olarak 

D ifadesi de [
𝑥

𝛼
𝑥

𝛼

] ile çarpılıp düzenlenirse 

𝐽𝑛
[𝛼](𝑡3; 𝑥) =

𝛼

𝑛

2

(𝑛𝛼)
𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+ 1) (

𝑥

𝛼
+ 2) +

2𝛼

𝑛

2 𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+ 1) +

1

𝑛
(𝑥2 + (𝛼 +

1

𝑛
) 𝑥) 

                    = 𝑥3 + 3𝑥2𝛼 + 2𝛼2𝑥 +
2𝑥2

𝑛
+
2𝛼𝑥

𝑛
+
𝑥2

𝑛
+
𝛼𝑥

𝑛
+
𝑥

𝑛2
 

                    = 𝑥3 + 3(𝛼 +
1

𝑛
) 𝑥2 + (2𝛼2 +

3𝛼

𝑛
+
1

𝑛2
) 𝑥 

elde edilir. 

(𝑣) 𝐽𝑛
[𝛼](𝑡4; 𝑥) =∑(1 + 𝑛𝛼)

−𝑥

𝛼 (𝛼 +
1

𝑛
)
−𝑖 𝛼𝑖 (

𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖4

𝑛4

∞

𝑖=0

 

=∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖3

𝑛4

∞

𝑖=1

 

 

Bu ifadede 𝑖3 = 𝑖. 𝑖2 = 𝑖[𝑖(𝑖 − 1) + 𝑖] 

                                       = (𝑖 − 1)[𝑖(𝑖 − 2) + 2𝑖] + 𝑖(𝑖 − 1) + 𝑖  

yazalım. 



14 

 

𝐽𝑛
[𝛼](𝑡4; 𝑥) 

=∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

((𝑖 − 1)[𝑖(𝑖 − 2) + 2𝑖] + 𝑖(𝑖 − 1) + 𝑖)

𝑛4

∞

𝑖=1

 

=∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

(𝑖 − 1)[𝑖(𝑖 − 2) + 2𝑖]

𝑛4

∞

𝑖=1

 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖(𝑖 − 1)

𝑛4

∞

𝑖=1

 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖

𝑛4

∞

𝑖=1

 

=∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 3)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖

𝑛4

∞

𝑖=3

 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 2)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

3𝑖

𝑛4

∞

𝑖=1

 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖

𝑛4

∞

𝑖=1

 

=∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 3)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖 − 3 + 3

𝑛4

∞

𝑖=3

 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 2)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

3(𝑖 − 2 + 2)

𝑛4

∞

𝑖=1

 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 1)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

𝑖 − 1 + 1

𝑛4

∞

𝑖=1

 

=∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 4)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

1

𝑛4

∞

𝑖=4

 

𝑖 → 𝑖 + 4 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−3(𝑛𝛼)𝑖+3

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 + 2) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

3

𝑛4

∞

𝑖=0⏟                          
𝐸

 



15 

 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 3)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

3

𝑛4

∞

𝑖=3

 

𝑖 → 𝑖 + 3 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−2(𝑛𝛼)𝑖+2

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 + 1) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

6

𝑛4

∞

𝑖=0⏟                          
𝐹

 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖(𝑛𝛼)𝑖

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖 − 1) !

(𝑖 − 2)! (
𝑥

𝛼
− 1) !

1

𝑛4

∞

𝑖=2

 

𝑖 → 𝑖 + 2 

+∑(1 + 𝑛𝛼)
−𝑥

𝛼
−𝑖−1(𝑛𝛼)𝑖+1

(
𝑥

𝛼
+ 𝑖) !

𝑖! (
𝑥

𝛼
− 1) !

1

𝑛4

∞

𝑖=0⏟                          
𝐺

 

 

Burada E ifadesi [
𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+1)(

𝑥

𝛼
+2)

𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+1)(

𝑥

𝛼
+2)
] ile F ifadesi de [

𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+1)

𝑥

𝛼
(
𝑥

𝛼
+1)
] ile çarpılıp sınırlar yeniden 

düzenlenirse son durumda  

𝐽𝑛
[𝛼](𝑡4; 𝑥) = 𝛼3𝑥 (

𝑥

𝛼
+ 1) (

𝑥

𝛼
+ 2) (

𝑥

𝛼
+ 3) +

6𝛼2

𝑛
𝑥 (
𝑥

𝛼
+ 1) (

𝑥

𝛼
+ 2) +

7𝛼

𝑛
𝑥 (
𝑥

𝛼
+ 1) 

                    +
1

𝑛2
(𝑥2 + 𝛼𝑥 +

𝑥

𝑛
) 

                    = 𝑥4 + 6(𝛼 +
1

𝑛
) 𝑥3 + (11𝛼2 +

18𝛼

𝑛
+
7

𝑛2
) 𝑥2 + (6𝛼3 +

12𝛼2

𝑛
+
7𝛼

𝑛2
+
1

𝑛3
) 𝑥 

elde edilir. 

 

3.1.2. Lemma 

 

(i) 𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥) = 1 

(ii) 𝑃𝑛,𝛼(𝑡; 𝑥) =
(𝑛−3)!

(𝑛−2)!
(𝑛𝑥 + 1!) 

(iii) 𝑃𝑛,𝛼(𝑡
2; 𝑥) =

(𝑛−4)!

(𝑛−2)!
((𝑛𝑥)2 + (𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2!) 

(iv) 𝑃𝑛,𝛼(𝑡
3; 𝑥) =

(𝑛−5)!

(𝑛−2)!
((𝑛𝑥)3 + (3𝛼𝑛 + 2)(𝑛𝑥)2 + (2𝛼2𝑛2 + 9𝛼𝑛 + 19)(𝑛𝑥) + 3!) 

(v) 𝑃𝑛,𝛼(𝑡
4; 𝑥) =

(𝑛−6)!

(𝑛−2)!
((𝑛𝑥)4 + 2(3𝛼𝑛 + 8)(𝑛𝑥)3 + (11(𝛼𝑛)2 + 48𝛼𝑛 + 72)(𝑛𝑥)2 
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                           +(6(𝛼𝑛)3 + 32(𝛼𝑛)2 + 72𝛼𝑛 + 96)(𝑛𝑥) + 4!) 

şeklindedir. 

 

İspat 

 

Eş. 3.1’ den 

𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

dir. 

 

(i) 𝑟 = 0 için 𝑓(𝑡) = 1 olmak üzere 

𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

                   = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
𝑡𝑖(1 + 𝑡)−(𝑛+𝑖)

∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

 

İntegralde 𝑡 =
𝑢

1−𝑢
 dönüşümü yapılırsa 

𝑡1 = 0,       𝑢1 = 0 

𝑡2 = ∞,      𝑢2 = 1 

𝑑𝑡 = (1 − 𝑢)−2𝑑𝑢   

1 + 𝑡 = (1 − 𝑢)−1  

bulunur ve integralin lineerlik özelliğinden 

𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
∫𝑢𝑖(1 − 𝑢)𝑛−2
1

0

𝑑𝑢

∞

𝑖=0

 

yazılabilir. Tanım 2.1.11’ den 

 

𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
β(𝑖 + 1, 𝑛 − 1)

∞

𝑖=0

                                                       

                   = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!

Γ(𝑖 + 1)Γ(𝑛 − 1)

Γ(𝑛 + 𝑖)

∞

𝑖=0

 

olup gerekli sadeleştirmeler yapılarak Lemma 3.1.1 (i) yardımıyla 
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𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥) =∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥) = 𝐽𝑛

[𝛼](1, 𝑥) = 1 

∞

𝑖=0

 

elde edilir. 

 

(ii) 𝑟 = 1 için 𝑓(𝑡) = 𝑡 olmak üzere 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑡𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

                   = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
𝑡𝑖+1(1 + 𝑡)−(𝑛+𝑖)

∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

                   = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
∫ 𝑡𝑖+1(1 + 𝑡)−(𝑛+𝑖)
∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

𝑡 =
𝑢

1−𝑢
 dönüşümünden 𝑑𝑡 = (1 − 𝑢)−2𝑑𝑢  ve 1 + 𝑡 = (1 − 𝑢)−1 ifadeleri yerine yazılırsa 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡, 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
∫𝑢𝑖+1(1 − 𝑢)𝑛−3
1

0

𝑑𝑢

∞

𝑖=0

 

bulunur ve Tanım 2.1.11’ den 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!

∞

𝑖=0

Γ(𝑖 + 2)Γ(𝑛 − 2)

Γ(𝑛 + 𝑖)
 

olur.  

 

Gamma fonksiyonunun özellikleri kullanılarak 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡; 𝑥) =∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

𝑖 + 1

𝑛 − 2

∞

𝑖=0

 

eşitliği elde edilir. Sağ tarafı 
𝑛

𝑛
 ile çarpalım. 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡, 𝑥) =
𝑛

𝑛 − 2
{∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
𝑖

𝑛
+∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
1

𝑛

∞

𝑖=0

∞

𝑖=0

} 

Lemma 3.1.1 (i) ve (ii)’den 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡; 𝑥) =
𝑛

𝑛 − 2
{𝐽𝑛
[𝛼](𝑡; 𝑥) +

1

𝑛
𝐽𝑛
[𝛼](1; 𝑥)} 

                  =
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
=
(𝑛 − 3)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛𝑥 + 1!) 

elde edilir. 
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(iii) 𝑟 = 2 için 𝑓(𝑡) = 𝑡2 olmak üzere 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
2; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖
𝑡2

∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

                    = (𝑛 − 1)∑𝑆𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
𝑡𝑖+2(1 + 𝑡)−(𝑛+𝑖)

∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

olur. İntegralin lineerliğinden ve 𝑡 =
𝑢

1−𝑢
 dönüşümünden 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
2; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
∫𝑢𝑖+2(1 − 𝑢)𝑛−4
1

0

𝑑𝑢

∞

𝑖=0

 

bulunur. Tanım 2.1.11’ deki Beta ve Gamma fonksiyonunun özelliklerinden 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
2; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!

∞

𝑖=0

Γ(𝑖 + 3)Γ(𝑛 − 3)

Γ(𝑛 + 𝑖)
 

                     = ∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

𝑖2 + 3𝑖 + 2

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)

∞

𝑖=0

 

elde edilir. Bu ifadeyi 
𝑛2

𝑛2
 ile çarpalım. 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
2; 𝑥) =

𝑛2

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
{∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
𝑖2

𝑛2
+
3

𝑛
∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
𝑖

𝑛
+
2

𝑛2
∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)

∞

𝑖=0

∞

𝑖=0

∞

𝑖=0

} 

olup Lemma 3.1.1 (i), (ii), (iii)’den  

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
2; 𝑥) =

𝑛2

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
{𝐽𝑛
[𝛼](𝑡2; 𝑥) +

3

𝑛
𝐽𝑛
[𝛼](𝑡; 𝑥) +

2

𝑛2
𝐽𝑛
[𝛼](1; 𝑥)} 

                     =
(𝑛𝑥)2 + (𝑛𝛼 + 4)(𝑛𝑥) + 2

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
 

                     =
(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)2 + (𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2!) 

elde edilir. 

 

(iv) 𝑟 = 3 için 𝑓(𝑡) = 𝑡3 olmak üzere 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
3; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖
𝑡3

∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

                    = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
𝑡𝑖+3(1 + 𝑡)−(𝑛+𝑖)

∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 . 

İntegralin lineerliğinden ve 𝑡 =
𝑢

1−𝑢
 dönüşümünden  
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𝑃𝑛,𝛼(𝑡
3; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
∫𝑢𝑖+3(1 − 𝑢)𝑛−5
1

0

𝑑𝑢

∞

𝑖=0

 

                    = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!

∞

𝑖=0

Γ(𝑖 + 4)Γ(𝑛 − 4)

Γ(𝑛 + 𝑖)
 

olup Beta ve Gamma fonksiyonlarının özelliklerinden 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
3; 𝑥) =∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
𝑖3 + 6𝑖2 + 11𝑖 + 6

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)

∞

𝑖=0

 

bulunur. Eşitliğin sağ tarafı 
𝑛3

𝑛3
 ile çarpılarak sadeleştirilir ve Lemma 3.1.1 (i), (ii), (iii), 

(iv)’deki sonuçlar kullanılırsa 

 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
3; 𝑥) 

=
𝑛3

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)
{𝐽𝑛
[𝛼](𝑡3; 𝑥) + 6𝐽𝑛

[𝛼](𝑡2; 𝑥) + 11𝐽𝑛
[𝛼](𝑡; 𝑥) + 6𝐽𝑛

[𝛼](1; 𝑥)} 

=
1

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)
{(𝑛𝑥)3 + (3𝛼𝑛 + 2)(𝑛𝑥)2 + (2𝛼2𝑛2 + 9𝛼𝑛 + 19)(𝑛𝑥) + 6} 

=
(𝑛 − 5)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)3 + (3𝛼𝑛 + 2)(𝑛𝑥)2 + (2𝛼2𝑛2 + 9𝛼𝑛 + 19)(𝑛𝑥) + 3!) 

elde edilir. 

 

(v) 𝑟 = 4 için 𝑓(𝑡) = 𝑡4 olmak üzere 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
4; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖
𝑡4

∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

                    = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫

(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
𝑡𝑖+4(1 + 𝑡)−(𝑛+𝑖)

∞

0

𝑑𝑡 .

∞

𝑖=0

 

 

İntegralin lineerliğinden ve 𝑡 =
𝑢

1−𝑢
 dönüşümünden  

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
4; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!
∫𝑢𝑖+4(1 − 𝑢)𝑛−6
1

0

𝑑𝑢

∞

𝑖=0

 

olur. Tanım 2.1.11’ den 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
4; 𝑥) = (𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
(𝑛 + 𝑖 − 1)!

(𝑛 − 1)! 𝑖!

Γ(𝑖 + 5)Γ(𝑛 − 5)

Γ(𝑛 + 𝑖)

∞

𝑖=0
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olup 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
4; 𝑥) =∑𝑆𝑛,𝑖

[𝛼](𝑥)
𝑖4 + 10𝑖3 + 35𝑖2 + 50𝑖 + 24

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)

∞

𝑖=0

 

eşitliğine ulaşılır. Burada sağ taraf  
𝑛4

𝑛4
  ile çarpılarak Lemma 3.1.1’deki sonuçlar kullanılırsa 

𝑃𝑛,𝛼(𝑡
4; 𝑥) =

𝑛4

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)
{𝐽𝑛
[𝛼](𝑡4; 𝑥) + 10𝐽𝑛

[𝛼](𝑡3; 𝑥) + 35𝐽𝑛
[𝛼](𝑡2; 𝑥)    

                     +50𝐽𝑛
[𝛼](𝑡; 𝑥) + 24𝐽𝑛

[𝛼](1; 𝑥)}  

                     =
1

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)
{(𝑛𝑥)4 + 2(3𝛼𝑛 + 8)(𝑛𝑥)3 + (11(𝛼𝑛)2 

                     +48𝛼𝑛 + 72)(𝑛𝑥)2 + (6(𝛼𝑛)3 + 32(𝛼𝑛)2 + 72𝛼𝑛 + 96)(𝑛𝑥) + 24}     

                     =
(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)4 + 2(3𝛼𝑛 + 8)(𝑛𝑥)3 + (11(𝛼𝑛)2 + 48𝛼𝑛 + 72)(𝑛𝑥)2 

                     +(6(𝛼𝑛)3 + 32(𝛼𝑛)2 + 72𝛼𝑛 + 96)(𝑛𝑥) + 4!) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

3.1.3. Lemma 

 

∀𝑥 ∈ [0,∞) için 𝜇 = 𝑡 − 𝑥 olsun. Eş. 3.1’ de verilen JPDB operatörleri aşağıdaki eşitlikleri 

sağlar.  

i) 𝑃𝑛,𝛼(𝜇; 𝑥) =
(𝑛 − 3)!

(𝑛 − 2)!
(1 + 2𝑥)                                                                                                         

ii) 𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) =

(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛 + 6)𝑥2 + (𝑛(𝛼𝑛 + 1) − 2(𝑛 − 1))𝑥 + 2)                                  

iii) 𝑃𝑛,𝛼(𝜇
4; 𝑥) 

=
(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
((3𝑛2 + 86𝑛 + 120)𝑥4 + 2(3𝛼𝑛3 + (60𝛼 + 6)𝑛2 + 146𝑛 + 120)𝑥3 

        +(3𝛼2𝑛4 + 4𝛼(10𝛼 + 3)𝑛2 + 12(15𝛼 + 1)𝑛2 + 252𝑛 + 240)𝑥2 

        +2(3𝛼3𝑛4 + 16𝛼2𝑛3 + 36𝛼𝑛2 + 36𝑛 + 60)𝑥 + 4!) 

 

İspat 

 

𝜇 = 𝑡 − 𝑥 olsun. 𝑃𝑛,𝛼 operatörlerinin lineerliğinden yararlanalım. 

 

i) Lemma 3.1.2 (i) ve (ii)’ den 
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𝑃𝑛,𝛼(𝜇; 𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼(𝑡, 𝑥) − 𝑥 𝑃𝑛,𝛼(1, 𝑥) =
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
− 𝑥 =

2𝑥 + 1

𝑛 − 2
=
(𝑛 − 3)!

(𝑛 − 2)!
(1 + 2𝑥) 

elde edilir. 

 

ii) Lemma 3.1.2 (i), (ii), (iii)’ den 

 

𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼(𝑡

2, 𝑥) − 2𝑥𝑃𝑛,𝛼(𝑡, 𝑥) + 𝑥
2𝑃𝑛,𝛼(1, 𝑥) 

                     =
(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)2 + (𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2!) − 2𝑥

(𝑛 − 3)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛𝑥 + 1!) + 𝑥2 

                     =
(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)2 + (𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2) − 2𝑥

(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛𝑥 + 1) + 𝑥2 

 

Yukarıdaki ifadenin son terimi (𝑛 − 2)! ile çarpılıp bölünürse 

 

𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) =

(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)2 + (𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2) − 2𝑥

(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛𝑥 + 1) 

                     +
(𝑛 − 2)!

(𝑛 − 2)!
𝑥2 

                     =
(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)2 + (𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2) − 2𝑥

(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛𝑥 + 1) 

                     +
(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
𝑥2 

                     =
(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
{(𝑛𝑥)2 + (𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2 − 2𝑥(𝑛 − 3)(𝑛𝑥 + 1) 

                     +(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)𝑥2} 

şeklinde yazılabilir.  

 

Eşitliğin sağ tarafı düzenlenirse 

𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) =

(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
{(𝑛 + 6)𝑥2 + (𝑛(𝛼𝑛 + 1) − 2(𝑛 − 1))𝑥 + 2} 

bulunur. 

 

iii) Lemma 3.1.2 (i), (ii), (iii), (iv) ve (v)’ den 

𝑃𝑛,𝛼(𝜇
4; 𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼(𝑡

4, 𝑥) − 4𝑥𝑃𝑛,𝛼(𝑡
3, 𝑥) + 6𝑥2𝑃𝑛,𝛼(𝑡

2, 𝑥) − 4𝑥3𝑃𝑛,𝛼(𝑡, 𝑥) + 𝑥
4𝑃𝑛,𝛼(1, 𝑥)  

                     =
(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
( (𝑛𝑥)4 + 2(3𝛼𝑛 + 8)(𝑛𝑥)3 + (11(𝛼𝑛)2 + 48𝛼𝑛 + 72)(𝑛𝑥)2 



22 

 

                     +(6(𝛼𝑛)3 + 32(𝛼𝑛)2 + 72𝛼𝑛 + 96)(𝑛𝑥) + 4!) − 4𝑥
(𝑛 − 5)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)3 + (3𝛼𝑛 

                     +2)(𝑛𝑥)2 + (2𝛼2𝑛2 + 9𝛼𝑛 + 19)(𝑛𝑥) + 3!) + 6𝑥2
(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)2 

                     +(𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2!) − 4𝑥3
(𝑛 − 3)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛𝑥 + 1!) + 𝑥4 

                     =
(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
( 𝑛4𝑥4 + (6𝛼𝑛2 + 16𝑛)𝑥3 + (11𝛼2𝑛4 + 48𝛼𝑛3 + 72𝑛2)𝑥2 

                     +(6𝛼3𝑛4 + 32𝛼2𝑛3 + 72𝛼𝑛2 + 96𝑛)𝑥 + 24) − 4𝑥
(𝑛 − 5)(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛3𝑥3 

                     +(3𝛼𝑛3 + 2𝑛2)𝑥2 + (2𝛼2𝑛3 + 9𝛼𝑛2 + 19𝑛)𝑥 + 6) 

                     +6𝑥2
(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛2𝑥2 + (𝛼𝑛2 + 4𝑛)𝑥 + 2) 

                     −4𝑥3
(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛𝑥 + 1) + 𝑥4 

 

Yukarıdaki eşitlikte 𝑥4 ün katsayısı 1 olduğundan  
(𝑛−2)!

(𝑛−2)!
𝑥4 şeklinde yazılabilir. 

 

𝑃𝑛,𝛼(𝜇
4; 𝑥) =

(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
( 𝑛4𝑥4 + (6𝛼𝑛2 + 16𝑛)𝑥3 + (11𝛼2𝑛4 + 48𝛼𝑛3 + 72𝑛2)𝑥2 

                    +(6𝛼3𝑛4 + 32𝛼2𝑛3 + 72𝛼𝑛2 + 96𝑛)𝑥 + 24) − 4𝑥
(𝑛 − 5)(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛3𝑥3 

                    +(3𝛼𝑛3 + 2𝑛2)𝑥2 + (2𝛼2𝑛3 + 9𝛼𝑛2 + 19𝑛)𝑥 + 6) 

                    +6𝑥2
(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛2𝑥2 + (𝛼𝑛2 + 4𝑛)𝑥 + 2) 

                    −4𝑥3
(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛𝑥 + 1) + 

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
𝑥4 

 

Eşitliğin sağ tarafı 
(𝑛−6)!

(𝑛−2)!
 ortak parantezine alınarak düzenlenirse 

 

𝑃𝑛,𝛼(𝜇
4; 𝑥) =

(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
{ 𝑛4𝑥4 + (6𝛼𝑛2 + 16𝑛)𝑥3 + (11𝛼2𝑛4 + 48𝛼𝑛3 + 72𝑛2)𝑥2             

                      +(6𝛼3𝑛4 + 32𝛼2𝑛3 + 72𝛼𝑛2 + 96𝑛)𝑥 + 24) + (−4𝑛4 + 20𝑛3)𝑥4 

                      +(−12𝛼𝑛4 − 8𝑛3 + 60𝛼𝑛3 + 40𝑛2)𝑥3 + (−8𝛼2𝑛4 − 36𝛼𝑛3 − 76𝑛2 

                      +40𝛼2𝑛3 + 180𝛼𝑛2 + 380𝑛)𝑥2 + (−24𝑛 + 120)𝑥 + (6𝑛4 − 54𝑛3 
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                      +120𝑛2)𝑥4 + (6𝛼𝑛4 − 54𝛼𝑛3 + 120𝛼𝑛2 + 24𝑛3 − 216𝑛2 + 480𝑛)𝑥3 

                      +(12𝑛2 − 108𝑛 + 240)𝑥2 − (4𝑛4 − 48𝑛3 + 188𝑛2 − 240𝑛)𝑥4 − (4𝑛3 

                      −48𝑛2 + 188𝑛 − 240)𝑥3 + (𝑛4 − 14𝑛3 + 71𝑛2 − 154𝑛 + 120)𝑥4 

        =
(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
((3𝑛2 + 86𝑛 + 120)𝑥4 + 2(3𝛼𝑛3 + (60𝛼 + 6)𝑛2 + 146𝑛  

                      +120)𝑥3 + (3𝛼2𝑛4 + 4𝛼(10𝛼 + 3)𝑛2 + 12(15𝛼 + 1)𝑛2 + 252𝑛 + 240)𝑥2 

                      +2(3𝛼3𝑛4 + 16𝛼2𝑛3 + 36𝛼𝑛2 + 36𝑛 + 60)𝑥 + 4!) 

elde edilir. 

 

3.1.4. Lemma 

 

lim
𝑛→∞

𝑛𝛼 =ℓ ve ℓ ∈ ℝ olsun. 𝜇 = 𝑡 − 𝑥 olmak üzere Lemma 3.1.3’ teki merkezi momentler 

için aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i) lim
𝑛→∞

𝑛𝑃𝑛,𝛼(𝜇; 𝑥) = 1 + 2𝑥 

ii) lim
𝑛→∞

𝑛𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) =𝑥(𝑥 + ℓ − 1) 

iii) lim
𝑛→∞

𝑛2𝑃𝑛,𝛼(𝜇
4; 𝑥) = 3𝑥2(𝑥2 + (ℓ + 2)𝑥 + (ℓ + 2)2) . 

 

İspat 

 

i)  lim
𝑛→∞

𝑛𝑃𝑛,𝛼(𝜇; 𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑛
(𝑛 − 3)!

(𝑛 − 2)!
(1 + 2𝑥) = lim

𝑛→∞

𝑛(1 + 2𝑥)

𝑛 − 2
= 1 + 2𝑥 .                           

 

ii) lim
𝑛→∞

𝑛𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) = lim

𝑛→∞
𝑛
(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛 + 6)𝑥2 + (𝑛(𝛼𝑛 + 1) − 2(𝑛 − 1))𝑥 + 2)           

          = lim
𝑛→∞

𝑛((𝑛 + 6)𝑥2 + (𝑛(𝛼𝑛 + 1) − 2(𝑛 − 1))𝑥 + 2)

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
 

                                     = lim
𝑛→∞

𝑛(𝑛 + 6)𝑥2

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
+ lim
𝑛→∞

𝛼(𝑛2 + 𝑛)𝑥

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
+ lim
𝑛→∞

−2(𝑛 − 1)𝑥

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
 

+ lim
𝑛→∞

2

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
                                                 

 

lim
𝑛→∞

𝑛𝛼 =ℓ ve ℓ ∈ ℝ olduğundan  lim
𝑛→∞

3𝑛𝛼 =ℓ dersek 

lim
𝑛→∞

𝑛𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) =𝑥(𝑥 + ℓ − 1)                                 
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elde edilir. 

 

iii) lim
𝑛→∞

𝑛2𝑃𝑛,𝛼(𝜇
4; 𝑥) 

= lim
𝑛→∞

𝑛2 { 
(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 2)!
((3𝑛2 + 86𝑛 + 120)𝑥4

+ 2(3𝛼𝑛3 + (60𝛼 + 6)𝑛2 + 146𝑛 + 120)𝑥3

+ (3𝛼2𝑛4 + 4𝛼(10𝛼 + 3)𝑛2 + 12(15𝛼 + 1)𝑛2 + 252𝑛 + 240)𝑥2

+ 2(3𝛼3𝑛4 + 16𝛼2𝑛3 + 36𝛼𝑛2 + 36𝑛 + 60)𝑥 + 4!)}                                       

= lim
𝑛→∞

𝑛2 { 
1

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)
((3𝑛2 + 86𝑛 + 120)𝑥4

+ 2(3𝛼𝑛3 + (60𝛼 + 6)𝑛2 + 146𝑛 + 120)𝑥3

+ (3𝛼2𝑛4 + 4𝛼(10𝛼 + 3)𝑛2 + 12(15𝛼 + 1)𝑛2 + 252𝑛 + 240)𝑥2

+ 2(3𝛼3𝑛4 + 16𝛼2𝑛3 + 36𝛼𝑛2 + 36𝑛 + 60)𝑥 + 4!)}                                       

 

lim
𝑛→∞

𝑛2𝑃𝑛,𝛼(𝜇
4; 𝑥) 

= lim
𝑛→∞

{  
1

𝑛4 − 14𝑛3 + 71𝑛2 − 154𝑛 + 120
((3𝑛4 + 86𝑛3 + 120𝑛2)𝑥4

+ (6𝛼𝑛5 + (120𝛼 + 12)𝑛4 + 292𝑛3 + 240𝑛2)𝑥3

+ (3𝛼2𝑛6 + 4𝛼(10𝛼 + 3)𝑛4 + 12(15𝛼 + 1)𝑛4 + 252𝑛3 + 240𝑛2)𝑥2

+ (6𝛼3𝑛6 + 32𝛼2𝑛5 + 72𝛼𝑛4 + 72𝑛3 + 120𝑛2)𝑥 + 24𝑛2)}                           

= 3𝑥2(𝑥2 + (ℓ + 2)𝑥 + (ℓ + 2)2)                                                                     

eşitliği elde edilir.  

 

3.2. JPDB Operatörlerinin Yaklaşım Özellikleri 

  

Bu kısımda, Deo ve Pratap tarafından Eş. 3.1 ile verilen 𝑃𝑛,𝛼 operatörlerinin yaklaşım 

özellikleri incelenecektir. 

 

3.2.1. Doğrudan yaklaşım sonuçları 

 

Korovkin teoremini kullanarak 𝑃𝑛,𝛼 operatörünün düzgün yakınsaklığını aşağıda verelim. 
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3.2.1. Teorem   

 

𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ∩ 𝐸  olsun. Bu durumda (0,∞) aralığının her kompakt alt kümesi üzerinde 

düzgün olarak  

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) = 𝑓(𝑥)  

gerçeklenir. Burada 

𝐸 ≔ { 𝑓 ∶  𝑥 ∈ [0,∞) , lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

1+𝑥2
 mevcut },  𝐶[0,∞) = {𝑓: 𝑓: [0,∞) → ℝ  𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖}  

ve lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 olmak üzere  𝛼 = (𝛼𝑛) dir [27]. 

 

İspat 

   

 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ∩ 𝐸 için [0, 𝑠] kompakt alt kümeleri üzerinde 

lim
𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑒𝜈) − 𝑒𝜈‖[0,𝑠] = 0 ,    𝑣 = 0,1,2   

olduğunu göstermeliyiz. 

 

𝑣 = 0 için Lemma 3.1.2 (i)’ den  

lim
𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑒0) − 𝑒0‖[0,𝑠] = 0   

olduğu açıktır. 

 

𝑣 = 1 için Lemma 3.1.2 (ii)’ den 

lim
𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑒1) − 𝑒1‖[0,𝑠] = lim
𝑛→∞

max
0≤𝑥≤𝑠

|
(𝑛 − 3)!

(𝑛 − 2)!
(𝑛𝑥 + 1!) − 𝑥|                                                     

= lim
𝑛→∞

max
0≤𝑥≤𝑠

|
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
− 𝑥|                             

= lim
𝑛→∞

1

𝑛 − 2
max
0≤𝑥≤𝑠

|1 + 2𝑥|                          

≤ lim
𝑛→∞

1 + 2𝑠

𝑛 − 2
= 0                                           

bulunur. 

 

𝜈 = 2  için Lemma 3.1.2 (iii)’ den 

lim
𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑒2) − 𝑒2‖[0,𝑠] = lim
𝑛→∞

max
0≤𝑥≤𝑠

|
(𝑛 − 4)!

(𝑛 − 2)!
((𝑛𝑥)2 + (𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2!) − 𝑥2|             
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                                             = lim
𝑛→∞

max
0≤𝑥≤𝑠

|
1

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
((𝑛𝑥)2 + (𝛼𝑛 + 4)(𝑛𝑥) + 2) − 𝑥2|  

                                        = lim
𝑛→∞

1

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
max
0≤𝑥≤𝑠

|(𝛼𝑛2 + 4𝑛)𝑥 + (5𝑛 − 6)𝑥2 + 2|  

≤ lim
𝑛→∞

(𝛼𝑛2 + 4𝑛)𝑠 + (5𝑛 − 6)𝑠2 + 2

(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
     

 

olup lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 olduğu dikkate alınırsa 

lim
𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑒2) − 𝑒2‖[0,𝑠] = 0  

bulunur. 

 

O halde   𝑣 = 0,1,2  için 

lim
𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑒𝑣) − 𝑒𝑣‖[0,𝑠] = 0  

sağlanır.  

 

Dolayısıyla Korovkin teoremi gereğince  ∀𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ∩ 𝐸 için [0, 𝑠] kompakt alt kümeleri 

üzerinde 

lim
𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑓) − 𝑓‖[0,𝑠] = 0 olup  𝑃𝑛,𝛼(𝑓) ⇉ 𝑓 

olur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

3.2.1. Tanım 

 

[0,∞) aralığında tanımlı, reel değerli, sürekli ve sınırlı fonksiyonların sınıfı olan 𝐶𝐵[0,∞) 

uzayı  

‖𝑓‖ = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[0,∞)

|𝑓(𝑥)|        

normu ile bir normlu uzaydır. 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) için Peetre K-fonksiyoneli, 

𝐾2(𝑓; 𝛿) = inf
𝑔∈𝐶𝐵

2[0,∞)
{‖𝑓 − 𝑔‖𝐶𝐵[0,∞) + 𝛿‖𝑔

′′‖𝐶𝐵[0,∞)} , 𝛿 > 0                 (3.2) 

burada 

𝐶𝐵
2[0,∞) = {𝑔 ∈ 𝐶𝐵[0,∞): 𝑔

′, 𝑔′′ ∈ 𝐶𝐵[0,∞)}  

dir [28]. 
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Her 𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) için 

𝐾2(𝑓; 𝛿) ≤ 𝐶𝜔2(𝑓; √𝛿)                     (3.3) 

olacak şekilde pozitif bir C sabiti vardır. Burada 𝜔2(𝑓; √𝛿) ikinci süreklilik modülüdür [29]. 

 

𝑓 fonksiyonunun ikinci süreklilik modülü 𝛿 > 0 için 

𝜔2(𝑓; 𝛿) ∶= sup
0≤h≤𝛿

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑓(𝑥 + 2ℎ) − 2𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥)|                                            (3.4) 

eşitliği ile tanımlıdır. 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) için birinci süreklilik modülü ise  

𝜔(𝑓; 𝛿) ∶= sup
0≤h≤𝛿

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)|          (3.5) 

dır. 

 

Şimdi, ikinci süreklilik modülü yardımıyla 𝑃𝑛,𝛼 operatörlerinin yaklaşım hızını verelim. 

 

3.2.2. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) ve her 𝑥 ∈ [0,∞) için 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝜔2 (𝑓,
𝛽𝑛(𝑥)

2
) + 𝜔(𝑓; 𝛾𝑛)                                                                         

eşitsizliği sağlanır. Burada M pozitif sabit ve 

𝛽𝑛(𝑥) = √𝑃𝑛,𝛼(𝜇2; 𝑥) +
1

2
(
2𝑥 + 1

𝑛 − 2
)
2

                                                                                      (3.6) 

𝛾𝑛(𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼(𝜇; 𝑥)   (3.7) 

olup 𝜇 = 𝑡 − 𝑥 dir. Diğer yandan   𝑛 → ∞ için hem  𝛽𝑛(𝑥) hem de 𝛾𝑛(𝑥) sıfıra gider. 

 

İspat 

 

𝑥 ∈ [0,∞) için �̂�𝑛,𝛼 yardımcı operatörünü aşağıdaki şekilde inşaa edelim. 

�̂�𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓 (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
) + 𝑓(𝑥)   .                                                                     (3.8) 

Lemma 3.1.2 (i)’den 

�̂�𝑛,𝛼(1; 𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥) − 1 + 1 = 1       (3.9) 
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ve Lemma 3.1.2 (ii)’ den 

�̂�𝑛,𝛼(𝑡; 𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼(𝑡; 𝑥) −
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
+ 𝑥                                                                                                    

 =
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
−
1 + 𝑛𝑥

𝑛 − 2
+ 𝑥                                                                                      

                   = 𝑥  (3.10) 

olur. �̂�𝑛,𝛼(1; 𝑥) = 1 ve  �̂�𝑛,𝛼(𝑡; 𝑥) = 𝑥 olduğundan sabit ve lineer fonksiyonların �̂�𝑛,𝛼 

yardımcı operatörü tarafından korunduğu söylenebilir. 

𝜇 = 𝑡 − 𝑥  için  �̂�𝑛,𝛼(𝜇; 𝑥) = �̂�𝑛,𝛼(𝑡; 𝑥) − 𝑥�̂�𝑛,𝛼(1; 𝑥) = 𝑥 − 𝑥 = 0 . 

 

𝑔 ∈ 𝐶𝐵
2[0,∞)  ve  𝑥, 𝑡 ∈ [0,∞) olsun. Taylor formülünden 

𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑥) + 𝜇𝑔′(𝑥) + ∫(𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

                                                                                    

yazılabilir. Taylor açılımının her iki tarafına �̂�𝑛,𝛼 operatörü uygulanırsa; 

�̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑡); 𝑥) = �̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑥); 𝑥) + �̂�𝑛,𝛼(𝜇𝑔′(𝑥); 𝑥) + �̂�𝑛,𝛼 (∫(𝑡 − 𝑢)𝑔
′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

; 𝑥) 

elde edilir. �̂�𝑛,𝛼 operatörünün lineerlik özelliğinden 

�̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑡); 𝑥) = 𝑔(𝑥)�̂�𝑛,𝛼(1; 𝑥) + 𝑔′(𝑥)�̂�𝑛,𝛼(𝜇; 𝑥) + �̂�𝑛,𝛼 (∫(𝑡 − 𝑢)𝑔
′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

; 𝑥) 

ve Eş. 3.9 ve Eş. 3.10’ daki değerler yerine yazılarak düzenleme yapılırsa 

�̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑡); 𝑥) − 𝑔(𝑥) = �̂�𝑛,𝛼 (∫(𝑡 − 𝑢)𝑔
′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

; 𝑥) 

elde edilir.  

𝑡 =
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
 

için Eş. 3.8’ deki �̂�𝑛,𝛼 yardımcı operatörün tanımından 

�̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑡); 𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼 (∫(𝑡 − 𝑢)𝑔
′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

; 𝑥) − ∫ (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
− 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑛𝑥+1

𝑛−2

𝑥

 

+∫(
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
− 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑥

𝑥⏟                
0
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yazılabilir. Buradan 

 

�̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑡); 𝑥) − 𝑔(𝑥)  

= 𝑃𝑛,𝛼 (∫(𝑡 − 𝑢)𝑔
′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

; 𝑥) − ∫ (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
− 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑛𝑥+1

𝑛−2

𝑥

                                   (3.11) 

bulunur. 

 

Diğer yandan, |𝑔′′(𝑢)| ≤ ‖𝑔′′‖ olduğundan 

|∫(𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

| ≤ ∫|(𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢)|𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

                                                                                   

≤ ∫|𝑡 − 𝑢||𝑔′′(𝑢)|𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

≤ ‖𝑔′′‖
(𝑡 − 𝑥)2

2
            

olur. 𝜇 = 𝑡 − 𝑥  seçilirse 

|∫(𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

| ≤ 𝜇2‖𝑔′′‖                                                                                              (3.12) 

eşitsizliği yazılabilir. 

 

Eş. 3.11’ deki ifadenin her iki taraftan mutlak değeri alınarak üçgen eşitsizliği ve 

operatörlerin monotonluk özelliği kullanılırsa 

|�̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑡); 𝑥) − 𝑔(𝑥)| = ||𝑃𝑛,𝛼 (∫(𝑡 − 𝑢)𝑔
′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

; 𝑥) − ∫ (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
− 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑛𝑥+1

𝑛−2

𝑥

||   

                                          ≤ |𝑃𝑛,𝛼 (∫(𝑡 − 𝑢)𝑔
′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

; 𝑥)| + || ∫ (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
− 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑛𝑥+1

𝑛−2

𝑥

|| 

                                          ≤ 𝑃𝑛,𝛼 (|∫(𝑡 − 𝑢)𝑔
′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑡

𝑥

| ; 𝑥) + || ∫ (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
− 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢 

𝑛𝑥+1

𝑛−2

𝑥

|| 

elde edilir. 

 

Eş. 3.12’ den ve 𝑃𝑛,𝛼 operatörünün lineerliğinden 
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|�̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑡); 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ ‖𝑔
′′‖𝑃𝑛,𝛼(𝜇

2; 𝑥) + ‖𝑔′′‖ ∫ |
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
− 𝑢| 𝑑𝑢 

𝑛𝑥+1

𝑛−2

𝑥⏟            
𝒜

                    (3.13) 

𝒜 integralinde 
𝑛𝑥+1

𝑛−2
= 𝑡 değişken değiştirmesi yapılırsa  

𝒜 = ∫(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑢 =
(𝑡 − 𝑥)2

2
=
1

2
(
1 + 2𝑥

𝑛 − 2
)
2

.

𝑡

𝑥

                                                                                  

Bu ifadeyi Eş. 3.13’ de yerine yazıp düzenlersek Eş. 3.6’ dan ve  

‖𝑔‖𝐶𝐵2[0,∞) =
‖𝑔‖∞ + ‖𝑔

′‖∞ + ‖𝑔
′′‖∞ eşitliğinden 

|�̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑡); 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ ‖𝑔
′′‖ [𝑃𝑛,𝛼(𝜇

2; 𝑥) +
1

2
(
2𝑥+1

𝑛−2
)
2

]  

|�̂�𝑛,𝛼(𝑔(𝑡); 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝛽𝑛
2(𝑥)‖𝑔‖𝐶𝐵2[0,∞)                                                                            (3.14) 

bulunur. 

 

Şimdi �̂�𝑛,𝛼 operatörünün tanımından ve Lemma 3.1.2’ yi kullanarak aşağıdaki eşitsizliği elde 

edebiliriz: 

|�̂�𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥)| = |𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓 (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
) + 𝑓(𝑥)|                                                                              

≤ |𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥)| + |𝑓 (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
)| + |𝑓(𝑥)|                                                   

                      ≤ 3‖𝑓‖∞                                                                                                                   (3.15) 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) ve  𝑔 ∈ 𝐶𝐵
2[0,∞) için Eş. 3.8, Eş. 3.14 ve Eş. 3.15 dikkate alınırsa 

𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) = �̂�𝑛,𝛼(𝑓, 𝑥) + 𝑓 (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
) − 𝑓(𝑥) .                                                                                 

 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|    

= |�̂�𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) + 𝑓 (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
) − 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)|                                                                                      

= |�̂�𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − �̂�𝑛,𝛼(𝑔; 𝑥) + �̂�𝑛,𝛼(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥) + 𝑓 (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
) − 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)|         

≤ |�̂�𝑛,𝛼(𝑓 − 𝑔; 𝑥)| + |�̂�𝑛,𝛼(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| + |𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)| + |𝑓 (
𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
) − 𝑓(𝑥)|                

≤ 4‖𝑓 − 𝑔‖ + 𝛽𝑛
2(𝑥)‖𝑔‖𝐶𝐵2[0,∞) + |𝑓 (

𝑛𝑥 + 1

𝑛 − 2
) − 𝑓(𝑥)|                                                                

olur. 
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Diğer yandan, süreklilik modülünün tanımından 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 4‖𝑓 − 𝑔‖ + 𝛽𝑛
2(𝑥)‖𝑔‖𝐶𝐵2[0,∞) + 𝜔

(𝑓; 𝛾𝑛)    

elde ederiz, burada 𝛾𝑛(𝑥) =
𝑛𝑥+1

𝑛−2
 dir.  

 

Eşitsizliğin her iki tarafının 𝑔 ∈ 𝐶𝐵
2[0,∞) için infimumu alınıp Peetre K-fonksiyonelinin 

tanımı dikkate alınırsa 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 4 inf
𝑔∈𝐶𝐵

2[0,∞)
{‖𝑓 − 𝑔‖ +

𝛽𝑛
2(𝑥)

4
‖𝑔‖𝐶𝐵2[0,∞)} +  𝜔

(𝑓; 𝛾𝑛)                          

= 4𝐾2 (𝑓;
𝛽𝑛
2(𝑥)

4
) + 𝜔(𝑓; 𝛾𝑛)                                      

≤ 𝑀𝜔2 (𝑓;
1

2
𝛽𝑛(𝑥)) + 𝜔(𝑓; 𝛾𝑛)                                  

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Şimdi 𝑃𝑛,𝛼 operatörlerinin Lipschitz-tip uzay yardımıyla yakınsama hızını verelim. 

 

3.2.2. Tanım 

 

Lipschitz-tip uzay 

𝐿𝑖𝑝𝑀
∗ (𝑟) = {𝑓 ∈ 𝐶[0,∞): |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓

|𝑡 − 𝑥|𝑟

(𝑡 + 𝑥)
𝑟

2

 ; 𝑡, 𝑥 > 0}                                              

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑀𝑓,  f  fonksiyonuna bağlı bir sabit ve 0 < 𝑟 ≤ 1 dir [6]. 

 

3.2.3.Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀
∗ (𝑟)  ve 𝑟 ∈ (0,1] olsun. ∀𝑥 > 0 için 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓 (
𝛿𝑛(𝑥)

√𝑥
)

𝑟

                                                                                                      

eşitsizliği sağlanır. Burada 𝛿𝑛(𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) dir. 

 

İspat 

 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀
∗ (𝑟) olsun. Lemma 3.1.2 (i),  𝑃𝑛,𝛼’ nın lineerlik ve monotonluk özelliklerinden  
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|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥). 𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥)|  

                                    = |𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥) ; 𝑥)|   

                                    ≤ 𝑃𝑛,𝛼(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ; 𝑥)  

olur.  

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑃𝑛,𝛼 ( 𝑀𝑓
|𝑡 − 𝑥|𝑟

(𝑡 + 𝑥)
𝑟

2

; 𝑥)                                                                                    

                      = 𝑀𝑓(𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

|𝑡 − 𝑥|𝑟

(𝑡 + 𝑥)
𝑟

2

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

 

Sağ taraftaki integral düzenlenirse 

∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

|𝑡 − 𝑥|𝑟

(𝑡 + 𝑥)
𝑟

2

𝑑𝑡                                                                                                  

= ∫ ((
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖
)

2−𝑟

2

((
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖
)

𝑟

2 |𝑡 − 𝑥|𝑟

(𝑡 + 𝑥)
𝑟

2

∞

0

𝑑𝑡                                 

olarak yazılabilir. Burada 𝑝 =
2

2−𝑟
 ve 𝑞 =

2

𝑟
 alınarak hölder eşitsizliği uygulanırsa Tanım 

2.1.8’ den 

∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

|𝑡 − 𝑥|𝑟

(𝑡 + 𝑥)
𝑟

2

𝑑𝑡 ≤ (∫ ((
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖
)

2−𝑟

2
 
2

2−𝑟

𝑑𝑡 

∞

0

)

2−𝑟

2

          

                                                                         x (∫ ((
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖
)

𝑟

2
 
2

𝑟 |𝑡 − 𝑥|𝑟
2

𝑟

(𝑡 + 𝑥)
𝑟

2

2

𝑟

𝑑𝑡

∞

0

)

𝑟

2

    

                                                               = (∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑑𝑡 )

2−𝑟

2

                  

                                                             x (∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

(𝑡 − 𝑥)2

𝑡 + 𝑥
𝑑𝑡 )

𝑟

2

 

olur. Bu değeri yerine yazarsak 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓(𝑛 − 1)∑𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)

∞

𝑖=0

(∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑑𝑡 )

2−𝑟

2
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    x (∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

(𝑡 − 𝑥)2

𝑡 + 𝑥
𝑑𝑡 )

𝑟

2

               

                            = 𝑀𝑓∑((𝑛 − 1)𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥))

2−𝑟

2

∞

𝑖=0

(∫ (
𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑑𝑡 )

2−𝑟

2

 

                         x ((𝑛 − 1)𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥))

𝑟

2
(∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

(𝑡 − 𝑥)2

𝑡 + 𝑥
𝑑𝑡 )

𝑟

2

 

                = 𝑀𝑓∑{(𝑛 − 1)𝑆𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑑𝑡 }

2−𝑟

2∞

𝑖=0

 

                   x {(𝑛 − 1)𝑆𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

(𝑡 − 𝑥)2

𝑡 + 𝑥
𝑑𝑡}

𝑟

2

    

 

Şimdi toplam için hölder eşitsizliğini uygularsak 𝑃𝑛,𝛼 operatörünün tanımından  

  

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

≤ 𝑀𝑓 {∑{(𝑛 − 1)𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑑𝑡 }

2−𝑟

2
 
2

2−𝑟∞

𝑖=0

}

2−𝑟

2

                                         

x{∑{(𝑛 − 1)𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

(𝑡 − 𝑥)2

𝑡 + 𝑥
𝑑𝑡}

𝑟

2
 
2

𝑟∞

𝑖=0

}

𝑟

2

                               

= 𝑀𝑓 {∑(𝑛 − 1)𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

𝑑𝑡

∞

𝑖=0

}

2−𝑟

2

                                                            

x {∑(𝑛 − 1)𝑠𝑛,𝑖
[𝛼](𝑥)∫ (

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑖
)

𝑡𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑖

∞

0

(𝑡 − 𝑥)2

𝑡 + 𝑥
𝑑𝑡

∞

𝑖=0

}

𝑟

2

                                         

= 𝑀𝑓(𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥))
2−𝑟

2 (𝑃𝑛,𝛼 (
(𝑡 − 𝑥)2

𝑡 + 𝑥
; 𝑥))

𝑟

2

                                                                                           

bulunur.  
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𝜇2

𝑡+𝑥
<
𝜇2

𝑥
  olup Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3 den 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓 (𝑃𝑛,𝛼 (
𝜇2

𝑥
; 𝑥))

𝑟

2

                                                                                         

                                   ≤ 𝑀𝑓 (
1

𝑥
𝑃𝑛,𝛼(𝜇

2; 𝑥))

𝑟

2

                                                                                        

                                   =
𝑀𝑓

𝑥
𝑟

2

(𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥))

𝑟

2
                                                                                             

olur. Burada 𝛿𝑛(𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) seçilirse 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓 (
𝛿𝑛(𝑥)

√𝑥
)

𝑟

.                                                                                                    

 

3.2.4. Teorem 

 

f, [0,∞) aralığı üzerinde tanımlı ve  𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) olsun. Bu durumda 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
13

2
𝜔2(𝑓; 𝛿𝑛(𝑥)) + 𝜔(𝑓; 𝛿𝑛(𝑥))  

eşitsizliği gerçeklenir. Burada 𝛿𝑛(𝑥) Teorem 3.2.3 de verildiği gibidir. 

 

İspat 

 

f  fonksiyonunun ikinci dereceden Steklov fonksiyonu  

𝑓ℎ(𝑥) =
4

ℎ2
∫∫(2𝑓(𝑥 + 𝑢 + 𝑣) − 𝑓(𝑥 + 2𝑢 + 2𝑣))𝑑𝑢𝑑𝑣

ℎ

2

0

ℎ

2

0

                                                           

dir.  

Bu durumda   

‖𝑓 − 𝑓ℎ‖∞ ≤
3

4
𝜔2(𝑓; ℎ)                                                                                                             (3.16)  

‖𝑓′‖∞ ≤
5

ℎ
𝜔(𝑓; ℎ)                                                                                                                      (3.17) 

‖𝑓′′‖∞ ≤
9

ℎ2
𝜔2(𝑓; ℎ) .                                                                                                    (3.18) 

eşitsizlikleri sağlanır [30]. 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵
2[0,∞) ve  𝑡 ≤ 𝜂 ≤ 𝑥  olmak üzere Steklov fonksiyonunun Taylor açılımı 
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𝑓ℎ(𝑡) = 𝑓ℎ(𝑥) + (𝑡 − 𝑥)𝑓ℎ
′(𝑥) +

(𝑡 − 𝑥)2

2
𝑓ℎ
′′(𝜂)                                                                           

şeklinde yazılabilir. Bu açılıma 𝑃𝑛,𝛼 operatörünü uygularsak 

𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) = 𝑓ℎ(𝑥)𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼 ((𝑡 − 𝑥)𝑓ℎ
′(𝑥); 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼 (

(𝑡−𝑥)2

2
𝑓ℎ
′′(𝜂) ; 𝑥)  

𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥) = 𝑃𝑛,𝛼 ((𝑡 − 𝑥)𝑓ℎ
′(𝑥); 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼 (

(𝑡−𝑥)2

2
𝑓ℎ
′′(𝜂) ; 𝑥)  

olup 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)| = |𝑃𝑛,𝛼 ((𝑡 − 𝑥)𝑓ℎ
′(𝑥); 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼 (

(𝑡−𝑥)2

2
𝑓ℎ
′′(𝜂) ; 𝑥)|  

                  ≤ |𝑃𝑛,𝛼 ((𝑡 − 𝑥)𝑓ℎ
′(𝑥); 𝑥)| + |𝑃𝑛,𝛼 (

(𝑡 − 𝑥)2

2
𝑓ℎ
′′(𝜂) ; 𝑥)| 

                = |𝑓ℎ
′(𝑥)𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥); 𝑥)| + |

1

2
𝑓ℎ
′′(𝜂)𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)

2 ; 𝑥)| 

                      = |𝑓ℎ
′(𝑥)||𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥); 𝑥)| +

1

2
|𝑓ℎ

′′(𝜂)||𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)
2 ; 𝑥)| 

                                       ≤ |𝑓ℎ
′(𝑥)|𝑃𝑛,𝛼(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥) +

1

2
|𝑓ℎ

′′(𝜂)|𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)
2 ; 𝑥)           (3.19) 

bulunur. Burada 𝑃𝑛,𝛼(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥) ifadesine Cauchy Schwarz eşitsizliği uygulanırsa Tanım 

2.1.10’ dan 

 

𝑃𝑛,𝛼(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥) ≤ √𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)2 ; 𝑥)√𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥) = √𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)2 ; 𝑥)                    (3.20)                                         

olur. Eş. 3.20, Eş.3.19 da yazılarak 𝜇 = 𝑡 − 𝑥 seçilirse 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)| ≤ ‖𝑓ℎ
′‖
∞
√𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)2 ; 𝑥) +

1

2
‖𝑓ℎ

′′‖
∞
𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)

2 ; 𝑥)  

                                       = ‖𝑓ℎ
′‖
∞
√𝑃𝑛,𝛼(𝜇2 ; 𝑥) +

1

2
‖𝑓ℎ

′′‖
∞
𝑃𝑛,𝛼(𝜇

2 ; 𝑥)                             (3.21) 

ifadesi elde edilir. Diğer yandan, 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵
2[0,∞) için  

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥) + 𝑓ℎ(𝑥) − 𝑓(𝑥)|  

                                 ≤ |𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥)| + |𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)| + |𝑓ℎ(𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

                                    ≤ 𝑃𝑛,𝛼(|𝑓 − 𝑓ℎ|; 𝑥) + |𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)| + |𝑓ℎ(𝑥) − 𝑓(𝑥)|  

bulunur. 

𝑃𝑛,𝛼’ nın lineerliğinden ve |𝑓ℎ(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑓ℎ(𝑥) − 𝑓(𝑥)| eşitsizliğinden 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ ‖𝑓 − 𝑓ℎ‖∞𝑃𝑛,𝛼(1; 𝑥) + |𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)| + ‖𝑓 − 𝑓ℎ‖∞  

                                    = 2‖𝑓 − 𝑓ℎ‖∞ + |𝑃𝑛,𝛼(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)|  
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yazılabilir. Eş.3.21’ den 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2‖𝑓 − 𝑓ℎ‖∞ + ‖𝑓ℎ
′‖
∞
√𝑃𝑛,𝛼(𝜇2 ; 𝑥) +

1

2
‖𝑓ℎ

′′‖
∞
𝑃𝑛,𝛼(𝜇

2 ; 𝑥)              

dir. Burada Teorem 3.2.2 dikkate alınarak ℎ = 𝛿𝑛(𝑥) seçilirse  

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  ≤
13

2
𝜔2(𝑓; 𝛿𝑛(𝑥)) + 𝜔(𝑓; 𝛿𝑛(𝑥))                                                                 

istenilen sonuç elde edilir. 

 

Şimdi de Ditzian-Totik modülü yardımıyla 𝑃𝑛,𝛼 operatörünün yaklaşım hızını inceleyelim. 

Bunun için öncelikle aşağıdaki tanımları hatırlatalım. 

 

3.2.3. Tanım 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) olmak üzere Ditzian-Totik Modülü  

 

𝜔∅(𝑓; 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑘≤𝛿

{|𝑓 (𝑥 +
𝑘∅(𝑥)

2
) − 𝑓 (𝑥 −

𝑘∅(𝑥)

2
)| ; 𝑥 ∓

𝑘∅(𝑥)

2
∈ [0,∞)}                         

 

ve Peetre K-fonksiyoneli 

 

𝐾∅(𝑓; 𝛿) = 𝑖𝑛𝑓
𝑔∈𝜔∅[0,∞)

{‖𝑓 − 𝑔‖∞ + 𝛿‖∅𝑔
′‖∞}  ,    𝛿 > 0  

 

şeklinde tanımlanır. Burada,  

𝜔∅[0,∞) ∶= {𝑔: 𝑔 ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐[0,∞),    ‖∅𝑔
′‖∞ < ∞}  

olup 𝑔 ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐[0,∞) ile g’ nin [0,∞) aralığında lokal olarak mutlak sürekli bir fonksiyon 

olduğu gösterilmektedir. Ayrıca, 

𝐾∅(𝑓; 𝛿) ve 𝜔∅(𝑓; 𝛿)’ nın eşdeğer olduğu bilinmektedir [29]. 

 

3.2.5. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0,∞) olsun. 𝑥 ∈ [0,∞) ve ∅(𝑥) = √𝑥 için 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  ≤ 𝑀𝜔∅ (𝑓,
𝛿𝑛(𝑥)

√𝑥
)                                                                                              

eşitsizliği sağlanır. 
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İspat 

 

Herhangi bir 𝑔 ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐[0,∞) için Taylor açılımı 

𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑥) + ∫𝑔′(𝓊)𝑑𝓊

𝑡

𝑥

                                                                                                                    

biçiminde yazılabilir. 

𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥) = ∫𝑔′(𝓊)𝑑𝓊

𝑡

𝑥

                                                                                                                    

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| = |∫𝑔′(𝓊)𝑑𝓊

𝑡

𝑥

|                                                                                                              

İntegral içerisindeki ifade 
∅(𝓊)

∅(𝓊)
 ile çarpılarak düzenlenirse |∅(𝓊)𝑔′(𝓊)| ≤ ‖∅𝑔′‖∞ 

özelliğinden 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| = |∫
∅(𝓊)𝑔′(𝓊)

∅(𝓊)
𝑑𝓊

𝑡

𝑥

|                                                                                                  

≤ ‖∅𝑔′‖∞ |∫
1

∅(𝓊)
𝑑𝓊

𝑡

𝑥

|                                                                                

bulunur. ∅(𝓊) = √𝓊  olup 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ ‖∅𝑔′‖∞ |∫
1

√𝓊
𝑑𝓊

𝑡

𝑥

|                                                                                                  

                           = 2‖∅𝑔′‖∞|√𝑡 − √𝑥|                                                                                                                                      

                          ≤ 2‖∅𝑔′‖∞
|𝑡 − 𝑥|

√𝑥
                                                                                                       

olur. ∅(𝓍) = √𝓍  olduğundan 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ 2‖∅𝑔′‖∞
|𝑡 − 𝑥|

∅(𝑥)
                                                                                          (3.22) 

eşitsizliği bulunur. 

 

Diğer taraftan, 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ifadesine terim ekleyip çıkartılarak üçgen eşitsizliğinden 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑃𝑛,𝛼(𝑔; 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)|  
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                                ≤ |𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑃𝑛,𝛼(𝑔; 𝑥)| + |𝑃𝑛,𝛼(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| + |𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

yazılabilir. 𝑃𝑛,𝛼’ nın lineerliği ve Lemma 3.1.2 (i) den  

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑃𝑛,𝛼(𝑓 − 𝑔; 𝑥)| + |𝑃𝑛,𝛼(𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥); 𝑥)| + |𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)| .                

 

Operatörün monotonluğu ve |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ ‖𝑓 − 𝑔‖∞ özelliğinden 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ ‖𝑓 − 𝑔‖∞  + 𝑃𝑛,𝛼(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|; 𝑥) + ‖𝑓 − 𝑔‖∞                   

                                   = 2‖𝑓 − 𝑔‖∞  + 𝑃𝑛,𝛼(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|; 𝑥)                                          (3.23) 

bulunur. Eş. 3.22, Eş. 3.23’ te yerine yazılırsa  

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖∞ + 𝑃𝑛,𝛼 (2‖∅𝑔
′‖∞

|𝑡 − 𝑥|

∅(𝑥)
; 𝑥)                                                 

                                     = 2‖𝑓 − 𝑔‖∞ +
2‖∅𝑔′‖∞
∅(𝑥)

𝑃𝑛,𝛼(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥)                                       (3.24) 

olur. Eş. 3.24’ te Cauchy Schwarz eşitsizliği uygulanırsa  

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖∞ +
2‖∅𝑔′‖∞
∅(𝑥)

√𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)                                              

elde edilir. 𝜇 = 𝑡 − 𝑥 ve 𝛿𝑛(𝑥) = (𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2 ; 𝑥))

1

2
 seçilirse 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖∞ +
2‖∅𝑔′‖∞
∅(𝑥)

𝛿𝑛(𝑥)                                                                     

bulunur. 

 

Son olarak 𝑔 ∈ 𝜔∅[0,∞) için infimum alınırsa eşitsizliğin sol tarafı g fonksiyonundan 

bağımsız olduğundan 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2 inf
𝑔∈𝜔∅[0,∞)

{‖𝑓 − 𝑔‖∞ + ‖∅𝑔
′‖∞

𝛿𝑛(𝑥)

∅(𝑥)
}                                                 

≤ 2𝐾∅ (𝑓;
𝛿𝑛(𝑥)

√𝑥
)                                                           

olur ki burada Peetre K-fonksiyoneli ve Ditzian-Totik modülü arasındaki eşitlik  kullanılarak 

hipotezden istenilen sonuç elde edilir. 

 

3.3. JPDB Operatörleri için Voronovskaja Tip Teorem 

 

Bu kısımda, Deo ve Pratap tarafından Eş. 3.1 ile verilen 𝑃𝑛,𝛼 operatörleri için Voronovskaja 

tip teorem verilecektir. 
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Her 𝑥 ∈ [0,∞) için 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓(1 + 𝑥
2), 𝑀𝑓 > 0 

koşulunu sağlayan f fonksiyonlarının sınıfı 𝐵2[0,∞) ile gösterilir. Burada 𝑀𝑓, 𝑓 

fonksiyonuna bağlı bir sabittir. 

𝐶2[0,∞) ise, 𝐵2[0,∞)’ de bulunan sürekli fonksiyonların kümesidir. 𝐵2[0,∞) ve 𝐶2[0,∞) 

uzaylarındaki norm, 

‖𝑓‖2 = sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑓(𝑥)|

1 + 𝑥2
                                                                                                                              

ile tanımlıdır.  

 

3.3.1. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶2[0,∞) ve lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 olacak şekilde 𝛼 = (𝛼𝑛 ) dizisi verilsin . [0,∞) aralığının 

belirli bir 𝑥 noktasında 𝑓′, 𝑓′′ mevcut ve lim
𝑛→∞

𝑛𝛼𝑛 = ℓ ∈ ℝ  ise bu durumda 𝑎 > 0 olmak 

üzere [0, 𝑎] üzerinde düzgün olarak  

lim
𝑛→∞

𝑛[𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)] = (1 + 2𝑥)𝑓
′(𝑥) + (𝑥2 + (ℓ + 2)𝑥)𝑓′′(𝑥)  

eşitliği sağlanır. 

 

İspat 

 

𝑥 ≥ 0, Taylor açılımından 𝜇 = 𝑡 − 𝑥 için 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑥) +  𝜇𝑓′(𝑥) +
 𝜇2

2!
𝑓′′(𝑥) + 휀(𝑡, 𝑥) 𝜇2                                                                (3.25) 

yazılır ki burada 휀(𝑡, 𝑥), sınırlı bir fonksiyon ve lim
𝑡→𝑥

휀(𝑡, 𝑥) = 0 dır. 

 

Eş. 3.25’in her iki yanına 𝑃𝑛,𝛼 operatörü uygulandığında  

𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝑓
′(𝑥)𝑃𝑛,𝛼(𝜇; 𝑥) +

𝑓′′(𝑥)

2!
𝑃𝑛,𝛼(𝜇

2; 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼(휀(𝑡, 𝑥) 𝜇
2; 𝑥)          (3.26) 

olur. Buradan 

𝑛[𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)]  

= 𝑓′(𝑥)𝑛𝑃𝑛,𝛼(𝜇; 𝑥) +
𝑓′′(𝑥)

2!
𝑛𝑃𝑛,𝛼(𝜇

2; 𝑥) + 𝑛𝑃𝑛,𝛼(휀(𝑡, 𝑥) 𝜇
2; 𝑥)                                    (3.27) 

eşitliği bulunur. Eş. 3.27 de Cauchy Schwarz eşitsizliğini uyguladığımızda, 
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𝑛𝑃𝑛,𝛼(휀(𝑡, 𝑥) 𝜇
2; 𝑥) ≤ √𝑃𝑛,𝛼(휀2(𝑡, 𝑥); 𝑥)√𝑛2𝑃𝑛,𝛼(𝜇4; 𝑥)                                                               

olur.  

 

Şu halde 휀2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶[0,∞) için lim
𝑡→𝑥

휀(𝑡, 𝑥) = 0 olduğundan Teorem 3.2.1’ den 

lim 
𝑛→∞

𝑃𝑛,𝛼(휀
2(𝑡, 𝑥); 𝑥) = 휀2(𝑥, 𝑥) = 0  

ve Lemma 3.1.4’ ten  

lim 
𝑛→∞

𝑛𝑃𝑛,𝛼(휀(𝑡, 𝑥) 𝜇
2; 𝑥) = 0                                                                                           (3.28)                   

bulunur. 

 

O halde Eş. 3.27’ de 𝑛 → ∞ için limit alınırsa Eş. 3.28 ve Lemma 3.1.4’ ten 

lim
𝑛→∞

𝑛[𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)] = (1 + 2𝑥)𝑓
′(𝑥) + (𝑥2 + (ℓ + 2)𝑥)𝑓′′(𝑥)  

sonucuna ulaşılır. Bu da ispatı tamamlar. 

 

3.3.2. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶2[0,∞) ve 𝜔𝑏, 𝑏 > 0 iken [0, 𝑏] üzerinde süreklilik modülü olsun. Bu durumda 

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶[0,𝑏] ≤ 4𝑀
(1 + 𝑏2)𝜂𝑛(𝑏) + 2𝜔𝑏+1 (𝑓;√𝜂𝑛(𝑏))                                                  

dir. Burada 

 𝜂𝑛(𝑏) = max
𝑥∈[0,𝑏]

𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥)  .                                                                                      (3.29) 

 

İspat 

 

𝛿 > 0 olmak üzere 𝑥 ∈ [0, 𝑏] ve 𝑡 ≥ 0 için  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 4𝑀(1 + 𝑥2)(𝑡 − 𝑥)2 + (1 +
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
)𝜔𝑏+1(𝑓; 𝛿)                                            

eşitsizliğini kullanalım [31]. Bu eşitsizliğe 𝑃𝑛,𝛼 operatörü uygulandığında 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  

≤ 4𝑀(1 + 𝑏2)𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼 (1 +

|𝑡 − 𝑥|

𝛿
; 𝑥)𝜔𝑏+1(𝑓; 𝛿)                                          

= 4𝑀(1 + 𝑏2)𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) + (1 +

1

𝛿
𝑃𝑛,𝛼(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥))𝜔𝑏+1(𝑓; 𝛿)                       (3.30) 
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bulunur.  

 

Cauchy Schwarz eşitsizliğinden, 

𝑃𝑛,𝛼(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥) ≤ √𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)                                                                                    (3.31) 

olur. Böylece 𝜇 = t − x alınırsa Eş. 3.30 ve Eş. 3.31’ den 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  

≤ 4𝑀(1 + 𝑏2)𝑃𝑛,𝛼(𝜇
2; 𝑥) + (1 +

1

𝛿
√𝑃𝑛,𝛼(𝜇

2; 𝑥))𝜔𝑏+1(𝑓; 𝛿)                                        (3.32) 

olduğu görülür. Bunun yanı sıra Eş. 3.32’ de 𝛿 = √𝜂𝑛(𝑏) seçilir ve 𝐶[0, 𝑏] üzerinden 

maksimum alınırsa Eş. 3.31’ den 

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶[0,𝑏] ≤ 4𝑀
(1 + 𝑏2)𝜂𝑛(𝑏) + 2𝜔𝑏+1 (𝑓;√𝜂𝑛(𝑏))                                                  

elde edilir. 

 

3.4. JPDB Operatörlerinin Ağırlıklı Uzaylarda Yaklaşımı 

 

Bu bölümde, Eş. 3.1 ile verilen operatörlerin ağırlıklı yaklaşım sonuçları incelenecektir. 

 

[0,∞) üzerinde tanımlı fonksiyonların yakınsama oranı klasik düzgün yakınsaklık ile 

hesaplanamaz. Bu sebeple, sınırsız aralıklarda yakınsama oranını incelemek için ağırlıklı 

süreklilik modülünü verelim. 

 

3.4.1. Tanım 

 

𝐶2
∗[0,∞) = {𝑓 ∈ 𝐶2[0,∞): lim

|𝓍|→∞

𝑓(𝓍)

1+𝓍2
 mevcut} olsun. Her 𝑓 ∈ 𝐶2

∗[0,∞) için ağırlıklı 

süreklilik modülü 

Ω(𝑓; 𝛿) = sup
𝓍≥0

sup
0<|𝒽|≤𝛿

|𝑓(𝓍 + 𝒽) − 𝑓(𝓍)|

1 + (𝓍 + 𝒽)2
                                                                            (3.33) 

şeklinde tanımlanır. 

 

3.4.1. Lemma 

 

1) Ω(𝑓; 𝛿) monoton artandır. 
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2) lim
 𝛿→0+

Ω(𝑓; 𝛿) = 0   

3) 𝑚 ∈ [0,∞) için Ω(𝑓;𝑚𝛿) ≤ (1 + 𝑚)Ω(𝑓; 𝛿)  

[32]. 

 

3.4.1. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶2
∗[0,∞) ve 𝑎 > 0 için 

lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
= 0                                                                                                

dır. 

 

İspat 

 

𝑥0 ∈ [0,∞) keyfi bir sabit olsun. 

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
≤ sup
𝑥≤𝑥0

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎⏟                
𝜓

+ sup
𝑥>𝑥0

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
   

Burada 𝜓 için 

 𝜓 ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥≤𝑥0

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = ‖𝑃𝑛,𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶[0,𝑥0]
  

eşitsizliği bulunur. 𝜓  yerine yazılırsa 

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
                                                                                                                  

≤ ‖𝑃𝑛,𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶[0,𝑥0]
+ sup
𝑥>𝑥0

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
                                                                      

olur. 

 

Son terim düzenlenerek |𝑓(𝑡)| ≤ ‖𝑓‖2(1 + 𝑡
2) eşitsizliğinden 

 

sup
𝑥>𝑥0

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
≤ sup
𝑥>𝑥0

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
+ sup
𝑥>𝑥0

|𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
                                       

                          ≤ ‖𝑓‖2 sup
𝑥>𝑥0

|𝑃𝑛,𝛼(1 + 𝑡
2; 𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
+ sup
𝑥>𝑥0

|𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
 

bulunur. 
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O halde  

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
                                                                                                                  

≤ ‖𝑃𝑛,𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶[0,𝑥0]
+ ‖𝑓‖2 sup

𝑥>𝑥0

|𝑃𝑛,𝛼(1 + 𝑡
2; 𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
+ sup
𝑥>𝑥0

|𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
                                 

elde edilir. Ayrıca |𝑓(𝑡)| ≤ ‖𝑓‖2(1 + 𝑡
2) olup bu ifade her iki taraftan 

1

(1+𝑥2)1+𝑎
 ile 

çarpılarak 𝑥 > 𝑥0 üzerinden supremum alınırsa 

sup
𝑥>𝑥0

|𝑓(𝑡)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
≤
‖𝑓‖2(1 + 𝑡

2)

(1 + 𝑥02)1+𝑎
                                                                                                        

bulunur. 

 

휀 > 0 olsun. Yeterince büyük 𝑥0 lar için  

‖𝑓‖2
(1 + 𝑥02)𝑎

<
휀

6
                                                                                                                            (3.34) 

dır. 

 

lim
𝑛→∞

sup
𝑥>𝑥0

𝑃𝑛,𝛼(1 + 𝑡
2; 𝑥)

1 + 𝑥2
= 1                                                                                                                 

sup
𝑥>𝑥0

𝑃𝑛,𝛼(1 + 𝑡
2; 𝑥)

1 + 𝑥2
≤
(1 + 𝑥0

2)𝑎

‖𝑓‖2

휀

3
+ 1                                                                                            

 

Burada yeterince büyük n ler için, 

 

‖𝑓‖2 sup
𝑥>𝑥0

𝑃𝑛,𝛼(1 + 𝑡
2; 𝑥)

(1 + 𝑥2)𝑎+1
≤

‖𝑓‖2
(1 + 𝑥0

2)𝑎
sup
𝑥>𝑥0

𝑃𝑛,𝛼(1 + 𝑡
2; 𝑥)

1 + 𝑥2
≤
휀

3
+

‖𝑓‖2
(1 + 𝑥0

2)𝑎
                      

 

Teorem 3.3.2’ den  

‖𝑃𝑛,𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶[0,𝑥0]
<
휀

3
                                                                                                           (3.35) 

bulunur. 

 

Eş. 3.34 ve Eş. 3.35’ teki bağıntılar yardımıyla 

 

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
< 휀                                                                                                         
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elde edilir ki bu da  

lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)1+𝑎
= 0                                                                                                

olduğunu gösterir. 

 

3.4.2. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶2
∗[0,∞) olsun. Yeterince büyük n ler için 

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)
5
2⁄

≤ 𝜂(𝐼)Ω (𝑓;
1

√𝑛
)                                                                                

dir. Burada 𝜂(𝐼), pozitif bir sabittir. 

  

İspat 

 

𝑥 ∈ (0,∞) ve 𝛿 > 0 için ağırlıklı süreklilik modülünün tanımında 𝛿 = |𝑡 − 𝑥| seçelim. 

Ω(𝑓; |𝑡 − 𝑥|) = sup
𝑥≥0

0<|ℎ|≤𝛿

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)(1 + (𝑡 − 𝑥)2)
≥

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)(1 + (𝑡 − 𝑥)2)
                              

Buradan 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)(1 + (𝑡 − 𝑥)2)
≤ Ω(𝑓; |𝑡 − 𝑥|)                                                                                             

olup 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (1 + 𝑥2)(1 + (𝑡 − 𝑥)2)Ω(𝑓; |𝑡 − 𝑥|)  

≤ (1 + 𝑥2)(1 + (𝑡 − 𝑥)2)Ω(𝑓;
𝛿|𝑡 − 𝑥|

𝛿
)                                    

bulunur. 

 

Lemma 3.4.1’ deki 3. özellik kullanılarak düzenleme yapılırsa 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (1 + 𝑥2)(1 + (𝑡 − 𝑥)2) (1 +
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
)Ω(𝑓; 𝛿)                                                  

      ≤ 2(1 + 𝑥2)Ω(𝑓; 𝛿)((1 + (𝑡 − 𝑥)2) + (1 + (𝑡 − 𝑥)2)
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
) 

elde edilir.  

 

Son eşitsizliğin her iki yanına 𝑃𝑛,𝛼 operatörü uygulanırsa 
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|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  

≤ 2(1 + 𝑥2)Ω(𝑓; 𝛿) [𝑃𝑛,𝛼(1 + (𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼 ((1 + (𝑡 − 𝑥)

2)
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
; 𝑥)]       (3.36) 

 

Yeterince büyük n ler için Lemma 3.1.4’ ten 

𝑛𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) ≤ 𝜂(𝐼)(1 + 𝑥2)                                                                                   (3.37) 

ve 

𝑛2𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)
4; 𝑥) ≤ 𝜂(𝐼)(1 + 𝑥2)2                                                                             (3.38) 

dir. Burada 𝜂(𝐼) pozitif sabittir. 

 

Eş. 3.36’ daki son terim düzenlenirse 

𝑃𝑛,𝛼 ((1 + (𝑡 − 𝑥)
2)
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
; 𝑥) =

1

𝛿
𝑃𝑛,𝛼((|𝑡 − 𝑥| + |𝑡 − 𝑥|(𝑡 − 𝑥)

2); 𝑥)                                

                                            =
1

𝛿
[𝑃𝑛,𝛼(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥) + 𝑃𝑛,𝛼(|𝑡 − 𝑥|(𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥)] 

olur. Bu eşitliğin sağ tarafındaki her bir ifadeye Cauchy-Schwarz eşitsizliğini uygulayalım: 

 

𝑃𝑛,𝛼 ((1 + (𝑡 − 𝑥)
2)
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
; 𝑥)                                                                                                           

≤
1

𝛿
{√𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) + √𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)√𝑃𝑛,𝛼((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥)}                                (3.39) 

 

Eş. 3.39, Eş. 3.36’ da yerine yazılır ve 𝜇 = 𝑡 − 𝑥 alınırsa 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2(1 + 𝑥
2)Ω(𝑓; 𝛿) [1 + 𝑃𝑛,𝛼(𝜇

2; 𝑥) +
1

𝛿
√𝑃𝑛,𝛼( 𝜇2; 𝑥)    

                                           +
1

𝛿
√𝑃𝑛,𝛼( 𝜇2; 𝑥)√𝑃𝑛,𝛼( 𝜇4; 𝑥)]                                                       (3.40)     

bulunur. 

 

Eş. 3.40 her iki taraftan (1 + 𝑥2)
5
2⁄  ye bölünür ve Eş. 3.37 ile Eş. 3.38 kullanılırsa 

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)
5
2⁄

≤
2(1 + 𝑥2)Ω(𝑓; 𝛿)

(1 + 𝑥2)
5
2⁄

[1 + √𝜂(𝐼)(1 + 𝑥2) +
1

𝛿
√𝜂(𝐼)(1 + 𝑥2)            

+
1

𝛿
√𝜂(𝐼)(1 + 𝑥2)𝜂(𝐼)(1 + 𝑥2)2]                   

elde edilir.  
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Son olarak 𝛿 =
1

√𝑛
 seçilir ve supremum alınırsa 

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑃𝑛,𝛼(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

(1 + 𝑥2)
5
2⁄

≤ 𝜂(𝐼)Ω (𝑓;
1

√𝑛
)                                                                                

olur ve istenilen sonuca ulaşılır. 
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4. SONUÇ 
 

Bu tezde Deo ve Pratap tarafından Jain-Pethe operatörlerinin integral formu  ele alındı. JPDB 

operatörlerinin Peetre K-fonksiyoneli, Lipschitz-tip uzay ve Ditzian-Totik modülü 

yardımıyla yakınsama oranlarını veren teoremler ayrı ayrı detaylı bir şekilde incelendi. Son 

olarak bu operatörler için asimptotik tahmin formülü veren Voronovskaja tipi yaklaşım ve 

ağırlıklı yaklaşım sonuçlarına yer verildi.  

 

Bu tez, bu alanda çalışma yapacak araştırmacılar için yardımcı bir kaynak oluşturacaktır. 
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