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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

(fn)

CB [0, OO]
C|23 [0, ]
C2[0, ]

1 fllcpab)
1l
K, (f,8)
B,(R)
Cp(R)
Q(f, 5)
wy(f; 8)

Aciklamalar

n € N i¢in bir fonksiyon dizisi
[0, o] lizerinde tanimli, reel degerli siirekli sinirli fonksiyonlarin uzayi

1.ve 2. tiirevi Cg[0, co] uzaymin elemani olan fonksiyonlar sinifi

{f € C,[0,]: )ll_)rg ffj()z mevcut} ile taniml1 fonksiyon uzay1

Ifllcfa,p) = max{|f(x)|:a < x < b} ile tanimlanan norm

Ifllcc = sup{|f(x)|: xe[0, )} ile tanimlanan norm

f fonksiyonunun Peetre K-fonksiyoneli

[f(x)| < M¢p(x), M¢ > 0 olacak sekildeki fonksiyonlarin kiimesi
B, (R) agirlikli uzayindaki siirekli fonksiyonlarin kiimesi

f fonksiyonunun agirliklr siireklilik modiilii

Ditzian Totik modiili



1. GIRIS

Fonksiyonlar teorisi ve Fonksiyonel analizin odak noktasinda yer alan yaklagimlar teorisi,
gegmisten giiniimiize bircok matematik¢inin arastirma konusu olmustur. Verilen bir
fonksiyonun, kendisinden daha basit ve daha kolay sonuglar veren fonksiyonlar ya da
polinomlar yardimiyla gdsterilmesi yaklasimlar teorisinin temelini olusturur. Bu teorinin
ortaya ¢ikisi 19. ylizyila dayansa da giliniimiizde yapilan bilimsel ¢alismalar sayesinde hala

eski etkinligini stirdiirmektedir.

Yaklasimlar teorisinin temelleri ilk olarak 1885 yilinda Alman matematik¢i Weierstrass
tarafindan ortaya atilmistir. Weierstrass, kapali ve smurli araliklarda siirekli her f
fonksiyonuna yakinsayan bir polinom dizisinin var oldugunu ispatlamustir [1]. ilerleyen
donemlerde bir¢ok iinlii matematik¢i bu teorem iizerinde ¢aligmalar yapmis ve 1912 yilinda
Bernstein, Weierstrass teoreminin agik ve basit bir ispatin1 vermistir. Bernstein, [0,1]
araliginda bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan lineer pozitif operator dizisi seklindeki
Bernstain polinomlarini tanitmistir [2]. Daha sonra 1952 yilinda Bohman, lineer pozitif
operatorlerin [0,1] kapali ve sinirli araliginda stirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsamasi i¢in
yalnizca ii¢ kosulu saglamasi gerektigini soylemis ve bunu kanitlamistir [3]. Bohman’ i bu
teoremini Korovkin 1953 yilinda [a,b] araligina genellestirmistir [4]. Bununla beraber
Korovkin sartlarin1 saglayan bircok lineer pozitif operatér tanimlanmis ve iizerinde
calisilmistir. Yaklasim teorisinde yasanan bu gelismelerle birlikte sonlu araliktan sonsuz
aralifa genisleyen lineer pozitif operatorler de karsimiza ¢ikmistir. 1941 yilinda Mirakyan
[5] ve1950 yilinda Szasz [6], tarafindan tanimlanan

Sn(f3x) =e ™ y (M)kf(f)

k! n
k=0

Szasz-Mirakyan operatdrleri Bernstein polinomlarinin sonsuz araliga genellemesidir.

1977 yilinda S, operatdrlerinin farkli bir genellemesi,

9 Fx) = (1 4 na)%xi (a + %)_i LI (i> (1.1)

i! n
i=0

seklinde Jain ve Pethe tarafindan tanitilmistir [7]. Bu operatorlerin yaklagim ozellikleri
Stancu [8], Mastroanni [9], Della Vechia ve Kocic [10] ve Finta [11,12] tarafindan

calisilmig, Abel ve Ivan [13] ise yakinsama oranini incelemistir.



Ote yandan Baskakov [14], 1957 de f € C[0, ®) i¢in

o

n =Y (" e ()

i=0
ile Baskakov operatoriinii tanimlamigtir. Baskakov operatériiniin integral formu Sahai ve

Prasad [15] tarafindan verilmis ve Durrmeyer tip genellemesi [16]

Dof2) = (2 =1 Y 00 [ w00 f(Ode

bi¢iminde tanimlanmigtir. Burada
n+i—1 xt
i) = VT

dir.

i

Deo ve Pratap [17] ise Baskakov ile ],[l“] operatorlerinin  Durrmeyer genellemesini

birlestirerek

Poo(f,) = (n—1) i 5190 () f (” * i B 1) (1+t—;)n+if(t)dt
i=0 o

ile verilen Jain ve Pethe operatorlerinin integral formunu (JPDB) tanimlamis ve bazi

yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir. Burada

1\ "L -

57[1(,11'] =0+ na)_?x (a + ;)

x € [0,0)

it !

dir.

Bu tezde, Deo ve Pratap [17] tarafindan ¢aligilarak bizlere sunulan bir ¢alisma temel
alinacak ve ¢aligmadaki teorem ve lemmalar daha genis bir sekilde incelenecektir. Bu
amacla Oncelikle JPDB operatorlerinin tanimi verilecek ve bu operatorler i¢in ikinci
stireklilik modiilii ve Peetre K-fonksiyoneli yardimiyla yakinsama orani hesaplanacaktir.
Daha sonra yakinsama hizi i¢in Lipshcitz-tip uzay kullanilacak ve Voronovskaja tipi
asimptotik tahmin formiilii verilecektir. Son olarak bu operatdriin agirlikli yaklagim

sonuglar1 incelenecektir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu kisimda, operatorlerin yaklasimi incelenirken ihtiyag duyulan bazi genel tanim ve

teoremlere yer verilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatérlerin Tanimi ve Ozellikleri

2.1.1. Tanim

H ve G iki lineer uzay olsun. H uzayindaki f fonksiyonunu G uzayindaki g fonksiyonuna
doniistiiren bir £ dontlisiimii varsa bu dontisiime £ den G’ ye bir operator denir. Bu operator
L:H - G, L(f) = g ile gosterilir [18].

2.1.2. Tanim

H ve G iki lineer fonksiyon uzay1 ve L:H — G bir operator olsun. Eger Vf,g € H ve
Vp1, B2 € Rigin

LBSf + B2g ;%) = B1L(f; %) + B L(g; %)

kosulu saglanirsa, £’ ye lineer operator denir [18].

2.1.3. Tanim

L: X — Y lineer operator olsun. X uzaymdan alinan bir f fonksiyonu i¢in

f = 0 oldugunda L(f) = 0 oluyorsa

L’ ye lineer pozitif operator denir [18].

2.1.1. Lemma

H lineer fonksiyon uzay1 ve L lineer pozitif operator olsun. Vf, g € H igin f < g ise

L(f;x) < L(g;x)
dir [18].
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fspat

Kabul edelim ki her f, g € X igin f < g olsun. Buradan g — f > 0 olup L operatoriiniin

pozitif oldugu dikkate alinirsa

Lg-f)=0 (2.1)

yazilabilir. L operatoriiniin lineer oldugu bilindiginden

Llg—f)=L(g) - L{)
elde edilir. Bu ifade Es. 2.1’ de yerine yazilirsa

L(f) < L(g)

bulunur.

2.1.2. Lemma

L lineer pozitif operatdr olsun. Bu durumda

IL(HI = LASD

esitsizligi saglanir [18].

fspat

Herhangi bir f fonksiyonu i¢in
—Ifl<f <Ifl

dir. L lineer pozitif operator ve monoton artan oldugundan

L(=IfD = L(H) < LAfD

yazilabilir. Buradan

IL(HOI < LASD
oldugu agiktir.

2.1.4. Tanim

[a, &] aralig1 {izerinde tanimli, reel degerli ve siirekli tiim fonksiyonlarin uzay1 C|[a, ] ile

gosterilir.



Cla, &] uzayi,
1flletas) = max [F )

normu ile bir normlu uzaydir [19].
2.1.5. Tanim
(f), Cla, ] uzay1 iginde bir dizi ve her x € [a, &] igin

Ml = fllcta,e) = lim max |f,(x) — f(x)] = 0

sart1 saglaniyor ise (f;,) dizisi C[a, &] lizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir ve
(f, ) 3 f seklinde gosterilir [19].

2.1.1. Teorem (Korovkin Teoremi)

f € Cla, b] ve R de smirli olan her f fonksiyonu igin

DL,(Lx)z31

(i) Ly(t; x) 3 x

(iii) L, (t%; x) =3 x?

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda her f i¢in [a, b] lizerinde diizgiin olarak L, (f; x) 3 f(x)

dir [4, 18].

2.1.6. Tanim

[ € Rvef, I da taniml bir fonksiyon olsun. § > 0 i¢in
w(f,8) :==sup{lf () — f(®)|: £, x € [0,0), |t — x| < 6}

seklinde tanimlanan w : R* - R* U {0} fonksiyonuna f nin siireklilik modiilii denir.

Burada w, § nin bir fonksiyonudur ve w¢( &) bigiminde de yazilabilir.

Stireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir [20].



2) w monoton artandir.

3) | aralig1 iizerinde f fonksiyonunun diizgiin siirekli olmasi i¢in & (sli%l+ wr(6) =0
olmasidir.

4) m € N i¢in wr(m6) < mws(6)

5) Bir A pozitif sayis1 i¢in wr(A6) < (1 + D)ws(5)

6) If () = f(®)] < we (It — x])

7)) = F@)I < wp (52 +1) wp(8)

2.1.7. Tanim (Holder esitsizligi)
n €Nigina,,b, =00lsun.1 < p < o0, i + é = 1 olacak bi¢imdeki p ve q sayilar1 i¢in

Sons(5) (829

k=1 k=1

esitsizligi saglanir.

Burada p = g = 2 alindiginda Cauchy Schwarz esitsizligi elde edilir [21].
2.1.8. Tamim (Integral icin Holder esitsizligi)

£ ve g [a, 6] tzerinde tanimli, reel degerli iki fonksiyon olmak tizere |£|P,|g|? ayn1 aralikta

integrallenebilir olsun.

Bu durumda p > 1, %+ % =1 i¢in

& & > /b
f (0G| < f AP f g ()

esitsizligi gergeklenir [22].



2.1.9. Tanim (Gamma Fonksiyonu)

@ > 0 olmak tizere

[00]

re) = f e ttf 14t

0

ile tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir ve ['(6 + 1) = 6I'(8) bagmtisi

saglanir. Bu baginti yardimiyla n € N i¢in

reé+n)

'®=36+D ~O@+n-1)

esitligi elde edilir [23].

2.1.10. Tanim (Pochhammer Sembolii)

z € Rigin
@)n=2(z+1)..(3+n—1),neN
(2)o=1

ile tanimlanan esitlige Pochhammer sembolii denir.

Bu sembol Gamma fonksiyonu yardimiyla
I'(z+n)
seklinde de yazilabilir [24, 25].

2.1.11. Tanim (Beta fonksiyonu)

m > 0vek > 0igin
1

B(m, k) = j t™ (1 — ) dt
0

integrali ile tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir.



Ayrica Beta fonksiyonu Gamma fonksiyonu cinsinden
r(m)r'(k)
F'(m+ k)

seklinde yazilabilir [1, 26].

B(m, k) =
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3. JAIN VE PETHE OPERATORLERININ INTEGRAL FORMU IiLE
YAKLASIM

Bu boliimde, Deo ve Pratap tarafindan hazirlanan ¢alismanin merkezini olusturan JPDB
operatorlerinin tanimi verilecek ve yaklasim ozellikleri incelenecektir. Son olarak
Voronovskaja tip teorem ve agirlikli yaklasim sonuglarina yer verilecektir.

3.1. JPDB Operatorlerinin Tanimi ve Ozellikleri

3.1.1.Tanim

[0, 00) lizerinde tanimli, sinirli ve integrallenebilir bir f fonksiyonu igin

) _ _ - [a] r n+i—1 ti
Poalfi) = (0 =1) ) 5110 Oj " a0 (3.

seklinde tanimlanan operatorlere JPDB operatorleri denir [17].

Burada,

1 —i xi—a)

57[1(,11'] =010+ na)_?x (a + ;)

x € [0, )

it !

x6=® = x(x+a).(x+ (i — Da), xO@ D =1

ve

IfOI < Ke’*  (t=0)

K,A > 0 sonlu sabitlerdir. Burada her n € N i¢in
1
0< a, < -

olmak tizere a = ( a,) dir.

Simdi teoremlerin ispat1 i¢in ihtiya¢ duyacagimiz bazi temel sonuglar1 verelim.
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3.1.1. Lemma

e.(t) =t", r=0,1,2,3,4 icin ]7[111] operatorleri asagidaki esitlikleri saglar.
i) S oo (@) x) = 1

(i) /' (ex (0 0) = x

(i) /1 ey (£); %) = 2 + (a + %)x

i 1 3 1
(iv) (s (£);%) = x3 +3 (a + ;) X+ (Zaz +7a + ﬁ)x

18a

1 7
)/ e (00 = x* + 6 (a + 2) 22+ (1102 + 12 4 Z) 02

12a?
n

+(6e® + 2=+ 24+ D)

fspat

flk olarak islemlerimizde kolaylik saglamasi i¢in x%& ® = x(x + ) ...(x + (i — 1a)

ifadesini diizenleyelim. Bu denklemde esitligin sag tarafini (a. @ ... @) ile garpip bolersek

i tane

Tanim 2.1.10 yardimiyla
§(§+1) ...<§+(i— 1))a" B ai(§+i— 1)!

i! ~a(E-1):

bulunur. Bu ifadeyi Es. 1.1 de yerine yazarak r = 0,1,2,3,4 igin ]1[1“] (e,(t); x) degerlerini

bulalim.

1)—iai(§+i—1)!

n

/(1 x) = 2(1 +na)e (a: +
i=0

elde edilir.

1)—iai(§+i—1)!-

(i) J (5 x) = Z(l + na)_?x (a +— ” ({ - 1) ' %



o N (§+i—1)! 1
:Z(1+na)a (na) (i—l)!(g—l)!g

= i(l +na)e " (na)i*t —(Ex-l_ i) ! 1 [%]
=~ it(Z-1)m |3

a

( +L) na x

Z(1+na)a - 1(na)‘

=X

bulunur.

Eti-1)rge

(i) ],Ea](tz; *) = Z(l + na)_?x (a + %)_l : i! (x 1) ! ﬁ
i=0 . Z_ :

Y Zi(ng) (E—H_l)! L
=;(1+na)a (na) (i—1)!(§—1)!ﬁ

E+i-1)r 14
a—n(g—ﬂlnz

=) A+ ) (ma)
i=1

. . (§+i—1)! 1
+Z(1+na)a (na) (i—1)!(§—1)!ﬁ
(§+i—1)! 1

= ;(1 + na)_?—i(na)i . G ~ 1) 2

i->i+2
¢ S CEE ) IR
i=1 (1_1)!(5—1)!71
i-i+1

= Z(l + na) @ Z(na)l

+Z(1 + na) a 1(na:)‘ﬁn2

11
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Z(l +naya Z(na)‘%“zg(x

a

=ax(g+1)+g
= x2+(2+1)x

elde edilir.
N = noiat(E+i—1)13
(@) 5 (3 %) =z(1+na)7 (a+—) (a ) L—z
= noon(E-1)
=0 p
(E+i-1) [

(i—1)!(§—1)!"3

= Z(l + na)_?x_i(na)i

Bu ifadede i?2 =i(i — 1 + 1) alinirsa

Erie1) e
(i—1)!(§—1)! n’
(E+i-1) i
G-rE-1)m
E+i-1) i

(i—2)!(§—1)!"3

A0 = ) (1 +naye (o)

+ Z(l + na)_?x_i(na)i

= Z(l + na)_?x_i(na)i

i->i+2

E+i-1) i

(i—1)!(§—1)!"3

+ i(l + na)_?x_i(na)i
=1

i-i+1

( +L+1) i+2
a(z-1) ™
e o

i!(g—l)! n’

Z(l + na) a2 (na)itz e

-x . .
+ Z(l + na)e " Hna)t!
=
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Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

E+i+1)! (o)
(i—1)!(§—1)! n’

A0 = ) (1 +na)e 2 ma)

A
( +l+1) 2(na)?

(G- ™
(Z+i)! na

(i—1)!(§—1)!"3

C+i)! na
n(Z-o

+Z(1+na)a "2 ()i

B

+ Z(l + na)_?x_i_l(na)i

c

+Z(1+na)a i 1(na)‘

D
bulunur.

L . . E(£+1)(5+2) . . . E(5+1) .
Burada i— i + 1 alinarak A ifadesi [£5—-%—| ile B ve C ifadesi |£%—| ile son olarak
2G+1)(G+2) 2G+)

D ifadesi de [%] ile garpilip diizenlenirse

a

JE (3 x) =%2 (”“)2(2"' 1) (§+2) +27a22(2+ 1) +%(x2 + (a+%)x)

a

2x% 2ax x?* ax «x
=x3 +3x%a+2a*x + —+—+—
n n

n
1 3a 1
=x3+3(a+—) (Za +—+—2)

elde edilir.

) i (1420 = im +na)e (a+ %) ai,(E tio1)li
A

n  n2

i=0
= i(l + na)e L(na)! G+ : 1)! l—i
=1 (i—l)!(z_l)!n

Bu ifadede i3 = i.i? = i[i(i — 1) +{]
=({(—-D[i(—-2)+2i]+i(i—1)+i

yazalim.
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J (4, x)

= iu +na)e i (na)! CHi=1)! ((-DIG-2)+2] +i(—1) +1)
i=1 (i—1)! (g— 1)! n4
=§(1+na)_7x_i(na)i (E-H:l)! (i—l)[i(i4—2)+2i]
= (i — 1)!(5_ 1)! n

G+i-1)! -
(i—l)!(g—l)! n*
E+i-1)r

+;(1 Fna)e o) e oy

N SV CEaES I T
:;(1+na)a (na) (i—3)!(§—1)!ﬁ
E+i-1)r 3

a

(1—2)1(2_1)!F

E+i-1)r

(-rE-1)m

(£+i—1)! i—3+3

a

(i—3)!(§—1)! n*

(L”'—l)! 3(i—2+2)

a

@-21(2-1)r

G+i-1)! i—141

a

G-nrE-1) n

C VN GRS ) TR
=Z(1+na)a ‘() ——— —

+ (1 +na)e (na)’
2

+ 2(1 +na)e " (na)!

+ > 1+ na)_?x‘i(na)i
2

= Z(l + Tla)_?x_i(na)i
i=3

+) (1 +na)z ()
2

+ Z(l + na)_?x‘i(na)i

i>it+4

a

E+i+t2)rs
I

+ Z(l +na)a P (na)'*
i=0

E
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E+i-1) 3

(i—3)!(§—1)!"4

+ Z(l + na)%x_i(na)i

i—»i+3
a
F
E+i-1)r 4

+;(1 +na)e (na)! -2 (g - 1) e

i—»i+2
(§+i)! 1
1'1(2—1)!F

+ Z(l +na)e T (na)itt

G

Burada E ifadesi [Ml ile F ifadesi de lﬁ(fﬁ 1)l ile ¢arpilip sinirlar yeniden

2G+1)(G+2) 2G+)

diizenlenirse son durumda
0 = @ () (o 2) (B 3) + S (B 1) G 2) + e (1)
+ % (x2 + ax + %)

. 1 ,  18a 7\ , 1222 7a 1
=X +6<a+—)x +<11a +—+—2>x +|6a” + +—=S+=|x
n n o on n n n

elde edilir.

3.1.2. Lemma

() Pn,a(lix) =1

(il) P (£ %) = T (nx + 11)
(iii) P, o (t% x) = (” D ((nx)? + (an + 4)(nx) + 21)

n-2)!

(iv) Py o (£3;x) = &= 3 ((nx)? + Ban + 2)(nx)? + (2a?n? + 9an + 19) (nx) + 31

(n 6)

(V) Buo(th;x) = (( x)* 4+ 2@Ban + 8)(nx)3 + (11(an)? + 48an + 72) (nx)?
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+(6(an)® + 32(an)? + 72an + 96) (nx) + 4!)
seklindedir.

fspat

Es. 3.1’ den

n+i—1 tt

Pn,a(f;x)=<n—1>is£:f?<x> fw ") e @
i=0 0

dir.

(i) r = 0 i¢in f(t) = 1 olmak tizere

Pra(Li) = (n—1)2 (x)f n+;_1)(1+t—;)n+idt

_(n—1)z m( )f(n-i_ D t(1+t)‘(”+i)dt

Integralde t = % dontisiimii yapilirsa

t; =0, u, =0

t, =0, u,=1

dt = (1 —u)%du

1+t=01—-u)™?

bulunur ve integralin lineerlik 6zelliginden

Paali) = (= 1) Y sl = f W(1 = w2 du

L (n—1)'i! )

yazilabilir. Tanim 2.1.11° den

(Tl+l—1)

Pl x)—(n—l)Z S )

Bi+1,n-1)

B (n+z—1)'F(L+1)F(n—1)
(n—l)z Spi ( (n—1)!i! F'n+1i)

olup gerekli sadelestirmeler yapilarak Lemma 3.1.1 (i) yardimiyla
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Pua(li) = ) sl = @0 =1
i=0

elde edilir.

(if) r = 1 igin f(t) = t olmak lizere

) _ - [a] n+i—1 ti
Pualti) = (=) ) 5 “”f (0 arae
l=

_(n—l)z sy (x ) (@ +l_), ?'tl+1(1+t)_("+i)dt

+i- )
—(n—1)z S ( (nl ) ti+(1 4 )~ (*D g

1)| i
0
t= ﬁ doniisiimiinden dt = (1 — u)"2du ve 1+ t = (1 — u) ! ifadeleri yerine yazilirsa
(n +i—-D! [ . _
Po(t,x) = (n— 1)2 Spi( —_1)! : f uttt (1 —w)" 3 du
0
bulunur ve Tanim 2.1.11° den
(n +i—-DIT{+2)I'(n—-2)
= -1
na(t x)=(n )Z nl (n—D!i! T'(n+1i)

olur.

Gamma fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak

o)

Pualti) = ) sl ~

i=0

i+1

esitligi elde edilir. Sag tarafi % ile garpalim.

n c [ = 1
Paa(t, ) = m{z s -+ > sl 5}
i=0

i=0
Lemma 3.1.1 (i) ve (ii)’den
n 1
Pat) = =160 + /(150
_nx+1 (n—3)!
T n—-2  (n-2)!
elde edilir.

(nx + 1)
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(iii) r = 2 icin f(t) = t? olmak iizere

= r n+i—1 tt
Pua) = =0 Y sl [ (T ) e
i=0 0

[ (1 + )t
= r n+i—1)! .
=(n- 1)25,% €)) f —(( o ? H2(1 4 £)~(D ge
i=0 0
olur. Integralin lineerliginden ve t = 1% dontistimiinden
(n +i—1)! . ~
Poo(t?x) = (n—l)z st 0y l+2(1—u)” *
0

bulunur. Tanim 2.1.11° deki Beta ve Gamma fonksiyonunun 6zelliklerinden

(n+l—1)'F(L+3)F(n—3)
Foa(t? x>‘<n—1>z Sni ( —Di T(n+i)
Sy P2+ 30 +2
;S e e =)

2
elde edilir. Bu ifadeyi % ile garpalim.
2

- N o, % 3
(n_z)(n—S){;Sn,i(x)ﬁ+£

olup Lemma 3.1.1 (i), (ii), (iii)’den

Bt ) = k5 ltoo]
=0 i=0

i

2 3 2
Paa(2) = s s (€50 + 20620 + 5 K0 (0
_ (mx)? + (na + 4)(nx) + 2
- (n—2)(n—-3)
(n—4)! 5
= m ((nx)* + (an + 4)(nx) + 2!
elde edilir.

(iv) r = 3 icin f(t) = t3 olmak iizere

) _ = [a] n+i—1 tt
Pt ) —(n—l)zosn‘j‘i () j (" e
1=

—(n—l)Z s19(x ) @ J”_), ?'tl+3(1+t)-<n+i)dt.

Integralin lineerliginden ve t = E doniistimiinden
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1

(n ti- 1)! f ui+3(1 _ u)n—s du

Pualt52) = (n=1) ) 51800055
i=0 0

= (n — N @], M+ i—DITE+4)I(n—4)
=(n 1);Sn,i(x) (n—1)'i! I'(n+1i)

olup Beta ve Gamma fonksiyonlarinin 6zelliklerinden

C i®+6i2+11i + 6
P t3; :Z [a]
nel 50 = 2 i ) G - - ®
i=

e . n3 . . eq o ey e
bulunur. Esitligin sag tarafi = ile carpilarak sadelestirilir ve Lemma 3.1.1 (i), (ii), (iii),

(iv)’deki sonuglar kullanilirsa

Poa(t®; %)

e 2)(nn_3 o= U @0 + 6,000 + 11760 + 617 (150
R i SICEY) {(nx)* + (3an + 2)(nx)? + (2a*n® + 9an + 19) (nx) + 6}
= EZ : 3;: ((nx)3 + Ban + 2)(nx)? + (2a?n? + 9an + 19)(nx) + 3!)

elde edilir.

(V) r = 4igin f(t) = t* olmak iizere

i

a2 = =03 il [ (U gt
1= 0

!

& ((+i-1) .
= (-1 ) sk J —(?n a 5 i) £+ (14 €)= g
i=0 0 |

Integralin lineerliginden ve t = :—u doniisiimiinden

(+i—1)1(

(n — 1)' T ui+4(1 _ u)n—6 du
0

Pua(th0) = (= 1) ) sl
i=0

olur. Tanim 2.1.11° den

m+i—-D!TE+5)T(n-5)
(n— 1! F'(n+1i)

Pt x)=(n—1) z T6))
i=0
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olup

i* +10i3 + 35i% + 50i + 24
n—2)n—-3)(n—4)(n-5)

Pra(ts) = ) s10)
" (
=0

4
esitligine ulasilir. Burada sag taraf % ile ¢arpilarak Lemma 3.1.1°deki sonugclar kullanilirsa

n4-

n—-2)(n—3)(n—4)(n—15)
+50/47 (65 x) + 24/19 (1)

_ 1

T (n-2)(n-3)(n—-4)(n-5)
+48an + 72)(nx)? + (6(an)® + 32(an)? + 72an + 96) (nx) + 24}
B (n—o6)!
 (n-2)!
+(6(an)® + 32(an)? + 72an + 96) (nx) + 4!)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Poa(th %) = E s 0 + 107563 2 + 3575 (% %)

{(nx)* + 2(Ban + 8)(nx)3 + (11(an)?

((nx)* + 2@Ban + 8)(nx)3 + (11(an)? + 48an + 72)(nx)?

3.1.3. Lemma

Vx € [0, ) igin 4 = t — x olsun. Es. 3.1” de verilen JPDB operatorleri asagidaki esitlikleri

saglar.
—3)!
D) Pt ¥) = EZ - 2;! (1+22)
i) By o (u%x) = EZ : ;L;' ((n+6)x?+ (n(an+1) —2(n —1))x + 2)
I") Pn,a(ﬂ4; x)
(n—6)! 5 . 5 , ;
= m ((3n* +86m + 120)x* + 2(3an”® + (60a + 6)n“ + 146n + 120)x

+(Ba®n* + 4a(10a + 3)n? + 12(15a + 1)n? + 252n + 240)x?
+2(3a3n* + 16a?n3 + 36an? + 36n + 60)x + 4!)

fspat

pu =t — x olsun. P, , operatdrlerinin lineerliginden yararlanalim.

1) Lemma 3.1.2 (i) ve (ii)’ den
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nx +1 2x+1 (n—3)!
Pn,a(ﬂ;x) =Pn,a(tjx)_xpn,a(1;x) = n—2 - X = n—2 =(n_2)!(1+2x)

elde edilir.
i) Lemma 3.1.2 (i), (ii), (iii)’ den

Py o (WP x) = By o (t%,x) — 2xP, (8, x) + x2P, (1, %)

B (n—4)! (n—3)!

=D ((nx)? + (an + 4)(nx) + 2!) — 2x =D (nx + 1) + x?
- % (nx)? + (an + 49)(nx) + 2) — 2x (n _(rf)—(T;)_' ! (nx + 1) + x?
Yukaridaki ifadenin son terimi (n — 2)! ile garpilip boliiniirse
2 (n—4)! 5 (n—3)(n—4)!
Ba(us;x) = =2 ((mx)*+ (an+ 4)(nx) + 2) — 2x =2 (nx+1)
(n—2)! ,
e
- % ()2 + (an + £)(nx) +2) — 2x _(j)_(’;; D+ 1)
n=2)(n-3)(n—4)! ,
(n—2)!
(n—4)! 5
= =2 {(nx)*+ (an+4)(nx) + 2 —2x(n—3)(nx + 1)
+(n—2)(n —3)x?%}
seklinde yazilabilir.

Esitligin sag tarafi diizenlenirse
(n—4)!
(n—2)!

Pa(u?x) = {(n+6)x*+ (n(an+1) —2(n—1))x + 2}

bulunur.

iii) Lemma 3.1.2 (i), (ii), (i), (iv) ve (v)’ den
Pn,a(ﬂ4;x) = Pn,a(t4; x) — 4xpn,a(t3: x) + 6x2Pn,a(t2' x) — 4x3pn,a(t; x) + x4pn,a(1: x)

B (n—6)!
(n=2)!

((nx)* + 2(Ban + 8)(nx)® + (11(an)? + 48an + 72)(nx)?
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+(6(an)? + 32(an)? + 72an + 96) (nx) + 41) — 4x EZ ~ ;;:

(n— !
o= (™’

((nx)® + (3an

+2)(nx)? + 2a?n? + 9an + 19)(nx) + 3!) + 6x?

+(an + 4)(nx) + 2!) — 4x3 EZ - 2;:
(n—6)!

- (n—2)!

(nx + 1!) + x*

(n*x* + (6an? + 16n)x3 + (11a?n* + 48an3 + 72n?)x?

(n—5)(n—6)!
(n—-2)!

+(6a3n* + 32a%n3 + 72an? + 96n)x + 24) — 4x (n3x3

+(Ban3 + 2n?)x? + (2a?n3 + 9an? + 19n)x + 6)
nm—4)(n—-5)(n-06)!

+6x2 =2 (n?x? + (an? + 4n)x + 2)
—4x3 (n=3)(n _(:)_(7;)_' 5)(n = 6): (nx +1) + x*

D! 4 seklinde yazilabilir.

Yukaridaki esitlikte x* iin katsayis1 1 oldugundan Z 0

n—=o6)!
Ppo(u*x) = En — 2; (n*x* + (6an? + 16n)x3 + (11a?n* + 48an3 + 72n?)x?
n—>5)(n-6)!
+(6a3n* + 32a?n3 + 72an? + 96n)x + 24) — 4x( (n)—( o ) (n3x3

+(Ban3 + 2n?)x? + 2a?n3 + 9an? + 19n)x + 6)

62 mn—4)(n—-5)(n—-06)!

(n?x? + (an® + 4n)x + 2)

(n—2)!
n-3Y((n—4)(n—5)(n—6)! n-2)(n—-3)(n—4)! ,
—4x3 TR (nx +1) + =)

Esitligin sag tarafi Ez:g: ortak parantezine alinarak diizenlenirse

(n—6)!
Pn,a(u4; x) = (n _ 2)|
+(6a3n* + 32a?n3 + 72an? + 96n)x + 24) + (—4n* + 20n3)x*
+(—12an* — 8n3 + 60an3 + 40n?)x3 + (—8a?n* — 36an3 — 76n?
+40a?n3 + 180an? + 380n)x? + (—24n + 120)x + (6n* — 54n3

{n*x* + (6an? + 16n)x3 + (11a?*n* + 48an® + 72n?)x?
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+120n?)x* + (6an* — 54an3 + 120an? + 24n3 — 216n? + 480n)x3
+(12n2 — 108n + 240)x? — (4n* — 48n3 + 188n? — 240n)x* — (4n3
—48n? + 188n — 240)x3 + (n* — 14n3 + 71n? — 154n + 120)x*

n—=o6)!
- En - 2; ((3n* + 86n + 120)x* + 2(3an® + (60a + 6)n? + 146n

+120)x3 + Ba*n* + 4a(10a + 3)n? + 12(15a + 1)n? + 252n + 240)x?
+2(Badn* + 16a?n3 + 36an? + 36n + 60)x + 4!)

elde edilir.
3.1.4. Lemma

lim na =€ ve £ € Rolsun. u = t — x olmak tizere Lemma 3.1.3” teki merkezi momentler

n—-oo

icin agagidaki ifadeler dogrudur.

i) lim nP, ,(u;x) = 1+ 2x
n—-oo

i) lim nB, o (u%x) =x(x + £ —1)
n—-oo

iii) lim n?B, o (u*x) =3x2(x* + (L + 2)x + (£ + 2)?).
n—->oo

fspat
) Jim gl ) = Jim 7 (120 = fip HEEE = 2
. , (n—4)!
ii) rlll_r)lc}o NP, o (U x) = rlll_rgonm ((n+6)x?+ (n(an+1) —2(n— 1))x + 2)
s n((n+6)x* + (n(an+1) — 2(n — 1))x + 2)
" nbe (n—-2)(n—-3)
B n(n + 6)x? _ a(n? +n)x o —2(n-1Dx
S e =) (n=3) e —2)(—3) s (n=2)(n=3)
2

+111_r)1010 (n—2)(n—3)

lim na =¥ ve £ € R oldugundan lim 3na =¥ dersek

n—-oo n—-oo

lim nP, ,(u%x) =x(x+4—1)
n—-oo
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elde edilir.

iii) lim n?PB, . (u*; x)
n—0o

= lim n? { EZ : g: ((3n? + 86n + 120)x*

+ 2(3an3 + (60a + 6)n? + 146n + 120)x3
+ (Ba*n* + 4a(10a + 3)n? + 12(15a + 1)n? + 252n + 240)x?

+ 2(Ba3n* + 16a?n3 + 36an? + 36n + 60)x + 4!)}

= lim nz{ ! ((3n? +86n + 120)x*
n-oo n=2)n—-3)(n—4)(n—-5)

+ 2(Ban3 + (60a + 6)n? + 146n + 120)x3
+ (3a’n* + 4a(10a + 3)n? + 12(15a + 1)n? + 252n + 240)x?

+ 2(Ba3n* + 16a?n® + 36an? + 36n + 60)x + 4!)}

lim n?P, ,(u*; x)
n—-oo

1
= i { 3t 3 4 120n2)x
MM\ A T 1an3 7 717 —154n 5 120 (B0 +86n” +120n%)x

+ (6an® + (120a + 12)n* + 292n3 + 240n?)x3
+ (3a’n® + 4a(10a + 3)n* + 12(15a + 1)n* + 252n3 + 240n?)x?

+ (6a3n® + 32a?n® + 72an* + 72n% + 120n?)x + 24712)}

=3x2(x>+ (£ +2)x+ (£ + 2)?)
esitligi elde edilir.

3.2. JPDB Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda, Deo ve Pratap tarafindan Es. 3.1 ile verilen P, , operatdrlerinin yaklasim

Ozellikleri incelenecektir.
3.2.1. Dogrudan yaklasim Sonuglari

Korovkin teoremini kullanarak P, , operatoriiniin diizgiin yakinsakligini asagida verelim.
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3.2.1. Teorem

f € C[0,0) N E olsun. Bu durumda (0, o) araliginin her kompakt alt kiimesi iizerinde

diizgiin olarak
1111_{{)10 Pn,a(f; x) = f(x)

gerceklenir. Burada

E = {f : x € [0,0), lim f(x)z mevcut}, C[0,) ={f:f:[0,00) - R siirekli}
x 1+x

—00

ve lim a, = 0 olmak tizere a = (a,) dir [27].

n—oo
fspat

f € C[0,) N E i¢in [0, s] kompakt alt kiimeleri tizerinde
Ai_l;I;)”Pn,a(eV) - eV”[O,S] = O ' V= Olllz

oldugunu goéstermeliyiz.

v = 0i¢in Lemma 3.1.2 (i)’ den
Amllpn,a(e()) - eO”[O,S] =0

oldugu agiktir.

v = 1 i¢in Lemma 3.1.2 (ii)’ den
n—3)!
(n—2)!
nx +1
n—2

rlli_r)1010||Pn,a(e1) — e1||[0,s] = lim max (nx+ 1) —x

n—oo 0<Xx<s

= lim max
n—oo 0SX<s

_x|

= lim max |1 + 2x|
n—-oo N — 4 0<xs<s
. 1+2s
< lim =0
n—co N — 2

bulunur.

v = 2 i¢in Lemma 3.1.2 (iii)’ den

((mx)? + (an + 4)(nx) + 2!) — x?

. . (n—4)!
lim [P (e2) = ezl g ) = Jim max (n—2)!
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= 111_{210 max o= 2)1(71 =3 ((nx)? + (an + 4)(nx) + 2) — x?

1
— 1 2 )2
—Al_rilo m=Dm=3) gg?é(sl(an + 4n)x + (5n — 6)x° + 2|

i (an? + 4n)s + (5n — 6)s? + 2
= e (n—2)(n—3)

olup lim a,, = 0 oldugu dikkate alinirsa
n—->oo

Ai_l)lgollpn,a(ez) - 62”[0’5] =0

bulunur.

O halde v =10,1,2 igin
7li_l)lolo”Pn,a:(ewu) - evll[o's] =0

saglanir.

Dolayisiyla Korovkin teoremi geregince Vf € C[0, ) N E igin [0, s] kompakt alt kiimeleri

ilizerinde
1-1LI_I;I;IO||Pn,(X(f) - f||[0,S] = 0 Olup Pn,a(f) : f

olur. Bu da ispati tamamlar.
3.2.1. Tanim

[0, 00) araliginda tanmiml, reel degerli, siirekli ve smirli fonksiyonlarin smifi olan Cg[0, )
uzayl

IfIl = sup )If(X)I

x€[0,00

normu ile bir normlu uzaydir.

f € Cg[0, ) igin Peetre K-fonksiyoneli,

K,(f;6) = iznf {”f - g”cB[o,oo) + 5”9””03[0,00)},5 >0 (3.2)
gECB[O,oo)

burada

Cé[O, OO) = {g € CB[OI OO):g,,g” € CB[OI OO)}
dir [28].
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Her f € Cg[0, ) igin
K, (f;8) < Cw,(f;V6) (3.3)
olacak sekilde pozitif bir C sabiti vardir. Burada w- ( fiVé ) ikinci siireklilik modiiliidiir [29].

f fonksiyonunun ikinci siireklilik modiilii § > 0 i¢in

w,(f;8) = sup sup )If(x +2h) =2f(x + h) + f(x)] 34)

0<h<6 x€[0,00

esitligi ile tanimlidir.

f € Cz[0, o) igin birinci siireklilik modiilii ise

w(f;6) := sup Sup)lf(X+h)—f(X)| (3.5)

0<h<§ x€[0,c0

dir.
Simdi, ikinci siireklilik modiilii yardimiyla B, , operatorlerinin yaklasim hizini verelim.
3.2.2. Teorem

f € Cg[0, ) ve her x € [0, ) igin

B (x)
2

|Pn,a(f;X)—f(X)|SMw2<f, >+w(fiyn)

esitsizligi saglanir. Burada M pozitif sabit ve

1/2x + 1)\?
.Bn(x) = \/Pn,a(ﬂz;x) + E(;_-l_z ) (3.6)

Yn(x) = Py o(u; x) (3.7)

olup u = t — x dir. Diger yandan n — oo i¢in hem B, (x) hem de y,, (x) sifira gider.
fspat

x € [0, o) i¢in ﬁn'a yardimci operatoriinii asagidaki sekilde insaa edelim.

nx+1
n—2

Pualfs ) = Poa(fi) = f (o) + £ (38)
Lemma 3.1.2 (i)’den

Pn,a(]-;x) = Pn,a(li x)—1+1=1 (3.9
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ve Lemma 3.1.2 (ii)’ den

Py ot %) = Py o(£:%) — ’;xle +x
nx+1 1+nx
- n—-2 n-2 Tx
= x (3.10)

olur. B,,(1;x) =1 ve B,4(t;x) = x oldugundan sabit ve lineer fonksiyonlarm B, ,
yardimci operatorii tarafindan korundugu soylenebilir.

p=t—x igin B o(u;x) =B a(t;x) —xB o (L;x) =x—x=0.

g € C2[0,0) ve x,t € [0, ) olsun. Taylor formiiliinden

9(0) = g0 + ug' () + f (t - wg" (Wdu

yazilabilir. Taylor agiliminin her iki tarafina Pn_a operatorli uygulanirsa,

P (90 %) = Pro(9 ()i %) + Pro(g' (0); %) + P j (t - w)g" @Wdu ; x

elde edilir. B, , operatériiniin lineerlik 6zelliginden
t

By (9(0: %) = gGOPra(L;2) + 9" Pra (5 %) + P f (¢ - w)g" (Wdu ;x

X

ve Es. 3.9 ve Es. 3.10” daki degerler yerine yazilarak diizenleme yapilirsa

Pro(9(0; %) — (%) = P j (¢ —wg" Wdu ;x

elde edilir.
nx+1

n—2

icin Es. 3.8’ deki Isn‘a yardimci operatoriin tanimindan

nx+1

nx+1

Pro(g(®)i2) — g(0) = Prg f (¢ —wg" Wdu ;x j - —u) g"wdu

; nx +1
+f —u g”(u)du
X

0
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yazilabilir. Buradan

pn,a(g(t); x) — g(x)

nx+1

J.(t —u)g" (w)du ;x nf

nx+1

- u) g (w)du (3.11)

bulunur.

Diger yandan, |g"” (u)| < ||g" || oldugundan

t t
f (t —wg" (Wdu | < f It = w)g” @)ldu

(¢ —X)2

f 6 —ullg” @ldu < llg”]
olur. u = t — x segilirse
f(t —wg"Wdu | < p?llg”ll (3.12)

esitsizligi yazilabilir.

Es. 3.11° deki ifadenin her iki taraftan mutlak degeri alinarak iiggen esitsizligi ve

operatdrlerin monotonluk 6zelligi kullanilirsa

nx+1

' 1
P9 ) — 90| = j (= wg"wdux |- | (55 ) g"du

nx+1

f(t —w)g'(wdu ;x || + r] nxt 1 — u) g"'(w)du

nx+1

t

<Pia f(t—u)g”(u)du x|+ f
X

X

nx+1

u) g"'(w)du

elde edilir.

Es. 3.12° den ve P, , operatdriiniin lineerliginden
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nx+1
n-2

Prc9(©i3) = 9G] < " IBrau®i) + 19”1l [ |
X

nx +

1
— —u|du (3.13)

A

A integralinde r;x—jzl = t degisken degistirmesi yapilirsa

(t — x)? _ 1(1 + Zx)2

2 2

t
c/lzf(t—u)duz —
X

Bu ifadeyi Es. 3.13’ de yerine yazip diizenlersek Es. 3.6’ dan ve
lgllczi0,00) = lglleo + g |0 + 119" Il co esitliginden

1Pra9 (00 = 90| < g1l [Pras 0 + 2 (22)]

n-—2

|Pre (90 0) — 9| < BZ@gllcz 000 (3.14)

bulunur.

Simdi ﬁn'a operatoriiniin tanimindan ve Lemma 3.1.2” yi kullanarak asagidaki esitsizligi elde

edebiliriz:
~ nx +1
B30 = [Pralrin) = £ (B ) + £ )|
1
< [PueCr 0+ [r (B25) |+ 1760l
< 3lIfllo (3.15)

f € Cg[0,) ve g € CZ[0, ) i¢in Es. 3.8, Es. 3.14 ve Es. 3.15 dikkate alinirsa

~ 1
PaalF20) = Pualf,20) + f (o) = G
|Pn,a(f; x) _f(x)|
~ 1
= [Puctri0) + £ (o) - 00— £ )|
~ o o nx +1
= a0 = Pualgs ) + Pualgs ) = 9@ + 9@ + £ (o) — F ) — )|
~ ~ 1
< Pualf = 90|+ [Paalgi) = 90| +1900 = FGI + |f (o) = £ o)
1
< 4l = gl + B0l ggrom + |f (g ) - £ OO

olur.
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Diger yandan, siireklilik modiiliiniin tanimindan

|Poa(f; ) = FGO| < 4llf = gll + BECNIGll 310,00y + @ (F5 V)

elde ederiz, burada y,,(x) = 7;’:1 di

Esitsizligin her iki tarafinmn g € C3[0, o) i¢in infimumu alip Peetre K-fonksiyonelinin
tanimi1 dikkate alinirsa

ﬁ()

|Pra(f3 %) = f(0)| =4 e ){Ilf gl +—— IIgIICBOOO)}+ w(f;¥n)

2
=<n>+(fn)

< Mo, (f38200) + 0(Fi)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Simdi P, , operatérlerinin Lipschitz-tip uzay yardimiyla yakinsama hizini verelim.
3.2.2. Tanim

Lipschitz-tip uzay

Lipy (r) = {f € C[0,00):|f(t) — f(x)| < M{ It—xlrr ;x>0
(t+ x)2

seklinde tanimlamir. Burada My, f fonksiyonuna bagl bir sabit ve 0 < r < 1 dir [6].

3.2.3.Teorem

f € Lipy(r) ver € (0,1] olsun. vx > 0 igin

IBrafix) — f()] < Mf( }))

esitsizligi saglamir. Burada &, (x) = P, .(u?; x) dir.
fspat

f € Lipy (r) olsun. Lemma 3.1.2 (i), B, mn lineerlik ve monotonluk ozelliklerinden
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|Pn,0((f; x) _f(x)| = |Pn,a(f(t);x) _f(x)-Pn,a(]-; x)l
= |Pn,a(f(t) - f(x) ;x)|
< P (If (0) = f(0)] ;%)

olur.

|Pn,a(f; x) _f(x)l = Pn,a(Mf%;x)

t+ x)z
. [a] n+i—1 ti |t—XIT
=mm-0 Y skl [ () g et
i=0 0 (t+x)2
Sag taraftaki integral diizenlenirse
n+i—1 tt |t — x|”
j( i )(1+t)"+i rdt
0 (t + x)z

2-r T
j Tl+l—1 tt 2 (n+i—1) tt th—xlrdt
) i (1 + )t i (14 t)nti (t + x)g

olarak yazilabilir. Burada p = % ve q = % aliarak holder esitsizligi uygulanirsa Tanim

2.1.8° den

‘ n+l—1 tt It — x| Clm+i-1 tt z 2
f i (1+t)n+i rdt < f (" )(1+t)"+i dt
0 (t + x)2 0

N

NS

fn+i—1 tt (t—x)?
X ( ) : dt
1+ t+x
0

B (! (n ' ; i 1) (1 +t;)n+i a

olur. Bu degeri yerine yazarsak

) _ _ - [a] n+l—1 ti
o) = FOO] = iy = 1) D 1) f o



j‘o n+l—1 tt (t—x)? ’
X . . dt
i (1+t)n+l t+x
0
ﬂ
- 2— r Tl+l—1 tt i
2
z nl(x) f i (1_|_t)n+ldt
i=0 0
Oon+L—1 tt (t—x)?
(("_1)Snl(x) f i (1+t)n+i rrx &
0
2-r
(o] (o] i . R
_ [a] n+i—1 tt
_MfZO{(n_l)Sn'i (X)]( i Wdt
i= 0

T

X{( S[a (x)j Tl+%—1> tt '(t—x)z dt}

i @A+t t+x

Simdi toplam i¢in hélder esitsizligini uygularsak P, , operatoriiniin tanimmdan

|Pn,a'(f; x) _f(x)|

i{<”—1>55‘9<x>f (1 e

2-r

2-r 2 2
2 2-

i=0

i n+i—1 tt (t—x)? o
X ;{(n—l)sm(x)j i )(1+t)n+i t+x dt}

© n+l—1 t! B

(2o “‘)f ]

) o i—1 i — 2 g
X{Z(n— 1)37[1(2](35)‘[ (n+; )(1 +tt)n+i (tt +);-) dt}

i=0 0

v 2 2
- Mf(Pna(l x)) ( na<(tt +J;) ;X))

bulunur.

33
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2
t+x

|Pn,0((f; x) — f(x)l < Mf (Pn,a <%, x>>

< ”72 olup Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3 den

1 3
< Mf <;Pn,a(ﬂzix)>
M r
= _g (Pn,a(H2; x))z
X2
olur. Burada &, (x) = P, o(u?%; x) segilirse
5n(x)>r
=)

|Pn,a(frx) _f(x)l < Mf(

3.2.4. Teorem

f, [0, ) aralig1 tizerinde tanimli ve f € Cg[0, o) olsun. Bu durumda
13

|Pn,a(f; x) — f(x)| < 7(‘)2(](:; Sn(x)) + w(f; Sn(x))

esitsizligi gergeklenir. Burada 8,,(x) Teorem 3.2.3 de verildigi gibidir.

fspat

f fonksiyonunun ikinci dereceden Steklov fonksiyonu

fu(x) = %f f(Zf(x +u+v) — f(x + 2u + 2v))dudv

dir. 00

Bu durumda

If = fulleo < 22 (f; 1) (3.16)
Il < 2 w3 1) (317)
1" lew < Z o (f3 1) . (3.18)

esitsizlikleri saglanir [30].

f € C3[0,0) ve t <1 < x olmak iizere Steklov fonksiyonunun Taylor agilimi
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G —2x> X0

seklinde yazilabilir. Bu a¢ilima B, , operatoriinii uygularsak

fo(®) = fu(x) + (=) f (x) +

(t—x)?2

() 5 x)
Pn,a(fh; x) - fh(x) = Pn,a ((t - x)fh,(x); x) + Pn,a ((t_ZX)2 fh”(n) ;x)

olup

[P (i) = Fu | = [P (€ = 0 ) + P (S22 £ () 5 0))|
t-x)? _,
Pn,a <Tfh (77) ;x>

1
= [ COPaal( = 0 )| + |5 i Pt = 202 10|

Pn,a(fh; x) = fh(x)Pn,a(l; x) + Pn,a ((t - x)fh’(x); x) + Pn,a (

< P (=0 () x)| +

1
= |fh,(x)||Pn,a((t - X); X)l + 5 |fh”(77)||Pn,a((t - x)z ,X)l

! 1 "
< |fi! G[Poalt = xl;) + [ (D[ Poa((E = x)% 5 x) (3.19)
bulunur. Burada P, , (|t — x|; x) ifadesine Cauchy Schwarz esitsizligi uygulanirsa Tanim
2.1.10’ dan

Pn,a(lt - Xl; X) < \/Pn,a((t - x)z ;x)\/Pn,a(1; X) = \/Pn,a((t - X)Z ;X) (320)
olur. Es. 3.20, Es.3.19 da yazilarak u = t — x segilirse

|Poa(fis ) = (O] < | | VPra(E = 20750 + 2 ||fa” || Pra((E = )2 %)
= ”fh,”oo\/ Pn,a(.uz ;X)) + % ”fh”lloopn,a(ﬂz ;X) (3-21)

ifadesi elde edilir. Diger yandan,

f € C2[0, ) igin

|Poo(f3 %) = FOO| = |Boa(f; %) = Poa(frs ) + Boo(frs ©) — fu () + frn(x) — f())]
< |Poa(f3 X)) = Poa (frs )| + [Pra(fas X) = fr (| + [fu(x) = (0|
< Poo(If = fuli 0) + |Poa(Fas ) — fu (| + 1/ () — F ()

bulunur.

P,/ nin lineerliginden ve |f,(x) — f(x)| < sup [fy(x) — f(x)] esitsizliginden

X€[0,00)

|Poa(F5) = FOO| S I = frlloPra (1) + [P (fias ) = fu (| + 1If = fulleo
=2|If = falleo + |Poa(fas 2) = fu ()|
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yazilabilir. Es.3.21° den

1
|Pra (i) = FGO] < 20F = fulloo + 1fi'll | PoaWi? 50 + S 1" | P 0?5 )

dir. Burada Teorem 3.2.2 dikkate alinarak h = &,,(x) secilirse

13
|Poa(f;x) — fF(x)| < 7wz(f; 8,(0)) + w(f; 6,(x))

istenilen sonug elde edilir.

Simdi de Ditzian-Totik modiilii yardimiyla P, , operatdriiniin yaklasim hizini inceleyelim.

Bunun i¢in 6ncelikle agsagidaki tanimlar1 hatirlatalim.
3.2.3. Tanim
f € C;[0, ) olmak iizere Ditzian-Totik Modiili

f <x N k@z(x)> _f (x B k(Z)Z(x)>

)

w(f;8) = sup {

0<k<é

ve Peetre K-fonksiyoneli

Ky (f;8) = in[f ){Ilf—glloo+6ll<?)g’||oo}, 5§>0

gEwgp|0,00

seklinde tanimlanir. Burada,

wg[0,00) :={g: g € ACj([0,), ||0g’|lcc < o0}

x+ _k(bz(x) € [0, 00)}

olup g € ACy,[0, ) ile g’ nin [0, oo) araliginda lokal olarak mutlak siirekli bir fonksiyon

oldugu gosterilmektedir. Ayrica,

Ky(f; 8) ve wy(f; 6)’ nin esdeger oldugu bilinmektedir [29].

3.2.5. Teorem

f € C5[0,00) olsun. x € [0,00) ve @(x) = Vx igin

On (X))
Vx

|Pn,a(f;x) _f(x)| < Mwgy (f,

esitsizligi saglanir.
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fspat

Herhangi bir g € AC;,,[0, ) i¢in Taylor agilim1

g() = g0 + f g'(wdu

bi¢iminde yazilabilir.

9(t) — g(x) = f g'(wdu

t
190 — g (0] = f g'(wdu

Integral igerisindeki ifade % ile carpilarak diizenlenirse |@(w)g’' ()| < 109l
ozelliginden
t
P(u)g'(u)
t)—gx)| =] ————du
90 - g0l = || =5

t
1
< 11691l f@‘“"
bulunur. @(«) = v olup

g 1
1905 — g < 199" 1l jﬁdu

= 20109’ llo|Vt — Vx|
< 200/l M
S I llo \/}
olur. (x) = vz oldugundan
oot —x|
lg() — g()| < 21109l 500 (3.22)

esitsizligi bulunur.

Diger taraftan,
|Poo(f; ) — f(x)| ifadesine terim ekleyip gikartilarak {iggen esitsizliginden
|Pn,0((f; x) — f(x)| = |Pn,a(f; x) — Pn,a(g; x) + Pn,a(g; x) — g(x) + g(x) - f(x)l
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< |Pn,a(f; x) - Pn,a(g;x)| + |Pn,a(g;x) - g(x)| + |g(x) _f(x)l

yazilabilir. P, .’ nin lineerligi ve Lemma 3.1.2 (i) den

|Pn,a(f;x) _f(x)l < |Pn,a(f —g;x)| + |Pn,a(g(t) - g(x),x)| +1gx) — f(0)].

Operatoriin monotonlugu ve |f(x) — g(x)| < |If — gl 6zelliginden
|Poa(F;0) = FO| < MIf = gllo + Poa(1g(®) — g + 1If — glleo

=2llf = 9l + Fia(lg(®) — g5 %) (3.23)
bulunur. Es. 3.22, Es. 3.23’ te yerine yazilirsa

|Pn,a(f;x) _f(x)| <2llf —glle + B <2”®g’”oo £~ ;x>

B(x)
20129l
=2 — wt+————P t—x|; 3.24
If =4l 500 na (|t —x]; %) (3.24)
olur. Es. 3.24° te Cauchy Schwarz esitsizligi uygulanirsa
2129l

|Poa(f; ) = FOO| < 2If = glloo + 00 Bra((t = x)% %)

1

elde edilir. 1 = t — x ve 8,(x) = (Pya (42 ;x))E secilirse

20129’ ll o

[Pra(fi ) = f@)] < 20f = glloo + =575~

8 (x)

bulunur.

Son olarak g € wy[0, ) i¢in infimum almirsa esitsizligin sol tarafi g fonksiyonundan

bagimsiz oldugundan

| o Bn ()
[Paefi2) = F)] < dea}g[gm){llf — glloo + 109"l @(x)}
6

olur ki burada Peetre K-fonksiyoneli ve Ditzian-Totik modiilii arasindaki esitlik kullanilarak

hipotezden istenilen sonug elde edilir.

3.3. JPDB Operatorleri icin Voronovskaja Tip Teorem

Bu kisimda, Deo ve Pratap tarafindan Es. 3.1 ile verilen P, , operatérleri i¢in Voronovskaja

tip teorem verilecektir.
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kosulunu saglayan f fonksiyonlarmin smifi B,[0,00) ile gosterilir. Burada My, f

fonksiyonuna bagli bir sabittir.

C,[0, ) ise, B,[0,0)’ de bulunan siirekli fonksiyonlarin kiimesidir. B,[0, ) ve C,[0, )

uzaylarindaki norm,

|f ()l

x€[0,00) 1 + xZ

Ifllz =

ile tanimlidir.

3.3.1. Teorem

f € C,[0,00) ve lim a,, = 0 olacak sekilde @ = (a,, ) dizisi verilsin . [0,c0) araligimin
n—oo

belirli bir x noktasinda f', f"" mevcut ve lim na,, =€ € R ise bu durumda a > 0 olmak
n—-oo

tizere [0, a] tizerinde diizgiin olarak
lim 1P (f; %) = fFO] = (A + 2 f'(x) + (x* + (£ + 2)0)f " (x)

esitligi saglanir.
fspat

x = 0, Taylor agilimindan u = t — x igin

F(O) = FG) + uf' (O + 57 () + (6, 2) 42

yazilir Ki burada &(t, x), sinirli bir fonksiyon ve ltim e(t,x) = 0 dir.
-X

Es. 3.25’in her iki yanina P, , operatorii uygulandiginda

Pn,a(f; x)—f(x) = f,(x)Pn,a(ﬂ; x) + fz_(!X)Pn,a(ﬂzix) + Pn,a(g(t; x) Hzix)

olur. Buradan
n[Pn,a(f; x) — f(x)]

_ g1 f”(X) 2 2
=f (x)npn,a(ﬂ; x) + Tnpn,a(.u ;x) + nPn,a(g(t: x) u ;X)

esitligi bulunur. Es. 3.27 de Cauchy Schwarz esitsizligini uyguladigimizda,

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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nh, o (e(t,x) u%x) < \/ Py o (2(t,x); x) \/ n2 Py o (u*; x)

olur.

Su halde £2(t,x) € C[0, ®) i¢in ltl_r)gcl £(t,x) = 0 oldugundan Teorem 3.2.1° den

7111210 P a(2(t,x);x) = €2(x,x) =0

ve Lemma 3.1.4’ ten

%i_r}rcln NP, q(e(t,x) p%x) =0 (3.28)

bulunur.

O halde Es. 3.27’ de n — oo i¢in limit alinirsa Es. 3.28 ve Lemma 3.1.4” ten
lim n[Poa(f; %) = f()] = (1 +20)f'(x) + (2% + (£ + 2)0)f " (x)

sonucuna ulagilir. Bu da ispat1 tamamlar.
3.3.2. Teorem

f € C,[0,0) ve wy, b > 0 iken [0, b] tizerinde siireklilik modiilii olsun. Bu durumda

1Poa(F) = Fll ooy < 4MQ + 521(B) + 20011 (£ V1 (D))

dir. Burada

— _ 2.
Ma(b) = max, Poo((t—x)%x) . (3.29)
fspat

6 > 0 olmak iizere x € [0, b] ve t > 0 igin

(D) = FOI < 4M(L+x2)(t = %)% + (1 + x')wb+1<f; 5)

esitsizligini kullanalim [31]. Bu esitsizlige P, , operatdrii uygulandiginda
|Pn,a(f; x) — f(x)|

t —_
<AM1 + b*)Bo((t —x)%5%) + Py g <1 + | 5 ad ;x> wp41(f;6)

=AML+ DRy o((t = )% ) + (1 + 3 Buallt —x|;x>>wb+1<f; ) (3:30)
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bulunur.

Cauchy Schwarz esitsizliginden,

Prallt =) < [Bual(t =% ) (3.31)
olur. Boylece 4 = t — x alinirsa Es. 3.30 ve Es. 3.31° den
|Pn,0((f; x) _f(x)|

<4M(1+ bz)Pn,a(.uzix) + (1 +% /Pn,a(.uz;x)) wp1(f;6) (3.32)

oldugu goriliir. Bunun yani sira Es. 3.32° de § = /n,(b) segilir ve C[0, b] tizerinden

maksimum alinirsa Es. 3.31” den

1Poa(F) = Fll oy < AMCL+ 521 (B) + 200301 (f3/10 ()

elde edilir.

3.4. JPDB Operatorlerinin Agirhikh Uzaylarda Yaklasim

Bu boliimde, Es. 3.1 ile verilen operatorlerin agirlikli yaklagim sonuglar incelenecektir.
[0,00) tlizerinde tanimli fonksiyonlarin yakinsama orami klasik diizglin yakinsaklik ile
hesaplanamaz. Bu sebeple, sinirsiz araliklarda yakinsama oranini incelemek i¢in agirlikli

sureklilik modilind verelim.

3.4.1. Tanim

C;[0,00) = {f € G,|0, 00):|l}m f () mevcut} olsun. Her f € C;[0,00) i¢in agurlikhi
x

—00 1+x2

sureklilik modilia

e If(x +A) — f(x)|
Uf30) = ey of|12r|)ss 1+ (x+A)?2

(3.33)

seklinde tanimlanir.

3.4.1. Lemma

1) Q(f; 6) monoton artandr.
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2) lim _Q(f;6) =0

3) m € [0, ) icin Q(f; m8) < (1 + m)Q(f; 6)
[32].

3.4.1. Teorem

f € C;[0,0) ve a > 0 i¢in
lim |Pn,a(f(t);x) _f(x)l _
L T

dir.

0

fspat

Xo € [0, ) keyfi bir sabit olsun.
|Pn,a(f(t);x) _f(x)l < |Pn,a(f(t);x) _f(x)l + |Pn,a(f(t);x) - f(x)l
celow)  (A+xDFa 2P (14 x7)ita or (L x?)iTa
Y

Burada v i¢in
W < sup| P (f(£); x) = ()| = ||Pra(F) - f”C[O,xo]

X=Xo
esitsizligi bulunur. ¢ yerine yazilirsa

su |Pn,a(f(t);x) - f(x)|
xE[o,Fc:o) (1 + x2)1ta

|Pn,a(f(t);x) - f(x)l
= ”Pn,a(f) - f”c[o,xo] + ,f;g (1 + x2)l+a

olur.

Son terim diizenlenerek |f(t)| < ||f|l.(1 + t?) esitsizliginden

|Pn,a(f(t);x) _f(x)l |Pn,a(f(t);x)| |f (o)
Su < —_— -~
x>xq (1 + x2)1ta x>xg (1 + x2)tta x>xq (1 + x2)1ta
|Poe(1 + %)) |f (o)l
=7l sop = e 3P [y

bulunur.
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O halde

su |Pn,a(f(t);x) — f(x)|
xe[o,Izo) (1 4 x2)i+a

|Pna(1 + tzix)l |f ()|
< — ! - - 7
< IBual) = Flleyg e *+ 1711z S9p =A™+ S0P ayiea
elde edilir. Ayrica |f(t)| < ||fIl.(1 + t?) olup bu ifade her iki taraftan m ile

carpilarak x > x, lizerinden supremum alinirsa

FOL _IA0 +6
SBFO (1 + x2)1+a - (1 + x02)1+a

bulunur.

€ > 0 olsun. Yeterince biiylik x, lar i¢in

Il _e
(1+4+x,2)* 6

dir.

(3.34)

) Ppo(1 4+ t%x)
lim sup 5 =1
n—»oo x>x0 1 + X
sup P o(1+t%x) - (1+ xoz)“i
xX>xg 1+x? - ||f||2 3

+1

Burada yeterince biiytik n ler i¢in,

2 A+ A +xD)%eem 1+x2 3 (1+x2)°

Teorem 3.3.2° den

&
1Pna () = fll o <3 (3.35)

bulunur.

Es. 3.34 ve Es. 3.35 teki bagintilar yardimiyla

|Pn,a(f(t);x) _f(x)l <
x€[0,00) (1 + x2)t*e
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elde edilir ki bu da
li |Pn,a(f(t);x) _f(x)l _
1m =

0
N—=00 xeg[0,00) (1 + x2)1+a

oldugunu gosterir.
3.4.2. Teorem

f € C;[0, ) olsun. Yeterince biiyiik n ler igin
|Pn,a(f(t);x) - f(x)l
sup z
x€[0,00) (1+x2)72
dir. Burada n(1), pozitif bir sabittir.

<na(fi—)

fspat

x € (0,) ve § > 0 i¢in agirlikli siireklilik modiiliiniin taniminda § = |t — x| segelim.

_ B If (&) — fF(x)] If () — f(x)|
Ufsle=xD= s T AT c—0D = AT 20+ =09

0<|h|<é
Buradan
If(©) — f |
A0+ -0 = 2Wsle=xD
olup

If () = fF)I < (X +x*)(A + (t =)D |t — x])
ot — x|
<(1A+x)A+ (-2 <f; T)

bulunur.

Lemma 3.4.1° deki 3. 6zellik kullanilarak diizenleme yapilirsa

[t — x|

If@® —fI <A +x)A+ E-0?) <1 +T>Q(f; &)

< 2(1 + x2)Q(f; 6) ((1 + (=) + A+ (t—x)3 |t ; xl)

elde edilir.

Son esitsizligin her iki yanina B, , operatorii uygulanirsa
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|Pn,a(f(t);x) - f(x)l

<21+ xH)AUS;8) [P+ (E—x)%5%) + By ((1 + (t — x)z)lt(_s—xl;x>] (3.36)

Yeterince biiyiik n ler i¢in Lemma 3.1.4” ten

nP, o ((t —x)%x) <n(D(A +x?) (3.37)
ve
n? Py ((t — )% %) < n(D(1 + x?)? (3.38)

dir. Burada n(I) pozitif sabittir.

Es. 3.36” daki son terim diizenlenirse

|t — x|
5

Prc ((1 + (=07 ;x> = <P~ x1 + It = x|t = 2)7); %)

1
= S [Puallt = x[;x) + P (It = xI(t = )% 0)]

olur. Bu esitligin sag tarafindaki her bir ifadeye Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayalim:

(=095
Pn,a aQ+@- x)Z)T;x

<SP =020+ [RalC =052 [Roc -2 0) (339)

Es. 3.39, Es. 3.36° da yerine yazilir ve yu = t — x alinirsa
|Pn,a(f(t); x) — f(x)l <21+ xz)ﬂ(f; ) [1 + Pn,a(.uz; x) + %\/ Pn,a( .uz; x)

+%\/Pn,a(/v‘2;x)\/Pn,a(ﬂ4; x)] (340)

bulunur.

Es. 3.40 her iki taraftan (1 + x2)5/2 ye boliiniir ve Es. 3.37 ile Es. 3.38 kullanilirsa

|Poa(F (0 %) = FO)| _ 2(1 +22)Q(f; )
A+x)2 = @a+x)%

|1+ HDE + 55 + 5D+ )

+ VDA + DDA+ 27

elde edilir.
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1 J
Sonolarak § = N se¢ilir ve supremum alinirsa

sup |Pn,a(f(t);x) - f(x)|
x€[0,00) 1+ x2)5/2

<na(f; %)

olur ve istenilen sonuca ulasilir.
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4. SONUC

Bu tezde Deo ve Pratap tarafindan Jain-Pethe operatorlerinin integral formu ele alindi. JPDB
operatorlerinin  Peetre K-fonksiyoneli, Lipschitz-tip uzay ve Ditzian-Totik modiili
yardimiyla yakinsama oranlarini veren teoremler ayri ayr1 detayli bir sekilde incelendi. Son
olarak bu operatorler i¢in asimptotik tahmin formiilii veren Voronovskaja tipi yaklasim ve

agirlikli yaklasim sonuglarina yer verildi.

Bu tez, bu alanda ¢alisma yapacak arastirmacilar i¢in yardimci bir kaynak olusturacaktir.



48



10.

11.

12.

13.

14.

15.

49

KAYNAKLAR

Weierstrass, K. (1885). Uberdie analytische Darstellbarkeits ogenannter willkiirlicher

Functioneneinerreellen Verdnderlichen. Sitzungsberichte der Koniglich Preuischen
Akademie der Wissenschaften zu, Berlin, 633-639 and 789-805.

Bernstein, S. (1912). Démonstration du théoréme de Weierstrass fondeé sur le calcul des
probabilités. Mathematical Communications, 2(13), 1-2.

Bohman, H. (1951). On approximation of continuous and analytic functions. Arkif for
Mathematics, 2(3), 43-56.

Korovkin, P. P. (1953). Convergence of linear positive operators in the space of
continuous functions (in Russian). Doklady Akademii Nauk SSSR, 90, 961-964.

Mirakjan, G. M. (1941). Approximation of continuous functions with the aid of
polynomials. Doklady Akademii Nauk, vol.31, 201-205.

Szasz, O. (1950). Generalizations of S. Bernstein’s polynomial to the infinite interval.
Journal of Research of the National Bureau of Standards, 45, 239-245.

Jain, G. C., Pethe, S. (1977). On the generalizations of Bernstein and Szasz-Mirakyan
operators. Nanta Mathematica, 10, 185-193.

Stancu, D. D. (1980). A study of the remainder in an approximation formula using a
Favard-Szasz type operators. Studia Universitatis Babes-Bolyai Mathematica, XXV,
70-76.

Mastroianni, G. (1980/1981). Una generalizzazione dell‘operatore di Mirakyan. Rend.
Accad. Sci. Fis. Mat. Napoli, Serie 1V, XLVIII, 237-252.

Della Vecchia, B., Kocic, L. M. (1988). On the degeneracy property of some linear
positive operators. Calcolo, 25(4), 363-377.

Finta, Z. (2001). Pointwise approximation by generalized Szasz-Mirakjan operators.
Studia Universitatis Babeg-Bolyai Mathematica, 46(4), 61-67.

Finta, Z. (2002). On approximation properties of Stancu’s operators. Studia
Universitatis Babes-Bolyai Mathematica, XLV1 1(4), 47-55.

Abel, U., lvan, M. (2007). On a generalization of an approximation operator defined by
A Lupas. General Mathematics, 15(1), 21-34.

Baskakov, V. A. (1957). A sequence of linear positive operators in the space of
continuous functions. Doklady Academi Nauk SSSR, 113, 249-251.

Sahai, A., Prasad, G. (1985). On Simultaneous approximation by modified Lupas
operators. Journal Approximation Theory, 45, 122-128.



50

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

Durrmeyer, J. L. (1967). Une formule d’inversion de la transformée de Laplace:
Applications a la théorie des moments. Thése de 3e cycle, Faculte¢ des Sciences de
I’Université de Paris, Paris.

Deo, N., Pratap, R. (2020). Approximation by Integral form of Jain and Pethe Operators.
Proceedings of the National Academy of Sciences, Section A: Physical Sciences. India.
Web: https://doi.org/10.1007/s40010-020-00691-z

Hacisalihoglu, H. H. ve Haciyev, A. (1995). Lineer Pozitif Operator Dizilerinin
Yakinsakligr (1. Baski). Ankara: Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Doner Sermaye
Isletmesi Yayinlar1, 1-20.

Bayraktar, M. (2006). Fonksiyonel Analiz. (1. Baski). Ankara: Gazi Kitapevi, 85-86.

Anastassiou, G., and Gonska, H. (1995). On some shift-invariant integral operators,
univariate case. Annales Polonici Mathematics, 50(53), 225-243.

Mitrinovi¢, D. S. (1970). Analytic Inequalities. Berlin: Springer-Verlag, 400.

Mitrinovi¢, D. S., Pecarié, J. E., and Fink, A. M. (1993). Classical and New Inequalities
in Analysis. Dordrecht/Boston/London: Kluwer Academic Publishers, 99-106.

Altin, A. (2011). Uygulamali Matematik. (1. Baski). Ankara: Gazi Kitabevi, 131-141.

Carlson, B. C. (1977). Special Functions of Applied Mathematics, New York: Academic
Press, 31-35.

Srivastava, H. M., Chaudhry, M. A., and Agarwal, R. P. (2012). The incomplete
Pochhammer symbols and their applications the hypergeometric and related functions.
Integral Transforms Special Functions, 23, 659-683.

Srivastava, H. M., and Manocha, H. L. (1984). A Treatise on Generating Functions,
New York: Halsted Press [John Wiley & Sons, Inc], 569.

Altomare, F., and Campiti, M. (1994). Korovkin-type approximation theory and its
application, De Gruyter Studies in Mathematics, vol.17, 377-537.

DeVore, R. A, Lorentz, G. G. (1993). Constructive approximation. (first edition).
Berlin: Springer-Verlag, 462.

Ditzian, Z., Totik, V. (1987). Moduli of smoothness (Springer series in computational
mathematics, 9), New York: Springer-Verlag, 10-25.

Zhuk, V. V. (1989). Functions of the Lip,; class and S,, Bernstein’s polynomials (in
Russian). Vestnik Leningrad University Mathematics Mekh Astronom, 1, 25-30.

Ibikli, E., Gadjieva, E. A. (1995). The order of approximation of some unbounded
functions by the sequences of positive linear operators. Turkish Journal of Mathematics,
19(3), 331-337.



51

32. Yiiksel, 1., Ispir, N. (2006). Weighted approximation by a certain family of summation
integral-type operators. Computers & Mathematics whit Applications, 52, 1463-1470.



52



GAZI GELECEKTIR,..



