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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullamilmis bazi simgeler, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

F, n . Fibonacci sayis1

L, n . Lucas sayisi

P, n . Pell sayisi

o, n . Pell-Lucas sayis1

J, n . Jacobsthal sayis1

Ju n . Jacobsthal-Lucas sayis1

F, (x) n . Fibonacci polinomu

L, (x) n . Lucas polinomu

P (x) n . Pell polinomu

o, (x) n . Pell-Lucas polinomu

J, (x) n . Jacobsthal polinomu

Ju (x) n . Jacobsthal-Lucas polinomu

P(x,y) Pell polinomlarimin iirete¢ fonksiyonu
0(x,y) Pell-Lucas polinomlarimin iirete¢ fonksiyonu
J(x,y) Jacobsthal polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu
j (x, y) Jacobsthal-Lucas polinomlarinin iireteg

fonksiyonu

det(A) A matrisinin determinanti



1. GIRIS

Bu boliimde Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas
sayillarina ait bazi ©On bilgiler verilerek Fibonacci ve Lucas polinomlarindan
bahsedilecektir. Daha sonra Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas
polinomlariin bilinen indirgeme bagntilar1 gbzoniine alinarak bu polinomlarin

Binet formiilleri incelenecektir.

1.1. Tanim

Fibonacci sayilari, her n >0 dogal sayis1 ve F, =0, F, =1 i¢in

F

n+2

=F

n+l

+F,

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.
1.2. Tanim

Lucas sayilar1, her n >0 dogal sayistve L, =2, L, =1 i¢in

L

n+2 = L + Ln

n+1

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.
1.3. Tanim

Pell sayilari, her n >0 dogal sayis1ive P, =0, P, =1 i¢in

Pn+2 = 2P

n+l

+P,

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.
1.4. Tanim

Pell-Lucas sayilari, her n >0 dogal sayis1 ve Q, =2, O, =2 i¢in



Qn+2 = 2Qn+1 + Qn

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

1.5. Tanim

Jacobsthal sayilari, her n 20 dogal sayis1 ve J, =0, J, =1 i¢in

Jyr =J,, +2J,

n+2 n+l

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

1.6. Tanim

Jacobsthal-Lucas sayilar1, her n >0 dogal sayist ve j, =2, j, =1 i¢in

jn+2 = jn+1 +2jn
indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

1.7. Tanim

Fibonacci polinomlari, her n > 2 dogal sayis1 ve F, (x)=1, F, (x) = x icin

F

n+2

(x) = xF,, (x)+ F, (x)

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

1.8. Tanim

Lucas polinomlari, her n > 2 dogal sayis1 ve L, (x)=x, L, (x)=x* +2 icin

Ln+2 (X) = 'XLIH—I (x) + Ln (x)

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.



1.9. Tanim

P(x); n. Pell polinomunu gostermek iizere Po(x):O ve Pl(x)zl

n

baslangi¢ sartlari icin ve her nx2 icin  Pell  polinomlar

P, (x)=2xP,, (x)+P,(x) (1.1)

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.
1.10. Tanim

o (x); n. Pell-Lucas polinomunu gostermek iizere Qo(x):2 ve 0, (x)=2x

baglangic  sartlar1 i¢cin ve her n=2 i¢in Pell-Lucas polinomlari

0,.,(x)=2x0,,,(x)+0,(x) (1.2)

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

Bu polinomlar n>0 i¢in tanimlanabildigi gibi n <0 icin de asagidaki gibi

tanimlanabilir [7].

P, (x)=(=1)"P,(x) (1.3)

—n

0., (=010, (1.4)

Bu polinomlardan bazilart sirast ile asagidaki gibi verilebilir :



Q,(x)=64x° +96x* +36x +2

P, n. Pell sayisicm; Q,, n. Pell-Lucas sayismmi; F, , n. Fibonacci

n n

sayisin1 ve L , n. Lucas sayisin1 gostermek iizere,

n

1

pr()=pr, 0,1)=0,, P, [Ej =F, ve Q,l@ =L,

dir.

Ayrica F, (x), n. Fibonacci polinomunu; L, (x), n. Lucas polinomunu gostermek

uzere,

dir.

Simdi P, (x) ve O, (x) polinomlar1 i¢in Binet formiilleri verilecektir.



P() == gﬂ (1.5)
ve
0,(x)=a"+p" (1.6)

dir. Burada @ ve S, I’ —2xA—1=0 denkleminin kokleri olup

a=x+x*+1 (1.7)

ve

B=x-x"+1 (1.8)

dir. Buradan

a+f=2x,a-f=20/x>+1, gf =—1 (1.9)

oldugu acik olarak goriiliir.
Binet formiilleri verildikten sonra simdi Es. 1.3 ve Es. 1.4’ de P, (x) ve O (x)

polinomlarinin »n < 0 i¢in verilen esitlikleri elde edilecektir.

P (x)="2=F"

—n a_ ﬁ

dir. Es. 1.9’ da aff = —1 oldugundan

P (x)= =) -(=e)

a_



)" e - )

a_

=(-1)"P,(x)

bulunur.
Es. 1.4° de benzer sekilde ispatlanir.

Pell ve Pell-Lucas polinomlaria benzer olarak Jacobsthal tiirii olarak adlandirilan

polinomlar da literatiirde tanimlanmis ve halen incelenmektedir.

1.11. Tanim

J 1()c)zl ve J, (x)zl baslangi¢c sartlar1 ve her n > 2 icin Jacobsthal polinomlari
J1,(x)= 7, (x)+2x7,, (x) (1.10)

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

1.12. Tanim

J (x)zl ve J, (x): 4x+1 baslangic sartlar1 ve her n>2 icin Jacobsthal-Lucas

polinomlar1
Jn ()= i () + 2257, 5 (x) (1.11)
indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

Bu polinomlardan bazilar sirast ile asagidaki gibi verilebilir :

Jy(x)=1+2x

J,(x)=1+4x



J(x)=4x> +6x+1

J(x)=12x" +8x+1

ve

j3(x)= 6x+1

j4(x)= 8x* +8x+1

js(x)=20x* +10x +1
)

Simdi J, (x) ve Ju (x) polinomlari i¢in Binet formiilleri verilecektir.

all _ﬁn
J (x)=———L (1.12)
A1+ 8x
ve
J.(x)=a"+p" (1.13)
dir. Burada @ ve 8, 4> —A-2x=0 denkleminin kikleri olup
o= 1+— “12+8x (1.14)

ve



1-V1+8
p=-—V 1% (1.15)
2
dir. Buradan
a+p=1,a-F=1+8x, aff =—2x (1.16)

oldugu acik olarak goriiliir.



2. PELL, PELL-LUCAS, JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS
POLINOMLARININ URETEC FONKSIYONLARI

Bu boliimde Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas polinomlarinin iireteg
fonksiyonlar1 elde edilecektir. Urete¢ fonksiyonlar: sabit katsayrli homojen lineer
indirgeme bagintilarinin ¢oziimiinde ©6nemli rol oynar. 1718 yilinda Fransiz
matematik¢i Abraham De Moivre (1667-1754) Fibonacci indirgeme bagintisini

¢ozmek icin iirete¢ fonksiyonlarmi bulmustur [1, 8, 10].

2.1. Tanim

(a,), n>0 olmak iizere bir reel sayi dizisi olsun.

g(x)=a, +ax+a,x> +..+ax"+..

ifadesine {an} dizisinin lirete¢ fonksiyonu denir.

2.1. Teorem

P(x); n Pell polinomu olmak {lizere P (x) icin iirete¢c fonksiyonu

n

1
Plx,y)=——
(x.y) T —
dir.
Ispat

P (x) icin lirete¢ fonksiyonu

Plr,y)=> P, ()"

n=0

olsun.
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oo

Plr.y)=3 P )y = B(x)+ 3 P (x)y”

n=0 n=1

esitliginde Es. 1.1 gdzoniine alinirsa

1 1 & n+ - n+
Pay) =1 3 p =S
X n=l1 n=0
Rl i P (x)y" - yi P, (X)y”}
2x L y n=2 n=0

oo oo

11 . "
=1+— —{ZP,M(X)y —1—2xyj—yZPm(x>y }

n=0 n=0

- +_F (P(x,y)=1-2xy)- yP(x, y)}

y

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilrsa P (x) icin iiretec

n

fonksiyonu;

> olarak bulunur.

P(x,y)=1_2xy_y

2.2. Teorem

o (x); n. Pell-Lucas polinomu olmak iizere o (x) igin iirete¢ fonksiyonu

2x+2y

Q(x,Y)=m

dir.
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Ispat

o, (x) icin iirete¢ fonksiyonu

oo

0(x,y)=>0,.,(x)y"

n=0

olsun.

oo oo

0(x,y)=>.0,,()"=0,(x)+> 0, (x)y"

n=0 n=1

esitliginde Es. 1.2 gdzoniine alinirsa

oo

i Qn+2 ('X:)ylH—1 - Z Qn+1 (x)ylHl :|

Olx, y) = 2X+LF
2x y n=1 n=0

11 ,1 - n
= 2x + 2_ - Z Qn+1 ('x)y - yz Qn+1 (x)y

X y n=2 n=0

1[1(e N
ST T |

2x n=0 n=0

=2t é(Q(x,y)—bc—(‘bc2 +2)y)}— yQ(x.y)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa Q, (x) icin iireteg

fonksiyonu;

2x+2
Q(x,y)_L

= - olarak bulunur.
1-2xy—y



2.3. Teorem

n

_ 1
1—y—2xy?

J(x, y)
dir.

Ispat

J, (x) icin tirete¢ fonksiyonu

J(x,y)

Il
[
~
*
—_
b
<

olsun.

esitliginde Es. 1.10 g6zoniine alimrsa

oo

J(x,y)=1+ Z J, (x)y" + ZXZ J, (x)y"

n=l1 n=1

CeyS zx[fo(m .3

n=0

=1+yD 7, (x)y" + 2xy2(z J o (X)y“J

n=0

=1+ yD 7, (x)y" +2xy° (Z T (x)y"

n=0 n=0

12

J (x); n. Jacobsthal polinomu olmak iizere Jn(x) icin lrete¢ fonksiyonu
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=1+ yJ(x, y)+ 2xy2J(x, y)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa J, (x) icin iireteg

fonksiyonu;

J(x,y)= S olarak bulunur.
2
1—y—2xy

2.4. Teorem

jn(x); n. Jacobsthal-Lucas polinomu olmak iizere j”(x) icin lirete¢ fonksiyonu

. 1+4xy
X,y)=—"""
il y)=— Py
dir.
Ispat

J. (x) icin iirete¢ fonksiyonu
J )= Ja )y
n=0

olsun.

Hy) =Y " = 10+ o)y

n=0 n=1

esitliginde Es. 1.11 g6zoniine alimrsa

Jony) =147 4, ()y" +2xY j (x)y"

n=l1 n=1



:1+ yz.j11+l(x)yll +2x

n=0

:1+yz.]‘n+l(x)yn +2x

14

Gy + > )y

n=2

| J

2y + Z ‘]1171 (x)y”

|

=1+ yi J oo (x)y” +4xy +2xy*

n=0

n=0 n=2

=1+ yj(x, y) +4xy + 2xy° j(x, )

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeleri yaparsak j, (x) icin iireteg
fonksiyonu;
jlx,y)= nyz olarak bulunur.

1—y—2xy
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3. PELL VE PELL-LUCAS POLINOMLARININ BAZI OZELLIiKLERi

Bu boliimde P, (x) ve o (x) polinomlar: ile ilgili baz1 dzellikler ve bu polinomlar

arasindaki iligskiyi veren bazi bagmtilar incelenecektir.
3.1. Teorem

P, (x) ve 0, (x) siras1 ile Pell ve Pell-Lucas polinomlarmi gostermek iizere asagidaki

bagintilar gecerlidir.
a) P, (x)+ P, (x)=2xP,(x)+ 2P, (x)=Q,(x) 3.1)
b) 0, (¥)+ 0, (x) = 4(x> +1)P, (x) (3.2)
¢) P,(x) 0,(x)= P, (x) (3.3)
d) 0, (x)= %{Q2 (x)+4(x> +1)P > (x)} (3.4)
e) b (x b (X)_ b (ZX) - (_1) N } Simson Formiilleri 3.5)
0,,(x)0,,(x)-0,2(x)= (~1)"4{x> +1) (3.6)
f) P, (x)- P, (x)=2xP, (x) 3.7)
) 4(x* +1)P(x)-0 *(x) = 4(-1)"" (3.8)
Ispat

a) Ilk olarak Es. 3.1 ’in dogru oldugunu gosterelim.

Es. 1.5 ve Es. 1.6 ‘da tanimlanan Binet formiilleri g6zoniine alinarak
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anH _ Rntl anfl _ pn-l
Pn+1 (X) + Pn—l (X) = ﬁ + ﬁ
a-p a-p

a'la+a)-p(5+5")

oa—

elde edilir. Burada Es. 1.7 ve Es. 1.8 gozoniine alinir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
P, (x)+ P 1(X) _ a” 1(2)c +2xVx? +1+ 20[)_ﬁ”_1 (2x2 —2xVx? +1+ 2)
a”*bx@r+ﬁx2+1)+2l—ﬂ”*bx6r—ﬁx2+l)+2]
a-p
:2a”*xQ+Vx2+ﬁ+d—2ﬂ”*xQ—Vx2+ﬁ+d
a-p
20" (xa+1)-28""(xB+1)
= oy
ola - pr e dla - )
= poy
= 2P, (x)+2P,., (x)
=0,
bulunur.

¢) Es. 3.3’ iin dogru oldugunu gostermek icin yine Binet formiilii kullanilacaktir.
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R0~ L0 o )

B aZn _anﬂn +anﬂn _ﬂZn

a-p

=P, (x)

e) Simdi de Es. 3.5 ’in dogru oldugunu gosterelim.

= S = A=

_ (aZn _ alﬁ—l n=1 _ an—lﬂlﬁ—l + ﬂZn j _(aZn _ 20!” ﬂn + ﬂan
(@-p) (@-p)

B 20!”ﬂ” _ alﬁ—l n-1 _ an—lﬂlﬁ—l

(@-pB)

Za”ﬂ” B anﬂnaZ _ anﬂnﬂZ

(a-B)

_2(ap) - (p)"' (@ - )
(- B)

elde edilir. Burada Es. 1.9” deki a8 = —1 kullanilirsa

P., (x) P (x)- Pnz (x)= (aﬁ )’H ((ia_ﬁﬁ_)fﬂ + 5’ )
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elde edilir.

f) Es. 3.7’ nin ispat1 Es. 1.1, Es. 3.1 ve Es. 3.3’ ii kullanilarak yapilacaktir.

Pn+12 (x) - P”712 (x) = (PIHI (x) - P”71 (x)) (PIHI (x) + P”71 (x))
= (2xPn (x) + Pnfl (x) - Pnfl (x)) Qn (x)
= 2P, (x)Q, (x)
= 2'XP211 (x)
Es. 3.2, Es. 3.4, Es. 3.6 ve Es. 3.8° in dogruluklar1 da benzer sekilde gosterilebilir.

Ayrica Es, 3.3 polinomlarin boliinebilme 6zelliklerini ortaya koymak acisindan

onemlidir.

Pell ve Pell-Lucas polinomlar1 i¢in elde edilen esitliklerin bir¢ogu Jacobsthal ve
Jacobsthal-Lucas polinomlar1 i¢in de elde edilebilir. Simdi elde edilen bu

esitliklerden bazilarin1 asagidaki gibi verebiliriz.

3.2. Teorem

J, (x); n. Jacobsthal polinomu ve Ju (x); n. Jacobsthal-Lucas polinomu olmak iizere

i) Joa(0)+ j,o(x)=j, (x)+ 27, (x)
i) J,, (), ()= 7% (x)=(=1)"(2x)"

i) i (0) o (x)= 70 (x) = (= 1) (2x)"" (1 + 8x)
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dir.
Ispat
i) Es. 1.13, Es. 1.14 ve Es. 1.15° i gozoniine alarak
Jun 0+ ()= (o + g7 )+ (@ + g

=o' (o +1)+ BB +1)

=" a+2x)+ B (B +2x)

= (a” + 4" )+ 2x(05”’1 +p"" )

= jn (x)+ 2xjnfl (x)
yazariz.

ii) Es. 1.12, Es. 1.14 ve Es. 1.15°1 g6z Oniine alarak

(g (@) (a0
J”H()C)J,H(x) J”() { a-p3 j{ a-p j {a_ﬁj

_ (aZn _ 0!”“ n=1 _ an—lﬁlﬁ—l + ﬂZn j_ (aZn _ 2an ﬁ” + ﬁan
(@-pB) (@-p)



2anﬁn _ alﬁ—l n+l an—lﬁlﬁ—l

(a-pB)

2a”ﬁ” B anﬁnaZ _ anﬁnﬁZ

(- B)

_2Aap) ~(ap)" (e - 5)
(- )

elde edilir. Burada Es. 1.16° deki a8 = —2x oldugu goz oniine alinirsa

(@) 2o - + B*)

o (0) I, ()= 0,7 (x) = (a-p)

olarak bulunur.

iii) Ispat (i) ye benzer sekilde Es 1.16 kullamlarak yapilacaktir.

ra (i ()= 2 () = @™ + g e + g )= (@ + 87 )
= (aB) (B + pa' -2)

=(-1)""(2x)"" (1+8x)
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Ayrica P, (x) ve o, (x) polinomlar: icin bilinen yollarla elde edilen, ispatlart

tiimevarim yontemiyle yapilabilen toplam formiilleri asagidaki gibi verilebilir:



Es. 3.9 ve Es. 3.10 gdz6niine alinirsa

iPr (x) — Pn+1 (x)+ Pn (x)_l
r=1 2x
esitligi elde edilir.

i 0, (x) _ (Q2n+1 (x)— 2X)

2x

30, (1= Cut=2)

2x
Es. 3.12 ve Es. 3.13 g6zoniine alinirsa

y — (Qn+1 (x)+Qn(X)—2—2x)
2x

esitligi elde edilir.

Es. 3.9’ un ispati

21

(3.9

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

n lzerinden timevarimla yapalim. n=1 olsun. Bu durumda P, (x)=2x oldugundan

esitlik dogrudur. Kabul edelim ki k=3 olmak lizere n=k —1 icin esitlik dogru

olsun. Bu durumda
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k-1
P, (x) _ (sz—1 (x) 1)
r=1 2x
bulunur.
k k-1
ZPZr(x): P2r(x)+P2k(x)
r=1 r=1

elde edilir. Bu son esitlikten ispat kolayca goriiliir.
Diger esitliklerin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Simdi P, (x) ve o, (x) polinomlar1 icin kombinatoryal 6zdeslikleri iceren toplam

n

formiilleri incelenecektir.
3.3. Teorem

P,(x); n. Pell polinomu ve o (x); n. Pell-Lucas polinomu olmak iizere

n

i) P, (x)= @ [" ) m_lj(zx)”‘z’"‘l (3.15)

m

i) 0,(x)=Y " (n_mJ (2x) " , n#0 (3.16)
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dir. Burada \_nJ; n’ yi gegcmeyen en biiyiik tamsayiyr gostermektedir [7].
Ispat

i) Es. 3.15" in ispatii n iizerinden tiimevarimla yapalm. n=1 ve n=2 olmasi

durumunda agik olarak Pl(x) =1 ve P, (x)=2x oldugundan Es. 3.15 dogrudur.
Kabul edelim ki £ >3 olmak iizere n = k icin esitlik dogru olsun. Es. 1.1’ den

P (x) =2xP, (x)"‘ P (x)
oldugunu biliyoruz.

Py (x): 2xP, (x)+ P (x)

Slecmen o S
S g

m=0

dir. k = 2¢ olsun. Bu durumda

O R

m=0 m m=0 m

_ [”0‘1 (2x) + [”1‘ 2}(2)6)%-2 R [”2‘ 3}(2)6)%-4 o [tt_lj(bc)z
+[2f0‘2 (20 +[2t1_3j(2x)2t_4 +...+[t_t2j(2x)2 +[§:U

esitligi elde edilir. Burada




seklindeki Pascal formiilii kullanilarak

m

P, (x)=2xP,(x)+ P (x)= Z’:[zf - mj(zx)z,_zm

m=0

sonucuna varilir. Bu son esitlikten ispat kolayca goriiliir. £’ nin tek degerleri i¢in de

ispat benzer sekilde yapilir.

i) Es. 3.16" mn ispatim n iizerinden tiimevarimla yapahm. n=1 ve n=2 olmasi

durumunda agik olarak Ql(x)=2x ve Qz(x):4x2+2 oldugundan Es. 3.16
dogrudur. Kabul edelim ki k>3 olmak {izere n=k

olsun. Es. 1.2° den
OQrn (x) =2x0, (X)"‘ O (X)
oldugunu biliyoruz.

Oy (x) =2x0, (x)+ Qi (x)

m

m=0

H k (k=m < k-1
[

dir. kK =2¢—1 olsun. Bu durumda

2 k—2m+1+
j( x) k—m-—1

24

icin esitlik dogru
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Qk+1 ()C) = i£ [Zt - 1}(2x)2“2’" + iﬁ [Zt —m- Zj(zx)Zt—Zm—Z

2t—m—1 m =2t—m—2 m

m=0

_ 2f‘1[2t‘1j(2x)2f S [2t_2j(2x)2t_2 P [2[_3j(2x)2t_4

T2u—10 0 26-20 1 21-3\ 2

L2 1[ t J(Zx)z L2 [ZI - zj(zx)w L2 [”1‘ 3j(zx)2f-4

r \t-— 2t=20 0 2t-3

_2(2t—4 — t —2(t-1
+ 22 2x)"+...+ 22 (2x)* + 22
2t—4 2 t t—2 t—1 {t-1

esitligi elde edilir. Buradan Pascal formiilii kullanilarak

00 (¥) =220, (x)+ 0, (x) = 3 2 (% - mj(zx)zt_zm

2t—=2m\ m

m=0

K+l
:{ k+1 {k -—m+ 1}(2X)k—2m+1

0 k—m+1 m

|3

m

sonucuna varilir. Bu son esitlikten ispat kolayca goriiliir. k£’ nin cift degerleri i¢in de

ispat benzer sekilde yapilir.

P, (x) ve Q, (x) polinomlarinmi iceren temel bagintilar buna benzer kombinatoryal

0zdegslikler ile bulunabilir. Binet formiillerini de kullanarak benzer sonuclara kolayca

ulagilabilir.
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4. MATRISLER  KULLANILARAK PELL VE  PELL-LUCAS
POLINOMLARI iLE iLGILi ESITLIKLERIN ELDE EDILMESI

Bu boliimde

p= ! @.1)
lroo '

iretec matrisi yardimiyla Pell ve Pell-Lucas polinomlarini iceren esitliklerin elde
edilisleri ve matrislerin bu polinomlarin bazi basit 6zelliklerinde nasil kullanildiklar1

incelenecektir. Es. 4.1 ile verilen P matrisi gozoniine alinarak
P P
P = |: n+l (X) b n (x) :| (42)

oldugu tiimevarim yontemiyle elde edilebilir. Gergekten n =1 icin dogru oldugu
aciktir. Kabul edelim ki k£ > 2 olmak iizere n =k i¢in de dogru olsun. n =k +1 icin

dogrulugunu gosterelim. Matrislerin ¢carpim 6zelliginden
Pk+1 — Pk . P

oldugunu biliyoruz. Buradan

Pk+1:Pk'P:{

P, (x) P(x) sz 1}

Pk(x) Pk—l(x) I 0

{2ka+1 (x)+P(x) P, (x)}

2xP, (x)+ P (x) P, (x)

olup Es. 1.1 g6z6niine alinirsa
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elde edilir. Boylece istenilen gosterilmis olur. Ayrica Es. 4.2° deki P" matrisi

g6z0niine alinarak

g

ve

n-1 1
R @=lt ol (4.4)
yazilabilir.

P matrisinin karakteristik denklemi
A =2xA-1=0 4.5)

ve karakteristik kokleri

a=x+vx"+1
B=x-x"+1

dir. Polinomlarin bdlme algoritmasindan

2= =2x2-1)Ff(A)+ mA+k 4.6)
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seklinde yazilabilir. Burada f(1), A’ya bagh (n—2). dereceden bir fonksiyon ve

m,k x’ e bagh fonksiyonlardir.

Es. 4.6’ da A =a yazilirsa

a" =ma+k

elde edilir. Benzer sekilde A = £ yazilirsa

B =mpP+k

bulunur. Es. 4.7 ve Es. 4.8 taraf tarafa ¢ikarilirsa

n n n—1 n-1
S ey A Sy

a-p -
bulunur.

Es. 4.7’ den dolay1

P" =mP+kl

yazilabilir.

Es. 4.10, Pell polinomlarinin Binet formiilleri

4.7)

4.8)

4.9)

(4.10)

yardimiyla c¢oziilecek olursa

Es. mP=P" —kI’ de Es. 4.1 ve Es. 4.2’ yi yerine yazalim. I, 2X?2 birim matris

olmak tuizere

2 [l m gt o

Lo [k P a-B [01
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elde edilir. Burada Binet formiilleri yerine yazilirsa

|:2x 1:| _ anﬂ _ﬂnﬂ B anfl _ﬂIkl 13” (x)
m a-p  a-p
P (x) 0

n

_ o o? -1)- g (B -1) P (x)
a-p
P x) 0

n

elde edilir. Es. 1.7 ve Es. 1.8 yerine yazilirsa

{zxm m}_{zmm qu

m 0| P (x) 0

n

elde edilir ve m= P, (x) olarak bulunur. Boylece Es. 4.9’ dan P, (x) icin Es. 1.5° de

n

verilen Binet formiilii tekrar elde edilmis olur.

Benzer sekilde Es. 3.1 kullanilarak

D
0,(x)=[1 olp™ {221 4.12)

esitlikleri elde edilir.
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Elde edilen bu matris denklemleri yardimiyla P, (x) ve o (x) polinomlarini igeren

n

bazi esitlikleri asagidaki teoremle ifade edelim.

4.1. Teorem

P, (x) ve 0, (x) sirast ile Pell ve Pell-Lucas polinomlarmi gostermek iizere asagidaki

esitlikler gecerlidir.

a) P,,,(x)=P,_ (x)P,(x)+P,(x)P,, (x) 4.13)
b) 0,..(x)=P, (x)0,(x)+P,(x)0,, (x) (4.14)
Ispat

a”%UHQF&QMJwﬁa&)&JMP%hq

P (x)

n

olup Es. 4.3 g6z6niine alinirsa

Foa (B, )+ £, ()P, () =P, () mdﬂ”ﬁ}

elde edilir. Burada Es. 4.3 ve P"P" = P™"™" esitligi kullanilarak
RMMaM+&umJﬂ41mm~mR}

=[1 o]pm m

bulunur. Burada Es. 4.4’ den
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P, (x)P,(x)+ P, (x)P,.,(x)=P,,, (x)
oldugu goriiliir.
b) Benzer sekilde Es. 4.14° tin dogru oldugu gosterilebilir.

Ayrica Es. 4.2, Es. 4.11, Es. 4.13 ve Es. 4.14 yardimiyla

P s
{Qé:,( i};)} _ {P, (()x) P,i(x)} o {221 -
olarak bulunur.

Es. 4.13° de m ve n’ nin yerleri degistirilirse
Pm+n (x) = Pnfl (X)Pm (x) + Pn (X)Pmﬂ (x)

bulunur ve bu esitlik ile Es. 4.13 taraf tarafa toplanip Es. 3.1 g6zoniine alinirsa

P, (0)= 54, ()0, (1) + P (v}, (+) @17)

elde edilir.

Benzer sekilde Es. 4.14° de m yerine m+1 ve n yerine n—1 yazilip Es. 3.1 ve

Es. 3.2 gdzoniine alinirsa
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0,.,(x)= %{Qn ()0, (x)+ 4(x* +1)P, (x)P, (x)} @.18)
esitligi elde edilir.

Ayrica Es. 4.17 ve Es. 4.18° de m = n alinirsa Es. 3.3 ve Es. 3.4’ i elde edebiliriz.
4.2. Teorem

P (x) ve Q. (x) sirasi ile Pell ve Pell-Lucas polinomlarin1 gostermek iizere asagidaki

esitlikler gecerlidir.

a) P,,"(x)+ P (x)=P,, (x) (4.19)
b) 0,.°(x)+ 0,2 (x) = 4(x* +1)P,,., (x) (4.20)
Ispat

olup Es. 4.2 ve Es. 4.3 kullanilarak
2 2 1
o o]

yazilir. Burada Es. 4.4 ve P"P" = P"™" esitligi kullamilarak

P, (x)+ P (x)= P, (x)

n

bulunur. Hemen hatirlatalim ki bu esitlik, Es. 4.13° de m =n+1 alinarak da elde

edilir.
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b 0, (1)+0,(1=[0,,(v) 0, (xﬂ{QQ”“(S)}

olup Es. 4.11 kullanilarak
2 2 2x
QIH—I (x)+ Qn (x) = [2)6 2]P”P” |: 2 :|

yazilir. Burada Es. 4.4 ve P"P" = P""™" esitligi kullamilarak

Qll+12 ('x) + Qll2 ('x) = 4(x2 + 1)P211+1 ('x)
elde edilir.

Bu boliimde elde edilen biitiin esitlikler Es. 1.5 ve Es. 1.6’ da verilen Binet

formiilleri yardimiyla da elde edilebilir.

Son olarak matris teknikleri kullanilarak da elde edilebilen asagidaki esitlikler
verilecektir. Bu esitliklerin dogruluklar1 gosterilirken bazi durumlarda Binet
formiillerini bazi durumlarda ise matris yOontemini kullanmak daha kullanigh

olacaktir.
4.3. Teorem

P (x) ve O, (x) sirasi ile Pell ve Pell-Lucas polinomlarin1 gostermek iizere asagidaki

esitlikler gecerlidir.

_|P, (X)Q, (X), r cift ise
a) Pn+r (x)+ Pn—r (x) - {Qn (X)Pr (x)’ , l»ek ise (421)



Q, (X)Q, (X), r ¢ift ise

b) Q,., (x)+ Q,”(X)={ (x> +1)P, ()P (x), r tek ise

o P, (x)-P_(x)= {Qn (x)P.(x), r ¢ift ise

P (x)Q, (x), rtek ise

4()c2 + 1)P (x)P.(x), r ¢ift ise
d _ — n r
) 00 ) { 0,00, (x) ek ise

Ispat

a) P, (x) polinomu icin Es. 1.5 de verilen Binet formiilii kullanilarak

ntr __ p@n+tr n—-r _ pn-r
P, (x)+P_(x)= o —p +& /4
a-p a-p
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4.22)

(4.23)

4.24)

yazilabilir. Es. 1.9’ da a8 = -1 oldugundan (¢3)" = (~1)" bulunur. Eger r c¢ift say1

1se 0 zaman

a*r :ﬁr Ve ﬁ*r :ar

dir. Boylece

n+r n—-r

e, ()=l a’)—ﬁ”(ﬁ’ +f)

_a'la +p)-pla +5)
a-f




(g =B
—(05 +ﬂ{a—ﬂ}

yazilir. Burada Es. 1.5 ve Es. 1.6’ da verilen Binet formiillerinden
P, (x)+P_ (x)=0,(x)F,(x)

olarak bulunur. Eger r tek say1 ise, bu durumda da

a’ =B ve B =—a

dir. Boylece

n+r n—-r

e p ()=l a’)—g(ﬂ’ +57)

_a'la-p)-p(p -a)
a-p

_ n n ar_ﬁr

—(a +p {—a—/)’ j

yazilir. Son olarak Es. 1.5 ve Es. 1.6’ nin gbzoniine alinmasi ile

P, (x)+P_(x)=0,(x)P.(x)

esitliginin saglandig1 kolayca goriiliir.

b) O, (x) polinomu icin Es. 1.6” da verilen Binet formiilii kullanilarak
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Q,.,(0)+0Q,., (x)=a"" + " +a"" + p

=a'la o)+ BB+ 57)
yazilabilir. Eger r c¢ift say1 ise 0 zaman
a’ =B ve B =a
dir. Boylece
0,.,(¥)+0,, (W=ala" +p)+p (B +a’)

=@ +5 o' +5")
yazilir. Burada Es. 1.6’ da verilen Binet formiiliinden
0,..(x)+0,.,(x)=0,(x)o, ()
olarak bulunur. Simdi de r tek say1 olsun. Bu durumda
a’ =B ve B =—a
dir. Boylece
0., (x)+0, W=a"la -p )+ -a)

=@ ~p Yo" - 5")



o ~p o' - ' Na~p)

(a-pB)
yazilir. Es. 1.7 ve Es. 1.8° den
(- ) =4(x* +1)
oldugu goriiliir. Dolayist ile buradan
0,.,(1)+0,.,(x)= 4> +1)P.(x)E, (x)
olarak bulunur.

Es. 4.21, Es. 4.23 ve Es. 3.3’ den

) (x) - P, (x) =P, (x)PZ, (x)

ve

Es. 4.22, Es. 4.24 ve Es. 3.3’ den

Q2n+r (x)— QZ,H (x) = 4(x2 + 1)P2” (x)PZ, (x)
esitlikleri elde edilir.

Es. 4.25° in ispati

P (x)-P (x)= (P

seklinde yazilabilir. Eger r cift ise bu durumda Es. 4.21 ve Es. 4.23 den

(x)+ £, (x))

v ()= P (1)) (P,

37

(4.25)

(4.26)
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P (x)= P2 (x) = (P, (x) 0, ())(Q, () P, (x))

yazilir ve Es. 3.3’ den

Puir (x)= P*r(x) = Py, (x)P,, (x)

elde edilir. r’ nin tek olmasi durumunda da benzer sekilde istenilen elde edilir.

P (%0, (¥)+(=1)" B, )0, (1)
Panir ()= 02 )T (4.27)
* {P(ml)n+r (X)Q” (x)+( 1) P(m 2)n+r (x)
Qs (¥)= 0y ()0, (X)+ (= 1) Qppyos (4.28)

2 _ n—r 12
P (x)= B, ()P, (x) = (1) P2 () } Simson formiilleri (4.29)

(x ]
0’.(x)-0,.,(x)0,. (x)=(=1)""4lx* +1)P*,(x)

P, ()P (x)=P,(x)P,,, (x) = (-1)" P, (x)P, (x) (4.30)
0,01 (¥)0,. (¥)= 0, (¥)0,,1 () = (=1) ' 4(x* +1)P, (x)P, (x) 431)
P, (x)0,. (x)=P,(x)0, . (x) = (= 1) P, (x)Q, () (4.32)

Es. 4.29° deki birinci egitligin ispati

2 _ X x)= an_ﬁn 2_ amr_ﬁmr anir_ﬁnir
R B = ey

_ 2“” n + an+r n-r + ﬁn+ranfr

(a-B)
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=(aB) (aB)" azr—2a’ﬁr+ﬁ2r
(@B)(aB) [ 208 J

elde edilir. Es. 1.9” deki of =—1 ve Es. 1.5” den dolay1

P*,(x)-P,,, (x)P,,(x)

I
—
[—
S
1
VR
)
3
[
=
N
N—
(3]

olarak bulunur.
Es. 4.30° un ispati

P (x) ve o (x) polinomlart i¢in Es. 1.5 ve Es. 1.6 kullanilarak

Pn+h (‘x )PIHk (‘x) - Pn (‘x )Pn+h+k (‘x)

B a,n+h _ﬁmh a,n+k _ﬁzwk B a,n _ﬁn a,n+h+k _ﬁn+h+k
U a-p a-p a-p a-p

2n+h+k n+h pPntk n+h ., n+k 2n+h+k 2n+h+k n pn+h+k n o, n+h+k 2n+h+k
a —-a" gt =" a"t + B -a +a"pB +p4"a -p

(a-B)

(aﬁ)” (amk —a"B* - prat +ﬁh+k)
(a-B)

elde edilir. Es. 1.9” deki of =—1 ve Es. 1.5” den dolay1



B (x)P’Hk (x)_P”(x)Pn+h+k( - H[O/ IBhI j

=(-1)"P,(x)P,(x)

elde edilir.

Diger esitliklerin ispatlar1 da benzer sekilde yapilabilir.

40
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5.PELL VE PELL-LUCAS POLINOMLARINI URETEN PASCAL
DIZILERI

Asagidaki Cizelge 5.1° i gozoniine alalim.

Cizelge 5.1. Kosegenler iizerindeki Pell polinomlari

n

4
5 1
6 10x 1

/
////
////
/

\x\\l\\ ~

(m,n), m . satir ve n. siitundaki x in kuvvetlerinin katsayilarin1 gostersin.

Simdi Cizelge 5.1° deki yiikselen kosegenlerin Pell polinomlarini iirettigi

gosterilecektir.

(2x+1)"" in acilimindan elde edilen terimler m. satwmn girdileri olarak

yerlestirilecektir.
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(1) = [’”O‘ 1j(zx)m1 +[m_1J(2x)m2 ot

1

binom ag¢ilimini gozoniine alip

i(m, n) x" " =(2x+1)"" m2=n (5.1

n=1

ifadesini elde ederiz. Burada
m—1 5

(m,n):[ j2’" " mn (5.2)
m-—n

dir.

Cizelge 5.1° de x’e bagh ve m. dereceden kosegenler iizerindeki polinom R, (x)

olmak iizere Es. 5.1 ve Es. 5.2 g6zoniine alinirsa

f
N\i
e

m+1-n,n) x"172" m>1

J (2x)m+172n

olarak bulunur. Gergekten binom agiliminin [XJ = [ * j ozelliginden
Yy X=y



m+1
TJ m-—n m+1-2n
r(= 3 ("7 e

oldugu kolayca goriilebilir. Son ifadede n yerine n+1 yazilirsa

.
(

n

Jear

elde edilir. Simdi asagidaki Cizelge 5.2° yi gbzoniine alalim.

Cizelge 5.2. Kdsegenler tizerindeki Pell-Lucas polinomlar1

43

n
1 2 3 4 5 6
m
1
2
3
4 1 2
5 64x° 18x 2
6 320x* 240x°>  100x7 22x
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[m, n], m . satir ve n. siitundaki x’ in kuvvetlerinin katsayilarini gostersin.

Simdi Cizelge 5.2° deki yiikselen kosegenlerin Pell-Lucas polinomlarim iirettigi

gosterilecektir.

(2x+1)" +(2x+1)"" =(2x+1)""(2x+2) agihmindan elde edilen terimler

m . satirin girdileri olarak yerlestirilecektir.

Cizelge 5.1° deki yazilima benzer olarak

m+1
Z [m,n] x™" = (2x+1)"" (2x+2) (5.3)

n=1
seklinde yazilirsa dolayisiyla

[m,n]z 2(m,n)+ 2(m,n—1)=2(m,n)+ (m,n 1)+ (m,n—1)
5.4
=(m+1Ln)+(mn-1)

dir.

Cizelge 5.2° de x’ e bagh ve m . dereceden kosegenler iizerindeki polinom S, (x)

olmak iizere Es. 5.3 ve Es. 5.4’ den

S (x)= Z m+1—n,n] x"2"

n=l1

seklinde tanimlanir ve burada Es. 5.4 g6zoniine alinirsa



V’”J

2
Z{m+2 nn (m+]_n’n_1)}xm+2—2n
n=1

olarak bulunur. Burada Es. 5.2 gbz6niine alinirsa

S, (x)= ZJ {[m : ! - nj N [fz:;}} (22

s, (x>%{["";”Hm;fl‘lj}(mm2”

elde edilir. Boylece Es. 3.16 g&zoniine alinarak

$,(x)=0,(x)

elde edilir.

Boylece Pell ve Pell-Lucas polinomlarmin sirastyla Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2° deki

kosegenler lizerindeki polinomlar tarafindan iiretildigi gosterilmis oldu. Simdi P, (x)

polinomlarindaki x’ in kuvvetlerinin katsayilari, Pascal benzeri bir gosterimle

asagidaki cizelgede yerlestirilecektir.
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Cizelge 5.3. Pell polinomlarinin katsayilari

Kuvvet

P () o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
sirast

1 1

2 0 2

3 1 0 4

4 0 4 O 8

5 1 0 12 0 16

6 0 6 O 32 0 32

7 1 0 24 0 80 0 64

8 0O 8 O 80 0 192 0 128

9 1 0 40 0 240 0 448 0 256

10 0 10 0 160 0 672 0 1024 O 512

Cizelge 5.3’ deki r. satir ve c. siitun girdileri {r,c} seklinde gosterilecektir.

Yukaridaki Cizelge 5.3 ve Es. 3.15 gbzoniine alinirsa

{2r,2¢}=0 (5.5)

r+c—1 p2e-l _12
Rr2c-1}=4 ,_¢ ’ CT DSl (5.6)

0, c>rise

{2r-1,2¢-1}=0 (5.7)
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r+c—1
f2r-12ct=3lr—c-1
0, c2>rise

2¢ _ _
J2 , c=012,...,r-1 5.8)

esitlikleri elde edilir. Burada Es. 5.5 ve Es. 5.6’ min dogrulugu gosterilecektir. Diger
esitlikler de benzer sekilde yapilabilir.
Es. 5.5” in dogru oldugunu gosterelim.

Es. 3.15’° te n =2r yazarsak

a(ﬂ:@ [2“’"‘1

m=0

J

m

elde edilir. r—m yerine cyazarsak x’ in kuvvetleri tek sayr olarak gelecektir.

Dolayisiyla x’ in ¢ift say1 kuvvetlerinin katsayilari sifir olacaktir. Sonug olarak
{2r,2¢}=0

dir.

Es. 5.6" min dogru oldugunu gésterelim.

Benzer sekilde Es. 3.15° te n=2r ve r —m yerine cyazarsak

P, ()= %J (”C‘lj(zw

r—c¢

m=0

elde edilir. Dolayisiyla



r+c+l1 2t 1y
{2r,2c-1}= e , c=L2,...,r
0, c>rise

dir.
5.1. Teorem

Asagidaki esitlikler gecerlidir.

r—1
a) » {2r—1-i,i}=3"

i=0

2r
b) > {i.2c-1}= %{2}” +1,2¢}
i=1

2r
©) Y {i2ct= %{2r,2c +1}
i=1

2r-1 1

d) D {i2e-1}= E{2r —-1,2¢}

2r—1

e) > {i.2c}= %{2r,2c +1}
i=1

Ispat

a) i{Zr—l—i,i}: r-1,0}+2r=2,1}+...+{r,r -1}

i=0

Es. 5.6 ve Es. 5.8 g6zoniine alinarak
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(5.9

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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= - - -
Sr-t-iil=| " o+ TR
= r—1 r—2 0

yazariz. Binom acilimindan

r—1

> {r-1-ii}=0+2)"

i=0

— 3r71

elde edilir.

b) i{i,Zc—l}z{2,2c—1}+{4,2c—1}+...+{2r,2c—1}

i=1

={2¢,2c = 1}+{2c +2,2c = 1}+...+{2r,2c - 1}

esitligini Es. 5.6 g6zOniine alinarak

2r 2c—1 2 +c—1
Si2e-1p=22 |5 4 T s T
pary 0 1 r—c
o[ [2¢—1 2c r+c—1
=2 + ot
2c—1 2c—1 2c -1
= 2l r+c
- 2c
yazariz. Burada Es. 5.8’ den

2r
> {i2c-1}= %{2r+1,2c}
i=1

esitligi elde edilir.
Benzer sekilde Q, (x) icin de bir ¢izelge olusturalim.
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Cizelge 5.4. Pell-Lucas polinomlarinin katsayilari

Kuvvet

0 ( 0 1 2 3 4 5 6 7 8
sirast

1 0 2

2 2 0 4

3 0 6 0 8

4 2 0 16 0 16

5 0 10 0 40 0 32

6 2 0 36 0 96 0 64

7 0 14 0 112 0 225 0 128

8 2 0 64 0 320 0 512 0 256

Cizelge 5.4’ deki r. satir ve c¢. siitun girdileri r.c seklinde gosterilecektir.

Yukaridaki Cizelge 5.4 ve Es. 3.16 gbzoniine alinirsa

2r,2c—1=0 (5.14)
2r (r+c 2e _
2r 2 = _r+c(r—cj2 , c=0,12,....,r—1 (5.15)
0, c>rise

2r-1,2¢=0 (5.16)
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2r—1 (r+c-1) _, 3
2r—1.2c-1= —r+c—1( e j2 , c=0,12,...,r—1 (5.17)
0, c2>r ise

esitlikleri elde edilir. Burada Es. 5.14 ve Es. 5.15” in dogrulugu gosterilecektir. Diger
esitlikler de benzer sekilde yapilabilir.

Es. 5.14° iin dogru oldugunu gosterelim.

Es. 3.16° da n = 2r yazarsak

er(ﬂfg z [”""j (2"

= 2r—-m\ m

elde edilir. »—m yerine cyazarsak x’ in kuvvetleri cift say1 olarak gelecektir.

Dolayisiyla x’ in tek say1 kuvvetlerinin katsayilar sifir olacaktir. Sonug olarak
2r,2c~1=0

dir.

Es. 5.15’ in dogru oldugunu gésterelim.

Benzer sekilde Es. 3.16° da n =2r ve r —m yerine c yazarsak

elde edilir. Dolayisiyla
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2r ([ r+c 2
—_ 27, c=0,12,....,r—1
2r,2c= r+c(r—cj
0, c>rise

dir.
Es. 3.1’ den

Rz{r+1,c}+{r—l,c}

5.18
= 2{r,c—1}+ 2{r—1,c} ( )

elde edilir. Ayrica Es. 3.2’ den

r+l,c+r—1c= 4{r,c}+ 4{r,c—2}
esitligi elde edilir.

Bu boliimii sonlandirirken Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.3° de sirasiyla bahsedilen (m,n)

ve {r,c} arasindaki iliskiler elde edilecektir.

Es. 5.6" daki 2c—1, P, (x) *deki x’ in kuvvetidir. Es. 3.15> deki x*' teriminin

katsayisiile Es. 5.2 deki bu terimin katsayisini karsilagtiralim. Es. 5.2° den
+c—-1

(r+c,r—c+1)= rre 2%
2c¢—1

seklinde yazilabilir.

m—1 m—1) . s e
= binom esitligi gozoniine alinirsa
m—n n—1
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elde edilir. Dolayisiyla

{2r,2c=1}=(r+c,r—c+1)

esitligi elde edilir ve boylece

(r,c)z{r+c—1,r—c} (5.19)
bulunmus olur.

Yukarida Es. 3.15, Es. 5.2 ve Es. 5.6 i¢in yapilan uygulamalar benzer sekilde Es. 5.8

icin yapilirsa
{or-1,2c}=(r+c,r—c)
esitligi elde edilir. Buradan Es. 5.19 esitligine tekrar varilir.

Son olarak QZ,(x) "deki x>’ nin katsayist olan 2r,2¢’ yi gdzoniine alalim.

Es. 5.18° den

2r,2c = {2r +12¢}+{2r —1,2¢} = 2{2r, 2c = 1}+ 2{2r - 1,2¢}

yazilabilir. Es. 5.8’ i gbz0Oniine alirsak

-1
2r2c = [[”cj{r” Dz’“ (5.20)
r—c r—c—1

elde edilir.
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Es. 5.2 ile Es. 5.4 kullanilarak

[m,n]=2’"”“[[ " j+[ m=1 B
m—n+1 m—n+1
m—n+1 m m_l
=2 n—1 i n—2 21

yazariz. Es. 5.20 ve Es. 5.21 karsilastirildiginda
2r.2c=[r+c,r—c+1] (5.22)

ifadesi elde edilir ve boylece

[r.c]l=r+c—1Lr—c+1 (5.23)
dir.

Benzer islemler yapilarak Es. 5.22 i¢in de benzer bir formiil
2r=12c+1=[r+c,r—c| (5.24)

seklinde bulunur. Buradan Es. 5.23 esitligine tekrar varilir.
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6. P(x), 0,(x), J,(x) ve j(x) POLINOMLARININ DETERMINANT
YARDIMIYLA ELDE EDILMESI

Bu boliimde Pell, Pell-Lucas ve Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas polinomlar1t nXxn
tipindeki matrislerin determinantlar1 yardimiyla elde edilecektir. Fibonacci ve
Pell sayilarinin matrislerle elde edilisi [11, 13 ,14] de gosterilmistir. Matris ve

determinant yontemlerinin bir¢cok bilim dalinda uygulamalar1 vardir [1, 8, 10].

6.1. Teorem

A, nxn tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i. satir ve j. siitunundaki elemani

i¢in gosterimi a; seklinde yazilsin. A matrisi

2x, i=j ise
1, j=i+1ise
DTV 1 joilise
0, aksi halde
yani
(2% 1 0 -+ v o 0]
-1 2x 1 :
0 -1
A= :
1 0
: -1 2x 1
|0 - o o 0 =1 2x]

olsun ve det(A), A, (x) seklinde gosterilsin. Bu durumda

det(4)=A,(x)= P, (x)
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dir. Burada P, (x), (n+1). Pell polinomudur.

Ispat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapahm. n=1 olsun. Bu durumda
A=[2x] ve A (x)=2x olup P(x)=2x oldugundan n=1 icin iddia

dogrudur. Kabul edelim ki (n—1) icin iddia dogru olsun. O halde

ifadesi elde edilir. Buna gore esitligin n icin dogru oldugunu gosterelim. Mindrler
ile determinantlarin hesaplanmasi yontemi ile A matrisinin determinanti birinci

satira gore acilarak hesaplanirsa

A, (x) =2xA, (x) +A, (x)

elde edilir. Buradan

A, (x) =2xA, (x)+ A, (x)
= 2xP, (x)+ P, (x)

ntl (x )

=P

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmais olur.
6.2. Teorem

A, nxn tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i. satir ve j. siitunundaki elemani

i¢in gosterimi a; seklinde yazilsin. A matrisi
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2x, i=j ise
-1, j=i+1lise
G i=i-lise
0, aksi halde
yani
(2% =1 0 -+ v o 0]
1 2x -1 :
0o 1 -
A= :
-1 0
2x -1
| 0 0 1 2x]

olsun ve det(A), 0, (x) seklinde gosterilsin. Bu durumda

det(4)=6,(x)= P,.,(x)

n

dir. Burada P (x), (n+1). Pell polinomudur.

Ispat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapahm. n=1 olsun. Bu durumda
A=[2x] ve J,(x)=2x olup P(x)=2x oldugundan n=1 icin iddia

dogrudur. Kabul edelim ki (n—1) igin iddia dogru olsun. O halde

ifadesi elde edilir. Buna gore esitliin »n i¢cin dogru oldugunu gosterelim.

A matrisinin determinant1 birinci siituna gore acgilarak hesaplanirsa
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511 ('x) = 2'X5 -1 (x + 511—2 (x)

n

= 2'XP11 (x) + Pn—l (x)

= Pn+1 (x )
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
6.3. Teorem

A, nxn tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i. satir ve j. siitunundaki elemani

icin gosterimi a; seklinde yazilsin. A matrisi

2x, i=j se
2, i=lvej=2 ise
a; = L, j=i+lvei>lise
-1, j=i—-1 ise
0, aksi halde
yani
[2x 2 0 0 |
-1 2x 1 :
0 -1 :
A= :
.10
: -1 2x 1
|0 - o o 0 =1 2x)

olsun ve det(A), A", (x) seklinde gosterilsin. Bu durumda

det(4)= 24" (x)= 0, (x)

dir. Burada Q, (x), n. Pell-Lucas polinomudur.
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Ispat

Ispati  n iizerinden tiimevarimla yapalm. n=1 olsun. Bu durumda
A=[2x] ve A.(x)=2x olup Q(x)=2x oldugundan n=1 icin iddia

dogrudur. Kabul edelim ki (n—1) igin iddia dogru olsun. O halde

A (x)=0,,(x)

ifadesi elde edilir. Buna gore esitliin »n i¢cin dogru oldugunu gosterelim.

A matrisinin determinanti son siituna gore agilarak hesaplanirsa

A*n (x) = 2XA*11—1 (x) + A*n—Z ()C)
= 2XQ”_1 (x) + Qn—2 ('x)
=0,(x)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

6.4. Teorem

A, nxn tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin 7. satir ve j. siitunundaki elemani

i¢in gosterimi a; seklinde yazilsin. A matrisi

2x, i=j ise

-2, i=lvej=2 ise
a; = -1, j=it+lvei>1 ise

1, j=i-1 ise

0, aksi halde

yani
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(2% =2 0 - v o0
1 2x -1 :
o 1 :
A=| :
-1 0
1 2x -1
| O 0 1 2x

olsun ve det(A), &%, (x) seklinde gosterilsin. Bu durumda
det(4)=06"(x)=0,(x)

dir. Burada Q, (x), n. Pell-Lucas polinomudur.

Ispat

Ispati n  iizerinden tiimevarimla yapahm. n=1 olsun. Bu durumda
A=[2x] ve &%.(x)=2x olup Q/(x)=2x oldugundan n=1 icin iddia
dogrudur. Kabul edelim ki (n—1) igin iddia dogru olsun. O halde

5*r1(x)=0,,(x)

ifadesi elde edilir. Buna gore esitliin »n igcin dogru oldugunu gosterelim.

A matrisinin determinant1 son satira gore agilarak hesaplanirsa

8 n(x)=2x8"m1 (x)+ 82 (x)
=2x0,,(x)+0Q,,(x)
=0,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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6.5. Teorem

A, nxn tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i. satir ve j. siitunundaki elemani

i¢in gosterimi a; seklinde yazilsin. A matrisi

1, i=j
-1, j=i+l1
G o j=i-1
0, aksi halde
yani
1 -1 0 0 |
2x 1 -1 :
0 2x ° :
A= :
. -1 0
2x 1 -1
| 0 0 2x 1]

olsun. Bu durumda

det(An ) = ‘]n+1 (x)

dir. Burada J, (x), (n+1). Jacobsthal polinomudur.

Ispat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalm. n=1 olsun. Bu durumda
A=[1] ve det(A,)=1 olup J,(x)=1 oldugundan n=1 igin iddia dogrudur. Kabul

edelim ki (n—1) icin iddia dogru olsun. O halde
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det(A”_1 ) =J, (x)

ifadesi elde edilir. Buna gore esitligin n icin dogru oldugunu gosterelim.

A matrisinin determinant1 birinci siituna gore agilarak hesaplanirsa

det(A, ) =det(A, ,)+2xdet(4, ,)
= ‘]n ()C) + 2x‘]n—1 (x)
= JIH—I (x)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

6.6. Teorem

A, nxn tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i. satir ve j. siitunundaki elemani

i¢in gosterimi a; seklinde yazilsin. A matrisi

1, i=j ise
-2, i=lvej=2 |ise
a; = -1, j=it+lvei>1 ise
2x, j=i-1 ise
0, aksi halde
yani
1 -2 0 0 |
2x 1 -1 :
0 2x :
A= :
. =1 0
2x 1 -1
| O 0 2x 1

olsun. Bu durumda
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det(A” ) =7, (x)

dir. Burada j, (x), n. Jacobsthal-Lucas polinomudur.

Ispat

Ispati  n iizerinden tiimevarimla yapallm. n=1 olsun. Bu durumda

A=1] ve det(A,)=1 olup j,(x)=1 oldugundan n=1 icin iddia dogrudur. Kabul

edelim ki (n—1) icin iddia dogru olsun. O halde

det(An—l ) = jn—l (x)

ifadesi elde edilir. Buna gore esitligin n icin dogru oldugunu gosterelim.

A matrisinin determinant1 son satira gore acilarak hesaplanirsa
det(A, ) =det(A, ,)+2xdet(A, ,)
= jn—l ('x) + 2xjn—2 (x)

= j, (%)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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