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   ÖZET 

Bu çalışmada Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas polinomlarının 

karekteristik özellikleri incelenerek; bu polinomların, bilinen rekürans 

bağıntıları yardımıyla Binet formülleri verildi. Ayrıca  seriler yardımıyla üreteç 

fonksiyonları bulunarak, bu polinomları içeren bazı özdeşlikler elde edildi. Pell 

ve Pell-Lucas polinomlarının üreteç matrisleri verilerek, bu polinomları içeren 

bazı özdeşlikler üreteç matrisleri yardımıyla ispatlandı. Pell ve Pell-Lucas 

polinomlarını üreten Pascal benzeri gösterimle diziler oluşturulup, bu 

polinomlardaki x ’ in derecesinin tek veya çift olmasına göre kombinatoryal 

özellikleri incelendi. Son olarak determinantları Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve 

Jacobsthal-Lucas polinomlarını veren nn ×  matrisleri verildi. 
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ABSTRACT 

In this study, by describing properties characteristic of Pell, Pell-Lucas, 

Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas polynomials, Binet formulas of these 

polynomials are examined with the help of recurrence relations. Additionally, 

by finding the generating functions through the reference of serials, some 

identities which contain these polynomials are obtained. By means of the 

generating matrices of Pell and Pell-Lucas polynomials some identities which 

have polynomials are demonstrated. By constituting Pascal-like display that 

generate Pell and Pell-Lucas polynomials, the combinatorial properties of these 

polynomials are scrutinized according to the odd an even of degree of x . 

Finally, the nn ×  matrices whose determinants obtain Pell, Pell-Lucas, 

Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas polynomials are derived. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

nF      n . Fibonacci sayısı 

nL      n . Lucas sayısı 

nP      n . Pell sayısı 

nQ      n . Pell-Lucas sayısı 

nJ      n . Jacobsthal sayısı 

nj      n . Jacobsthal-Lucas sayısı 

( )xFn      n . Fibonacci polinomu 

( )xLn      n . Lucas polinomu 

( )xPn      n . Pell polinomu 

( )xQn      n . Pell-Lucas polinomu 

( )xJ n      n . Jacobsthal polinomu 

( )xjn      n . Jacobsthal-Lucas polinomu 

( )yxP ,     Pell polinomlarının üreteç fonksiyonu 

( )yxQ ,     Pell-Lucas polinomlarının üreteç fonksiyonu 

( )yxJ ,     Jacobsthal polinomlarının üreteç fonksiyonu 

( )yxj ,                                                 Jacobsthal-Lucas polinomlarının üreteç  

               fonksiyonu 

( )Adet               A  matrisinin determinantı 
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1. GİRİŞ 

Bu bölümde Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas 

sayılarına ait bazı ön bilgiler verilerek Fibonacci ve Lucas polinomlarından 

bahsedilecektir. Daha sonra Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas 

polinomlarının bilinen indirgeme bağıntıları gözönüne alınarak bu polinomların 

Binet formülleri incelenecektir. 

1.1. Tanım 

Fibonacci sayıları, her 0≥n  doğal sayısı ve 00 =F , 11 =F  için 

 

nnn FFF += ++ 12  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. 

1.2. Tanım 

Lucas sayıları, her 0≥n  doğal sayısı ve 20 =L , 11 =L  için 

 

nnn LLL += ++ 12  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

1.3. Tanım 

Pell sayıları, her 0≥n  doğal sayısı ve 00 =P , 11 =P  için 

 

nnn PPP += ++ 12 2  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

1.4. Tanım 

Pell-Lucas sayıları, her 0≥n  doğal sayısı ve 20 =Q , 21 =Q  için 
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nnn QQQ += ++ 12 2  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

1.5. Tanım 

Jacobsthal sayıları, her 0≥n  doğal sayısı ve 00 =J , 11 =J  için 

 

nnn JJJ 212 += ++  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

1.6. Tanım 

Jacobsthal-Lucas sayıları, her 0≥n  doğal sayısı ve 20 =j , 11 =j  için 

 

nnn jjj 212 += ++  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

1.7. Tanım 

Fibonacci polinomları, her 2>n  doğal sayısı ve ( ) 11 =xF , ( ) xxF =2  için 

 

( ) ( ) ( )xFxxFxF nnn += ++ 12  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

1.8. Tanım 

Lucas polinomları, her 2>n  doğal sayısı ve ( ) xxL =1 , ( ) 22
2 += xxL  için 

 

( ) ( ) ( )xLxxLxL nnn += ++ 12  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  
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1.9. Tanım 

( )xPn ; n . Pell polinomunu göstermek üzere ( ) 00 =xP  ve ( ) 11 =xP  

başlangıç şartları için ve her 2≥n  için Pell polinomları 

 

( ) ( ) ( )xPxxPxP nnn += ++ 12 2                   (1.1)

        

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. 

1.10. Tanım 

( )xQn ; n . Pell-Lucas polinomunu göstermek üzere ( ) 20 =xQ  ve ( ) xxQ 21 =  

başlangıç şartları için ve her 2≥n  için Pell-Lucas polinomları 

 

( ) ( ) ( )xQxxQxQ nnn += ++ 12 2                   (1.2)

        

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. 

 

Bu polinomlar 0≥n  için tanımlanabildiği gibi 0<n  için de aşağıdaki gibi 

tanımlanabilir [7]. 

 

( ) ( ) ( )xPxP n

n

n

1
1

+

− −=                    (1.3) 

( ) ( ) ( )xQxQ n

n

n 1−=−                    (1.4) 

 

Bu polinomlardan bazıları sırası ile aşağıdaki gibi verilebilir : 

 

( ) xxP 22 =  

( ) 14 2
3 += xxP  

( ) xxxP 48 3
4 +=  

( ) 11216 24
5 ++= xxxP  

( ) xxxxP 63232 35
6 ++=  
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M  

 

ve 

 

( ) 24 2
2 += xxQ  

( ) xxxQ 68 3
3 +=  

( ) 21616 24
4 ++= xxxQ  

( ) xxxxQ 104032 35
5 ++=  

( ) 2369664 246
6 +++= xxxxQ  

M  

 

nP , n . Pell sayısını; nQ , n . Pell-Lucas sayısını; nF , n . Fibonacci 

sayısını ve nL , n . Lucas sayısını göstermek üzere, 

 

( ) nn PP =1 , ( ) nn QQ =1 , nn FP =








2

1
 ve nn LQ =









2

1
   

 

dir. 

 

Ayrıca ( )xFn , n . Fibonacci polinomunu; ( )xLn , n . Lucas polinomunu göstermek 

üzere, 

 

( )xFxP nn =








2

1
 ve ( )xLxQ nn =









2

1
  

 

dir. 

 

Şimdi ( )xPn  ve ( )xQn  polinomları için Binet formülleri verilecektir. 
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( )
βα

βα

−

−
=

nn

n xP                    (1.5) 

 

ve 

 

( ) nn

n xQ βα +=                    (1.6) 

 

dir. Burada α  ve β , 0122 =−− λλ x  denkleminin kökleri olup 

 

12 ++= xxα                    (1.7) 

 

ve 

 

12 +−= xxβ                    (1.8) 

 

dir. Buradan  

 

x2=+ βα , 12 2 +=− xβα , 1−=αβ                 (1.9) 

 

olduğu açık olarak görülür. 

Binet formülleri verildikten sonra şimdi Eş. 1.3 ve Eş. 1.4’ de ( )xPn  ve ( )xQn  

polinomlarının 0<n  için verilen eşitlikleri elde edilecektir. 

( )
βα

βα

−

−
=

−−

−

nn

n xP  

 

dir. Eş. 1.9’ da 1−=αβ  olduğundan 

 

( ) =− xP n

( ) ( )
βα

αβ

−

−−−
nn
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( ) ( )

βα

βα

−

−−
=

+ nnn 1
1

 

         ( ) ( )xPn

n 1
1

+
−=  

 

bulunur. 

 

Eş. 1.4’ de benzer şekilde ispatlanır. 

 

Pell ve Pell-Lucas polinomlarına benzer olarak Jacobsthal türü olarak adlandırılan 

polinomlar da literatürde tanımlanmış ve halen incelenmektedir. 

1.11. Tanım 

( ) 11 =xJ  ve ( ) 12 =xJ  başlangıç şartları ve her 2>n  için Jacobsthal polinomları 

 

( ) ( ) ( )xxJxJxJ nnn 21 2 −− +=                 (1.10) 

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. 

1.12. Tanım 

( ) 11 =xj  ve ( ) 142 += xxj  başlangıç şartları ve her 2>n  için Jacobsthal-Lucas 

polinomları 

 

( ) ( ) ( )xxjxjxj nnn 21 2 −− +=                 (1.11) 

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. 

 

Bu polinomlardan bazıları sırası ile aşağıdaki gibi verilebilir : 

 

( ) xxJ 213 +=  

( ) xxJ 414 +=  



 7 

( ) 164 2
5 ++= xxxJ  

( ) 1812 2
6 ++= xxxJ  

M  

 

ve 

 

( ) 163 += xxj  

( ) 188 2
4 ++= xxxj  

( ) 11020 2
5 ++= xxxj  

( ) 1123616 23
6 +++= xxxxj  

M  

 

Şimdi ( )xJ n  ve ( )xjn  polinomları için Binet formülleri verilecektir. 

 

( )
x

xJ
nn

n
81+

−
=

βα
                           (1.12) 

 

ve 

 

( ) nn

n xj βα +=                             (1.13) 

 

dir. Burada α  ve β ,  022 =−− xλλ  denkleminin kökleri olup 

 

2

811 x++
=α                             (1.14) 

 

ve 
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2

811 x+−
=β                                              (1.15) 

 

dir. Buradan  

 

1=+ βα , x81+=− βα , x2−=αβ               (1.16) 

 

olduğu açık olarak görülür. 
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2. PELL, PELL-LUCAS, JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS 

POLİNOMLARININ ÜRETEÇ FONKSİYONLARI 

Bu bölümde Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas polinomlarının üreteç 

fonksiyonları elde edilecektir. Üreteç fonksiyonları sabit katsayılı homojen lineer 

indirgeme bağıntılarının çözümünde önemli rol oynar. 1718 yılında Fransız 

matematikçi Abraham De Moivre (1667-1754) Fibonacci indirgeme bağıntısını 

çözmek için üreteç fonksiyonlarını bulmuştur [1, 8, 10]. 

2.1. Tanım 

( )na , 0≥n  olmak üzere bir reel sayı dizisi olsun. 

 

( ) ......2
210 +++++= n

n xaxaxaaxg  

 

ifadesine { }na  dizisinin üreteç fonksiyonu denir. 

2.1. Teorem 

 

( )xPn ; .n  Pell polinomu olmak üzere ( )xPn  için üreteç fonksiyonu 

 

( )
221

1
,

yxy
yxP

−−
=  

 

dir. 

 

İspat 

 

( )xPn  için üreteç fonksiyonu  

( ) ( ) n

n

n yxPyxP ∑
∞

=

+=
0

1,  

olsun. 
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( ) ( ) n

n

n yxPyxP ∑
∞

=

+=
0

1, ( ) ( )∑
∞

=

++=
1

11
n

n

n yxPxP  

 

eşitliğinde Eş. 1.1 gözönüne alınırsa 

 

( )yxP , ( ) ( ) 







−+= ∑ ∑

∞

=

∞

=

+

+

+

+

1 0

1
1

1
2

1

2

1
1

n n

n

n

n

n yxPyxP
yx

 

 

 ( ) ( ) 







−+= ∑ ∑

∞

=

∞

=

++

2 0
11

1

2

1
1

n n

n

n

n

n yxPyyxP
yx

 

 

            ( ) ( ) 







−







−−+= ∑∑

∞

=
+

∞

=
+

0
1

0
1 21

1

2

1
1

n

n

n

n

n

n yxPyxyyxP
yx

 

  

 ( )( ) ( )







−−−+= yxyPxyyxP

yx
,21,

1

2

1
1  

 

eşitliği elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa ( )xPn  için üreteç 

fonksiyonu;  

 

( )
221

1
,

yxy
yxP

−−
=  olarak bulunur. 

2.2. Teorem 

( )xQn ; .n  Pell-Lucas polinomu olmak üzere ( )xQn  için üreteç fonksiyonu 

 

( )
221

22
,

yxy

yx
yxQ

−−

+
=  

 

dir. 
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İspat 

 

( )xQn  için üreteç fonksiyonu  

( ) ( ) n

n

n yxQyxQ ∑
∞

=

+=
0

1,  

olsun. 

 

( ) ( ) n

n

n yxQyxQ ∑
∞

=

+=
0

1, ( ) ( ) n

n

n yxQxQ ∑
∞

=

++=
1

11  

 

eşitliğinde Eş. 1.2 gözönüne alınırsa 

 

( )yxQ , ( ) ( ) 







−+= +

∞

=

+

+
∞

=

+ ∑∑ 1

0
1

1

1
2

1

2

1
2 n

n

n

n

n

n yxQyxQ
yx

x  

 

 ( ) ( ) 







−+= ∑∑

∞

=

+

∞

=

+

n

n

n

n

n

n yxQyyxQ
yx

x
0

1
2

1

1

2

1
2  

 

 = ( ) n

n

n

n

n

n yQyyxxyQ
yx

x ∑∑
∞

=
+

∞

=
+ −
















+−−+

0
1

2

0
1 242

1

2

1
2  

 

 = ( ) ( )( ) ( )yxyQyxxyxQ
yx

x ,242,
1

2

1
2 2 −








+−−+  

 

eşitliği elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa ( )xQn  için üreteç 

fonksiyonu;  

 

( )
221

22
,

yxy

yx
yxQ

−−

+
=   olarak bulunur. 
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2.3. Teorem 

( )xJ n ; .n  Jacobsthal polinomu olmak üzere ( )xJ n  için üreteç fonksiyonu 

 

( )
221

1
,

xyy
yxJ

−−
=  

 

dir. 

 

İspat 

 

( )xJ n  için üreteç fonksiyonu  

( ) ( ) n

n

n yxJyxJ ∑
∞

=
+=

0
1,  

olsun. 

 

( ) ( ) n

n

n yxJyxJ ∑
∞

=
+=

0
1, ( ) ( ) n

n

n yxJxJ ∑
∞

=
++=

1
11  

 

eşitliğinde Eş. 1.10 gözönüne alınırsa 

 

( )yxJ , ( ) ( ) n

n

n

n

n

n yxJxyxJ ∑∑
∞

=
−

∞

=

++=
1

1
1

21  

 

 ( ) ( ) ( ) 







+++= ∑∑

∞

=
−

∞

=
+

n

n

n

n

n

n yxJyxJxyxJy
2

10
0

1 21  

 

( ) ( ) 







++= −

∞

=
−

∞

=
+ ∑∑ 2

2
1

2

0
1 21 n

n

n

n

n

n yxJxyyxJy  

 

 ( ) ( ) 







++= ∑∑

∞

=
+

∞

=
+

n

n

n

n

n

n yxJxyyxJy
0

1
2

0
1 21  
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 ( ) ( )yxJxyyxyJ ,2,1 2++=  

 

eşitliği elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa ( )xJ n  için üreteç 

fonksiyonu; 

 

( )
221

1
,

xyy
yxJ

−−
=  olarak bulunur. 

2.4. Teorem 

( )xjn ; .n  Jacobsthal-Lucas polinomu olmak üzere ( )xjn  için üreteç fonksiyonu 

 

( )
221

41
,

xyy

xy
yxj

−−

+
=  

 

dir. 

 

İspat 

 

( )xjn  için üreteç fonksiyonu  

( ) ( ) n

n

n yxjyxj ∑
∞

=
+=

0
1,  

olsun. 

 

( ) ( ) n

n

n yxjyxj ∑
∞

=
+=

0
1,  ( ) ( ) n

n

n yxjxj ∑
∞

=
++=

1
11  

 

eşitliğinde Eş. 1.11 gözönüne alınırsa 

 

( )yxj , ( ) ( ) n

n

n

n

n

n yxjxyxj ∑∑
∞

=
−

∞

=

++=
1

1
1

21  
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 ( ) ( ) ( ) 







+++= ∑∑

∞

=
−

∞

=
+

n

n

n

n

n

n yxjyxjxyxjy
2

10
0

1 21  

 

( ) ( ) 







+++= ∑∑

∞

=
−

∞

=
+

n

n

n

n

n

n yxJyxyxjy
2

1
0

1 221  

 

 ( ) ( ) 







+++= ∑∑

∞

=
+

∞

=
+

n

n

n

n

n

n yxJxyxyyxJy
0

1
2

0
1 241  

 

 ( ) ( )yxjxyxyyxyj ,24,1 2+++=  

 

eşitliği elde edilir. Gerekli düzenlemeleri yaparsak ( )xjn  için üreteç 

fonksiyonu; 

 

( )
221

41
,

xyy

xy
yxj

−−

+
=  olarak bulunur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 15 

3. PELL VE PELL-LUCAS POLİNOMLARININ BAZI ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde ( )xPn  ve ( )xQn  polinomları ile ilgili bazı özellikler ve bu polinomlar 

arasındaki ilişkiyi veren bazı bağıntılar incelenecektir.  

3.1. Teorem 

( )xPn  ve ( )xQn  sırası ile Pell ve Pell-Lucas polinomlarını göstermek üzere aşağıdaki 

bağıntılar geçerlidir. 

 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xQxPxxPxPxP nnnnn =+=+ −−+ 111 22                (3.1) 

b) ( ) ( ) ( ) ( )xPxxQxQ nnn 14 2
11 +=+ −+                  (3.2) 

c) ( ) ( ) ( )xPxQxP nnn 2=                   (3.3) 

d) ( ) ( ) ( ) ( ){ }xPxxQxQ nnn

222

2 14
2

1
++=                 (3.4) 

 

e) 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
FormülleriSimson

xxQxQxQ

xPxPxP

n

nnn

n

nnn







+−=−

−=−

−

−+

−+

141

1
212

11

2
11  

 

f) ( ) ( ) ( )xxPxPxP nnn 2
2

1
2

1 2=− −+                  (3.7) 

g) ( ) ( ) ( ) ( ) 1222 1414
−

−=−+
n

n xQxPx                 (3.8) 

 

İspat 

 

a) İlk olarak Eş. 3.1 ’in doğru olduğunu gösterelim. 

 

Eş. 1.5 ve Eş. 1.6 ‘da tanımlanan Binet formülleri gözönüne alınarak 

 

     (3.5) 

     (3.6) 
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( ) ( )

( ) ( )
βα

βββααα

βα

βα

βα

βα

−

+−+
=

−

−
+

−

−
=+

−−

−−++

−+

11

1111

11

nn

nnnn

nn xPxP

 

 

elde edilir. Burada Eş. 1.7 ve Eş. 1.8 gözönüne alınır ve gerekli düzenlemeler 

yapılırsa 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )xQ

xPxxP

x

xx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx
xPxP

n

nn

nnnn

nn

nn

nn

nn

nn

=

+=

−

−+−
=

−

+−+
=

−

++−−+++
=

−

++−−+++
=

−

++−−+++
=+

−

−−

−−

−−

−−

−−

−+

1

11

11

2121

2121

221221

11

22

22

1212

112112

212212

21222122

βα

βαβα

βα

ββαα

βα

βα

βα

βα

βα

βα

 

bulunur. 

 

c) Eş. 3.3’ ün doğru olduğunu göstermek için yine Binet formülü kullanılacaktır. 
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( ) ( ) ( )

( )xP

xQxP

n

nnnnnn

nn
nn

nn

2

22

=

−

−+−
=

+








−

−
=

βα

ββαβαα

βα
βα

βα

 

 

e) Şimdi de Eş. 3.5 ’in doğru olduğunu gösterelim. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
( )2

221

2

22

2

1111

2

22

2

211112

21111
2

11

2

2

2

2

βα

βααβαβ

βα

αβ

ββααβα
βα

βα

βαβαβα

βα

ββαα

βα

ββαβαα

βα

βα

βα

βα

βα

βα

−

−−
=

−

−
−

=

−

−−
=















−

+−
−










−

+−−
=










−

−
−








−

−









−

−
=−

−

+−−+

+−−+

−−++

−+

nn

nnnn
nn

nnnnnn

nnnnnnnnnn

nnnnnn

nnn xPxPxP

elde edilir. Burada Eş. 1.9’ deki 1−=αβ  kullanılırsa 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

221
2

11

2

βα

βααβαβ

−

+−
=−

−

−+

n

nnn xPxPxP
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( )

( )n

n

1

1
1

−=

−−=
−

 

 

elde edilir. 

 

f) Eş. 3.7’ nin ispatı Eş. 1.1, Eş. 3.1 ve Eş. 3.3’ ü kullanılarak yapılacaktır. 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )xxP

xQxxP

xQxPxPxxP

xPxPxPxPxPxP

n

nn

nnnn

nnnnnn

2

11

1111
2

1
2

1

2

2

2

=

=

−+=

+−=−

−−

−+−+−+

 

 

Eş. 3.2, Eş. 3.4, Eş. 3.6 ve Eş. 3.8’ in doğrulukları da benzer şekilde gösterilebilir. 

Ayrıca Eş, 3.3 polinomların bölünebilme özelliklerini ortaya koymak açısından 

önemlidir. 

 

Pell ve Pell-Lucas polinomları için elde edilen eşitliklerin birçoğu Jacobsthal ve 

Jacobsthal-Lucas polinomları için de elde edilebilir. Şimdi elde edilen bu 

eşitliklerden bazılarını aşağıdaki gibi verebiliriz. 

3.2. Teorem 

( )xJ n ; n. Jacobsthal polinomu ve ( )xjn ; n. Jacobsthal-Lucas polinomu olmak üzere 

 

)i  ( ) ( ) ( ) ( )xxjxjxjxj nnnn 111 2 −−+ +=+  

)ii  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12
11 21

−

−+ −=−
nn

nnn xxJxJxJ  

)iii  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxjxjxj
nn

nnn 8121
112

11 +−=−
−−

−+  
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dir. 

 

İspat 

 

)i  Eş. 1.13, Eş. 1.14 ve Eş. 1.15’ i gözönüne alarak 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )xxjxj

x

xx

xjxj

nn

nnnn

nn

nn

nnnn

nn

1

11

11

2121

1111
11

2

2

22

11

−

−−

−−

−−

−−++
−+

+=

+++=

+++=

+++=

+++=+

βαβα

ββαα

ββαα

βαβα

 

 

yazarız. 

 

)ii  Eş. 1.12, Eş. 1.14 ve Eş. 1.15‘i göz önüne alarak  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 













−

+−
−










−

+−−
=










−

−
−








−

−









−

−
=−

+−−+

−−++

−+

2

22

2

211112

21111
2

11

2

βα

ββαα

βα

ββαβαα

βα

βα

βα

βα

βα

βα

nnnnnnnnnn

nnnnnn

nnn xJxJxJ
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( )

( )

( ) ( ) ( )
( )2

221

2

22

2

1111

2

2

2

βα

βααβαβ

βα

αβ

ββααβα
βα

βα

βαβαβα

−

−−
=

−

−
−

=

−

−−
=

−

+−++

nn

nnnn
nn

nnnnnn

 

 

elde edilir. Burada Eş. 1.16’ deki x2−=αβ  olduğu göz önüne alınırsa 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) 1

1

2

221
2

11

21

2

2

−

−

−

−+

−=

−−=

−

+−
=−

nn

n

n

nnn

x

x

xJxJxJ
βα

βααβαβ

 

 

olarak bulunur. 

 

)iii  İspat ( )ii ’ ye benzer şekilde Eş 1.16 kullanılarak yapılacaktır. 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )xx

xjxjxj

nn

n

nnnnnn
nnn

8121

2

11

11

211112
11

+−=

−+=

+−++=−

−−

−−

−−++

−+

βααβαβ

βαβαβα

 

 

Ayrıca ( )xPn  ve ( )xQn  polinomları için bilinen yollarla elde edilen, ispatları 

tümevarım yöntemiyle yapılabilen toplam formülleri aşağıdaki gibi verilebilir: 
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( )
( )( )
x

xP
xP n

n

r

r
2

112

1
2

−
= +

=

∑                   (3.9) 

 

( )
( )
x

xP
xP n

n

r

r
2

2

1
12 =∑

=
−                  (3.10) 

 

Eş. 3.9 ve Eş. 3.10 gözönüne alınırsa 

 

( )
( ) ( )

x

xPxP
xP nn

n

r

r
2

11

1

−+
= +

=

∑                (3.11) 

 

eşitliği elde edilir. 

 

( )
( )( )

∑
=

+ −
=

n

r

n
r

x

xxQ
xQ

1

12
2

2

2
                           (3.12) 

 

( )
( )( )

∑
=

−

−
=

n

r

n
r

x

xQ
xQ

1

2
12

2

2
                (3.13) 

 

Eş. 3.12 ve Eş. 3.13 gözönüne alınırsa 

 

( )
( ) ( )( )

∑
=

+ −−+
=

n

r

nn
r

x

xxQxQ
xQ

1

1

2

22
              (3.14) 

 

eşitliği elde edilir. 

 

Eş. 3.9’ un ispatı 

 

n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Bu durumda ( ) xxP 22 =  olduğundan 

eşitlik doğrudur. Kabul edelim ki 3≥k  olmak üzere 1−= kn  için eşitlik doğru 

olsun. Bu durumda  
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( )
( )( )
x

xP
xP k

k

r

r
2

112
1

1
2

−
= −

−

=

∑  

 

bulunur. 

 

( ) ( ) ( )

( )( )
( )xP

x

xP

xPxPxP

k

k

k

k

r

r

k

r

r

2
12

2

1

1
2

1
2

2

1
+

−
=

+=

−

−

==

∑∑

 

 

eşitliğinde Eş. 1.1 gözönüne alınırsa 

 

( )
( )( )
x

xP
xP k

k

r

r
2

112

1
2

−
= +

=

∑  

 

elde edilir. Bu son eşitlikten ispat kolayca görülür. 

 

Diğer eşitliklerin ispatı da benzer şekilde yapılır. 

 

Şimdi ( )xPn  ve ( )xQn  polinomları için kombinatoryal özdeşlikleri içeren toplam 

formülleri incelenecektir.  

3.3. Teorem 

( )xPn ; .n  Pell polinomu ve ( )xQn ; .n  Pell-Lucas polinomu olmak üzere 

 

) ( ) ( )∑







 −

=

−−








 −−
=

2

1

0

122
1

n

m

mn

n x
m

mn
xPi                (3.15) 

 

) ( ) ( ) 0,2
2

2

0

≠






 −

−
=

−










=

∑ nx
m

mn

mn

n
xQii

mn

n

m

n
           (3.16) 
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dir. Burada  n ; n ’ yi geçmeyen en büyük tamsayıyı göstermektedir [7]. 

 

İspat 

 

)i  Eş. 3.15’ in ispatını n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  ve 2=n  olması 

durumunda açık olarak ( ) 11 =xP  ve ( ) xxP 22 =  olduğundan Eş. 3.15 doğrudur. 

Kabul edelim ki 3≥k  olmak üzere kn =  için eşitlik doğru olsun. Eş. 1.1’ den 

 

( ) ( ) ( )xPxxPxP kkk 11 2 −+ +=  

 

olduğunu biliyoruz. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 22
2

1

0

2

2

0

2

11

2
2

2
1

2

−−








 −

=








 −

=

−

−+

∑ ∑ 






 −−
+







 −−
=

+=

mk

k

m

k

m

mk

kkk

x
m

mk
x

m

mk

xPxxPxP

 

 

dir. tk 2=  olsun. Bu durumda 

 

( ) ( ) ( ) 222
1

0

22
1

0
1 2

22
2

12 −−
−

=

−
−

=
+ ∑∑ 







 −−
+







 −−
=

mt
t

m

mt
t

m

k x
m

mt
x

m

mt
xP  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 








−

−
+









−
++







 −
+







 −
+










−
++







 −
+







 −
+







 −
=

−−

−−

1

1
2

2
2

1

32
2

0

22

2
1

2
2

32
2

1

22
2

0

12

24222

242222

t

t
x

t

t
x

t
x

t

x
t

t
x

t
x

t
x

t

tt

ttt

K

K

 

         

eşitliği elde edilir. Burada 
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








−

−
+






 −
=









1

11

r

n

r

n

r

n
 

 

şeklindeki Pascal formülü kullanılarak 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) mk

k

m

mt
t

m

kkk

x
m

mk

x
m

mt
xPxxPxP

2
2

0

22

0
11

2

2
2

2

−










=

−

=

−+

∑

∑








 −
=








 −
=+=

 

 

sonucuna varılır. Bu son eşitlikten ispat kolayca görülür. k ’ nın tek değerleri için de 

ispat benzer şekilde yapılır. 

 

)ii  Eş. 3.16’ nın ispatını n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  ve 2=n  olması 

durumunda açık olarak ( ) xxQ 21 =  ve ( ) 24 2
2 += xxQ  olduğundan Eş. 3.16 

doğrudur. Kabul edelim ki 3≥k  olmak üzere kn =  için eşitlik doğru  

olsun. Eş. 1.2’ den 

 

( ) ( ) ( )xQxxQxQ kkk 11 2 −+ +=  

 

olduğunu biliyoruz. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 12
2

0

2

1

0
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2
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

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
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−
+




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−
=
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k

m

k

m
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kkk

x
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k
x

m
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mk

k

xQxxQxQ

 

 

dir. 12 −= tk  olsun. Bu durumda 
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eşitliği elde edilir. Buradan Pascal formülü kullanılarak 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 12
2

1

0
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0
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2
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2
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2
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+−


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
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∑

∑
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


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
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

 −

−
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k

m
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t

m
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x
m
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k

x
m
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t
xQxxQxQ

 

 

sonucuna varılır. Bu son eşitlikten ispat kolayca görülür. k ’ nın çift değerleri için de 

ispat benzer şekilde yapılır. 

 

( )xPn  ve ( )xQn  polinomlarını içeren temel bağıntılar buna benzer kombinatoryal 

özdeşlikler ile bulunabilir. Binet formüllerini de kullanarak benzer sonuçlara kolayca 

ulaşılabilir. 
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4. MATRİSLER KULLANILARAK PELL VE PELL-LUCAS 

POLİNOMLARI İLE İLGİLİ EŞİTLİKLERİN ELDE EDİLMESİ 

Bu bölümde  

 









=

01

12x
P                     (4.1) 

 

üreteç matrisi yardımıyla Pell ve Pell-Lucas polinomlarını içeren eşitliklerin elde 

edilişleri ve matrislerin bu polinomların bazı basit özelliklerinde nasıl kullanıldıkları 

incelenecektir. Eş. 4.1 ile verilen P  matrisi gözönüne alınarak 

 

( ) ( )
( ) ( )






=

−

+

xPxP

xPxP
P

nn

nnn

1

1                    (4.2) 

 

olduğu tümevarım yöntemiyle elde edilebilir. Gerçekten 1=n  için doğru olduğu 

açıktır. Kabul edelim ki 2≥k  olmak üzere kn =  için de doğru olsun. 1+= kn  için 

doğruluğunu gösterelim. Matrislerin çarpım özelliğinden 

 

PPP kk ⋅=+1  

 

olduğunu biliyoruz. Buradan  

 

( ) ( )
( ) ( ) 
















=⋅=

−
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12

1

11 x

xPxP

xPxP
PPP
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kkkk  

 

                      =
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 







+

+

−

++

xPxPxxP

xPxPxxP

kkk

kkk

1

11

2

2
 

 

olup Eş. 1.1 gözönüne alınırsa 
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( ) ( )
( ) ( ) 






=

+

+++

xPxP

xPxP
P

kk

kkk

1

121  

 

elde edilir. Böylece istenilen gösterilmiş olur. Ayrıca Eş. 4.2’ deki nP  matrisi 

gözönüne alınarak 

 

( )
( ) 








=







 +

0

11 n

n

n
P

xP

xP
                   (4.3) 

 

ve 

 

( ) [ ] 







= −

0

1
01 1n

n PxP                     (4.4) 

 

yazılabilir. 

 

P  matrisinin karakteristik denklemi 

 

0122 =−− λλ x                    (4.5) 

 

ve karakteristik kökleri  

 

12 ++= xxα                   

12 +−= xxβ                   

 

dir. Polinomların bölme algoritmasından 

 

( ) ( ) kmfx
n ++−−= λλλλλ 122                  (4.6) 
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şeklinde yazılabilir. Burada ( )λf , λ ’ya bağlı ( )2−n . dereceden bir fonksiyon ve 

km,  x ’ e bağlı fonksiyonlardır. 

 

Eş. 4.6’ da αλ =  yazılırsa 

 

kmn += αα                                  (4.7)

              

elde edilir. Benzer şekilde βλ =  yazılırsa 

 

km
n += ββ                     (4.8) 

 

bulunur. Eş. 4.7 ve Eş. 4.8 taraf tarafa çıkarılırsa 

 

βα

βα

−

−
=

nn

m , 
βα

βα

−

−
=

−− 11 nn

k                  (4.9) 

 

bulunur. 

 

Eş. 4.7’ den dolayı 

 

kImPP n +=                   (4.10) 

 

yazılabilir. 

 

Eş. 4.10, Pell polinomlarının Binet formülleri yardımıyla çözülecek olursa  

Eş. kIPmP n −= ’ de Eş. 4.1 ve Eş. 4.2’ yi yerine yazalım. I , 22×  birim matris 

olmak üzere 

 

=







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12x
m
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( ) ( ) 


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
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xPxP
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elde edilir. Burada Binet formülleri yerine yazılırsa 

 

( )

( )














−

−
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βα
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( ) ( )
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
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




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



−

−−−

=

−−
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xP

xP

n

n

nn

βα

ββαα
 

 

elde edilir. Eş. 1.7 ve Eş. 1.8 yerine yazılırsa 

 

( ) ( )
( ) 








=









0

2

0

2

xP

xPxxP

m

mxm

n

nn  

 

elde edilir ve ( )xPm n=  olarak bulunur. Böylece Eş. 4.9’ dan ( )xPn  için Eş. 1.5’ de 

verilen Binet formülü tekrar elde edilmiş olur. 

 

Benzer şekilde Eş. 3.1 kullanılarak 

 

( )
( ) 








=







 +

2

21 x
P

xQ

xQ
n

n

n                  (4.11) 

 

ve 

 

( ) [ ] 







= −

2

2
01 1 x

PxQ n

n                 (4.12) 

 

eşitlikleri elde edilir. 
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Elde edilen bu matris denklemleri yardımıyla ( )xPn  ve ( )xQn  polinomlarını içeren 

bazı eşitlikleri aşağıdaki teoremle ifade edelim. 

4.1. Teorem 

( )xPn  ve ( )xQn  sırası ile Pell ve Pell-Lucas polinomlarını göstermek üzere aşağıdaki 

eşitlikler geçerlidir. 

 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xPxPxPxPxP nmnmnm 11 +−+ +=               (4.13) 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xQxPxQxPxQ nmnmnm 11 +−+ +=               (4.14) 

 

İspat 

 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )

( ) 






=+

+

−+−
xP

xP
xPxPxPxPxPxP

n

n

mmnmnm

1
111  

 

olup Eş. 4.3 gözönüne alınırsa 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 
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
=+ −+− 0
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111

n
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elde edilir. Burada Eş. 4.3 ve nmnm PPP +=  eşitliği kullanılarak 

 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
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P
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bulunur. Burada Eş. 4.4’ den  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )xPxPxPxPxP nmnmnm ++− =+ 11  

olduğu görülür. 

 

b) Benzer şekilde Eş. 4.14’ ün doğru olduğu gösterilebilir. 

 

Ayrıca Eş. 4.2, Eş. 4.11, Eş. 4.13 ve Eş. 4.14 yardımıyla 

 

( )
( )

( ) ( )
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
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1 nrr
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xPxP
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ve 

 

( )
( )

( ) ( )




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






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


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
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 −+

2

2

10
1 x

P
xPxP

xQ

xQ
nrr

n

rn               (4.16) 

 

olarak bulunur. 

 

Eş. 4.13’ de m  ve n ’ nin yerleri değiştirilirse 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xPxPxPxPxP mnmnnm 11 +−+ +=  

 

bulunur ve bu eşitlik ile Eş. 4.13 taraf tarafa toplanıp Eş. 3.1 gözönüne alınırsa 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }xQxPxQxPxP mnnmnm +=+
2

1
              (4.17) 

 

elde edilir. 

 

Benzer şekilde Eş. 4.14’ de m  yerine 1+m  ve n  yerine 1−n  yazılıp Eş. 3.1 ve  

Eş. 3.2 gözönüne alınırsa 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }xPxPxxQxQxQ mnmnnm 14
2

1 2 ++=+              (4.18) 

 

eşitliği elde edilir. 

 

Ayrıca Eş. 4.17 ve Eş. 4.18’ de nm =  alınırsa Eş. 3.3 ve Eş. 3.4’ ü elde edebiliriz. 

4.2. Teorem 

( )xPn  ve ( )xQn  sırası ile Pell ve Pell-Lucas polinomlarını göstermek üzere aşağıdaki 

eşitlikler geçerlidir. 

 

a) ( ) ( ) ( )xPxPxP nnn 12

22

1 ++ =+                (4.19) 

b) ( ) ( ) ( ) ( )xPxxQxQ nnn 12
222

1 14 ++ +=+                           (4.20) 

 

İspat 
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
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xP
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n
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nnnn
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olup Eş. 4.2 ve Eş. 4.3 kullanılarak 

 

( ) ( ) [ ] 







=++ 0

1
0122

1
nn

nn PPxPxP   

 

yazılır. Burada Eş. 4.4 ve nmnm PPP +=  eşitliği kullanılarak 

 

( ) ( ) ( )xPxPxP nnn 12

22

1 ++ =+   

 

bulunur. Hemen hatırlatalım ki bu eşitlik, Eş. 4.13’ de 1+= nm  alınarak da elde 

edilir. 
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b) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )
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xQ
xQxQxQxQ

n
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nnnn
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olup Eş. 4.11 kullanılarak 

 

( ) ( ) [ ] 







=++ 2

2
2222

1

x
PPxxQxQ nn

nn   

 

yazılır. Burada Eş. 4.4 ve nmnm PPP +=  eşitliği kullanılarak 

 

( ) ( ) ( ) ( )xPxxQxQ nnn 12
222

1 14 ++ +=+   

 

elde edilir. 

 

Bu bölümde elde edilen bütün eşitlikler Eş. 1.5 ve Eş. 1.6’ da verilen Binet 

formülleri yardımıyla da elde edilebilir. 

 

Son olarak matris teknikleri kullanılarak da elde edilebilen aşağıdaki eşitlikler 

verilecektir. Bu eşitliklerin doğrulukları gösterilirken bazı durumlarda Binet 

formüllerini bazı durumlarda ise matris yöntemini kullanmak daha kullanışlı 

olacaktır. 

4.3. Teorem 

( )xPn  ve ( )xQn  sırası ile Pell ve Pell-Lucas polinomlarını göstermek üzere aşağıdaki 

eşitlikler geçerlidir. 

 

a) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )




=+ −+
isetekrxPxQ

iseçiftrxQxP
xPxP

rn

rn

rnrn ,

,
             (4.21) 
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b) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )



+
=+ −+

isetekrxPxPx

iseçiftrxQxQ
xQxQ

rn
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,
2

            (4.22) 

 

c) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )




=− −+
isetekrxQxP

iseçiftrxPxQ
xPxP

rn

rn

rnrn ,

,
             (4.23) 

 

d) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

 +

=− −+
isetekrxQxQ

iseçiftrxPxPx
xQxQ

rn

rn

rnrn
,

,14 2

            (4.24) 

 

İspat 

 

a) ( )xPn  polinomu için Eş. 1.5’ de verilen Binet formülü kullanılarak 

 

( ) ( )
βα

βα

βα

βα

−

−
+

−

−
=+

−−++

−+

rnrnrnrn

rnrn xPxP  

 

yazılabilir. Eş. 1.9’ da 1−=αβ  olduğundan ( ) ( )rr 1−=αβ  bulunur. Eğer r  çift sayı 

ise o zaman 

 

rr βα =−  ve rr αβ =−  

 

dir. Böylece  

 

( ) ( )
( ) ( )

βα
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                          ( ) 
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−
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βα

βα
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nn
rr  

 

yazılır. Burada Eş. 1.5 ve Eş. 1.6’ da verilen Binet formüllerinden  

 

( ) ( ) ( ) ( )xPxQxPxP nrrnrn =+ −+  

 

olarak bulunur. Eğer r  tek sayı ise, bu durumda da 

 

rr βα −=−  ve rr αβ −=−  

 

dir. Böylece  
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−
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βα
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βα

rr
nn  

 

yazılır. Son olarak Eş. 1.5 ve Eş. 1.6’ nın gözönüne alınması ile  

 

( ) ( ) ( ) ( )xPxQxPxP rnrnrn =+ −+  

 

eşitliğinin sağlandığı kolayca görülür. 

 

b) ( )xQn  polinomu için Eş. 1.6’ da verilen Binet formülü kullanılarak 
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( ) ( ) rnrnrnrn

rnrn xQxQ −−++
−+ +++=+ βαβα  

 

                            ( ) ( )rrnrrn −− +++= βββααα  

 

yazılabilir. Eğer r  çift sayı ise o zaman  

 

rr βα =−  ve rr αβ =−  

 

dir. Böylece  

 

( ) ( ) =+ −+ xQxQ rnrn ( ) ( )rrnrrn αβββαα +++  

 

                            ( )( )nnrr βαβα ++=  

 

yazılır. Burada Eş. 1.6’ da verilen Binet formülünden 

 

( ) ( ) ( ) ( )xQxQxQxQ nrrnrn =+ −+  

 

olarak bulunur. Şimdi de r  tek sayı olsun. Bu durumda 

 

rr βα −=−  ve rr αβ −=−  

 

dir. Böylece  

 

( ) ( ) ( ) ( )rrnrrn

rnrn xQxQ αβββαα −+−=+ −+  

 

                            ( )( )nnrr βαβα −−=  
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( )( )( )
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2

βα

βαβαβα
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nnrr

 

 

yazılır. Eş. 1.7 ve Eş. 1.8’ den 

 

( ) ( )14 22
+=− xβα  

 

olduğu görülür. Dolayısı ile buradan 

 

( ) ( ) =+ −+ xQxQ rnrn ( ) ( ) ( )xPxPx nr14 2 +  

 

olarak bulunur. 

 

Eş. 4.21, Eş. 4.23 ve Eş. 3.3’ den 

 

( ) ( ) ( ) ( )xPxPxPxP rnrnrn 22
22 =− −+                (4.25) 

 

ve  

 

Eş.  4.22, Eş. 4.24 ve Eş. 3.3’ den 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xPxPxxQxQ rnrnrn 22
222 14 +=− −+               (4.26) 

 

eşitlikleri elde edilir. 

 

Eş. 4.25’ in ispatı 

 

( ) ( ) =− −+ xPxP rnrn
22 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPxPxPxP rnrnrnrn −+−+ +−  

 

şeklinde yazılabilir. Eğer r  çift ise bu durumda Eş. 4.21 ve Eş. 4.23’ den 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPxQxQxPxPxP rnrnrnrn =− −+
22  

 

yazılır ve Eş. 3.3’ den 

 

( ) ( ) ( ) ( )xPxPxPxP rnrnrn 22
22 =− −+  

 

elde edilir. r ’ nin tek olması durumunda da benzer şekilde istenilen elde edilir. 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )





−+

−+
=

+−

−

+−

+−+−
+

xPxQxP

xPxQxP
xP

rnm

n

nrnm

rnm

n

rnmn

rmn

2

1

1

21

1

1
             (4.27) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) rnm
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  Simson formülleri          (4.29) 
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khnnknhn 1−=− ++++              (4.30) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xPxPxxQxQxQxQ kh

n

khnnknhn 141 21
+−=−

−

++++            (4.31) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xQxPxQxPxQxP kh

n

khnnknhn 1−=− ++++              (4.32) 

 

Eş. 4.29’ deki birinci eşitliğin ispatı 

 

( ) ( ) ( ) 








−

−









−

−
−









−

−
=−

−−++

−+
βα

βα

βα

βα

βα

βα rnrnrnrnnn

rnrnn xPxPxP

2

2  

 

                                     
( )2

2

βα

αββαβα

−

++−
=

−+−+ rnrnrnrnnn
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                                    ( ) ( )
( ) 











−

+−
=

−

2

22 2

βα

ββαα
αβαβ

rrrr
rn  

 

elde edilir. Eş. 1.9’ deki 1−=αβ  ve Eş. 1.5’ den dolayı 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 1 








−

−
−=−

−

−+
βα

βα rr
rn

rnrnn xPxPxP  

 

                                     ( ) ( )xP r
rn 21

−
−=  

 

olarak bulunur. 

 

Eş. 4.30’ un ispatı 

 

( )xPn  ve ( )xQn  polinomları için Eş. 1.5 ve Eş. 1.6 kullanılarak 

 

( ) ( ) ( ) ( )xPxPxPxP khnnknhn ++++ −  

 










−

−









−

−
−








−

−









−

−
=

++++++++

βα

βα

βα

βα

βα

βα

βα

βα khnkhnnnknknhnhn

 

 

( )2

2222

βα

βαββααβαββαα

−

−++−+−−
=

++++++++++++++++ khnkhnnkhnnkhnkhnknhnknhnkhn

 

( ) ( )
( )2

βα

βαββαααβ

−

+−−
=

++ khkhkhkhn

 

 

elde edilir. Eş. 1.9’ deki 1−=αβ  ve Eş. 1.5’ den dolayı 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 








−

−









−

−
−=− ++++

βα

βα

βα

βα kkhh
n

khnnknhn xPxPxPxP 1                                               

                                            ( ) ( ) ( )xPxP kh

n
1−=  

 

elde edilir. 

 

Diğer eşitliklerin ispatları da benzer şekilde yapılabilir. 
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5. PELL VE PELL-LUCAS POLİNOMLARINI ÜRETEN PASCAL 

DİZİLERİ 

Aşağıdaki Çizelge 5.1’ i gözönüne alalım. 

 

Çizelge 5.1. Köşegenler üzerindeki Pell polinomları 
 
       n   

m 

     

1 2 3 4 5 6 . . . 

1 1       

2 x2  1     
 

3 24x  x4  1    
 

4 38x  212x  x6  1   
 

5 416x  332x  224x  x8  1  
 

6 532x  480x  380x  240x  x10  1 
 

M        
 

 

( )nm, , m . satır ve n . sütundaki x ’ in kuvvetlerinin katsayılarını göstersin. 

 

Şimdi Çizelge 5.1’ deki yükselen köşegenlerin Pell polinomlarını ürettiği 

gösterilecektir. 

 

( ) 1
12

−
+

m
x ’ in açılımından elde edilen terimler m . satırın girdileri olarak 

yerleştirilecektir. 

 



 42 

( ) ( ) ( ) 12
1

1
2

0

1
12 211

++






 −
+







 −
=+

−−−
K

mmm
x

m
x

m
x  

 

binom açılımını gözönüne alıp 

 

( ) ( ) nmxxnm
mnm

m

n

≥+=
−−

=

∑ 1

1

12,                 (5.1) 

 

ifadesini elde ederiz. Burada  

 

( ) nm
nm

m
nm nm ≥









−

−
= −2

1
,                 (5.2) 

 

dir. 

 

Çizelge 5.1’ de x ’e bağlı ve m . dereceden köşegenler üzerindeki polinom ( )xRm  

olmak üzere Eş. 5.1 ve Eş. 5.2 gözönüne alınırsa 

 

( ) ( ) 1,1 21
2

1

1

≥−+= −+








 +

=

∑ mxnnmxR nm

m

n

m               

şeklinde tanımlanır ve burada Eş. 5.2 gözönüne alınırsa 

 

( ) ( ) nm

m

n

m x
nm

nm
xR

21
2

1

1

2
21

−+








 +

=

∑ 








−+

−
=   

 

olarak bulunur. Gerçekten binom açılımının 








−
=









yx

x

y

x
 özelliğinden 
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olduğu kolayca görülebilir. Son ifadede n  yerine 1+n  yazılırsa 

 

( ) ( ) nm

m

n

m x
n

nm
xR

21
2

1

0

2
1 −−








 −

=

∑ 






 −−
=  

 

elde edilir. Daha sonra Eş. 3.15 gözönüne alınırsa 

 

( ) ( )xPxR mm =  

 

elde edilir. Şimdi aşağıdaki Çizelge 5.2’ yi gözönüne alalım. 

 

Çizelge 5.2. Köşegenler üzerindeki Pell-Lucas polinomları 
 

    n      

m     
1 2 3 4 5 6 7 . . . 

1 x2  2       

2 24x  x6  2    
  

3 38x  16 2x  x10  2   
  

4 416x  340x  236x  x14  2  
  

5 532x  496x  3112x  264x  x18  2 
  

6 664x  5224x  4320x  3240x  2100x  x22  2 
 

M        
  

( ) ( ) nm

m

n

m x
n

nm
xR

21
2

1

1

2
1

−+








 +

=

∑ 








−

−
=
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[ ]nm, , m . satır ve n . sütundaki x ’ in kuvvetlerinin katsayılarını göstersin. 

 

Şimdi Çizelge 5.2’ deki yükselen köşegenlerin Pell-Lucas polinomlarını ürettiği 

gösterilecektir. 

 

( ) ( ) ( ) ( )22121212 11
++=+++

−−
xxxx

mmm  açılımından elde edilen terimler 

m . satırın girdileri olarak yerleştirilecektir. 

 

Çizelge 5.1’ deki yazılıma benzer olarak 

 

[ ] ( ) ( )2212,
11

1

1

++=
−−+

+

=

∑ xxxnm
mnm

m

n

                 (5.3) 

 

şeklinde yazılırsa dolayısıyla 

 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1,,1

1,1,,21,2,2,

−++=

−+−+=−+=

nmnm

nmnmnmnmnmnm

             (5.4) 

 

dir. 

 

Çizelge 5.2’ de x ’ e bağlı ve m . dereceden köşegenler üzerindeki polinom ( )xSm  

olmak üzere Eş. 5.3 ve Eş. 5.4’ den 

 

( ) [ ] nm

m

n

m xnnmxS 22
2

2

1

,1 −+








 +

=

∑ −+=                  

 

şeklinde tanımlanır ve burada Eş. 5.4 gözönüne alınırsa 
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( ) ( ) ( ){ } nm

m

n

m xnnmnnmxS 22
2

2

1

1,1,2 −+








 +

=

∑ −−++−+=  

 

olarak bulunur. Burada Eş. 5.2 gözönüne alınırsa 

 

( ) ( ) nm

m

n

m x
n

nm

n

nm
xS

22
2

2

1

2
21

1 −+








 +

=

∑

















−

−
+








−

−+
=  

 

elde edilir. Son ifadede n  yerine 1+n  yazılırsa 

 

( ) ( ) nm

m

n

m x
n

nm

n

nm
xS

2
2

0

2
1

1 −










=

∑

















−

−−
+






 −
=   

 

elde edilir. Dolayısı ile 

 

( ) ( ) nm

m

n

m x
n

nm

nm

m
xS

2
2

0

2
−










=

∑ 






 −

−
=  

 

elde edilir. Böylece Eş. 3.16 gözönüne alınarak 

 

( ) ( )xQxS mm =  

 

elde edilir. 

 

Böylece Pell ve Pell-Lucas polinomlarının sırasıyla Çizelge 5.1 ve Çizelge 5.2’ deki 

köşegenler üzerindeki polinomlar tarafından üretildiği gösterilmiş oldu. Şimdi ( )xPn  

polinomlarındaki x ’ in kuvvetlerinin katsayıları, Pascal benzeri bir gösterimle 

aşağıdaki çizelgede yerleştirilecektir. 
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Çizelge 5.3. Pell polinomlarının katsayıları 

 

Çizelge 5.3’ deki r . satır ve c . sütun girdileri { }cr,  şeklinde gösterilecektir. 

Yukarıdaki Çizelge 5.3 ve Eş. 3.15 gözönüne alınırsa 

 

{ } 02,2 =cr                     (5.5) 

 

{ }








>

=








−

−+

=−
−

iserc

rc
cr

cr

cr
c

,0

,,2,1,2
1

12,2
12

K
               (5.6) 

 

{ } 012,12 =−− cr                    (5.7) 

    Kuvvet                                   

 

( )xPn  

sırası 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 … 

1 1           

2 0 2          

3 1 0 4         

4 0   4 0 8        

5 1 0 12 0 16        

6 0 6 0 32 0 32      

7 1 0 24 0 80 0 64     

8 0 8 0 80 0 192 0 128    

9 1 0 40 0 240 0 448 0 256   

10 0 10 0 160 0 672 0 1024 0 512  

 M             
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{ }








≥

−=








−−

−+

=−

iserc

rc
cr

cr

cr
c

,0

1,,2,1,0,2
1

1
2,12

2
K

                         (5.8) 

 

eşitlikleri elde edilir. Burada Eş. 5.5 ve Eş. 5.6’ nın doğruluğu gösterilecektir. Diğer 

eşitlikler de benzer şekilde yapılabilir. 

 

Eş. 5.5’ in doğru olduğunu gösterelim. 

 

Eş. 3.15’ te rn 2=  yazarsak 

 

( ) ( )∑







 −

=

−−








 −−
=

2

12

0

122
2 2

12
r

m

mr

r x
m

mr
xP  

 

elde edilir. mr −  yerine c yazarsak x ’ in kuvvetleri tek sayı olarak gelecektir. 

Dolayısıyla x ’ in çift sayı kuvvetlerinin katsayıları sıfır olacaktır. Sonuç olarak 

 

 

 

dir. 

 

Eş. 5.6’ nın doğru olduğunu gösterelim. 

 

Benzer şekilde Eş. 3.15’ te rn 2=  ve mr −  yerine c yazarsak 

 

( ) ( )∑







 −

=

−










−

−+
=

2

12

0

12

2 2
1

r

m

c

r x
cr

cr
xP  

 

elde edilir. Dolayısıyla  

 

{ } 02,2 =cr
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{ }








>

=








−

++

=−
−

iserc

rc
cr

cr

cr
c

,0

,,2,1,2
1

12,2
12

K
 

 

dir. 

5.1. Teorem 

Aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

 

a) { } 1
1

0

3,12 −
−

=

=−−∑ r
r

i

iir                   (5.9) 

 

b) { } { }∑
=

+=−
r

i

crci
2

1

2,12
2

1
12,                (5.10) 

 

c) { } { }∑
=

+=
r

i

crci
2

1

12,2
2

1
2,                 (5.11) 

 

d) { } { }∑
−

=

−=−
12

1

2,12
2

1
12,

r

i

crci                (5.12) 

 

e) { } { }∑
−

=

+=
12

1

12,2
2

1
2,

r

i

crci                 (5.13) 

 

İspat 

 

a) { }∑
−

=

−−
1

0

,12
r

i

iir = { } { } { }1,1,220,12 −++−+− rrrr K  

 

Eş. 5.6 ve Eş. 5.8 gözönüne alınarak  
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{ }∑
−

=

−−
1

0

,12
r

i

iir = 110 2
0

1
2

2

1
2

1

1 −








 −
++









−

−
+









−

−
r

r

r

r

r

r
K  

 

yazarız. Binom açılımından 

 

{ } ( ) 1
1

0

21,12 −
−

=

+=−−∑ r
r

i

iir  

                        13 −= r  

 

elde edilir. 

 

b) { } { } { } { }12,212,412,212,
2

1

−++−+−=−∑
=

crccci
r

i

K  

                        ={ } { } { }12,212,2212,2 −++−++− crcccc K  

 

eşitliğini Eş. 5.6 gözönüne alınarak 

 

{ } 


















−

−+
++








+






 −
=− −

=
∑

cr

crcc
ci c

r

i

1

1

2

0

12
212, 12

2

1

L  

                    = 


















−

−+
++









−
+








−

−−

12

1

12

2

12

12
2 12

c

cr

c

c

c

c
c

L  

                    = 






 +−

c

cr
c

2
2 12  

 

yazarız. Burada Eş. 5.8’ den 

 

{ }=−∑
=

r

i

ci
2

1

12, { }cr 2,12
2

1
+  

 

eşitliği elde edilir. 

Benzer şekilde ( )xQn  için de bir çizelge oluşturalım.  
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Çizelge 5.4. Pell-Lucas polinomlarının katsayıları 

 

Çizelge 5.4’ deki r . satır ve c . sütun girdileri cr,  şeklinde gösterilecektir. 

Yukarıdaki Çizelge 5.4 ve Eş. 3.16 gözönüne alınırsa 

 

012,2 =−cr                   (5.14) 

 









>

−=








−

+

+=

iserc

rc
cr

cr

cr

r

cr
c

,0

1,,2,1,0,2
2

2,2
2

K
                        (5.15) 

 

02,12 =− cr                              (5.16) 

 

    Kuvvet                                   

 

( )xQn  

sırası 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

1 0 2         

2 2 0 4        

3 0 6 0 8       

4 2  0 16 0 16      

5 0 10 0 40 0 32     

6 2 0 36 0 96 0 64    

7 0 14 0 112 0 225 0 128   

8 2 0 64 0 320 0 512 0 256  

 M            
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







≥

−=








−

−+

−+

−

=−−
−

iserc

rc
cr

cr

cr

r

cr
c

,0

1,,2,1,0,2
1

1

12
12,12

12
K

           (5.17)        

 

eşitlikleri elde edilir. Burada Eş. 5.14 ve Eş. 5.15’ in doğruluğu gösterilecektir. Diğer 

eşitlikler de benzer şekilde yapılabilir. 

 

Eş. 5.14’ ün doğru olduğunu gösterelim. 

 

Eş. 3.16’ da rn 2=  yazarsak 

 

( ) ( ) mr

r

m

r x
m

mr

mr

r
xQ

22
2

2

0
2 2

2

2

2 −










=







 −

−
= ∑  

 

elde edilir. mr −  yerine c yazarsak x ’ in kuvvetleri çift sayı olarak gelecektir. 

Dolayısıyla x ’ in tek sayı kuvvetlerinin katsayıları sıfır olacaktır. Sonuç olarak 

 

012,2 =−cr  

 

dir. 

 

Eş. 5.15’ in doğru olduğunu gösterelim. 

 

Benzer şekilde Eş. 3.16’ da rn 2=  ve mr −  yerine c yazarsak 

 

( ) ( ) c

r

m

r x
cr

cr

cr

r
xQ

2
2

2

0
2 2

2









−

+

+
= ∑










=

 

 

elde edilir. Dolayısıyla  
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







>

−=








−

+

+=

iserc

rc
cr

cr

cr

r

cr
c

,0

1,,2,1,0,2
2

2,2
2

K
 

 

dir. 

 

Eş. 3.1’ den  

 

{ } { }
{ } { }crcr

crcrcr

,121,2

,1,1,

−+−=

−++=
                           (5.18) 

 

elde edilir. Ayrıca Eş. 3.2’ den 

 

{ } { }2,4,4,1,1 −+=−++ crcrcrcr               

 

eşitliği elde edilir. 

 

Bu bölümü sonlandırırken Çizelge 5.1 ve Çizelge 5.3’ de sırasıyla bahsedilen ( )nm,  

ve { }cr,  arasındaki ilişkiler elde edilecektir. 

 

Eş. 5.6’ daki 12 −c , ( )xP r2  ’deki x ’ in kuvvetidir. Eş. 3.15’ deki 12 −cx  teriminin 

katsayısı ile Eş. 5.2’ deki bu terimin katsayısını karşılaştıralım. Eş. 5.2’ den 
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1
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şeklinde yazılabilir.  
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 binom eşitliği gözönüne alınırsa 
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( ) =+−+ 1, crcr 122
1 −










−

−+
c

cr

cr
 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

{ } ( )1,12,2 +−+=− crcrcr                  

 

eşitliği elde edilir ve böylece 

 

( ) { }crcrcr −−+= ,1,                  (5.19) 

 

bulunmuş olur. 

 

Yukarıda Eş. 3.15, Eş. 5.2 ve Eş. 5.6 için yapılan uygulamalar benzer şekilde Eş. 5.8 

için yapılırsa 

 

{ } ( )crcrcr −+=− ,2,12  

 

eşitliği elde edilir.  Buradan Eş. 5.19 eşitliğine tekrar varılır. 

 

Son olarak  ( )xQ r2  ’deki cx 2 ’ nin katsayısı olan cr 2,2 ’ yi gözönüne alalım. 

Eş. 5.18’ den 

 

 

 

yazılabilir. Eş. 5.8’ i gözönüne alırsak  

 

=cr 2,2 c
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               (5.20) 

 

elde edilir. 

{ } { } { } { }crcrcrcrcr 2,12212,222,122,122,2 −+−=−++=
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Eş. 5.2 ile Eş. 5.4 kullanılarak  
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n
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n

m
nm                (5.21) 

 

yazarız. Eş. 5.20 ve Eş. 5.21 karşılaştırıldığında 

 

[ ]1,2,2 +−+= crcrcr                 (5.22) 

 

ifadesi elde edilir ve böylece  

 

[ ] 1,1, +−−+= crcrcr                 (5.23) 

 

dir. 

 

Benzer işlemler yapılarak Eş. 5.22 için de benzer bir formül 

 

[ ]crcrcr −+=+− ,12,12                 (5.24) 

 

şeklinde bulunur. Buradan Eş. 5.23 eşitliğine tekrar varılır. 
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6. ( )xPn , ( )xQn , ( )xJ n  ve ( )xjn  POLİNOMLARININ DETERMİNANT 

YARDIMIYLA ELDE EDİLMESİ 

Bu bölümde Pell, Pell-Lucas ve Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas polinomları nn ×  

tipindeki matrislerin determinantları yardımıyla elde edilecektir. Fibonacci ve 

Pell sayılarının matrislerle elde edilişi [11, 13 ,14] de gösterilmiştir. Matris ve 

determinant yöntemlerinin birçok bilim dalında uygulamaları vardır [1, 8, 10]. 

6.1. Teorem 

A , nn ×  tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i . satır ve j . sütunundaki elemanı 

için gösterimi ija  şeklinde yazılsın. A  matrisi 
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olsun ve ( )Adet , ( )xn∆  şeklinde gösterilsin. Bu durumda 

 

( ) ( ) ( )xPxA nn 1det +=∆=  
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dir. Burada ( )xPn 1+ , ( )1+n . Pell polinomudur. 

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Bu durumda 

[ ]xA 2=  ve ( ) xxn 2=∆  olup ( ) xxP 22 =  olduğundan 1=n  için iddia 

doğrudur. Kabul edelim ki ( )1−n  için iddia doğru olsun. O halde 

 

( ) ( )xPx nn =∆ −1  

 

ifadesi elde edilir. Buna göre eşitliğin n  için doğru olduğunu gösterelim. Minörler 

ile determinantların hesaplanması yöntemi ile A  matrisinin determinantı birinci 

satıra göre açılarak hesaplanırsa 

 

( ) ( ) ( )xxxx nnn 212 −− ∆+∆=∆  

 

elde edilir. Buradan 
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elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanmış olur. 

6.2. Teorem 

A , nn ×  tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i . satır ve j . sütunundaki elemanı 

için gösterimi ija  şeklinde yazılsın. A  matrisi 
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olsun ve ( )Adet , ( )xnδ  şeklinde gösterilsin. Bu durumda 

 

( ) ( ) ( )xPxA nn 1det +== δ  

 

dir. Burada ( )xPn 1+ , ( )1+n . Pell polinomudur. 

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Bu durumda 

[ ]xA 2=  ve ( ) xxn 2=δ  olup ( ) xxP 22 =  olduğundan 1=n  için iddia 

doğrudur. Kabul edelim ki ( )1−n  için iddia doğru olsun. O halde 

 

( ) ( )xPx nn =−1δ  

 

ifadesi elde edilir. Buna göre eşitliğin n  için doğru olduğunu gösterelim. 

A  matrisinin determinantı birinci sütuna göre açılarak hesaplanırsa 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

6.3. Teorem 

A , nn ×  tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i . satır ve j . sütunundaki elemanı 

için gösterimi ija  şeklinde yazılsın. A  matrisi 
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olsun ve ( )Adet , ( )xn
∗∆  şeklinde gösterilsin. Bu durumda 

 

( ) ( ) ( )xQxA nn =∆= ∗det  

 

dir. Burada ( )xQn , n . Pell-Lucas polinomudur. 
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İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Bu durumda 

[ ]xA 2=  ve ( ) xxn 2=∆∗  olup ( ) xxQ 21 =  olduğundan 1=n  için iddia 

doğrudur. Kabul edelim ki ( )1−n  için iddia doğru olsun. O halde 

 

( ) ( )xQx nn 11 −−
∗ =∆  

 

ifadesi elde edilir. Buna göre eşitliğin n  için doğru olduğunu gösterelim. 

A  matrisinin determinantı son sütuna göre açılarak hesaplanırsa 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

6.4. Teorem 

A , nn ×  tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i . satır ve j . sütunundaki elemanı 

için gösterimi ija  şeklinde yazılsın. A  matrisi 
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olsun ve ( )Adet , ( )xn
∗δ  şeklinde gösterilsin. Bu durumda 

 

( ) ( ) ( )xQxA nn == ∗δdet  

 

dir. Burada ( )xQn , n . Pell-Lucas polinomudur. 

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Bu durumda 

[ ]xA 2=  ve ( ) xxn 2=∗δ  olup ( ) xxQ 21 =  olduğundan 1=n  için iddia 

doğrudur. Kabul edelim ki ( )1−n  için iddia doğru olsun. O halde 

 

( ) ( )xQx nn 11 −−
∗ =δ  

 

ifadesi elde edilir. Buna göre eşitliğin n  için doğru olduğunu gösterelim. 

A  matrisinin determinantı son satıra göre açılarak hesaplanırsa 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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6.5. Teorem 

A , nn ×  tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i . satır ve j . sütunundaki elemanı 

için gösterimi ija  şeklinde yazılsın. A  matrisi 
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olsun. Bu durumda 

 

( ) ( )xJA nn 1det +=  

 

dir. Burada ( )xJ n , ( )1+n . Jacobsthal polinomudur. 

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Bu durumda 

[ ]1=A  ve ( ) 1det =nA  olup ( ) 12 =xJ  olduğundan 1=n  için iddia doğrudur. Kabul 

edelim ki ( )1−n  için iddia doğru olsun. O halde 
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( ) ( )xJA nn =−1det  

 

ifadesi elde edilir. Buna göre eşitliğin n  için doğru olduğunu gösterelim. 

A  matrisinin determinantı birinci sütuna göre açılarak hesaplanırsa 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

6.6. Teorem 

A , nn×  tipindeki bir matris olsun. Bu matrisin i . satır ve j . sütunundaki elemanı 

için gösterimi ija  şeklinde yazılsın. A  matrisi 
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olsun. Bu durumda 
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( ) ( )xjA nn =det  

 

dir. Burada ( )xjn , n . Jacobsthal-Lucas polinomudur. 

 

İspat  

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Bu durumda 

[ ]1=A  ve ( ) 1det =nA  olup ( ) 11 =xj  olduğundan 1=n  için iddia doğrudur. Kabul 

edelim ki ( )1−n  için iddia doğru olsun. O halde 

 

( ) ( )xjA nn 11det −− =  

 

ifadesi elde edilir. Buna göre eşitliğin n  için doğru olduğunu gösterelim. 

A  matrisinin determinantı son satıra göre açılarak hesaplanırsa 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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