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Bu tezde Howard SMITH’in “Locally finite groups with all subgroups subnormal or
nilpotent-by-Chernikov” adli makalesi ¢alistlmistir. G her altgrubu altnormal ya da
nilpotent-by-Chernikov olan lokal sonlu bir grup olsun. Eger G sonlu isli ise 0 zaman G
nin nilpotent-by-sonlu oldugu gosterilmistir. Ayrica G nilpotent-by-Chernikov degilse o
zaman G nin G(F,K)= A x K ya izomorf bir kesimi oldugu dyle ki A ve K sirasiyla lokal
sonlu bir F cisminin toplamsal ve ¢arpimsal altgruplari oldugu ya da G(F,K) nin elemanter
abelyen p-grup oldugu gosterilmistir. Ozel olarak K, A iizerine carpimsal etki ederek F yi
iretir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu caligmada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

H<G
HaG
G/H
H=G
|G:H|
<g>

<H K>
X' = yxy™
G xH
GxH
[xy]=x"xy
[X1,X2]
G'=|G,G]
Ce(H)
Cp
Aut(G)
End(G)
Z(G)
H<<x G
an

Kisaltmalar

ne
X

(LR)E

Aciklamalar

H, G nin altgrubu

H, G nin normal altgrubu

G nin H ile boliim grubu

H ile G izomorf

H nin G deki indeksi

g tarafindan tiretilen devirli grup

H ile K tarafindan {iretilen grup

x in y tarafindan eglenigi

G ile H 1n direkt carpimi

G ile H nin yar1 direkt ¢arpimi

x ile y nin komiitatorii

<[X1,X2]: X1 € X1, X2 € X5>

G nin komiitator altgrubu

H m G deki merkezleyeni

quasidevirli grup (priifer grup)

G nin tiim otomorfizmalarinin kiimesi
G nin tiim endomorfizmalarmin kiimesi
G nin merkezleyeni

H, G nin altnormal altgrubu

Biitiin g" ler tarafindan iiretilen altgrup

Aciklamalar

Nilpotent-by-Chernikov grup

Her altgrubu altnormal ya da :t€ olan grup

(Lokal nilpotent)-by-sonlu grup



1. GIRIS

Sonsuz gruplar ve bu gruplarin belirlenmesinde nilpotent-by-Chernikov gruplar oldukga

Oonemli bir yer tutar. Bu gruplarin yapisi bazi kisitlamalar altinda arastirilmustur.

A. O. ASAR [22], F. NAPOLITANI ve E. PEGORARO [18] her 6z altgrubu nilpotent-by-
Chernikov olan lokal dereceli gruplarin kendisinin de nilpotent-by-Chernikov oldugunu
kanitlamistir. Ayrica C. CASOLO her altgrubu altnormal olan lokal sonlu gruplarin ayni
zamanda nilpotent-by-Chernikov oldugunu gostermistir. [19] ve [20] ve [21] de bulunan
orneklerle burada lokal sonluluk hipotezinin kaldirilamayacag: gosterilmistir. H.SMITH
her altgrubu altnormal ya da nilpotent olan lokal sonlu bir grubun sonlu indeksli bir
altgruba sahip oldugunu gostermistir 6yle ki bu altgrubun her altgrubu altnormaldir [10].

Daha sonra C. CASOLO bu grubun nilpotent-by-Chernikov grup oldugunu gostermistir
[2].

Biitiin bu g¢alismalardan sonra her altgrubu altnormal ya da nilpotent-by-Chernikov olan
gruplarin yine nilpotent-by-Chernikov olup olmadig1 problemi ortaya ¢ikmistir. H.SMITH
her altgrubu altnormal ya da nilpotent-by-Chernikov olan bir grubun lokal ¢6ziilebilir-by-
sonlu olmas1 halinde kendisinin ¢6ziilebilir-by-sonlu odugunu ve bu grubun nilpotent-by-
Chernikov olmamasi halinde aslinda ¢oziilebilir oldugunu gostermistir [6]. Dolayisiyla
problem ¢oziilebilir gruplara dair bir probleme doniismektedir. X, her altgrubu altnormal
ya da nilpotent-by-Chernikov (:€) olan gruplarm sinifi olmak tizere bu ¢alismadaki ilk
sonug asagidaki gibidir.

Teorem 1.1

G lokal sonlu bir grup ve G € ¥ olsun. Eger G sonlu islii ise o zaman G nilpotent-by-

sonludur.

Bu, X smifindan olan fakat 9t€ olmayan lokal sonlu gruplar1 ortaya ¢ikarir. Bu ¢caligmada
bagka tanimlar ve karsit 6rneklerle X sinifindan olan fakat 9t€ olmayan lokal sonlu gruplar
icin gerek ve yeter kosullar1 verilmistir. Bu durum lokal sonlu p-gruplarin X\9tC

sinifindan olup olmadigmi anlamak igin yeterli sonucu vermez. Aslinda p-gruplar i¢in de
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bazi ilerlemeler elde edilmistir, 6zellikle X sinifindan olan her Baer p-grup ayni zamanda
NCE gruptur; Fakat bu tez ¢calismasinda bu gruplarla igilenilmeyecektir. Asagidaki sonugta
bu tezin 5. boliimiinde tanimlanan bazi gruplarin yapilarinin detayma dair referans
verilmistir. p mertebeden elemanlara sahip olan herhangi bir X grubu i¢in n(X), p asal
sayllarmin kiimesi olarak gosterilsin. Bilindigi tizere bir cismin lokal sonlu cisim
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun pozitif karakteristige sahip ve asal altcismi lizerinde

cebirsel olmasidir.

Teorem 1.2

G bir lokal sonlu grup ve G € X ve her p asali i¢in G nin her p-kesimi 9t€ grup smifindan

olsun. O zaman asagidakiler denktir.

a) G ¢ NC.
b) Bir lokal sonlu F cisimi i¢in G nin G(F,K)=AxK grubuna izomorf bir kesimi vardir ve

asagidakiler saglanir.

i) A, F cisminin toplamsal altgrubudur.
ii) K, F nin F* ¢arpimsal grubunun altgrubu ve K, A iizerine ¢arpimsal olarak etki eder ve
bir halka olarak F yi tiretir.

iii) F nin her F; 6z altcismi i¢in ©(K) sonsuz fakat n(KNF1*) sonludur.

Tezin 5. bolimiinde yer alan Teorem 5.4 aslinda Teorem 1.2 nin (b) kismindaki gibi

tamimlanan A X K gruplarinin varhigini gostermistir.



2. BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUCLARI

2.1. Tanim

G bir grup ve X, G nin bir altkiimesi olsun. O zaman G nin X i igeren biitiin altgruplarinin
kesisimine X tarafindan iiretilen altgrup denir ve <X> ile gosterilir. X e <X> in bir iireteg
kiimesi denir. Eger X={x1,X2,...,Xn} I1S€ 0 Zaman <X>=< Xy,Xy,...,Xs> ile gosterilir ve buna
X1,X2, ...,Xn tarafindan tiretilen altgrup denir. Eger n=1 ise <x;> grubuna X; tarafindan
tiretilen devirli grup denir. G bir grup ve H ve K, G nin altgruplar1 olsun. O zaman HUK

nin irettigi grup <H,K> ile gosterilir.

2.2. Tanim

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. H in G igindeki sol (veya sag) kosetlerinin

kiimesinin kardinalitesine H in G i¢indeki indeksi denir ve |G:H| ile gosterilir.

2.3. Tanim

G bir grup ve N, G nin bir altgrubu olsun. Eger her g€G i¢in gNg™ < N ise N ye G nin bir

normal altgrubu denir ve N<G ile gosterilir.

2.4. Tanim

G bir grup ve

G=Hy,>H;>... >H=1, (2.2)
G nin altgruplarinn bir zinciri olsun. Eger her Hi < G ve her i=1,2,...,s i¢in H;, Hi.1 de 6z

olarak igerilen G nin maksimal normal altgrubu ise (2.1) zincirine G nin esas zinciri denir

ve her Hi/Hi.1 ye G nin esas faktorii denir.
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2.5. Tanim

G bir grup olsun. G nin altgruplarmin faktdr grubuna G nin kesimi denir.

2.6. Tanim

G bir grup ve p bir asal say1 olsun. Eger her g € G i¢in | g|=pk olacak sekilde k=0 tamsayis1
var ise G ye bir p-grubu denir. Eger H < G i¢in H bir p-altgrup ise o zaman H altgrubuna G

nin bir p-altgrubu denir. G nin maksimal p-altgrubuna ise G nin Sylow p-altgrubu denir.

2.7. Tanim

G=<c :¢’=1c", =c,i=12..> seklinde tanimlanan G grubuna prifer grup,

quasidevirli grup ya da lokal devirli p-grup denir ve C,e ile gosterilir.

2.8. Tanim

G bir grup ve G#{e} olsun. Eger G nin {e} ve kendisinden bagka normal altgrubu yoksa G
ye bir basit grup denir.

2.9. Tanim

G bir grup olsun. S = {1=Gy, Gy,..., G:=G} G nin altgruplarinin bir dizisi olmak tizere

Gi < Gj41 olsun. Eger

1= Go<l Gl<l L Gn: G

ise S ye G nin bir sonlu serisi denir. Gi:1/ Gi boliim gruplarina serinin faktorleri denir. Her
bir Gj grubuna ise serinin terimi denir. Eger biitiin Gj ler farkl ise o zaman negatif olmayan

n tamsayisina serinin uzunlugu denir.

T = {Hq: a < B} kiimesi bir  ordinaline esit veya kiigiik ordinallerle indekslenen G nin

altgruplarmin bir kiimesi olsun. Eger T kiimesi;



1) 1< ay ise Hoy < Hay

i) Ho=1 ve Hg=G

i) Hy<Hg+

Iv) eger A limit ordinal ise H, = U H, dir.

a<i
sartlarini sagliyorsa T ye bir artan seri denir ve
1=Hp< Hi< ..Hp=G

seklinde gosterilir. Eger T kiimesi

1) a1 < oz ise Hay > Hay

i) H)=GveHg=1

iii) Hgs1 < Hg
iv) Eger A limit ordinal ise H; = ("|H,, dur.

a<i
sartlarin1 sagliyorsa T ye bir azalan seri denir ve

1=Hg ... <Hi<Ho=G

seklinde gosterilir.

2.10. Tanim

G bir grup olsun. G nin sonlu serisi

1=Hp<H:< ... <H,=G

G nin bir artan zinciri olsun. Eger 0 <1< 1 i¢in H;j, Hj+1 i¢inde normal ise yani,

H0<H1<...<Hn:G
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ise bu zincire G nin bir altnormal serisi denir. Her 0 <i < n i¢in H; < G ise seriye normal

seri denir. H= Ho, Hy,..., H=G, G nin altgruplari olmak tizere

H=Ho<H;<...<H,=G

ise H ya G nin bir altnormal altgrubu denir ve H<<G veya HsnG ile gosterilir

2.11. Tanim

G bir grup olsun. G nin bir sonlu serisi

1=Gp<G1<...9G=G

olmak tizere eger her 0 < i < n i¢in Gi+1/G; faktor gruplar1 abelyen ise G ye bir ¢oziilebilir
grup denir. Tanimdan dolay1 her abelyen grup ¢oziilebilirdir. G nin bu sekildeki serilerinin
en kiiciik uzunluguna G nin ¢6ziilebilirlik uzunlugu (derived uzunlugu) denir ve d(G) ile
gosterilir.

2.12. Teorem

G bir grup olsun. Eger G ¢oziilebilir ise G nin her altgrubu ve her boliim grubu da
¢Oziilebilirdir [2].

fspat

G ¢oziilebilir oldugundan G nin dyle bir altnormal serisi

1:Ho<l H1 ...] Hn: G

vardir ki her 0 <i<n i¢in Hj:1/H; boliim grubu abelyendir. K, G nin bir altgrubu olsun. Her

0 <i<1 i¢in Ki=K n Hj olsun. O zaman K; < Kj;; oldugundan

1=Kg<K;a...<9K,=K



K nin bir altnormal serisidir. Her 1 <i<n i¢in ikinci izomorfizma teoreminden

Kin/ Ki= (K N Hina)/( KN H)=( K N His)/((K 0 Hi) 0 His)

=(K N Hi:1)/(Hi N ( KN Hiz))

= Hi(K n Hi+1)/ gh

dir. Ayrica en sagdaki boliim grubu Hi:1/H; in altgrubu oldugundan abelyendir. Dolayisiyla
Ki+1/Ki abelyendir ve boylece ¢oziilebilirdir.

Simdi N, G nin normal altgrubu olsun. Her 1<1 <n i¢in H; < Hj;+1 oldugundan NH; < NHi+1

dir. Bu durumda NHi/N < NHi.+1/N oldugundan G/N nin

N/N < NH31/N < ...< NHn/N=G/N

altnormal serisi elde edilir. Her 1< i < n i¢in {i¢iincii izomorfizma teoreminden

(NHi+2/N)/( NHI/N) 2 NHi+2/NH,

dir ve ikinci izomorfizma teoreminden

NHi+1/NHi:(NHi)Hi+1/NHi = Hi+1/(NHi n Hi+1)

dir ve Ayrica

NH; N Hiz1=Hi(N N Hi+1)

oldugundan

Hi+1/(NHiﬂHi+1):Hi+1/Hi(NﬂHi+1)E(Hi+1/Hi)/( Hi(NﬂHi+1)/Hi)
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elde edilir. En sagdaki bolim grubu Hj:1/H; in bolim grubu oldugundan abelyendir.
Dolayisiyla NHis1/NH; abelyendir ve boylece G/N ¢oziilebilirdir.

2.13. Teorem

G bir grup ve N < G olsun. Eger N ve G/N ¢oziilebilirse G ¢oziilebilirdir [2].

Ispat

G/N nin, boliintiileri abelyen olan bir altnormal serisi

N/N=Kp<K;<..9K,=G/N

olsun. i : G—=G/N kanonik epimorfizma olmak tizere her 0<i<r i¢in

wH(Ki) = H;

olsun. Her H;, Hi.1 in altgrubudur. Simdi u(H;) = {hN: h € Hj} = Hi/N oldugundan Hi/N=K;
ve benzer bigimde Hi+1/N=Kj,; dir. Buradan Hi/N < Hi.1/N oldugundan H; < Hi.; elde
edilir. Boylece G nin

laN=Hy<H;<..<H=G (2.1)
altnormal serisi elde edilir. Uciincii izomorfizma teoreminden

Hi+1/Hi = (Hi+1/N)/( Hi/N ) = KI+1/ Ki

oldugundan Hi.1/H; abelyendir. Ote yandan N ¢dziilebilir oldugundan N nin, boliintiileri

abelyen olan bir altnormal serisi

1<Np<N;<...aNs&=N (2.2)

vardir. (2.1) ve (2.2) birlestirilirse



1<aNp<N;<..9N=Hy<H;<..<9H=G

altnormal serisi elde edilir. Bu serinin her boliintiisii ya Ni;:1/N; ya da Hi:1/Hi oldugundan

abelyendir. Dolayisiyla G ¢oziilebilirdir.
2.14. Tanim

x ve y bir G grubunun iki eleman1 olsun. x'y'xy seklindeki elemana x ve y nin komutatérii

denir ve [x,y]= Xy 'xy= x'x¥= (y))*y ile gsterilir. Ayrica
[X,y]=1 & x ve y komiitatif
2.15. Teorem

X,y ve z herhangi bir grubun elemanlar1 olsun. O zaman

) [x,y]'=[y.x]

iN[xy,z]=[xz][y.z]=[x.2][x,.z.yl[y.Z]
iin[x,yzl=[x,z][x,y]*=[x,z][x,yl[x.y.z]
iv)[x.y .z’ ly,zt X[z, x" y]=1 (Hall-Witt esitligi) [11].

2.16. Tanim

G bir grup olsun. G de tanimli komiitatorlerin tiimii tarafindan tiretilen altgruba G nin
komiitatér altgrubu ya da derived grubu denir ve G'=[G,G] ile gosterilir. G©=G ve GM=G’
olsun. Her i>0 tamsaysi icin G™=(G™)’ seklinde tanimlansm. O zaman

G=G9>GW>gG? .

serisine G nin komiitator serisi denir (1 e ulagmasma gerek yoktur.). G™/G™Y bslim

gruplar1 abelyen ve G/G’, G nin en genis abelyen boliim grubudur.
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Eger G c¢oziilebilir bir grup ise bir n dogal sayisi i¢in G"=1 dir. Bu sekildeki n dogal
sayilarinin en kiigiigiine G nin komiitator uzunlugu denir. Eger G abelyen ise komiitator
uzunlugu 1 dir.

2.17. Tanim

G bir grup olsun. G nin artan bir

1= Go < Gl < ... Gﬁ:G

serisi i¢in eger Gy < G (A<P) ve her a<p i¢in

Gui1/Go < Z(GIGy)

oluyorsa bu seriye artan merkez seri denir. Bir artan merkez seriye sahip olan gruba
hipermerkez grup denir. Eger n bir dogal say1 olmak {izere G nin Gj < G (j < n) ve her
0 <i<ni¢in Gi+1/Gj < Z(G/G;) sartin1 saglayan

1=Gg<G19...aG,=G

serisi varsa G ye nilpotent grup denir. G nin bu sekildeki serilerinin en kii¢iik uzunluguna

G nin nilpotentlik sinifi denir.
Nilpotent gruplar, artan ve azalan merkez serileri ile karakterize edilebilirler.

Zo(G) =1, Z1(G) = Z(G) olarak tanimlansin. o. > 1 bir ordinal say1 olmak iizere her f < a

icin Zg(G) tanimlanmis olsun. Eger o limit ordinal ise o0 zaman

z.(6)=|Jz,(G)

P<a
Eger a limit ordinal degilse

Za(G)/Za—l(G) < Z(G/Za—l(G))
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seklinde tanimlansin. G nin kardinalitesi agilamayacagindan Z,(G) = Z,+1(G) = ... olacak
sekilde bir en kiigiik A ordinali vardir. Bu terminal gruba G nin hipermerkezi denir ve

Z,(G) ile gosterilir. Boylece

Zo(G) <Zi(G) <.

serisine G nin genellestirilmis yukart merkez serisi denir. Eger Z,(G) = G ise G bir
hipermerkez gruptur. Eger bir n dogal sayis1 i¢in Zn(G) = G ise G bir nilpotent gruptur. Bu

sekildeki n dogal sayilarinin en kii¢iigiine G nin nilpotentlik smifi denir.

Y1(G) = G olsun. Eger n limit ordinal ise 0 zaman

72(G) = [17(G)

ve n limit ordinal degilse
1+1(G) = [ m(G),Cl
seklinde tanimlansin.

. <v2(G) =v1(G) =G
serisine G nin genellestirilmis asagi merkez serisi denir. Eger bir i dogal sayist i¢in
vi+1(G) = 1 ise G nilpotentir. Bu sekildeki dogal sayilarin en kiigiigii i+1 ise G nin
nilpotentlik sinifi i dir.

2.18. Teorem

n dogal say1 olmak iizere G, mertebesi p" olan bir grup olsun. O zaman G nilpotenttir [2].
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2.19. Teorem (Fitting’in Teoremi)

G bir grup ve M ve N, G nin normal altgruplart olsun. Eger M ve N nilpotentlik simniflari
sirasiyla ¢ ve d olan nilpotent altgruplar ise 0 zaman L=MN nilpotentlik sinifi en fazla c+d

olan nilpotent gruptur [2].
2.20. Teorem (Birinci Sylow Teoremi)

G bir grup ve m dogal say1 olmak iizere |G|=p™s olsun ve burada p asal say1 ve (p,s)=1dir.
O zaman G nin her i=1,2,...,m i¢in mertebesi p' olan altgruplar1 vardir ve her p' mertebeli

grup bir p™* mertebeli grubun normal altgrubudur [13].
2.21. Teorem
G bir sonlu grup olsun. Asagidaki 6zellikler birbirine denktir.

i) G nilpotenttir.

ii) G nin her altgrubu altnormaldir.

i11) G, normalleyen sartini saglar.

iv) G nin her maksimal altgrubu normaldir.

V) G, sylow p-altgruplarinin direkt ¢arpimina izomorftur [2].
2.22. Tanim

G bir grup ve X, G nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. X i igeren tiim normal
altgruplarmin  arakesitine X in G deki normal kapamg: denir ve X® ile gbsterilir.
X®, X i igeren G nin en kiigiik normal altgrubudur ve X®=<gXg™: geG> seklinde oldugu

gosterilebilir.

H, G nin bir altgurubu olsun ve CoregH=Ny H* seklinde tanimlansin. Bu altgruba H m

koru (core) denir. H 1n koru, H tarafindan igerilen G nin en biiyiik normal altgrubudur [7].
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2.23. Tanim

G bir grup olsun. G den G ye bir homomorfizmaya G nin bir endomorfizmas: denir. G den
G ye bir izomorfizmaya ise G nin ofomorfizmast denir. G nin tim endomorfizmalarinin
kiimesi End(G) ve G nin tiim otomorfizmalarmin kiimesi Aut(G) ile gosterilir. Aut(G)

bileske islemine gore bir gruptur.

2.24. Tanim

Her o € End(G) ve H < G i¢in H* < H ise 0 zaman H ya G nin fully-invaryant altgrubu
denir. Her a € Aut(G) i¢in H* < H ise H ya G nin karakteristik altgrubu denir ve HcharG
ile gosterilir. H, G de karakteristik ve a € Aut(G) ise H* < H ve (H%)™ < H oldugundan H",
H ya esittir.

2.25. Teorem

i) Fully-invaryant altgruplar karakteristik ve karakteristik altgruplar normaldir.

i) Fully-invaryant ve karakteristik gegisme 6zelligine sahiptir (bu normallik i¢in dogru
degildir).

iii) H, K da karakteristik ve K<G ise 0 zaman H < G dir [2].

2.26. Tanim

G ve H iki grup olsun. Eger ¢, G den Aut(H) ya bir homomorfizma ise o zaman ¢
yardimiyla G, H tizerine etki eder denir ve G ye de H lizerinde bir operator grup denir. ¢
homomorfizmasina da G nin bir etkisi denir. G nin ¢ etkisi izomorfizma olmak zorunda
degildir. Ozel olarak G nin her g eleman icin ¢(g) = 1 ise ¢ ye G nin asikar etkisi denir.
Asikar etki yardimiyla her grup H {izerine etki edebilir.

Her g € G icin ¢(g), H nin bir otomorfizmasidir. H nin bir h elemaninin ¢(g)(h) goriintiisii
basitce h? ile gosterilir. G nin H {izerine etli etmesi igin i¢in gerek ve yeter sart her g € G

icin tanimli (g): h— h? fonksiyonunun her u,v € H ve x,y € G icin
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(uv)'=uv*
qu:(uX)y

u'=u (G nin birim elemani 1 dir)

sartlarini saglamasidir. Asikar olarak ¢(x) nin H in bir endomorfizmasi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart H lizerinde bir etki olmasidir [7].
2.27. Tanim

Bir G grubu bos olmayan bir Q kiimesine etki ettiginde Q nin bir a elemant G nin
elemanlar1 tarafindan farkli noktalara hareket etirilir. o nin bu goriintiilerinin kiimesine G
altinda o nin yoriingesi denir ve o = { o*; XEG} ile gosterilir. o y1 sabit birakan G nin
elemanlar1 kiimesine de a min G i¢indeki dengeleyeni denir ve G, = { X€G: o*=a } ile
gosterilir. G kendi tizerine (x,g) = x°=g'xg seklinde etki etsin. O zaman {g'xg: geG}
kiimesine x in G igindeki eslenik sinift denir. H < G, G iizerine eslenik seklinde etki etsin.
O zaman Hy = {heH: h™xh=x} kiimesine x in H i¢cindeki merkezleyeni denir ve Cn(X) ile
gosterilir. H=G olmasi durumunda Cg(X) € X in merkezleyeni denir. G nin H altgrubu G
nin tiim altgruplarindan olusan S kiimesine eslenikleme etkisi etsin. K € S nin H i¢indeki
{heH: h™*Kh=K} kiimesine K nin H i¢indeki normalleyeni denir ve Ny(K) ile gosterilir.

H=G olmas1 durumunda Ng(K) ye K nin normalleyeni denir.

2.28. Tanim

G ve H iki grup olsun ve G, H iizerine etki etsin. U < H olmak iizere her g€ G i¢in U%=U
oluyorsa o zaman U ya G-invaryant denir. Eger U, H nin G-invaryant olan normal altgrubu
ise 0 zaman G, H/U faktor grubu tizerine etki eder ve bu etki her x €H igin

(xU)?=x°U

seklinde tanimlanir [7].
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2.29. Teorem

G bir grup ve H<G olmak {izere |G:H|=n olsun. O zaman H m koru Hg olmak iizere
|G : Hg| n! i boler [2].

2.30. Teorem

G bir grup olsun. G nin sonlu indeksli her altgrubunun sonlu sayidaki kesisimi de G de
sonlu indekslidir [2].

2.31 Teorem

G normal altgruplar1 iizerinde minimal sartin1 saglayan bir grup olsun. O zaman G nin

sonlu indeksli bir tek minimal altgrubu vardir ve bu altgrup G de karakteristiktir.

fspat

Normal altgruplar1 iizerinde minimal sart1 sagladigindan sonlu indeksten minimal normal
altgrubu vardir. Bu altgrup F olsun ve H da G nin sonlu indeksli bir altgrubu olsun. O
zaman Teorem 2.29 den dolay1 G nin Hg koru G de sonlu indekslidir. Boylece |G : Hg| ve
|G : F| sonlu oldugundan Teorem 2.30 dan dolay1 |G:HgNF| de sonludur. F, G nin sonlu
indeksli minimal normal altgrubu, HeNF < F oldugundan ve ayrica HgNF, G de sonlu
indeksli oldugundan HgNF=F dir. Béylece F < Hg < H dir. Bundan dolay1 F, G de sonlu
indeksli olan her altgrup tarafidan igerilir. Ayrica F, G nin sonlu indeksli olan bir tek

minimal normal altgrubu oldugundan F, G nin karakteristik altgrubudur.

2.32. Tanim

G bir grup ve bir x € G i¢in x in G i¢indeki eslenik sinifi Clg(x) = {g™xg: g € G} olsun.
Eger her x € G i¢in Clg(x) sonluysa ve buna karsilik |G:Clg(x)| sonlu oluyorsa G grubuna
FC-grup denir [24].
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2.33. Tanim

G ve H iki grup olsun ve H, G iizerine etki etsin. [G,oH]= G, [G,;H]=<g™ g™ g € G, h € H>
ve her i > 1 i¢in [G,i+1H] = [[G,iH],H] olsun. Eger [G,cH] = 1 ve [G,c.1H] # 1 ise 0 zaman H

nin G tizerine etkisine ¢ smifindan nilpotent etki denir.

Ozel olarak eger G=H ve etki G iizerinde eslenikleme etkisi ise 0 zaman ¢ smifindan

nilpotent etki G nin ¢ sinifindan nilpotent olmasiyla ayni1 anlama gelir [17].
2.34. Lemma

G sonlu p-grup ve H sonlu p’-grup olmak iizere H in G ye etkisi nilpotent ise 0 zaman

H, G {izerine agikar etki eder. Yani [G,H]=1 dir [17].
2.35. Tanim

G grubu H iizerine etki etsin. L, G ve H n direkt ¢carpimi olsun. Yani L nin elemanlar1

g€ G ve heH igin (g,h) seklinde tek tiirlii ifade edilsin. O zaman L nin iki elemaninin

carpimi

(g.h)(g-h) = (gg'h¥ )

seklinde gosterilir. Bu ¢arpim gore L bir gruptur ve L ye G nin H tizerine etkisine gére yart

direkt ¢carpimi denir.
2.36. Tanim

H ve F iki grup olsun. Eger HK = G ve HNK = 1 olacak sekilde K < G varsa o zaman G ye
H nin F ile bir split genislemesi denir. Bu durumda genislemeye split de denir. K
altgrubuna da H in komplementi denir. Split genisleme H ve K nin yar1 direkt ¢arpimini

ifade eder. Ayrica ikinci izomorfizma teoreminden

K=HK/H=G/H=F
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olur ve dolaysiyla K komplementi F ye izomorftur.

2.37. Teorem (Schur-Zassenhaus)

G sonlu ve N, G nin normal altgrubu olsun dyle ki [N| = n ve |G/N| = m aralarinda asal
olsun. O zaman G=N > (G/N) seklinde yazilir. Bagka bir deyisle N, sonlu G grubunun
Hall altgrubu olsun. O zaman N, G de bir komplemente sahiptir ve ilaveten N veya G/N

¢oziilebilir ise N nin G deki komplementleri esleniktir (Hall[7].

2.38. Teorem

G lokal sonlu bir grup ve N, G nin normal Sylow m-altgrubu olsun. Eger G/NCg(N)
sayilabilir ise G=N x H olacak sekilde H < G vardir [23].

2.39. Tanim

X, elemanlar1 gruplar olan sinif olsun. Eger

i) X, mertebesi 1 olan grup igerir.

i) Gy = Ge X ise G; € X dir.

ozellikleri saglaniyorsa ¥ smnifina grup-teorik sinif (veya grup smifi) denir. Ornegin biitiin
sonlu gruplar ve biitiin abelyen gruplar grup teorik sinifi olustururlar. Daha genel olarak
P bir grup 6zelligi olmak tlizere eger mertebesi 1 olan grup P o6zelligine sahip ve P
ozelligine sahip her G grubu i¢in G; = G iken G; grubu P 6zelligine sahipse P ye grup-
teorik Ozellik denir. Her grup-teorik sinifina bir grup-teorik 6zellik ve her grup-teorik
ozellige bir grup-teorik smif karsilik geldiginden birbirlerinin yerine kullanilabilir. X grup
sinifina ait olan bir gruba X-grup denir. Eger bir grubun altgubu X-grup ise o altgruba

X-altgrup denir.
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2.40. Tanim

X, bir gruplarin sinifi olsun. Eger G nin her sonlu altkiimesi G nin ¥ smifina ait bir
altgrubu tarafindan iceriliyorsa G ye lokal X-grup denir. Biitlin lokal X-gruplarm smifi LX
seklinde ifade edilir. Eger bir X smifi altgruplara gore kapaliysa o zaman G nin lokal-X
olmasi igin gerek ve yeter sart G nin sonlu iiretecli her altgrubunun X smnifina ait olmasidir.
Boylece lokal sonlu bir grup sonlu iiretegli her altgurubu sonlu olan gruptur ve lokal

nilpotent grup sonlu liretecli her altgrubu nilpotent olan gruplardir.

2.41. Tanim

X, bir gruplarin sinift ve G bir grup olsun. Eger her 1 # g € G i¢cin g € Ng ve G/Ng € X
olacak sekilde G nin Ng normal altgrubu varsa G ye residually X-grup denir. Dolayisiyla
her 1#x € G i¢in x € H olacak sekilde H < G var ve G/H sonlu ise G ye residually sonlu

denir.

2.42. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin asikar olmayan her sonlu iiretegli altgurubunun sonlu indeksli
bir 6z altgrubu varsa G ye lokal dereceli grup denir. Yani G lokal dereceli bir grupolmasi
icin gerek ve yeter sart G nin her X # 1 sonlu tiretegli bir altgrubu i¢in X in 6yle bir K 6z
altgrubu vardir ki |X:K| sonludur. Bu tanim Tarski grubu olarak bilinen gruplar1 saf dis1
birakmak i¢in yapilmistir. Ciinkii p asal sayr olmak iizere asikar olmayan her 6z

altgrubunun mertebesi p ye esit olan gruplara Tarski gruplar1 denmektedir.

2.43. Tanim

Bir grubun her elemaninin mertebesi sonlu ise o gruba torsiyon (periyodik) grup denir.
Eger bir grubun elemanlarinin mertebesi sonlu ve sinirliysa o zaman bu gruba sonlu isli

denir. Bir grubun issii biitiin elemanlarinin mertebelerinin en kiigiik ortak katidir.
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2.44. Tanim

X bir grup siifi ve G bir grup olsun. Eger H < G i¢in H € X ve |G:H| sonlu ise 0 zaman G

ye hemen hemen-. grup denir.

2.45. Tanim

G bir grup ve G nin her devirli altgrubu altnormal ise G ye Baer grup denir.

2.46. Teorem

Bir grubun her devirli altgrubu altnormal ise 0 zaman her sonlu iiretecli altgrubu altnormal

ve nilpotenttir.

Agciktir ki her Baer grup ayni zamanda lokal nilpotenttir [2].

2.47. Tanim

n, p asallarinm bir kiimesi olsun. 7 kiimesine ait olmayan asallarin kiimesine de 7’ kiimesi
denir. Eger m sadece p asalindan olusuyorsa o zaman n={p} ve n'={p}’ kiimeleri igin
sirastyla p ve p’ notasyonlarmi kullanilir. Bir n dogal sayisinin tiim asal bdlenleri n
kiimesine ait ise o zaman n dogal sayisina z-sayis: denir. Herhangi bir n dogal sayisi

m-sayis1 ve m'-sayisinin ¢arpimi seklinde tek tiirlii yazilabilir.

G bir grup ve g, G nin sonlu mertebeli elemani olsun. Eger g nin mertebesi n-sayisi ise g
ye w-eleman: denir. Eger G nin her elemani n-eleman ise o zaman G ye z-grup denir. Eger
G sonlu bir grup ise G nin mertebesini bolen tiim asallarin kiimesi 7n(G) ile gosterilir. Yani

m(G)={p: |G| = 0 (modp)}

dir.
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2.48. Tanim

G, abelyen torsiyon grup ve p bir asal say1 olsun. Gy, G nin mertebesi p nin kuvvetleri olan

elemanlarmin kiimesi olsun. O zaman Gy, altgrubuna G nin p-asal komponenti denir.

2.49. Tanim

G bir abelyen grup ve p bir asal say1 olsun. Eger G nin her x eleman i¢in x"=1 ise 0 zaman

G ye elemanter abelyen p-grup denir.

Herhangi abelyen G grubu igin Q3(G), x°=1 sartin1 saglayan G nin x elemanlarindan

olugsun. O zaman Q4(G), G nin elemanter abelyen ve karakteristik altgrubudur.

2.50. Tanim

G bir grup olsun. G nin altgruplarinin bos olmayan her kiimesi bir minimal elemani varsa
G ye altgruplart iizerinde minimal sarti saglar veya min sartini saglar denir. Yani
S={Hi: i€ | } G nin altgruplarinin bos olmayan bir kiimesi isc 0 zaman S nin dyle K

eleman1 vardir kieger L € Sve L <Kise L = K dr.

Biitlin sonlu gruplar minimal sarti1 saglar. Ayni1 zamanda her p asali i¢in quasidevirli
p-gruplar minimial sart1 saglar ¢iinkii boyle gruplarin 6z altgruplar1 sonludur. Minimal sart1
saglayan bir grubun altgruplarinin azalan zinciri sonlu adimda sonlanir ve tersi de

dogrudur [23].
2.51. Teorem
Coziilebilir bir grubun minimal sart1 saglamasi i¢in gerek ve yeter sart sonlu sayida

quasidevirli grubun direkt ¢arpimmnin sonlu genislemesi olmasidir. Bdyle gruplara

Chernikov grup denir [2].
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2.52. Tanim

X ve 9 iki grup sinift olsun. X% genislemesi ya da sinif ¢arpimi su sekilde tanimlanir. Bir
G grubunun X% smifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir N <G i¢in N € X ve
G/A€Y) olmasidir. X) sinifina ait olan gruplara X-by-%) grup denir.

2.53. Tanim

G bir grup olsun. G nin biitiin normal nilpotent altgruplar1 tarafindan iiretilen altgruba G
nin Fitting altgrubu denir ve Fitt(G) ile gosterilir. Teorem 2.19 dan dolay1 G nin Fitting
altgubu Fitt(G), G nin biitiin normal nilpotent altgruplarini icerir. Boylece Fitt(G), G nin
tek maksimal normal nilpotent altgrubudur ve dolayisiyla G nin karakteristik altgrubudur.
Eger G = Fitt(G) ise G ye Fitting grup denir. Yani G, Fitting grup ise G, normal nilpotent
altgruplarinin bir ¢arpimidir. Ayrica bir G grubunun Fitting grup olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul her x € G igin <x>°=<{x%: gEG}> normal kapanisinmn nilpotent olmasidir
[11]. Fitting gruplar, Baer gruplarin alt smifidir, altgruplarina ve homomorfik goriintiiye

gore kapalidir.

2.54. Tanim

Coziilebilir bir G grubunun komiitatér uzunlugu en fazla 2 ise G ye metabelyen grup denir.

2.55. Teorem

R birimli bir halka ve I, Rnin bir ideali olsun. Eger I bir tersinir eleman igerirse I=R dir.

Eger R cisim ise R nin R ve {Or} den baska ideali yoktur [12].

2.56. Teorem

R birimli bir halka ve Or#1r 0lsun. O zaman R nin en az bir maksimal ideali vardir [12].
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fspaz‘

X, R nin biitiin 6z ideallerinin kiimesi olsun. {Or} € X oldugundan X#@ dir. X kiime
icermesi “C” ye gore bir kismi sirali kiimedir. C={A;: i € I }, X i¢inde bir zincir olsun.
Boylece her i,j € I igin Aj € Aj ya da A; € A; dir. A, A; lerin bilesimi olsun. A, R nin bir
idealidir. a,o € Ave r € R olsun. a € 4i ve b € 4; olacak sekilde i, ] € I vardir.
Genelligi bozmadan A; € A; varsayabiliriz. O zaman a,b € 4; ve 4jideal oldugundan a+b,
ar, ra € AjS A dir. Dolayisiyla A, R nin bir idealidir. Ayrica her i € I i¢in 1r & A;
oldugundan 1r € A ve boylece A € X tir. Dolayisiyla Zorn Lemmadan X in bir maksimal
elaman1 M vardir. Eger J, R nin bir ideali olmak tlizere M cJ ise 0 zaman J ¢ X
olacagindan 1g€J ve buradan Teorem 2.55 dan J=R olur. Dolayisiyla M bir maksimal

idealdir.

2.57. Sonug

Degismeli ve birimli bir R halkasmin cisim olmasi igin gerek ve yeter sart R nin {Og} den

baska 6z idealinin olmamasidir [12].

2.58. Tanim

R bir halka olsun. Her a € R i¢in na = 0 olacak sekilde en az bir tane n pozitif tamsayisi
varsa n tamsayisina R nin karakteristigi denir ve kar(R) = n ile gosterilir. Eger boyle bir n

pozitif tamsayis1 yoksa kar(R) = 0 seklinde ifade edilir.

2.59. Teorem

F bir cisim ve P, F nin tiim altcisimlerinin arakesiti olsun. O zaman P nin 6z altcismi
yoktur. p asal say1 olmak iizere eger kar(F)=p ise o zaman P=Z, dir. Eger kar(F) = 0 ise 0

zaman P = Q dur. P cismine F nin asal altcismi denir [12].
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2.60. Tanim

G bir grup ve R de birimli bir halka olsun. rs€R ve sonlu say1 disinda r,=0 olmak iizere

Y. ryx bicimsel toplamlarin kiimesi R(G) olsun. R(G) lizerinde toplama ve garpma
xeG

( 2 ryx )+t X ryx )= X (rx+ryx
xeG XxeG XxeG

(X rxx ) E rxx )=2Z(C 2 ryrzx
xeG xeG X Yz =X

seklinde tanimlansin. R(G) yukaridaki islemlere gore birim eleman1 1r1g olan birimli bir
halkadir ve birimi kisaca 1 ile gosterilir. R(G) ye G nin R iizerinde bir grup halkas: denir.
Eger R abelyen halka ve G de bir abelyen grup ise R(G) de bir abelyen grup halkasidir. F
bir cisim ise F(G) grup halkasi,

(S Fex) = S(fF X
X

carpimi ile F-modiildiir. O zaman F(G), F tizerinde bir vektor uzay: olur. f € F ve r,s€ F(G)

olmak iizere
f(rs) = (fr)s = r(fs)

oldugunda F(G) bir F-cebirdir. Buna G nin F {izerindeki grup cebiri denir. Ayrica F(G) bir
F(G)-modiildiir. Buna regiiler F(G) modiil denir.

2.61.Tanim
R bir halka ve A toplamsal abelyen grup ve

‘RxA-A

(r,a) —ra
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bir fonksiyon olsun eger her r,s € R ve her a,b € A igin

i) r(a+b) = ra+rb
i) (r+s)a = ra+sa

iii) r(sa) = (rs)a

kosullar1 saglaniyorsa A ya bir R-modiil denir. Eger R nin 1 birimi ve

iv) 1ra=a (her a € A igin)

ise A ya birimli R-modiil denir. Eger R bolme halkasi ise o zaman birimli R-modiiliine

vektor uzayi denir.

2.62. Tanim

E bir cisim ve F, E nin bir alt cismi ise 0 zaman E ye F nin cisim geniglemesi denir. O
zaman E nin F-uzay1 olarak boyutuna E nin F iizerindeki derecesi denir ve [E:F] ile
gosterilir. [E:F] nin sonlu ya da sonsuz olmasina goére E ye F nin bir sonlu cisim

genislemesi ya da bir sonsuz cisim genislemesi denir.

F, K nin bir genislemesi olsun o zaman kolayca goriiliir ki 1x=1¢ dir. Ayrica F, K {lizerinde
bir vektor uzayidir. F nin K iizerindeki boyutu [F:K] seklinde gosterilir ve [F:K] nin sonlu
olmas1 halinde genislemeye sonlu boyutlu cisim genislemesi, [F:K] nin sonsuz olmasi
halinde genislemeye sonsuz boyutlu cisim genislemesi denir. Ayrica S € E olsun. O zaman
E i¢inde F U S tarafindan tiretilen althalkaya F ye S nin katilmasiyla elde edilen althalka
denir ve F[S] ile gosterilir. F U S tarafindan tiretilen altcisme F ye S nin katilmasiyla elde
edilen altcisim denir ve F(S) ile gosterilir. Eger S = {s1,S2,...,5n}, n elemanli bir sonlu kiime
ise 0 zaman sadelik amaciyla F[ {s1,S2,...,5n}]= F[S1,52,...,5n] V& F({S1,52,..,Sn})= F(51,52,...,5n)
ile gosterilir. Eger n=1 ve s;=s ise o zaman F[s] ve F(s) ye sirasiyla F ye s nin katilmasiyla
elde edilen althalka ve altcisim denir. Ayrica F(s) ye F nin bir basit cisim genislemesi
denir. C i¢inde R yi ve i yi igeren her althalka C yi igerdiginden, C= R[i]= R(i) oldugu
aciktir. Ayni bigimde F {izerindeki rasyonel fonksiyonlar cismi F(x), F ye x in katilmasiyla

elde edilen cisimdir.
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2.63. Tanim

F bir cisim ve E, F nin bir cisim genislemesi ve u € E olsun. Eger F[x] in sifirdan farkli bir
f(x) polinomu igin f(u)=0f ise u ya F iizerinde bir cebirsel eleman denir. Eger her
Or#f(X) € F[x] igin f{u)#0f ise u ya F ilizerinde bir transandant eleman denir. Ayrica Q
tizerinde cebirsel eleman olan bir kompleks sayiya cebirsel sayr ve transandant eleman
olan bir kompleks sayiya da transandant sayr denir. Ornegin V2, v/3, i sayilar1 cebirsel
sayl ve e, m sayllari transandant sayilardir. Gercekten /2, /3, i sayilari sirasiyla,
katsayilar1 tamsayilar olan X242, X2+3, X*+1 polinomlarmin kokleridir. e, m irrasyonel olup
e nin transandantlig1 Hermite tarafindan 1873te ve m ninki Lindemann tarafindan 1882de

gosterilmistir.

Eger F nin her elemani K iizerinde cebirsel ise o zaman F ye K nin cebirsel genislemesi
denir. Eger F nin en az bir eleman K iizerinde transandant ise 0 zaman F ye K nin
transandant genislemesi denir.

2.64. Teorem

F, K nin bir cisim genislemesi ve u € F, K {izerinde cebirsel olsun. O zaman

i) [K(u):K|=n

i) {Le,u,u%,....u""}, K iizerindeki K(u) vektor uzaymnin bazidur.

iii) K(u) nun her elemani ag+au+au’+---+a,u™t (ai€ K) seklinde tektiirlii olarak yazilir.
Kosullar1 saglanir [12].

2.65. Teorem

F, K nin sonlu cisim genislemesi olsun. O zaman F sonlu iiretecli ve K iizerinde cebirseldir

[12].
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fspaz‘

[F:K]=n ve u € F olsun. O zaman n+1 elemanl {1x,u,u?...,u"} kiimesi lineer bagimh
olmalidir. Boylece sifirdan farkli bir a;j€ K vardir dyle ki ao+a1u+a2u2+. ..+ap1u"=0 dir. Bu
da u nun K da cebirsel olmasi demektir. u, F nin herhangi bir elemanini temsil ettiginden F,

K iizerinde cebirsel olur.

Eger {uj,uy,...,un} F nin K iizerindeki bazi ise o zaman kolayca F=K(uy,Uy,...,un) seklinde

yazilabilir.
2.66. Teorem

F, K nin bir cisim geniglemesi ve E, F nin K {izerinde cebirsel olan elemanlarinin kiimesi

olsun. O zaman E, F nin altcismidir ve K {izerinde cebirseldir [12].
fspat

Eger u,v € E ise o zaman K(u,v) ve [12] deki Teorem 1.12 den dolay1 K {izerinde bir
cebirsel genislemedir. Boylece u-v, uv™® (v#0), K(u,v) i¢cinde oldugundan u-v, uv™, E nin

elemanlaridir. Bu da E nin cisim olmas1 demektir.
2.67. Teorem

F bir cisim olsun. O zaman F*=F\{0f} ¢arpimsal grubunun her sonlu altgrubu devirlidir
[12].

fspat

G, F* 1n sonlu altgrubu ve |G|=n olsun. n=1 ise G={1¢} devirlidir. O zaman n > 1 olsun. G
nin mertebesi maksimal olan bir eleman1 a ve |aj=m olsun. m=n ise 0 zaman G=<a> olur.
O zaman miimkiinse m<n olsun. Her <a> nin her ¢ elemani icin ¢™=1f¢ oldugundan <a> nin
elemanlar1 x"-1¢ polinomunun m farkli kdkiinii olusturur. Bu polinomun F iginde en ¢ok m

kokii olacagindan tim kdkler <a> nin elemanlaridir. Simdi b € G/<a> ve |b|=s olsun.
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b™£1¢ oldugundan s + m ve s<m dir. d=(m,s) olsun. O zaman d<m ve d<s dir. Ayrica

la’l=m/d ve |b’l=s/d dir. Ustelik (,>)=1 oldugundan

(ab) =l =(2)(2)

dir. Buradan
=A™V S\=m( 2
jabl=d(2)(2)=m( %) >m
bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla G=<a> ve boylece G devirlidir.

2.68. Tanim

G bir grup olsun. G nin biitiin minimal normal altgruplarinin ¢arpimina G nin “socle” denir
ve soc(G) ile gosterilir. G nin minimal normal altgubu yoksa soc(G)=1 olarak alinir.
soc(G) nin G tizerinde minimal sart1 saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul G nin sonlu sayida

minimal normal altgrubunun direkt carpimi seklinde yazilmasi gerekir [3].

Eger M, G nin minimal normal altgrubu ise 0 zaman M basittir. Dolayisiyla ya Z(M)=1
olup M miikemmel gruptur ya da Z(M)=M olup M abelyendir. Eger M abelyen ise 0
zaman M ya elemanter abelyen p-grup ya da @ nun izomorfik kopyalarmin direkt

carpimudir [3].
2.69. Teorem

G sonlu bir grup olsun. G nin nilpotent olmasi igin gerek ve yeter kosul aralarinda asal

elemanlarinin birbirini merkezlemesidir [27].

2.70. Teorem

Eger ¢, d tamsay1 ve 1 <d < ¢ olmak iizere (c, d) = 1 ise 0 zaman ap=c"—d" asagidaki

iki kosul haricinde ilkel asal ¢arpana sahiptir.
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1) c=2, d=1 ve n=6; ya da
i) c+d=2 ve n=2 [15].

2.71. Tanim

Bir M, dizisi verilsin. m < n dogal sayilar olmak iizere bir p asal sayisi i¢in p|M, ve pt My

ise p ye M, nin ilkel asal ¢arpani denir [15].

2.72. Tanim

F bir cisim ve E, F nin bir cebirsel genislemesi olsun. Eger E iginde bir kokii olan her
p(X)EF[x] indirgenemez polinomu E iizerinde pargalanirsa E ye F nin bir normal
genislemesi denir[12].

2.73. Teorem

[E:K] cebirsel cisim genislemesi olsun. O zaman [F:E] cisim geniglemesi vardir dyle ki

i) F, K da normaldir

il) F nin E yi iceren 6z altcismi yoktur ki K da normal olsun.

iii) [F:K]<oo olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [E:K]<oco olmasidir.

Burada tanimlanan F ye E nin K tizerindeki normal kapanist denir [12].

2.74. Sonug

Q bir n-grup ve G bir n-grup olmak ilizere Q, G {izerine etki etsin. O zaman

G=Cq(Q)[G,Q] dir [7].
2.75. Tanim

P, gruplarm bir smift ve G bir grup olsun. Eger G nin her sayilabilir altgrubu P grup

sinifindan iken G de P grup sinifindan ise o zaman G ye sayilabilir tanimlanabilir denir.
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2.76. Teorem

1 <c € N olsun. Nilpotent gruplar, en fazla ¢ nilpotentlik smifina sahip nilpotent gruplar,
¢oziilebilir gruplar ve komiitatdor uzunlugu en fazla ¢ smifindan olan ¢oziilebilir olan

gruplarin siniflari sayilabilir tanimlanabilirdir [11].

2.77. Tanim

G bir grup olsun, burada G nin lokal sonlu olmasma gerek yoktur. Eger G nin
altgruplarinin bir ¥ kiimesi asagidaki kosullar1 sagliyorsa ¥ kiimesine G i¢in bir lokal

sistem denir.

i) G=U{H:He X},
ii) Her E,F € X i¢in <E,F> < H olacak sekilde bir H € X vardir.

Ozel olarak G bir lokal sonlu grup ise o zaman G nin tiim sonlu altgruplarmin kiimesi G

i¢in bir lokal sistem olusturur. [23]

2.78. Lemma

G bir grup olsun. G nin sayilabilir lokal sonlu bir grup olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
G nin kiime igermesine gore tam sirali olan sonlu altgruplarndan olusan bir ¥ lokal

sistemine sahip olmasidir. [23]
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3. BAZI YARDIMCI TEOREM VE ONERMELER

3.1. Teorem

G ¢oziilebilir bir grup ve F, G nin Fitting altgrubu olsun.

i) N, G nin agikar olmayan normal altgrubu ise 0 zaman N, G nin agikar olmayan normal
abelyen altgrubunu igerir ve NNF # 1 dir.

i) Ce(F)=Z(F) dir [2].

fspat

i) j, NNGY+1 sartin1 saglayan en biiyiik tamsay1 olsun. O zaman

(NNGYy <NnGIP=1

olur. Dolayistyla NNG? abelyen ve G de normal olur.

i) Kabul edelim ki C=Cg(F), F tarafindan igerilmesin. (i) den A/F < G/F vardr dyle ki
F<A< CF ve A/F abelyendir; Fakat

AN(CF)=(ANC)F ve y3(ANC) <[A,C]<[FC] =1
dir. Boylece

ANC <Fve A=F

olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla C=Z(F) dir.
3.2. Lemma

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. O zaman
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i) Her n dogal sayist i¢in H®"=H[G,H]

i1) d > 1 icin H 1n d-altnormal olmast i¢in gerek ve yeter kosul [G,qH] < H olmasidir [11].

3.3. Teorem

Oyle f, p fonksiyonlar1 vardir ki f,p:N — N 6yle ki her n > 1 igin her f(n)-iiretecli altgrubu
en fazla n-altnormal olan grup en fazla p(n) nilpotentlik sinifindan nilpotenttir. Bu teoreme

Rosablade’nin Teoremi de denir [11].

3.4. Lemma

G, her altgrubu altnormal olan periyodik bir grup olsun. O zaman 6yle bir 1 < m dogal
sayist vardir ki G nin sonlu sayidaki asal komponentleri disinda tiimii en fazla m
nilpotentlik smifindan nilpotenttir. Ozel olarak G nin nilpotent olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul biitiin asal komponentlerinin nilpotent olmasidir [11].

fspat

G lokal nilpotent oldugundan asal komponentlerinin direkt ¢arpimima izomorftur.
Hipotezden G nilpotent oldugundan G nin biitiin asal komponentleri de nilpotent olur.
Karsit olarak G nin tiim asal komponentleri nilpotent olsun. Eger komponentlerin
nilpotentlik smiflar1 siirli degilse o zaman Teorem 3.3 den her n pozitif tamsayisi i¢in G
nin bir P, asal komponenti vardir ve P, de n-altnormal olan H, altgrubu vardir (ve n#k ise
Pn # Px). Fakat o zaman H=<H,: n € N> altgrubu G de altnormal olamaz. Bu ise bir
celiskidir. Boylece G nin asal komponentlerinin nilpotentlik smifi smirhdir ve G

nilpotenttir.
3.5. Lemma
N ve H bir G grubunun nilpotent altgruplar1 ve nilpotentlik siniflar1 sirasiyla ¢ ve d olsun.

Eger N, G nin normal altgrubu ve H, G nin n-altnormal altgrubu ise o zaman NH, en fazla

nc+d nilpotentlik sinifina sahiptir [11].
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3.6. Lemma

G bir Baer grup ve N, G nin normal nilpotent altgrubu olsun. Eger G/N sonlu iiretecli ise o
zaman G nilpotenttir. Ozel olarak, G sonlu indeksli bir nilpotent altgrubu varsa o zaman G
nilpotenttir [11].

Ispat

G bir Baer grup, N, G nin normal nilpotent altgrubu ve G/N sonlu iretegli olsun.
{aNx2N,.. ., xnN}, G/N nin irete¢ kiimesi olsun. O zaman G bir Baer grup oldugundan
Teorem 2.46 dan H=<x1,X,...,X,>, G nin nilpotent ve altnormal altgrubu olur. Dolayisiyla
Lemma 3.5 den G=NH nilpotent olur. Simdi kabul edelim ki H G nin sonlu indeksli
nilpotent altgrubu olsun. O zaman H, G iginde sonlu sayida eslenige sahiptir ve dolayisiyla
Teorem 2.29 dan Hg, H nin koru olmak iizere G/Hg sonludur. O zaman G nin dyle bir
sonhu F altgrubu vardir ki G Baer grup oldugundan Teorem 2.46 dan F nilpotenttir ve
G=FHg¢ seklinde yazilir. Ayrica H nilpotent oldugundan Hg de nilpotenttir. Dolayisiyla G

nilpotenttir.

Simdi bu calisma icin énemli olan MOHRES’in “her altgrubu altnormal olan grup
¢oziilebilirdir” seklinde ifade edilen teoremin ispat1 verilecektir. Bunun igin gerekli olan
bazi lemma ve teoremler ise ispatsiz verilecektir.

3.7. Lemma

Her altgrubu altnormal olan torsiyonsuz grup ¢oziilebilirdir [11].

3.8. Teorem

G her altgrubu altnormal olan bir grup ve ©, G nin altgruplarinin bir ailesi olsun dyle ki

G € 0 olsun. O zaman bir H € 0 altgrubu, H nin bir sonlu tiretegli F altgrubu vardir 6yle ki
her F < K<H ve K € 0 i¢in d bir pozitif tamsay1 olmak iizere K, H da d-altnormaldir [11].
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3.9. Lemma

G her altgrubu altnormal olan bir grup olsun. O zaman G™ = G™% olacak sekilde bir
1 <n € N vardrr [11].

3.10. Lemma

G, her altgrubu altnormal olan bir p-grup olsun. Eger G nin her 6z altgrubu ¢oziilebilir ise

o zaman G ¢oziilebilirdir [11].

Simdi MOHRES’in daha énce belirttigimiz teoreminin ispatin1 verelim.
3.11. Teorem

Her altgrubu altnormal olan grup ¢oziilebilirdir [11].

fspat

G her altgrubu altnormal olan bir grup olsun. O zaman Lemma 3.4 ve Lemma 3.7 den G i
bir p-grup olarak alabilirz 6yle ki p bir asal sayr olsun. Kabul edelim ki G ¢oziilebilir
olmasin. O zaman Teorem 3.8 den G nin ¢oziilebilir olmayan bir altgrubu H ve H nin bir
sonlu iiretecli F altgrubu ve d pozitif tamsay1 vardir ki F yi igeren ¢oziilebilir olmayan K

altgrubu H i¢inde d-altnormaldir.

serisi F nin H i¢indeki normal kapanis serisi ve B=H; en kiigiik ¢6ziilebilir olmayan terimi
olsun. O zaman F® ¢oziilebilir ve boylece K=B/F® ¢oziilebilir degildir. Ayrica K nin biitiin
non-¢oziilebilir altgruplart en fazla d-altnormaldir. Dolayisiyla Teorem 3.4 den K nin
biitiin non-¢oziilebilir altgruplar: K nin komiitator serisinin bir D limitini i¢erir. O zaman D
nin biitlin 6z altgruplar1 ¢oziilebilir olur. Boylece Lemma 3.10. dan D c¢oziilebilirdir.

Lemma 3.9 dan G ¢6ziilebilir olur. Bu ise bir ¢eliskidir.
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3.12. Teorem

G bir lokal nilpotent grup ve T, G nin torsiyon altgrubu olsun. O zaman T, G nin bir T
fully-invaryant altgrubunudur 6yle ki G/T torsiyonsuzdur. Ayrica T, p-gruplarm direkt
carpimidir [28].

fspat

Once T nin G nin altgrubu oldugunu gosterelim. T nin bostan farkl oldugu agiktir. x ve y
T nin elemanlar1 olsun. O zaman x ve y sonlu mertebedendir. <x,y>=K olsun. O zaman G
lokal nilpotent oldugundan K nilpotenttir. T1, K nin sonlu mertebeli elemanlarmin kiimesi
olsun. [2] deki Teorem 5.2.7 den T;, K nin altgrubudur. X,y € T; ve T; < K oldugundan
xy' € Ty dir. Boylece xy™ sonlu ve dolayisiyla xy™ € T dir. T nin fully invariant ve G/T

nin torsiyonsuz oldugu asikardir.

Simdi T nin p-altgruplarinin direkt ¢arpimi oldugunu gosterelim. r, T nin elemanlarinin
mertebesinin tlim asal bdlenlerinin kiimesi olsun. p € © olmak iizere Ty, T nin tiim p-

elemanlarmin {irettigi altgrup olsun. Ty nin bir p-grup oldugunu gésterelim.
1 #x € Tyolsun. Her x;, p—eleman olmak iizere x=X1, X,..., X, seklinde yazilabilir.
H = <Xy, X2,..., Xn>

olsun. O zaman G lokal nilpotent oldugundan H nilpotenttir. H, p-elemanlar tarafindan
tiretilen bir nilpotent grup oldugundan H bir p-gruptur. Boylece x bir p-eleman: ve
dolayisiyla T, bir p-gruptur. Ayrica Ty, T nin normal altgrubudur.

Simdi 1 # x € T ve |x| = m olsun. O zaman p; € T birbirinden farkli asal sayilar olmak

uzere

m=p..p,"
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seklinde  yazilabilir. mi=m/( pie‘) olmak iizere (Mmy,...,mp)=1 dir. Bdylece

maki+---+ mpk=1 olacak sekilde k; tamsayilar1 vardir.

x=xt= X" = (M) (xMY e T Ty LTy

oldugundan T= H "T, dir ve TpN HTq =<1> oldugu asikardir. Dolayisiyla T, p-gruplarin

per

direkt carpmmudir.
3.13. Teorem

H ve K, bir grubun normal lokal nilpotent altgruplar1 olsun. O zaman J=HK carpimi da

lokal nilpotenttir. Bu teoreme Hirsch-Plotkin teoremi de denir [2].
3.14. Teorem

G bir grup olsun. G nin tiim normal lokal nilpotent altgruplarin1 igeren tek normal lokal

nilpotent normal altgrubu vardir ve bu gruba Hirsch-Plotkin radikali denir [2].
fspat

Lokal nilpotent altgruplarin zincirinin bilesiminin lokal nilpotent oldugunu gérmek zor
degildir. Boylece Zorn lemmadan her normal lokal nilpotent altgrup maksimal lokal
nilpotent altgrup tarafindan igerilir. Eger H ve K, G nin iki maksimal normal lokal
nilpotent altgruplar1 ise 0 zaman Teorem 3.13 den HK lokal nilpotent ve dolayisiyla H = K

olur.
3.15. Lemma

G bir lokal sonlu grup olsun. Eger G nin nilpotent olmayan her altgrubu altnormal ise o

zaman G nilpotent-by-Chernikov dur [11].
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3.16. Lemma

Her sonsuz lokal sonlu grubun sonsuz bir abelyen altgrubu vardir [2].

3.17. Teorem

G bir agikar olmayan sonlu tislii ¢oziilebilir p-grup ve Z, G nin faktorleri elemanter abelyen

olan normal serisinin minimum uzunlugu olsun. O zaman G nin her g elemani i¢in

[G, <g>]=1 Ve r = 1+p+p*+...+p?™t

dir. Ozel olarak G bir Baer gruptur [4].

3.18. Lemma

G, lokal nilpotent ve ayn1 zamanda lokal sonlu bir grup ve kabul edelim ki her altgrubu
altnormal ya da nilpotent-by-Chernikov (sirasiyla altnormal ya da ¢6ziilebilir) olan bir grup
olsun. O zaman G ya nilpotent-by-Chernikov (veya ¢oziilebilir) ya da G nin bir G, asal
komponenti vardir 6yle ki Gy, nilpotent-by-Chernikov olmayan (veya ¢oziilebilir olmayan)

bir grup ve bir nilpotent-by-Chernikov K altgrubu i¢in G = G, X K seklinde yazilabilir [6].

fspat

Oncelikle her nilpotent grup ve Chernikov grup ¢oziilebilir oldugundan Teorem 2.13 den
her nilpotent-by-Chernikov grubun da ¢oziilebilirdir. Simdi kabul edelim ki G nin her
altgrubu altnormal ya da 9t€ olsun ve bir Gy NE olmasin. O zaman G/G, nin her altgrubu
altnormal ve boylece Lemma 3.15 ten G/Gp 1€ grup olur. Dolayisiyla G nin dyle bir Nt€
olan K altgrubu vardir ki G = G, X K seklinde yazilabilir. Diger taraftan kabul edelim ki G
nin her asal komponenti NE olsun; Ancak G, NE grup smifindan olmasm. O zaman ya

hepsi nilpotent olan sonsuz sayida G, asal komponentleri vardir ya da nilpotent olmayan
sonsuz sayida G, asal komponentleri vardir. Her iki durumda da G = H; x H, olarak ifade
edilebilir 6yle ki her bir Hj sonsuz sayida G, igerir. Chernikov grup sonlu sayida asal

icerdiginden H; Chernikov olamaz. Ancak H;=G/H; oldugundan her altgrubu altnormal ve
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boylece Lemma 3.15 den dolay1 :t€ olur ki bu her altgrubun altnormal ya da 9t€ oldugu

durumda ¢eliski dogurur.

Eger G nin her altgrubu altnormal ya da ¢oziilebilir ise 0 zaman ayn1 argiimandan sonug
cikar. Eger Gy, ¢oziilebilir degilse o zaman € da degildir. Hipotezden G, << G dir ve bu
durumda G/Gp nin her altgrubu altnormaldir ve dolayisiyla Lemma 3.15 den dolay:
G/Gp € NC dir. Eger her p asali i¢in Gy ¢dziilebilir ancak G ¢oziilebilir degilse o zaman
G=HixH; seklinde yazilabilir dyle ki bu kez her H; smirli olmayan komiitator uzunluga
sahip asal komponentler icerir. Dolayisiyla asal komponentlerin komiitatorleri 1 e
ulasmadigi igin ¢oziilebilir degildir ve boylece 9t€ olamaz. Bu durumda H; = G/H; nin
her altgrubu altnormal olur 6yle ki Teorem 3.11 den Hj ¢6ziilebilirdir ki Teorem 2.13 den

G ¢0ziilebilir olur ve bu ¢eligkidir.

3.19. Onerme

G, her altgrubu altnormal ya da nilpotent-by-Chernikov olan lokal nilpotent grup olsun.

O zaman G ¢oziilebilirdir [6].

3.20. Onerme

G, her altgrubu altnormal ya da nilpotent-by-Chernikov olan lokal sonlu bir grup olsun. O
zaman G ¢ozilebilir-by-sonludur. Ayrica G ya ¢oziilebilir ya da nilpotent-by-Chernikov
gruptur [6].

3.21. Teorem

G, her altgrubu altnormal olan sonlu islii ¢6ziilebilir bir grup olsun. O zaman G
nilpotenttir [11].

fspat
G, her altgrubu altnormal olan sonlu iislii ¢oziilebilir bir grup olsun. G ayn1 zamanda

periodik oldugundan Lemma 3.4 den hareketle G yi sonlu sayida p-komponentlerinin

direkt ¢arpimi seklinde yazilabilir ve buradan G yi bir p-grup olarak kabul edebiliriz. G
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¢oziilebilir p-grup ve sonlu islii oldugundan [11] deki Sonu¢ 76 nin hemen altindaki
aciklamadan G nin bir sonlu normal serisi vardir 6yle ki faktorleri elemanter abelyendir. d
bir tamsay1 olmak iizere G nin ¢6ziilebilirlik uzunlugu d olsun. d iizerine tiimevarim
yapalim. Eger d=1 ise G > G’ = 1 oldugundan G abelyen ve dolayisiyla nilpotenttir. O
halde d > 2 ve iddia d-1 i¢in dogru ve N=G'GP olsun. G/N, G nin en genis elemanter
abelyen bolim grubu ve N nin ¢ozilebilirlik uzunlugu d-1 oldugundan tiimevarim

hipotezinden N nilpotenttir. K= N'NP olsun. O zaman da N/K, N nin en genis boliim

grubudur dolayisiyla elemanter abelyen p-gruptur. Bu durumda G/ % /K =G/N ve G
bir p-grup oldugundan G/K bir p-grup ve N/K elemanter abelyen grup ve G/N de
elemanter abelyendir. Dolayisiyla [11] deki Onerme 189 dan G/K nilpotenttir. Dolayisiyla
[11] deki Lemma 190 dan G nilpotenttir.

3.22. Lemma

G bir grup ve A, G nin normal abelyen altgrubu ve H < G igin H/Cn(A) abelyen olsun. O

zaman her a € Ave her x,y € Hicin
[a.x.y]=[a,y.x]

dir [11].

fspat

H/Ch(A) abelyan oldugundan her a € A ve her X,y € H i¢in [a,xy]=[a,yX] dir. Teorem 2.15

den

[ayllax]"=[a.X][ay]" ve
[ax] [a.y] ayl[ax]’ = [a.x] [a.y] “fax][a.y]"

dir ve A, G nin normal abelyen altgrubu oldugundan a*x'ax € A dir. Béylece

[a.xX] " [a.X]” = [a,y] " [ay]*
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dir.

3.23. Lemma

A, bir G grubunun normal abelyen altgrubu olsun 6yle ki G/Cg(A) abelyen olsun. O zaman
her X,Y <G i¢in

[AXY]=[AY,X]

olur [11].

3.24. Lemma

A,B,C bir G gurubunun altgruplar1 ve N, G nin normal altgrubu olsun [A,B,C] ve [B,C,A],

N tarafindan igerilsin. O zaman [C,A,B] de N tarafindan igerilir.

Bu lemmaya ii¢ altgrup lemma denir [11].

3.25. Teorem

G bir abelyen grup ve T, G nin torsiyon altgrubu olsun. O zaman T, G nin asal

komponentlerinin direkt toplamidir [2].

3.26. Lemma

G, her nilpotent olmayan altgrubu altnormal olan lokal sonlu bir grup olsun ve A, G nin
normal abelyen altgrubu olsun 6yle ki p bir asal say1 olmak {izere G/A elemanter abelyen

p-grup olsun. O zaman G hemen hemen-lokal nilpotentttir [10].
fspat
Kabul edelim ki G hemen hemen-lokal nilpotent olmasin ve N, G nin lokal nilpotent

radikali olsun. O zaman G periyodik grup oldugundan M, N nin (dolayisiyla G nin) p-
radikali ve B de N nin (dolayisiyla G nin) p’-radikalidir. B, G nin p'-radikali ve G/A
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abelyen p-grup oldugundan B, A tarafindan igerilir. Eger M < K ve K/M lokal nilpotent
olacak bigimde G de sonlu indeksli bir K altgrubu varsa o zaman G nin bir L p-altgrubu

icin

(K/IM)=(L/M) x (BM/M)

dir ve L ve BM lokal nilpotent oldugundan K da lokal nilpotenttir. G/K sonlu oldugundan
G hemen hemen-lokal nilpotent olur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece G/K sonsuz oldugundan
G nin M ile faktdriinii alabiliriz ve buradan G nin p-radikalini asikar kabul edebiliriz. Ozel

olarak A bir p’-grup ve G nin lokal nilpotent radikalidir.

G/A sonsuzdur ve boylece Teorem 2.20 den G nin her sonlu p altgrubu daha genis bir
altgurubu tarafindan igerilir. Boylece G nin sonsuz bir p-altgrubu olarak H y1 se¢ebiliriz ve
HA, G nin normal altgrubu oldugundan A, HA nin lokal nilpotent radikalidir. Boylece
G=HA olarak kabul edebiliriz. Ayrica H bir p-grup ve A bir p’-grup HNA=1 ve hipotezden
G/A abelyen p-grup ve

GIA=HAIA=H/(HNA)=H

oldugundan H, G nin abelyen p-altgrubudur. Simdi G abelyen olmadigi i¢in <h>-invaryant
olan sonlu bir U<A vardir dyle ki U<h> abelyen olmayacak sekilde h € H secilebilir ve

dolayisiyla U<h> nilpotent degildir. Hipotezden pozitif r tamsayisi igin

[G,<h>] < ANU<H>=U(AN<H>)=U

olur. Fakat o zaman <h>, A/[A,<h>] nilpotent etki eder ve H bir p-grup ve A bir p’-grup
oldugundan Lemma 2.34 den asikar etki eder. Dolayisiyla [A,<h>] < U olur. Buradan
<h>®=<h>""=<h>" sonludur. Ustelik <h>® nilpotent degildir ve <h>®, <h> ve [U,<h>]
altgrubunu igerdigi igin <h>, [U,<h>] iizerine nilpotent etki etmez. Dolayisiyla G/<h>° nin
her altgrubu altnormal ve bdylece G/<h>® lokal nilpotenttir. Dolaayisiyla <h>° nin
mekezleyeni lokal nilpotent ve G de sonlu indekslidir. Boylece G hemen hemen-nilpotent

gruptur. Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir.
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3.27. Lemma

G, her nilpotent olmayan altgrubu altnormal olan lokal sonlu bir grup olsun ve X, G nin
lokal nilpotent altgrubu olsun 6yle ki G/X abelyen p-grup olsun. O zaman G hemen
hemen-lokal nilpotenttir [10].

fspat

Varsayalim ki G hemen hemen-lokal nilpotent olmasm. Lemma 3.26 nin ispatindan G nin
asikar p-radikali oldugunu varsayabilir ve o zaman G=XH seklinde yazabiliriz 6yle ki H, G
nin p-altgubu. [10] daki sonu¢ 2.1 den G ¢oziilebilirdir ve X in komiitator uzunluguna
tiimevarim yaparak X in bir G-invaryant abelyen A altgrubu vardir 6yle ki G/A ve HA
hemen hemen lokal nilpotenttir. Dolayisiyla H 1n sonlu indeksten bir K altgrubu vardir
oyle ki XK/A ve KA lokal nilpotenttir. X bir p’-grup oldugundan [X,K] < A ve [A,K]=1
dir. Dolayisiyla K nin X iizerine etkisi nilpotenttir. Dolayisiyla XK lokal nilpotent ve G de
sonlu indekslidir ki bu ¢eliski demektir.
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4. TEOREM 1.1° IN ISPATI

Burada 6ncelikle bir G grubunun her altgrubu altnormal ya da :t€ grup ise o zaman G ye X
smifindan grup denilecegini belirtelim. Ayrica sunu ifade etmek gerekirse bir NCE
grubunun Chernikov genislemesi yine bir :t€ grubunun i¢indedir. Bu sonug [18] deki
Lemma 1 in ispatindan saglanmaktadir ve bu ¢aligmada birka¢ yerde kullanilmakta oldugu

i¢in bu boliimde 6ncelikle bu lemma ve ispat1 verilecektir.
[18] deki Lemma 1

G lokal dereceli minimal non-“nilpotent-by-Chernikov” grup olsun. O zaman G nin

Chernikov grup olan 6z goriintiisii yoktur. Ozel olarak G bir miikemmel gruptur.
fspat

Kabul edelim ki G nin Chernikov olan 6z goriintiisii var olsun. O zaman G nin dyle bir 6z
normal N altgrubu vardir ki G/N Chernikovdur. Hipotezden G nin her 6z altgrubu

nilpotent-by-Chernikov oldugundan N nin 6yle bir normal nilpotent altgrubu R vardir ki
N/R Chernikov gruptur. R = R®, R nin G i¢indeki normal kapanis olsun. [25] deki Lemma
4.7 den dolay1 R nilpotenttir. O zaman G/N, Chernikov grup oldugundan

Chernikov gruptur. Boylece G, nilpotent-by-Chernikov olur ki bu hipotezle celisir.

Boylece G nin Chernikov olan 6z goriintiisii yoktur.

Asikar olmayan her abelyen grup homomorfik goriintii olarak, bir p asal sayist icin
mertebesi p olan bir devirli gruba ya da quasidevirli C,- grubuna sahiptir. Boylece eger
G' < G 1se G/G' asikar olmayan abelyen grup oldugundan G/G' nin homomorfik
gortintlistiniin mertebesi p olan devirli grup ya da Cy= oldugundan G nin Chernikov olan

bir homomorfik goriintiisii olur ki bu hipotezle ¢elisir. Boylece G'=G dir.
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Simdi Teorem 1.1 i¢in gerekli lemmalar1 verelim. Onceden verildigi iizere Teorem 1.1 de
G, X smifindan lokal sonu ve sonlu iislii bir grup ise G nin nilpotent bir grubun sonlu
genislemesi oldugu ifade edilmisti. Asagidaki lemma ise Teorem 1.1 in lokal nilpotent

olmas1 durumuyla ilgilidir.

4.1. Lemma

G lokal nilpotent ve sonlu islii bir grup ve G, her altgrubu altnormal ya da nilpotent-by-
Chernikov olan grup olsun. O zaman G nilpotenttir.

fspat

G, sonlu exponentli oldugundan ayn1 zamanda periyodik bir gruptur. Ayrica hipotezden G
lokal nilpotent oldugundan Teorem 3.12 den G, p-gruplarinin direkt ¢arpimi olarak
yazilabilir. Kabul edelim ki G nilpotent olmasm. O zaman bir p asal sayisi i¢in G nin bir
p-komponenti nilpotent degildir. Béylece G yi p-grup olarak alabiliriz. Hipotezden G bir X
siifindan grup oldugundan G nin altnormal olmayan her altgrubu Nt€ gruptur. O zaman
H, G nin NE altgrubu ise o zaman H nin dyle bir N normal nilpotent altgrubu vardir ki
H/N Chernikovdur. G sonlu tslii oldugundan H/N sonlu iislii Chernikov grup oldugundan
H/N sonludur. O halde G nin altnormal olmayan her altgrubu nilpotent-by-sonlu (9tg) dir.
Ayrica Onerme 3.19 dan dolay1 G, ¢dziilebilir bir gruptur. Bdylece G bir sonlu iislii
¢oziilebilir grup oldugundan Onerme 3.17 den dolay1 G bir Baer gruptur. Boylece G nin
altnormal olmayan her altgrubu nilpotenttir. [10] daki Teorem 3 den dolay1 G nin her

altgrubu altnormal ve G sonlu iislii oldugundan Teorem 3.21 den G nilpotenttir.

Bundan sonra biitiin ¢abalar her altgrubu altnormal ya da nilpotent-by-chernikov olan lokal
sonlu gruplarin hangi durumlarda (lokal nilpotent)-by-Chernikov (L9)€ oldugu iizerinde
yogunlasacaktir. Sonraki 3 sonug (sonlu iislii olmanin 6tesinde olunan durumlarda) ¥\ i€
sinifindan olan bir lokal sonlu grubun (L9t)€ olmayan kesime sahip oldugu ve bu kesimin
ya elemanter abelyen ya da rankl (sonlu iiretegli her altgrubu devirli) tipinden bir (abelyen

grup by bir abelyen) grubun split genislemesi oldugunu gostermektedir.
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4.2. Lemma

G, her altgrubu altnormal ya da nilpotent-by-Chernikov olan lokal sonlu bir grup ve
G ¢ (LMCE olsun. O zaman G nin bir Gy € (LI)E altgrubu vardir 6yle ki Go/X ya
elemanter abelyen ya da biitiin asal komponentleri asal mertebeden ya da rankl tipinden

olacak sekilde G 1n lokal nilpotent X altgrubu vardir.

fspat

G ¢ (LN)C oldugundan ayn1 zamanda G & NE dir ve G € X oldugundan Onerme 3.20 den
dolay1 G ¢ozilebilirdir. X, G nin lokal nilpotent radikali olsun. Altnormal abelyen
altgruplarmin iizerinde minimal sart1 saglayan periyodik ¢oziilebilir gruplar Chernikovdur
([6]:176); Ancak hipotezden G/X Chernikov degildir. G lokal sonlu oldugundan G/X de
lokal sonlu ve dolayisiyla Lemma 3.16 dan A/X sonsuz abelyen altnormal altgrubuna
sahiptir ve A/X Chernikov degildir.

O zaman A/X abelyen ve torsiyon oldugundan Teorem 3.25 den kendi p-komponentlerinin
direkt toplamidir ve Chernikov olmadigindan sonsuz sayida asal igerir ve dolayisiyla A/X,
asal usli ya da asal komponentleri asal mertebeden olan sonsuz bir Gy/X altgrubuna
sahiptir. Ustelik Go, G de altnormal ve X, G, n lokal nilpotent radikalidir. Boylece Go

istenilen tiirden bir altgruptur.

4.3. Lemma

G, lokal sonlu bir grup ve G € X olsun. N, G nin lokal nilpotent radikali olmak iizere G/N
elemanter abelyen p-grup olsun. O zaman G nin (L9t)€ olmayan bir Go=A > H kesimi
vardir 6yle ki H elemanter abelyen p-grup ve A, Gy m lokal nilpotent radikali ve A,

abelyen p’-gruptur.
fspat
Kabul edelim ki G nin yukarida tanimlanan tipten her kesimi (L9t)€ grup olsun. Bu

durumda G nin de (L9t)€ grup oldugu celigkisi elde edilecektir. T, G nin bir altgrubu ve S

de T nin lokal nilpotent radikali olsun. O zaman hipotezden T/S Chernikovdur. Fakat
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hipotezden N, G nin lokal nilpotent radikali olmak iizere G/N elemanter abelyen p-grup
oldugundan TN/N=T/TNN=T/S de elemanter abelyen p-grup oldugundan T/S sonlu
usliidiir. Dolayistyla T/S sonludur. O halde G nin hipotezdeki gibi her kesimi (L9)g dir.
N, G nin lokal nilpotent radikali oldugundan M, p-grup, B de p’-altgrup ve M ve B
G-invaryant altgruplar olmak {izere N=M x B seklinde yazilabilir. Ayrica G/M nin asikar
olmayan normal p-altgrubu yoktur. Kabul edelim ki G/M nin agikar olmayan normal p-
altgrubu H/M olsun. G lokal sonlu oldugundan H/M p-grup oldugundan H/M nin her sonlu
iiretecli altgrubu sonlu p-grup ve dolayisiyla nilpotenttir. O zaman H/M, G/M nin lokal
nilpotent normal altgrubudur. Fakat N/M, G/M nin lokal nilpotent radikali oldugundan
H/M <N/M ve N =M x B ve N/M bir p’-grup oldugundan H/M, G/M nin p’-altgrubudur.
Bu ise bir geliskidir. Béylece G/M nin asikar olmayan normal p-altgrubu yoktur. Boylece
genelligi bozmadan N yi bir p’-grup olarak Kabul edebiliriz. G/N sonsuz elemanter abelyen
p-grubu oldugundan G nin her sonlu p-altgrubu G nin daha biiyiik bir p-altgrubu i¢indedir
ve boylece G nin sonsuz abelyen p-altgrubu vardir ve N, G nin dolayisiyla NH 1n bir lokal
nilpotent radikali ve NNH = 1 oldugundan G=NxH olarak alabiliriz. Onerme 3.19 dan N
¢oziilebilirdir ve G/N abelyen oldugundan G ¢oziilebilirdir. Boylece Teorem 3.1 den dolay1
N, G-invaryant abelyen A altgrubunu igerir. AH < NH oldugundan AH ve G/A€(LN)F
dir. Dolayisiyla H da sonlu indeksli bir K altgrubu vardir 6yle ki AK ve NK/A lokal

nilpotenttir.

Simdi H bir p-grup ve K < H oldugundan K da bir p-gruptur. O halde N bir p’-grup ve K
bir p-grup ve AK lokal nilpotent oldugundan Teorem 2.69 dan dolay: [AK]=1 dir ve
ayrica NK/A lokal nilpotent oldugundan

[(NA/A),(KA/A)]=1
= [NA,KAJA)/A=1
= [N,KA] <4

ve Teorem 2.15 den

[N,KAJ=[N,A][N,K]"<4

olur. A, G nin normal abelyen altgrubu oldugundan [N,A], A nin i¢indedir ve dolayisiyla
[N,K] < A olur. Boylece [N,K,K] < [A,K]=1 oldugundan Tanim 2.33 den dolay1 K, N ye
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nilpotent etki eder. Dolayisiyla Lemma 2.34 den dolay1 K, N iizerine asikar etki eder ve
tekrar Teorem 2.69 den NK nilpotenttir. Simdi G/A € (LN)F ve NK/A lokal nilpotent
oldugundan |G:NK]| sonlu olur. Dolayisiyla G € (L9t)€ dur geliskisi elde edilir.

4.4. Lemma

G, lokal sonlu bir grup ve G € X ve N, G nin normal lokal nilpotent altgrubu olsun dyle ki
G/N, asal komponentleri asal mertebeden olan sonsuz abelyen grup olsun. Eger G ¢ (L)€
ise 0 zaman G nin Go= AyxH olacak sekilde (L9t)€ olmayan kesimi vardir dyle ki Ao
abelyen ve normal ve H, asal komponentleri asal mertebeden olan sonsuz abelyen altgrup
ve (H) N n(Ao) = @ dir.

fspat

Varsayalim ki G nin yukarida tanimlanan tiirden her kesimi (L9t)€ smifindan olsun.
Boylece Lemma 4.3 iin ispatindan goriildiigii gibi bu kesimleri (L9t)& dir. O zaman

G € (LM F celiskisi elde edilmeye ¢alisilacaktir.

Simdi Kabul edelim ki w, N nin asikar olmayan p-komponentleri sonlu olan p asallarinin
kiimesi olsun. O zaman G de bir sonlu indeksli altgrubuna gegersek G/N nin ©’-grup
oldugunu kabul edebiliriz. G lokal sonlu oldugundanG/N de lokal sonlu ve Tanim 2.77
daki agiklamadan dolay1r G/N sayilabilir oldugundan Teorem 2.38 den G=N x H olacak
sekilde bir H mn'-grubu mevcuttur oyle ki H abelyen ve tiim asal komponentleri asal
mertebedendir. Onerme 3.19 dan dolay1 N ¢oziilebilir oldugundan N nin komiitator serisi
vardir ve dolayisiyla N nin komiitator uzunluguna tiimevarim yaparak HN' grubunu hemen
hemen lokal nilpotent oldugunu gosterelim. Yani H da sonlu indeksli bir H; altgrubu i¢in
H:N’ grubunun lokal nilpotent oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki N nin ¢oziilebilirlik
uzunlugu d olsun. Eger d=1 ise N'=1 dir. Dolayisiyla HN'=H m sonlu indeksli bir
altgrubunun oldugunu géstermek yeterlidir. G, lokal sonlu bir grup ve G € X oldugundan
H da lokal sonlu bir grup ve H € X olur ve Onerme 3.20 den dolay1 H hemen hemen-lokal
nilpotenttir. iddia d=i i¢in dogru olsun. Yani [H1,N®]=1 olsun. O zaman d=i+1 i¢in dogru
oldugunu gosterelim. Yani [Hi,N*V]=1 oldugunu goeterelim. Simdi HN™Y/N® yukarida
tammlanan tiirden kesim oldugundan HiN®Y/N® Jokal nilpotenttir ve dolayisyla [8] deki
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Teorem 1.5 den faydalanarak [H:N®/N® N®Y/N®1=1 dir. Bu durumda [Hi,N™Y] < NO
olur ve [NV H; Hi]=1 dir.Dolayisiyla Hy, N®% iizerinde nilpotent etkiye sahiptir ve
boylece [Hi,N™Y]=1 dir. Dolayistyla HyN’ lokal nilpotent ve bdylece HN’ hemen hemen
lokal nilpotenttir. Hi, N’ yi merkezlediginden dolayr HiN/N' grubu elde edilir.

(HlN)/N'
N/N.;(HlN)/N =~ H1/(HlmN); H1

seklinde yazilabilir. H sonsuz ve |H : Hj| < o oldugundan H; sonlu olamaz ve dolayisiyla
HN/N’ (lokal nilpotent)-by-sonlu degildir. Ancak N/N' abelyen ve normal ve H asal
komponentleri asal mertebeden olan bir grup oldugundan HN/N’, G nin yukarida
tanimlanan tiirden bir kesimidir ve varsayimdan dolay1 (lokal nilpotent)-by-sonlu olmasi

gerekir. Dolayisiyla geliski elde edilir ve boylece n= n(N)=c0 varsayabilirz.

G ¢ (L) ve N, G nin lokal nilpotent radikali oldugundan n(N)=c oldugundan asallarin
sonsuz bir ¢ kiimesi ve G nin elemanlarinin S = {g: i > 1} kiimesi vardir 6yle ki S, modulo
N ye gore G yi tiretir ve p asal say1 olmak iizere her i € N i¢in g; elemanlarinin mertebesi pi
asallarinin kuvetidir 6yle ki pi € o dir. Ayrica i#j igin pi#q; dir. S nin her bir h; elemani i¢in
G=N<h;hy,...> seklinde yazilacagindan ve G (lokal nilpotent)-by-soniu olmadigindan 6yle
bir hi€ S igin N<h;> ¢ L9t dir. ry asal ve k dogal say1 olmak iizere |h1|=r1k olsun ve q; asal
ve m dogal say1 olmak iizere |F1|=q;" olacak sekilde N nin F; altgrubunu alalim. O zaman
<F3,h;> ¢ LN olur. O zaman bir x; € F; vardir dyle ki [x1,h;]#1 dir. w3={r1,0:} ve N1, N
nin m;-radikali olsun. O zaman N=N;xM;j seklinde yazilabilir. Lemma 4.3 iin ispatindan
G/M; (lokal nilpotent)-by-sonlu dur. Dolayisiyla N/M;, S nin sonlu sayidaki elemanlar1
hari¢ tiim elemanlar1 tarafindan merkezlenir. Yani H da sonlu indeksli bir Hy altgrubu igin
icin NiHo lokal nilpotenttir. NH ¢ (L9t)& oldugundan NHo=N;HyxM;H, lokal nilpotent
degildir. Dolayisiyla S den bir h, elemani segebiliriz 6yle ki mertebesi r, € o\m; asalinin
kuvvetidir ve <Mj,h,> ¢ L9t dir. yukarida da yaptigimiz gibi M; de gz asalinin kuvveti
mertebesinden bir X, elemanmi segebiliriz dyle ki [x2,hz]#1 dir ve g2 € muU{r.} dir.
12=(<X1,X2,h1,h2>) bir kiime ve N=Nj x N, x M; seklinde yazilsin dyle ki Nj x Np, N nin
np-radikali olsun. O zaman tekrar G/M, (lokal nilpotent)-by-sonlu grubunu elde ederiz.
Dolayisiyla S nin bir hs elemanini segeriz dyle ki mertebesi r3 € o\m, asalinin kuveti
mertebesindendir ve <My,hs>¢ LIt dir. O zaman M de g3 asalinin kuvveti mertebesinden

bir x3 elemanmi segebiliriz Oyle ki [x3,hs]#l dir ve q3 € mU{rs} dir.
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3=(<X1,X2,X3, h1,hz,hs>) bir kiime ve N=Nj;x NyxN3x Mgj seklinde yazilsin Oyle ki

N1x N2xN3, N nin mz-radikali olsun.

Bu sckilde devam edelim ve H=<h;: i>/>, B=<x: i>/>" olsun. Ayrica A= {ri: i>1} ve
u={qi:- =1} olsun. O zaman B bir p-grup ve Anp=9@ dir. G;=BH olsun. Eger G; € (LI)C
ise 0 zaman bir n dogal sayisi i¢in |H:Hg|=n olacak sekilde Hy < H vardir ve BH, lokal
nilpotenttir. Bu durumda n ile aralarinda asal her h € H igin B<h> lokal nilpotent degildir
ve dolayisiyla sonlu tanesi harig tiim [x;,hi] elemanlar1 asikar olur ki bu insa ile ters diiser.
Boylece G, (lokal nilpotent)-by-sonlu degildir. Benzer sekilde M, NNG; in A-radikali
olsun. O zaman G1/M de (lokal nilpotent)-by-sonlu degildir. Béylece genelligi bozmadan G
nin her A-altgrubunun rankl-grup oldugunu yani asal komponentlerinin asal mertebeden
oldugunu varsayabiliriz. Lokal sonlu G; grubu sayilabilir oldugundan Teorem 2.37 den G;
in Hy, A-altgrubu vardr 6yle ki NNG; i tamamlar. Eger G,=BxH; € (LJt)C ise 0 zaman H;
de sonlu indeksli bir C altgrubu vardir 6yle ki B yi merkezler ve o zaman D=C®" grubu B
grubunu merkezler. Bu durumda n(G1/D), A nin sonlu sayida elemanini igerir, tekrardan

inga ile ters diisen bir durum ortaya ¢ikar. Dolayisiyla G, € (L9t)€ dur.
Kabul edelim ki B nin komiitatér uzunlugu d olsun. G nin kesimleri {lizerine yapilan
hipotezden dolay1 her i=0,...d-1 igin HiBY/B™Y € (LM)F dir. Dolayisiyla H; iginde sonlu

indeksli bir H, altgrubu vardir ve BY/B™Y yi merkezler. Bu durmda [8] deki Teorem 1.5

den faydalanarak;

H. B (i) o (i+1)
{( 2 %(Hl)!(B B %(nl)}:lve

([H2 B(i+1), B(I)] B(I+1))/ B(i+1):1
:[HZ B(i+1), B(I)] S B(i+1)

olur. Simdi i=0 i¢in
[H.B'.B] <B’
ve Teorem 2.15 den

[Hz,B] <B’
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ve dolayisiyla
[B,H:] <B’

dir ve i=1 igin
[H.B",B']1<B"”

ve Teorem 2.15 den

[H.B]<B”
= [B',H,] <B"

olur ve buradan gériiliir ki [B,Hz,H,] < B” dir. Bu sekilde devam edilirse [B,qH,]=B@=1
olur ki bu Hz nin B ye nilpotent etki etmesi demektir ve boylece [B,H2]=1 olur. Dolayisiyla
BH. lokal nilpotenttir ve dolayisiyla G, € (LIt)& olur ki bu sonucu kanitlayan geliski

demektir.
4.5, Lemma

G, lokal sonlu bir grup ve G € X olsun. Her p asali i¢in G nin tiim p-kesimleri 3t€ grup
olsun; Fakat G, :t€ grup olmasin. O zaman lokal sonlu bir F cismi i¢in A, F nin toplamsal
altgrubu ve K da F cisminin F~ carpimsal grubunun altgrubu ve bir halka olarak F vyi iireten

bir sonsuz altgrup olmak iizere G nin A % K grubuna izomorf bir kesimi vardir.
fspat

Hipotezden G nin tiim p-kesimleri nilpotent-by-Chernikov oldugundan R, G nin lokal
nilpotent radikali olmak tiizere Lemma 3.18 den R de nilpotent-by-Chernikov dur.
Dolayisiyla G/R ¢ € olur ki bu G ¢ (L9t)€ demektir. Dolayisiyla Lemmalar 4.2, 4.3, 4.4
den G=A x K seklinde yazabiliriz 6yle ki A normal abelyen altgrup ve K sonsuz elemanter
abelyen altgrup ve burada K ya p-iislii ya da asal komponentleri asal mertebeden bir

gruptur. Bu sonraki durum ile z(K) 1 n(4o) =@ olur. A=A, x Ay olarak diisiinelim 6yle ki
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Ap ve Ay sirasiyla A nin p ve p’ komponentler olsun. Hipotezden ApK € € oldugu
agiktir. Eger AyK € NC ise 0 zaman A, K nmn sonlu indeksli bir altgrubu tarafindan
merkezlenir. Bu durumda G € NC ¢eliskisini elde ederiz. Dolayisiyla AyK & 9t€ dur. Bu

durumda A altgrubunu p’-grup olarak diisiinebiliriz.

[A,K,K]=X olsun. A, G nin normal abelyen altgrubu oldugundan X < A dir. K=KX/X

oldugundan

[(A7X),(KX/X)]= (JA,KX]X)/X  ve Teorem 2.15 den
= ([AXI[A K] X)/X
= [AK]/X

olur. Cikan sonucun tekrar KX/X ile komiitatoriinii alirsak X/X=1 grubunu elde ederiz Ki
bu K nin A/X ¢ nilpotent etki etmesi demektir. Dolayisiyla Lemma 2.34 den dolay1
[A/[AK,K],K]=1 dir. Dolayisiyla [AK] < [AKK] olur ve zaten [AKK] < [AK]
oldugundan [A,K,K]=[A,K] olarak yazabiliriz ve eger K[A,K] € NC ise 0 zaman [A K], K
da sonlu indeksli altgruplar tarafindan merkezlenir ve ayni sonug tekrar eder. Dolayisiyla
eger gerekirse [A,K] yerine A koyabiliriz ve boylece A=[A,K] segebiliriz. Genelligi boz

madan Cx(A)=1 olarak da varsayabiliriz.

K, A tizerinde etkiye sahip oldugundan [8] deki Teorem 1.11 den dolay1 A nin K-invaryant
altgruplar1 vardir. Dolayisiyla D, A nin K-invaryant altgrubu olsun. A = [A,K] = [A,KD]
oldugundan Lemma 3.2 den dolay1 KD, G de altnormal degildir. GEX oldugundan KD
nilpotent-by-sonludur. O halde D, K nin sonlu indeksli altgrubu tarafindan merkezlenir.
Ozel olarak, eger [A,k] < A ise yine [8] deki Teorem 1.11 den dolay1 [A,k], K-invaryant
olur ve o zaman K da sonlu indeksli bir H altgrubu i¢in [A,k,H]=1 olur. Simdi K abelyen
oldugundan [k,H,A]=1 oldugundan Lemma 3.24 den dolay1 [A,H,k] = 1 olur. Cx(A)=1
oldugundan [A,H] < A olur. Bdylece tekrar [A,H]K nilpotent-by-sonlu olur ve [A,H], K da
sonlu indeksli bir L altgrubu tarafindan merkezlenir sonucunu verir. HNL < H ve HNL<L
oldugundan [A, HNL, HNL] < [A, H, L] = 1 olur ve buradan HNL, A ya nilpotent etki
eder. Lemma 2.34 den dolay1 [A, HNL] = 1 dir. H ve L, K da sonlu indeksli oldugundan
Teorem 2.30 dan dolay1 |KiHNL| < o olur. O zaman A(HNL) nilpotent oldugundan
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G=A x KeC olur. Boylece celiski elde edilir. Dolayisiyla asikar olmayan her k € K i¢in
[AK]=Aolur.

D ve E, A nin K-invaryant altgruplar1 olsun. Eger A=DXE ise 0o zaman K nin sonlu indeksli
bir altgrubu hem D yi hem de E yi merkezler ve dolayisiyla A y1 merkezler. Boylece
G=A x K tekrar Nt€ grup olur ki yine ¢eligki elde ederiz. Dolayisiyla bir q asali i¢in A bir
g-gruptur. Ayrica A=[A,K] oldugundan Sonug 2.74 den dolay1 Ca(K)=1 dir.

Simdi A nin K-modiile gore basit oldugunu gosterelim. B < A ve B, K-invaryant olsun. O
zaman BK € i€ dur. Dolayisiyla K da sonlu indeksli bir H altgrubu i¢in BH nilpotent olur
ve dolayisiyla [B,H]=1 olur. Her agikar olmayan k€K i¢in Ca(k)=1 ve [B,H]=1
oldugundan B=1 dir. Dolayisiyla A basittir ve dzel olarak A%=1 dir.

Simdi ZqK grup halkasmi R ile gosterelim Teorem 2.56 dan dolayr R nin en az bir
maksimal ideali vardir. R-modiil olarak A, R/M bolim modiiline izomorfdur ve burada M,
R nin maksimal ideali ve K nin F iizerine etkisi sagdan ¢arpimdir. Tanim 2.60 dan dolay1 R
abelyen ve M, maksimal ideal oldugundan Teorem 2.57 den dolay1 R/M cisimdir. Bu cismi
F ile gosterelim. Z¢K grup halkasi oldugundan tanim geregi ayni1 zamanda K bazli vektor
uzayidir. Dolayisiyla K, R yi iiretir ve dolayisiyla da F yi {iretir. F nin karakteristigi q
oldugundan Teorem 2.59 dan dolay1 F nin asal alt cismi Zy ya izomorftur. Her k € K i¢in K
lokal sonlu oldugundan |Z4(K): Zg| < o olur ve [Zy(K): Zg] cisim genislemesi sonlu olur.
Dolayisiyla Teorem 2.65 den dolayr K nin her elemani F nin asal altcismi iizerinde
cebirseldir. Boylece giris kismindaki “bir cismin lokal sonlu cisim olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosulun pozitif karakteristige sahip ve asal altcismi iizerinde cebirsel olmasidir”

teoreminden dolay1 F, lokal sonlu bir cisimdir. |

Teorem 1.1

G lokal sonlu bir grup ve G € X olsun. Eger G sonlu iislii ise o zaman G nilpotent-by-sonlu

dur.
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Teorem 1.1in ispati

Her p asali i¢in G nin biitiin p-kesimleri lokal nilpotenttir. G, sonlu iisli oldugundan
Lemma 2.1 den dolay1 G nin her p-kesimi nilpotenttir. Eger G nilpotent-by-sonlu degil ise
0 zaman G ¢ NE dir ve dolayistyla G nin Lemma 2.5 de tanimlanan bir A x K kesimi
vardir oyle ki A x K ¢ € dir; fakat K, bir F cisminin ¢arpimsal grubunun periyodik
altgrubu oldugundan rankl gruptur ve Teorem 2.67 den dolay1r K nin her sonlu altgrubu
devirlidir ve exp(G) sonlu oldugundan K da sonlu olur. Boylece ¢eliski elde ederiz.

Dolayisiyla G nilpotent-by-sonlu dur. ]
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5. BAZI ORNEKLER VE TEOREM 1.2’ NiN iSPATI

Lemma 4.5 ten hareketle bu bolimde A < K split genislemesi iizerinde calisilacak ve

X\NE sinifina ait olunmast durumundaki ozellikleri belirlenecektir.

F, lokal sonlu cisim ve karakteristigi p olsun ve A ve F* sirastyla F nin toplamsal ve
carpimsal altgruplar1 olsun. Eger K < F*, F yi halka olarak (ya da denk olarak cisim
olarak) iiretiyorsa 0 zaman A x K ayigsmasini G(F,K) ile gosterecegiz. Burada K, A tizerine

cismin ¢arpma igslemine gore etki eder ve etkiyi soyle tanimlayalim

A XK =4
(a,k) —ak’

Bu etki yardimiyla her a,b €A ve her k,Z € K i¢in A x K yar1 direkt carpimidaki herhangi

iki elemanin ¢carpimi Tanim 2.35 yardimiyla

(k,a)( £b) = (kLat1+b)

seklinde tanimlanir ve buradan

(4b)" = (£1,-b?)

dir. Bundan sonra A nin her a elemanini (a,1) ve K nmn her k elemanmi (0,k) ile

gosterecegiz. Simdi her a, b € Ave her g € Gigin

a%=(a,1)®¥
=(b,k)(a,1)(b,k)™*
= (k,b)(1,a)(k,b)™*
= (1,ak)=(ak,1)

dir. O zaman
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Ce(A) = Cask(A) = {(a,k) €G: (a,1)®¥=(a,1), Va €A}
={(a,k) €G: (ak,1)=(a,1), Ya €A}

ve buradan k=1 olur ki bu Cg(A) = A demektir ve p & n(K) oldugundan A= Fitt(G) dir.

Simdi yar1 direkt ¢arpimdan faydalanarak G' komiitator altgrubunun A nin i¢inde oldugunu

gosterelim.

[G.Gl= <01020: 02" 101,02 €G >
= <(aw, ki) (b2, ko) @, ke) H(b2.ko) ' arby €A, ki, ko €K>
= <(kg, a1)( Kz, bo)( ks, @)™ (kz, bo) ™" s ag,by EA, ki, ke €K >
= <(Kikz,a1ke +az) (ki -aske) (ko ' -azke) © asbz €A, ki, ke €K >
= <(ka,a1koks ' +agks-arka) (ko -a0ks) : @1,b; EA, ki, kp €K >

= <(1, a1k1+a2k1k2-a1k1k2-agkg) ragby €A ki, ko EK > <4

olur ve dolayisiyla G' < A dir ve bdylece G nin biitiin komiitatér altgruplart A nin
icindedir. Dolayisiyla G, metabelyendir. A, nilpotent ve A < G oldugundan ayn1 zamanda
lokal nilpotent ve boylece A y1 G nin lokal nilpotent radikali olarak da alabilirz. Ayrica
GEeJC olmas i¢in gerek ve yeter kosul KEC omasidir. K nin her sonlu altgrubu devirli
oldugundan dolay1 G € NCE olmas: icin gerek ve yeter kosul n(K) nin sonlu olmasidir

diyebiliriz.

Simdi G nin elemanlarinin eslenik ve komiitatorlerini tamimlayalim. Her a, b €A ve

her k, £ €K igin
(a,k)*? = (-bt+at+blk™, K) ve [(a,k)(b,0)] = (ak(t-1g)+bl(1r-K),1F)

seklindedir.
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5.1. Lemma

Kabul edelim ki F1, F nin altcismi 6yle ki K nin asikar olmayan K; altgrubu tarafindan
iretilsin. O zaman F;*, F; in ¢arpimsal altgrubu olmak iizere, G;=G(F1,K;) nin G=G(F,K)
daki normalleyeni G(Fi,KNF;*) dir.

fspat

K; < K <F* ve K; < F1* < F oldugundan Kj; < KNF* dir. Ky, F; 1 iirettiginden KNF;* da
F1 cismini iiretir. Dolayisiyla G=G(F1,KNF;*) tanimlanabilir. Burada A;, F; in toplamsal
altgrubu olmak tizere G1=A1K; ve eger a,b € A;, k € Ky ve ¢ € KnF* ise 0 zaman
-bl+al+blk™ €A oldugundan

(a,k)*? = (-bt+at+btk* k) €G;

olur. Dolayisiyla (b, £) € G(F1, KNF1*) elemanlar1 G; i normaller ve boylece

G(F1, KNF1*) <N=Ng(Gy)

dir. Eger N < G(F1, KNF1*) oldugunu gosterirsek ispat biter. Simdi

G(Fl, Kn Fl*):Al(K n Fl*):AlK NAL F*

seklinde ifade edersek (b,) € A;K oldugundan N, Aj;K nimn altgrubudur. Dolayisiyla
N < A;F1* oldugunu gostermek yeter. @ € A ve k € K i¢in u=(a,k) € N olsun. O zaman
(1r,1F) €A; olmak iizere

(1r19)" = (1R 1™ = (-ak+1k+ak,1)=(k.1f) €A

ve dolayisiyla k € A; ve k € Fi* dir. Fi*, grup oldugundan k™ € Fi* ve k' € K

oldugundan k™ € KNF;* olur. Ki#1 oldugundan bir asikar olmayan x € K; segebiliriz.

[(a.1F),(0rX)]=(ax-a,1F) € G1NA=A41
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dir. Dolaysiyla ax-a=a(x-1g) € F; dir. 1¢ # x oldugundan ve etkiden a € F; ve boylece
u=(a,k) € G(F1, KNF,*) dir. Dolayistyla N=Ng(G1)=G(F1,KNF1*) dir. ]

5.2. Lemma

Lemma 5.1 deki notasyon ile F;, F nin 6zaltcismi olsun. O zaman G, G de altnormal
degildir.

fspat

Kabul edelim ki bir n pozitif tamsayis1 i¢in G; den G ye bir

Gi=Hq 9H;<..<H, <G

serisi olsun. N=Ng(G;) olsun. O zaman lemma 5.1 den

N=G(F1,K/7F1*)=A1(KnF1*)

dir. HiKF*=K5 olsun. G; < H; oldugundan
H1:HlnN:HlnAl(KnFl*):Al(H1/7K/7F1*):A1K2

seklinde yazilabilir. K; < G; < H; oldugundan Ky, F; i tiretir. Dolayisiyla Hi=G(F1,K>)
olarak ifade edebilirz. Bu durumda Lemma 5.1 den Ng(H1)=N olur. Bu sekilde devam
edilirse her i > 0 i¢in Ng(Hi) = N olur. KNnFy*, F; i iirettiginden ve Fi, F nin 6zaltcismi
oldugundan N < G dir. Dolayisiyla her i > 0 i¢in Ng(H;) = G olamaz ve bu durumda H;, G

de normal olamayacagindan G;, G de altnormal degildir. |

Simdi G(F,K) nin ¥\NE oldugu durumlarin gerek ve yeter sart1 verilmeye c¢alisilacaktir. F

ve K ve G(F,K) dnceden tanimlanan yapilar olsun.
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5.3. Lemma

Asagidakiler birbirine denktir.

a) G=G(F,K) € X\ ¢
b) G ¢ JCE fakat G nin her altgrubu ya normal ya da abelyen-by-Chernikovdur.
¢) n(K) sonsuz fakat m(KNF;*) sonludur 6yle ki Fi1, F nin 6zaltcismi ve Fi*, F; in

carpimsal altgrubudur.

fspat

Oncelikle kabul edelim ki (a) saglansm, (c) nin saglandigini gosterelim. O zaman
G=G(F,K) ve GEX\:C olsun. F; ve F1* daha 6nceden bahsettigimiz yapilar olmak tizere
Ki=KNF1* olsun. Lemma5.1 den KNFi*, F; i irettiginden G1=G(F1,K;) tanimlanabilir.
Lemma 5.2 den G;, G de altnormal olmadigindan G;€NCE dur. Giris kismindan
Fitt(G1)=A1 diyebiliriz. Boylece G1/A1=K;1€C olur ki bu yine giris kismmdan n(K;) in

sonlu olmasi1 demektir. Dolayisiyla m(KNF1*) sonludur.

Simdi (b) den (a) nin saglandigini gosterelim. G & NE fakat G nin her altgrubu ya normal
ya da abelyen-by-Chernikov ve G nin her altgrubu normal olsun. O zaman ayni1 zamanda
her altgrubu altnormal olur. G nin her altgrubu abelyen-by-Chernikov olsun. Her abelyen
grup nilpotent oldugundan G nin bu tirden altguplar1 ayni zamanda nilpotent-by-

Chernikov olur. Kabulumiizden G ¢ € oldugundan GEX\JCE olur.

Simdi (c) den (b) nin saglandigini gosterelim Varsayalim ki (c) deki kosullar saglansin. A,
F nin toplamsal altgrubu ve H < G olsun. HNA=1 ise H < K olur ve K abelyen oldugundan
H da abelyendir. Dolayistyla /#£a€HNA igin

H*=AHNK

olsun. K, A iizerinde etkiye sahip oldugundan H* ile HNA arasinda bir yar1 direkt ¢arpim

tanimlanabilir. Her a; €A ve h; eH i¢in
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<a>" < <a>* = (ag,hy)<(a,1)>(az,hy)*
= (hy,a1)(1,a)(hy ™ -ashy)
= (hy,a1+a) (hy'-a1hy)
= (1,a1hy+ahs-a;hy)

=(1,ahy) < (HNA)H=H

dir ve dolayisyla <a > < H olur. H* bir Fy* cismini {iretir oyle ki Fy, F nin altcismidir.
Dolayisiyla <a>""=<a>M < H seklinde yazilabilir. Eger F1=F ise 0 zaman giris kismindan
H><a>M =<a>"= A olur ve dolayisiyla A < H < G=G(F,K) olur. Eger F,CF ise 0 zaman

hipotezden n(H*) < o0 olur. Simdi H < G oldugundan
H=HNG=HNAK ve HA=HANAK

seklinde yazilabilir. Buradan
HA/A=A(HNK)/A=A(AHNK)/ A=AH IA=H /ANH"

H*, Chernikov oldugundan HA/A da Chernikovdur. Sonug¢ olarak H/HNA=HA/A
oldugundan ve H* € € ve A, abelyen ve HNA < A oldugundan HNA abelyen olur ki bu H

grubunun abelyen-by-Chernikov grup olmasi demektir. Dolayisiyla (b) gosterilmis olur.
Teorem 1.2

G, lokal sonlu grup ve G € X ve her p asali i¢cin G nin her p-kesimi t€ grup sinifindan

olsun o zaman asagidakiler denktir.

a) G g NeC

b) Bir lokal sonlu F cisimi i¢in G, G(F,K)=A x K grubuna izomorf bir kesime sahiptir ve
asagidakiler saglanir.

i) A, F cisminin toplamsal altgrubu

ii) K, F nin F* ¢arpimsal grubunun altgrubu ve K, A ya ¢arpimsal olarak etki eder ve F
cismini tiretir.

i) ©(K) sonsuz fakat a(KNF1*) sonludur dyle ki F1, F nin 6zaltcismidir.
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Teorem 1.2 nin ispati

G & NC olsun. O zaman lemma 4.5 ten (b) saglanir.

(b) deki kosullarin saglandigmi kabul edelim. O zaman Lemma 5.3 (c) den G ¢ 9tC€ olur.

Boylece (a) saglanir. ]

X \ NC smifindan olan lokal sonlu gruplarmn varligi hakkinda simdiye kadar bir bilgi
bulunamamaktadir. Fakat simdi ¥\MCE snifindan olan lokal sonlu gruplarin varligina
Lemma 5.3 yardimiyla bir &rnek verilecektir. Oncelikle eger K ve F, Lemma5.3 (c) nin
sartlarma sahip ise m(K), p asallarmm kiimesi olsun 6yle ki K grubu asal mertebeli
elemanlara sahip olmak tizere n(K) sonsuz oldugundan K, F yi iiretir. K; < K ve m(Kj)=00
ise 0 zaman K; de F yi tiretir. Dolayisiyla Lemma5.3 (a) dan dolay1 G(F,K;) € X \ i€ dur.
Ornegin Ky, soc(K) ye ait sonsuz bir altgrup ise K abelyen oldugundan K; abelyen ve F
cisminin karakteristigi asal oldugundan Tanim 2.68 in hemen altindaki a¢iklamadan dolay1
K, elemanter abelyen p-gruptur ve Lemma 3.3 (b) den dolay1 G(F,K3) in altgruplar1 ya

normal ya da abelyen-by-sonludur ve G(F,K;) Lemma 4.4 de elde edilen gruptur.

X \ NC sinifina ait gruplari insa ederken Zsigmondy’nin teoremi anahtar rol oynayacaktir.
Zsigmondy’nin teoreminden hareketle p bir asal say1 ve n pozitif bir tamsay1 olmak iizere
p=2 iken n=1 ya da n=6 durumlar1 hari¢ 6yle bir q asal sayis1 vardir ki p nin ¢arpimsal
derecesi modulo q ya gore n ye denktir. Yani |p|=n(modq) ve buradan p"=1(modgq) dur.
Boyle q asalina p" igin Zsigmondy asal1 diyecegiz. Zsigmondy Teoremi, 6zel durumlariyla
birlikte, ¢alismaya su sekilde uyarlanacaktir. F, sonlu bir cisim olsun 6yle ki |F|#2 ya da
IF|#£2° olsun. O zaman F bir x eleman tarafindan tiretilir Gyle ki x elemaninin mertebesi
asaldir. Simdi 0#x€F ve |F|=p" ve |x|=g olsun. O zaman g|(p"-1) ve m<n i¢in q+(p"-1) yani
X, F nin tek bir 6zaltcisminin i¢indedir. Boyle asal mertebeli iiretece F nin Zsigmondy
treteci denecektir. Su agiktir ki F nin Zsigmondy {ireteglerinin mertebesi yine F nin
Zsigmondy asah oldugu agiktir. Gergekten de x, F nin bir iireteci ve |[x|=q ve g, p" nin
Zsigmondy asalidir. Ayrica Fi, F den farkli ve farkli mertebeye sahip ve F ile
karakteristikleri ayni olan bir sonlu cisim ise 0 zaman Zsigmondy tretegleri de farkli

mertebedendir.
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5.4. Teorem

F sonsuz lokal sonlu cisim olsun. O zaman F nin ¢arpimsal grubunun 6yle bir K altgrubu

vardir ki K, F yi cisim olarak iiretir ve G(F,K) € X\ 9tC€ dur.

fspat

K abelyen oldugundan ve F cismini iirettiginden Lemma 2.76 den dolay1 F sayilabilirdir.
Ayn1 zamanda F lokal sonlu oldugundan Lemma 2.78 den dolay1 F nin sonlu cisimlerinin
bir F1cF,C... zinciri vardir 6yle ki F=U,cy Fi seklinde yazilir ve burada Fy, 2° dan daha
biiyiikk bir mertebeye sahip oldugunu kabul edebiliriz. Simdi her bir F; cismi igin X;
Zsigmondy firetecini secelim. K, F nin ¢arpimsal grubunun altgrubu olsun dyle ki her i>1
icin X; elemanlar1 tarafindan {iretilsin. O zaman K, <x;> altgruplarinin direkt ¢arpimidir
oyle ki her x; asal mertebedendir. FicF,c... zinciri sonsuz oldugundan ve x; ler F;
cisimlerinin Zsigmondy iiretecleri oldugundan n(K) sonsuzdur. Dolayisiyla Lemma 3.3
den dolay1 K, F yi iiretir. Simdi z, n(K) nin sonsuz altkiimesi olsun. O zaman K nin z-
komponenti tarafindan iiretilen cisim sonsuz sayida F; altcismini igerir. Dolayisiyla F yi
icerir. Boylece m(K) nin higbir sonsuz altkiimesi F nin 6z altcismini iiretmez. Dolayisiyla
ancak m(K) nin sonlu altkiimeleri F nin 6z altcisimlerini tiretir. FicF i¢in F*, Fi nin
carpimsal altgrubu olmak iizere T(KNF;i*)<oo olur ve Lemma5.3 (c) den G € X\NC elde

edilir. [

Teorem 5.4, X smifindan olan G(F,K) gruplariyla ilgili agiklayic1 bir karakterizasyon
vermez. Ancak Teorem 5.4 iin ispatinda tanimlanan yapi sayesinde bu karakterizasyon

asagidaki gibi yapilabilir.
5.5. Onerme
F lokal sonlu bir cisim ve H, F nin ¢arpimsal grubunun altgrubu olsun. Eger G(F,H)eX\9t€

ise 0 zaman soc(H) bir K altgrubuna sahiptir 6yle ki G(F,K)EX\NCE ve K nin yapisi

Teorem 5.4 {in ispatindaki gibidir.
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fspaz‘

S=soc(H) olsun. G(F,H)eX\E oldugundan ve Teoreml.2 nin ispatindan sonraki agiklama
kismidan G(F,S)EX\NC dir. m=n(S) sonsuz kiimesi tizerinde bir kismi sirali bagintiy1 su
sekilde tanimlayalim. p,q€n olmak iizere p<q olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S nin bir p-
komponenti tarafindan iretilen altcismin, S nin bir g-komponenti tarafindan iiretilen
altcisim tarafindan igerilmesidir. Bu siralama ile 7 kiimesinin bir maksimal elemana sahip

olmadig: iddia edilecektir.

Simdi P, F nin asal altcismi olsun. Celiski elde etmek i¢in q asalim (w,<) da maksimal
kabul edelim. x € S ve |x|=q olsun. [P(x): P]=n, x in P tizerindeki derecesidir. r, n nin bir

asal boleni olsun.

W(r)={m € Z": (n,m)|n/r}

kiimesini géz Oniine alalim. Bu kiimenin elemanlarinin, bélenlerinin ve ortak katlarinin da
yine bu kiimeye ait oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 6nce W(r) nin bir m elemanini alalim.
O zaman (n,m)|n/r dir. d pozitif tamsayis1 i¢cin (n,m)=d olsun. O zaman djm ve d|n ve
(n,d)=d olup zaten d|n/r oldugundan d, W(r) kiimesinin elemanidir. Dolayisiyla m nin
boyle d bolenleri ayn1 zamanda n yi de bolityor ise zaten W(r) kiimesi iginde yer alir. O
zaman b pozitif tamsayisi i¢in bjm ve (n,b)=C ve bin olsun. £|b ve bjm oldugundan €| m dir.
Ayn1 zamanda {|n oldugundan f|(n,m) ve (n,m)|(n/r) oldugundan £|(n/r) dir. £=(n,b)
oldugundan beW(r) olur ve béylece m nin tiim bdlenleri W(r) kiimesinde olur ve bdylece
W(r) kiimesi bolenlerine gore kapalidir. Benzer sekilde W(r) nin elemanlarinin ortak
katlarininda yine W(r) de oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla P iizerindeki derecesi W(r) de
olan F cisminin elemanlarmin kiimesini F; ile gdsterelim o zaman F,, F nin altcismidir.
[P(X):P]=n ve (n,n){(n/r) oldugundan x&F; dir ve boylece F,, F nin o&zaltcismidir.
Dolayisisyla Lemma5.3(c) den w(SNF;)<co dur. Dolayisiyla m nin sonsuz y altkiimesi
vardir ve S nin y-komponentleri F, 6zaltcisimlerinin bilesiminden ayriktir ve burada r, n
nin asal bolenleri tizerinde degisir. SEw ve YES ve |y|=s olsun. Eger m=[P(y):P] ise y&F;
oldugundan (¢iinkii y, F; altcisimlerinin bilesiminden ayrikti) m € W(r) dir. Dolayisiyla
nm dir ve boylece P(x)SP(y) olur. P(X)SP(y) denkligi sonlu sayida s ig¢in
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saglanabileceginden P(x)CP(y) yazabiliriz ki bu q<s demektir ve bdylece q nun

maksimalligi ile ¢eliski elde etmis oluruz.

Simdi &, (m,<) nin bir maksimal zinciri olsun. © nin maksimal elemani olmadigindan &
zinciri sonsuzdur. Her i€N i¢in Kesin artan ¢ dizisinin elemanlarmi diizenleyelim. x;, S de
Qi dereceden bir eleman olsun ve Fi=P(x;) olsun. O zaman (;<gi+; elde ederiz ve bu FicFi;
demektir. K=<x;: IEN >, F nin bir ¢arpimsal altgrubu tarafindan igerilsin. n(K)= & sonsuz
oldugundan K, F yi iiretir ve Teorem 5.4 den dolay1 F=U,¢y Fi dir. Son olarak her i igin X;,

Fi i¢cin Zsigmondy tiretecidir. Boylece K, Teorem 5.4 de verilen yapi elde edilmis olur.

Son olarak F*=F\{0}, F nin carpimsal altgrubu olmak iizere G(F,F*)EX\MC olmasi

durumu hakkinda bir 6nerme verilecektir. P, p-asali mertebesinden bir cisim ve g, p den
farkli olma zorunlulugu olmayan bir asal say1 olsun. P , P nin normal kapanis1 ve P(q), P
nin bir altcismi 6yle ki P {izerindeki derecesi q nun kuvveti olan elemanlardan olugsun.
Eger her i>0 tamsayisi icin Pi, P nin P iizerindeki mertebesi q' olan tek altcismi ise o
zaman P(q), {Pi i€ NU{0}} zincirinin bilesimi olarak yazilir ve P;, P(q) nun 6z

altcisimlerini gosterir.
5.6. Onerme

F, lokal sonlu cisim ve F*, F nin ¢arpimsal cismi olsun. O zaman G(F,F*) € X \ :t€ olmasi

icin gerek ve yeter kosul F nin |3(q) cisimlerinden birine izomorf olmasidir.

fspat

Once yeter sart1 gosterelim. F= Is(q)olsun. Teorem 5.4 iin ispatindan n(F*)=co dur ve her

0z altcismi sonludur. Dolayisiyla Lemma 5.3.(c) den G(F,F*)eX\%t€ dur.
Simdi de gerek sart1 gosterelim. G(F,F*) € X \ € olsun. O zaman

m={r : x €Fve r=|P(x):P|}
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ve ¢ Cmolmak lizere (Teorem 5.5 in ispatindan)
Fy={y €F : m=|P(y):P| ve m,y¢-sayisi}

F nin altcismi olmak iizere eger m sonsuz ise 0 zaman bir nom;D7,... Kesin azalan zinciri
secilir. O zaman F=F;DFn;D FryD... ve eger Kj, Fr; nin ¢arpimsal altgrubu ise K;DK;D...
dir ve boylece K1&C€ olur. Boylece n(K;) sonsuz oldugundan Kj, Fr;y cismini iiretir ancak F
nin her 6z altcismi sonlu oldugundan Fm;=F olmasi gerekir. Bu ise bir geligkidir.

Dolayisiyla © sonlu olmak zorundadir.

Her gen igin Sq, n pozitif tamsayilarindan olugsun dyle ki F, P iizerinde derecesi q" olan
altcisime sahip olsun. Eger Sq sonlu ise m de sonlu oldugu i¢in F nin elemanlarin P

iizerindeki derecesinde bir iist sinir vardir. Boylece F sonlu olur. Bu bir ¢eliskidir.

Dolayistyla Sq sonsuzdur. Fp,=P(q) olur. P(q), P iizerindeki derecesi q asalmin kuvveti

olan elemanlardan olusan P nin altcismi ve Sy sonsuz oldugundan |3(q) sonsuzdur ve
dolayisiyla sonsuz ¢arpimsal altgrubu tarafindan iiretilir ve boylece bu grup sonsuz sayida

asal igerir. Fg,, da ayni 6zellige sahip ve F nin alt cismi oldugundan Lemma 5.3 den dolay1

F=F dir. [
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