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incelenerek; bu sayıların bilinen rekürans ba�ıntıları yardımıyla Binet 
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S�MGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalı�mada kullanılmı� bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte a�a�ıda 

sunulmu�tur. 

 

Simgeler    Açıklama 

 
( )Adet               A  matrisinin determinantı 

 
nF      n . Fibonacci sayısı 

 

nL      n . Lucas sayısı 
 

nP      n . Pell sayısı 
 

nQ      n .Pell-Lucas sayısı 
 

( )xFn      n .Fibonacci polinomu 
 

( )xLn      n . Lucas polinomu 
 

( )xPn      n . Pell polinomu 
 

( )xQn      n . Pell-Lucas polinomu 
 

( )xTn      Birinci türden Chebyshev polinomu 
 

( )xU n      �kinci türden Chebyshev polinomu 
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1. G�R�� 

 
Bu bölümde Fibonacci, Lucas sayılarına ait bazı ön bilgiler verilerek Fibonacci ,  
Lucas ve Chebyshev polinomlarından bahsedilecektir. 
 

1.1. Tanım 
 

Fibonacci sayıları, her 1≥n  için ve 00 =F , 11 =F  olmak üzere 
 

11 −+ += nnn FFF  , 1≥n  
 

indirgeme ba�ıntısı ile tanımlanır. Burada nF ’e .n  Fibonacci sayısı denir. 
Fibonacci ve benzer diziler a�a�ıdaki gibi genelle�tirilebilir: 
 

{ }nx dizisi; 0x a= , 1x b=  ba�langıç ko�ulları ile birlikte, her 1≥n  için 
 

 
 

indirgeme ba�ıntısı ile tanımlansın. { }nx  dizisinin bazı özel durumlarını göz önüne 
alalım. 
 

E�er  1=k , 00 =x ve 11 =x  ise  { }nx  dizisi { }nF    Fibonacci dizisidir. 

E�er 1=k   , 20 =x  ve 11 =x  ise  { }nx  dizisi { }nL   Lucas   dizisidir. 

E�er 2=k ,  00 =x ve 11 =x  ise  { }nx  dizisi{ }nP      Pell dizisidir. 

E�er 2=k ,  20 =x ve  21 =x  ise  { }nx  dizisi{ }nR    Pell-Lucas dizisidir. 
  

�imdi Fransız matematikçi Binet tarafından Fibonacci sayıları için verilen Binet 

formülünü verece�iz. 
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1.1. Teorem 

 
 

nF ; .n   Fibonacci sayısı olmak üzere 
 
 

βα
βα

−
−=

nn

nF                                                                                                      (1.1) 

 
  

 olup burada )51(
2
1 +=α , )51(

2
1 −=β  ‘dir. 

 
 
�spat 

 
 
�spatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. O halde 
 
 

1
11

1 =
−
−=

βα
βα

F  

 
 
olup 1=n  için ifade do�rudur. �imdi e�itli�in n  için do�ru oldu�unu kabul edelim. 
Buna göre ( )1+n  için do�ru oldu�unu gösterelim. Fibonacci sayılarının tanımından 
ve kabulümüzden  
 
 

11 −+ += nnn FFF  

         = 
βα
βα

−
− nn

+
βα
βα

−
− −− 11 nn

 

         =
βα

ββαα
−

+−+ −− )1()1( 11 nn

                    (1.2)                                               

 
 
yazarız. Burada 12 += αα  ve 12 += ββ  oldu�undan 
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βα
βα

−
−=

++

+

11

1

nn

nF  elde edilir. 

 
 
Böylece ispat tamamlanır. 
 
 

11 −+ += nnn FFF                               (1.3) 
                                                                                                                                                           
rekürans ba�ıntısı ile tanımlanan { }nF  dizisine Fibonacci dizisi ve nF  sayısına da 

.n  Fibonacci sayısı adı verilir. 
 
 
Bu algoritmada α �� β �����1.2����	�	
�	���
 ������
��������	�	��	�	����
�

 
 

012 =−− xx karakteristik denkleminin kökleridir. 
 
 

1=+ βα  , 5=− βα  ve  1−=αβ  
 
 
oldu�u açıktır. 
 
 
E�. 1.3 kullanarak 
 
 
 
 
 
e�itli�i elde edilir. Bu son ifadede n   yerine sıfır ve negatif tamsayılar seçilerek elde  
edilen { }nF  dizisine negatif indisli Fibonacci dizisi denir. 
 
 
Böylece 
 
 

1011 =−=− FFF , �1102 −=−= −− FFF  , n
n

n FF 1)1( +
− −=  
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�eklinde  negatif indisli Fibonacci sayıları elde edilir. Bunu a�a�ıdaki gibi sonuç 
olarak verip ispatlayalım. 
 
 
1.1. Sonuç 

 
 

Her n pozitif tamsayısı için 
 
 

n
n

n FF 1)1( +
− −=                                                                                              (1.4) 

 
 
dir. 
 
 
�spat 
 
 
E�. 1.1 i kullanarak 
 
 

βα
βα

−
−=

nn

nF yazarız. 

 
 
Buradan 
 
 

βα
βα

−
−=

−−

−

nn

nF  

 

      =
βα
βα

−
− −− nn )()( 11

 

 

      =

nn

βα
βα

−

��
�

�
��
�

�−�
�

�
�
�

� 11

                                                                                (1.5) 

  
 
ifadesine  ula�ılır. 
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β
α

−=1
 ve  α

β
−=1

 oldu�unda bu de�erleri E�. 1.5 de yerlerine yazarsak, 

 
 

βα
αβ

−
−−−=−

nn

nF
)()(

 

 

        
βα

αβ
−

−−−=
nnnn )1()1(

 

 

        n)1(−=
βα
αβ

−
− )( nn

 

 

        1)1( +−= n

βα
βα

−
− )( nn

 

 
        1)1( +−= n

nF  
 
 
bulunur. 
 
 
E�. 1.2 ve E�. 1.7 den nF  Fibonanacci sayılarına ait a�a�ıdaki tabloyu elde 
ederiz. 
 
 
1.1. Çizelge Fibonacci sayıları 
 
n  … -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 … 

nF  … 5 -3 2 -1 1 0 1 1 2 … 

 
 
1.1. Tanım 

 
 
Lucas sayıları, her 1≥n  için 20 =L  ve 11 =L  olmak üzere 11 −+ += nnn LLL  ba�ıntısı 
ile tanımlanır. Burada nL ’ e .n  Lucas sayısı denir. 
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1.2. Teorem 
 
 

nL ; .n  Lucas sayısı olsun. 51(
2
1 +=α ) ve )51(

2
1 −=β  olmak üzere 

 
 

nL = nn βα +  
 
 
dir. 
 
 
Bu formüle Lucas sayıları için Binet formülü denir. 
 
 
�spat 
 
 
�spatımızı n  üzerinden tümevarım yöntemi ile yapalım. 
 
 

1=n   için  
 
 

11
1 βα +=L  

 

       )51(
2
1 += + )51(

2
1 −         

 
       1=             
 
 
oldu�undan ifade açık olarak do�rudur. 
 
 

2=n  için 
 

2L 22 βα +=  
 

      
2

)51(
2
1

�
�

�
�
�

� += +
2

)51(
2
1

�
�

�
�
�

� −  
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       3=  
 
 
dir. Bu durumda 2≥= kn için do�ru oldu�unu kabul edelim. Yani 
 
 

kk
kL βα +=  

 
 
olsun. 
 
 
�imdi 1+= kn  için do�ru oldu�unu gösterelim. 
 
 

11 −+ += kkk LLL = kk βα + + 11 −− + kk βα  
 
                        = )( 1−+ kk αα + )( 1−+ kk ββ  
 
 
Bununla beraber 12 += αα  olup 11 −+ += kkk ααα  dir. Benzer �ekilde  12 += αα , 
 
 

12 += ββ  olup 11 −+ += kkk βββ ’dir. 
 
 
Bu durumda, 
 
 

1+kL 11 ++ += kk βα  
 
 
dir. 
 
 
Böylelikle  1+= kn  için ifade do�ru olup  ispat tamamlanır. Benzer �ekilde Lucas 
sayılarının tanımından ilk birkaç Lucas sayıları için a�a�ıdaki tabloyu  göz önüne 
alarak 
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1.2. Çizelge Lucas sayıları; 
 
n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 … 

nL  2 1 3 4 7 11 18 29 37 66 … 

 
 
ve  bu sayıların tanımını kullanarak,negatif indisli terimleri elde etmek için Lucas 
sayılarının indirgeme ba�ıntısını geriye do�ru geni�leterek 
 
 
 
 
 
1.3. Çizelge negatif indisli Lucas sayıları; 
 
n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 … 

nL−  2 -1 3 -4 7 -11 18 -29 37 -66 … 

 
 
elde ederiz. 
 
 
1.2. Sonuç 
 
 

nL− n
n L)1(−=  

 
 
�spat 
 
 

nn
nL −−

− += βα  
 
        nn )()( αβ −+−=  
 
        )()1( nnn αβ +−=  
 
       n

n L)1(−=  dir. 
 
 
Fibonacci  sayıları a�a�ıdaki 22 ×    A matrisinin kuvvetleri alınmasıyla elde 
edilebilir. 
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n

A �
�

	


�

�
=

01
11

= �
�

	


�

�

−

+

1

1

nn

nn

FF

FF
 

 
 
 dir. 
 
 
n  üzerinden tümevarım yöntemini uygulayalım. 
 
 

1=n  için  
 
 

=�
�

	


�

�
=

01

11
A �

�

	


�

�

01

12

FF

FF
 olup 

 
 
do�rudur. 
 
 

2=n  için 
 
 

 =�
�

	


�

�
=

2

01
11

A =�
�

	


�

�

11

12
�
�

	


�

�

12

23

FF

FF
  olup 

 
 
do�rudur. 
 
 
 n    için do�ru olsun. 1+n  için do�rulu�una bakalım. 
 
 

1

01

11
+

�
�

	


�

�
=

n

A
n

�
�

	


�

�
=

01

11
�
�

	


�

�

01

11
 

 

                      �
�

	


�

�
=

−

+

1

1

nn

nn

FF

FF
�
�

	


�

�

01

11
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                       �
�

	


�

�

+
+

=
−

++

nnn

nnn

FFF

FFF

1

11  

 

                        �
�

	


�

�
=

+

++

nn

nn

FF

FF

1

12   

 
 
dir. 
 
 
1.3. Teorem 
 
 
 
 
 
 
�spat 
 
 
Fibonacci sayıları için rekürans ba�ıntısı kullanılırsa; 
 
 

1212 ++++ −=
+= nnnnnn FFFFFF  olup ni ,,3,2,1 �=  için bu ifade yazılacak 
olursa; 
 
 

231 FFF −=  
 
 
 

453 FFF −=           
 
          �        
 

nnn FFF −= +− 11  
 

12 ++ −= nnn FFF   
 
 
elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanacak olursa; 
 

1222
1

−=−= ++
=
� nn

n

i
i FFFF  
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 bulunur. 
 
 
1.4. Teorem 
 
 

n

n

i
i FF 2

1
12 =�

=
−  

 
 
�spat 
 
 
Fibonacci sayıları için rekürans ba�ıntısı kullanılırsa; 
 
 

021 FFF −=  
 

243 FFF −=  
 

465 FFF −=  
 
          �                    
 

422232 −−− −= nnn FFF  
 
 

22212 −− −= nnn FFF  
 
 
 elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanacak olursa; 
 
 

nn

n

i
i FFFF 202

1
12 =−=�

=
−   

 
 
bulunur. 
 
 
1.5. Teorem 
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112
1

2 −= +
=
� n

n

i
i FF  

 
 
�spat 
 
 

���
=

−
==

−=
n

i
i

n

i
i

n

i
i FFF

1
12

2

11
2  

 
             nn FF 222 )1( −−= +  
 
             1)( 222 −−= + nn FF   
 
             112 −= +nF  
 
 
bulunur. Böylece teorem ispatlanmı� olur. 
 
 
1.6. Teorem 
 
 

1
1

2
+

=
=� nn

n

i
i FFF  

 
 
�spat 
 
 
n  üzerinden tümevarım yöntemini uygulayalım; 
 
 

1=n  için   
 
 
 21

2
1 FFF =   

 
          11 =        
 
 
dir. 
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2=n  için 
 
 

32
2

2
2

1

2

1

2 FFFFF
i

i =+=�
=

 

 
 
                              22 =  
 
 
 olup do�rudur. 
 
 
 1−n  için do�ru olsun. 
 
 
n  için do�rulu�unu gösterelim; 
 
 

2
1

1

2

1

2
n

n

i
i

n

i
i FFF +=��

−

−=

 

 
            2

1 nnn FFF += −  
 
            nnn FFF )( 1 += −  
 
            nn FF 1+=                 
 
olup her +∈ Zn  için do�rudur. 
 
 
1.7. Teorem 
 
 

n
nnn FFF )1(2

11 −=−+−  ,                 1≥n    
 
 
�spat 
 
 

2
11

2
11 )( nnnnnnn FFFFFFF −+=− −−+−  

                        2
1

2
1 nnnn FFFF −+= −−  
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                        )( 1
2

1 nnnn FFFF −+= −−  
 
                        )( 2

2
1 −− −+= nnn FFF  

 
                        2

2
1 −− −= nnn FFF  

 
                        )( 2

12 −− −−= nnn FFF  
 
 
Bu i�leme devam edilecek olursa; 
 
 

)( 2
12 −− −− nnn FFF )()1( 2

231
2

−−− −−= nnn FFF  
 
                              )()1( 2

342
3

−−− −−= nnn FFF  
 
                               =     �  
 
                               )()1( 2

102
1 FFFn −−= −   

 
                               n)1(−=  
 
                               
Böylece 
 
 

n
nnn FFF )1()( 2

11 −=−+−  
 
 
 dir. 
 
 
1.8. Teorem 
 
 
Ardı�ık iki Fibonacci sayısı aralarında asaldır. 
 
 
 
 
 
�spat 
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( 1), 1 =−nn FF  oldu�unu göstermeliyiz. 
 
 
( dFF nn =− ), 1  oldu�unu varsayalım. 
 
 
Bu durumda 
 
 

nFd  , 1−nFd  dir. 
 
 

1221 −−−− −=
+= nnnnnn FFFFFF  
 
 
 oldu�undan 
 
 

2−nFd dir. 
 
 

213321 −−−−−− −=
+= nnnnnn FFFFFF   
 
 
oldu�undan 
 
 

3−nFd  
 
 
Bu �ekilde devam edilirse 
 
 

1Fd  yani 1d  olup; 
 
 
buradan 1=d  sonucu elde edilir. 
 
 
 
 
1.9. Teorem 
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32
1

−= +
=
� n

n

i
i LL  dir. 

 
 
�spat 
 
 
Lucas sayıları için rekürans ba�ıntısı kullanılırsa; 
 
 

1212 ++++ −=
+= nnnnnn LLLLLL  
 
 

ni ,,3,2,1 �=  için 
 
 

231 LLL −=  
 

342 LLL −=  
 
          �  

nnn LLL −= +− 11  
 

12 ++ −= nnn LLL   
 
 
elde edilir. 
 
 
Bu ifadeler taraf tarafa toplanırsa;  
 
 

3222
1

−=−= ++
=
� nn

n

i
i LLLL  

 
 
bulunur. 
 
 
 
 
1.10. Teorem 
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22
1

12 −=�
=

− n

n

i
i LL  

 
 
�spat 
 
 
Lucas  sayıları için rekürans ba�ıntısı kullanılırsa; 
 
 

021 LLL −=  
 

243 LLL −=  
 

465 LLL −=  
 
          �  
 

422232 −−− −= nnn LLL  
 

22212 −− −= nnn LLL  
 
 
elde edilir. 
 
 
Bu ifadeler taraf tarafa toplanacak olursa; 
 
 

2202
1

12 −=−=�
=

− nn

n

i
i LLLL  

 
 
bulunur. 
 
 
1.11. Teorem 
 
 

112
1

2 −= +
=
� n

n

i
i LL  

�spat 
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���
=

−
==

−=
n

i
i

n

i
i

n

i
i LLL

1
12

2

11
2  

 
            )2()3( 222 −−−= + nn LL  
 
            1)( 222 −−= + nn LL  
 
            112 −= +nL  
 
   
1.12. Teorem 
 
 

21

2

1

−= +
=
� nn

n

i
i LLL  

 
 
�spat 
 
 
n  üzerinden tümevarım yöntemini uygulayalım; 
 
 

1=n  için 
 
 

221

1

1

2 −=�
=

LLL
i

i  

 
               11 =   
 
 
oldu�undan iddia  do�rudur. 
 
 

2=n  için; 
 
 

232
2

2
2

1

2

1

2 −=+=�
=

LLLLL
i

i  

 
                              22 =             
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 olup do�rudur. 
 

1−n  için do�ru olsun. 
 
n  için  do�rulu�unu gösterelim; 
 

2
1

1

2

1

2
n

n

i
i

n

i
i LLL +=��

−

==

 

            2
1 2 nnn LLL +−= −  

            22
1 −+= − nnn LLL  

            2)( 1 −+= − nnn LLL  

            21 −= +nn LL  
             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. CHEBYSHEV POL�NOMLARI  VE REKÜRANS BA�INTILARI 
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Birinci ve ikinci türden olmak üzere iki çe�it Chebyshev polinomu vardır. Birinci 
türden Chebyshev polinomu nT  ile, ikinci türden Chebyshev polinomu nU  ile 
gösterilir. 
 
 
Birinci türden Chebyshev polinomu a�a�ıdaki gibi tanımlanmı�tır [ ]16 . 
 
 

1)(0 =xT  
 

xxT =)(1  
 

12)( 2
2 −= xxT  

 
xxxT 34)( 3

3 −=  
 

188)( 24
4 +−= xxxT  

 
             �               
 

)()(2)( 11 xTxxTxT nnn −+ −=  
 
 
�kinci türden Chebyshev polinomları a�a�ıdaki gibi tanımlanmı�tır [ ]16 . 
 
 

1)(0 =xU  
 

xxU 2)(1 =  
 

14)( 2
2 −= xxU  

 
xxxU 48)( 3

3 −=  
 
   
 
                 �    
 

)()(2)( 11 xUxxUxU nnn −+ −=  
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2.1. Fibonacci ve Lucas Sayılarının Trigonometrik Gösterimi 

                                                    
Fibonacci  ve  Lucas sayılarının trigonometrik gösterimleri; 
 
 

)cos21(
1

1
∏

−

=

−=
n

k
n n

k
iF

π
,      2≥n                 (2.1) 

 

)
)

2
1

(
cos21(

1
∏

=

−
−=

n

k
n n

k
iL

π
 ,    1≥n                                                                     (2.2) 

 
                                                    
ve genel halde  
 
 

,
))

2
(sin(cos

))
2

(cossin(

1

1

1

i

i
n

iF n
n −

−

=
−

−

−     1≥n                                        (2.3) 

 

)),
2

(coscos(2 1 i
niL n

n

−= −    1≥n                             (2.4) 

 
olarak verilir. 
 
 
2.1. Tanım 

 
 
Sadece sıfır olmayan elemanları kö�egen etrafındaki bir bantta olan bir kare matrise 
bant matris denir. Böylece e�er )( ijaA =  kare matrisi 1>− ji   oldu�unda 

0=ija �artını sa�larsa o zaman A  bir üç-bant matristir. 
  
2.1. Yardımcı Teorem 
 

),(nH   �3,2,1=n  üç-bant matrisi 
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�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	




















�

�

=

−

−−−

nnnn

nnnn

hh

hh

h

hhh

hh

nH

,1,

,11,1

2,3

3,22,21,2

2,11,1

00

0

0

00

)(

���

�

���

�����

���

�

���

                 (2.5) 

 
 
�eklinde ise, o zaman 
 
 

1,1)1( hH =  
 

1,22,12,21,1)2( hhhhH −=  
 

)2()1()( 1,,1, −−−= −− nHhhnHhnH nnnnnn                                                            (2.6) 
 
 
dir. 
 
 
�spat 
 
 
�spatı tümevarım yöntemini kullanarak yapalım; 
 
 

3,2,1=n için; 
 
 

1,11,1 )()1( hhH ==  

 

1,22,12,21,1
2,21,2

2,11,1)2( hhhh
hh

hh
H −==  

 

)1()2(
0

)2(
0

0
)3( 2,33,23,3

2,3

2,11,1
3,23,3

3,32,3

3,22,21,2

2,11,1

HhhHh
h

hh
hHh

hh
hhh

hh

H −=−==  
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dir. 
 
 
k  için do�ru yani 
 
 

nk ≤≤3  
 
 
olsun. 
 
 
 1+k  için do�rulu�unu gösterelim; 
 
 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	




















�

�

=+

+++

+

−−−

1,1,1

1,,

,11,1

3,32,3

3,22,21,2

2,11,1

00

0

0

00

det)1(

kkkk

kkkk

kkkk

hh

hh

hh

hh

hhh

hh

kH

���

�

��

�����

��

�

���

 

 
 
 

1,1,1 )( +++ − kkkk hkHh

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	




















�

�

+

−−−

−−

kk

kkkk

kk

h

hh

h

h

hhh

hh

,1

,11,1

1,2

2,3

3,22,21,2

2,11,1

000

0

0

00

���

�

���

�����

���

�

���

   

  
 
 
               = )1()( ,11,1,1 −− ++++ kHhhkHh kkkkkk  dir. 
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2.2. Fibonacci Sayılarının Çarpanlaması 

 
�3,2,1),( =nnM  

 
 

,1, =kkm     nk ≤≤1 , ve  imm kkkk == −− 1,,1 ,  nk ≤≤2  olmak üzere 
 
 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	




















�

�

=

100

0

10
1

001

)(

i

i

i

ii

i

nM

���

�

���

�����

��

�

���

                                                             (2.7) 

 
 
�eklinde tanımlanan nn ×  boyutlu bir üç-bant matris ise, o zaman Yardımcı Teorem 
2.1 ‘e göre )(nM   matrisinin determinantı a�a�ıdaki gibidir. 
 
 

1=n  için 1)1( =M , 
 

2=n  için 21
1

1
)2( 22 =−== i

i

i
M , 

 

3=n  için 3
10

1
01

)3( ==
i

ii

i

M , 

 
                 �  
 
 
                               (2.8) 
 
 
Burada; 
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,2≥n   için   )1( −= nMFn                                                                                    (2.9) 
 
 
dir. Yani 
 
 

,2≥n  için )1( −nM  matisinin determinantı Fibonacci sayılarını verir. 
 
 

),(nG  �3,2,1=n  
 
 

0, =kkg     nk ≤≤1 ,   11,,1 == −− kkkk gg        nk ≤≤2  olmak üzere; 
 
 
         

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	




















�

�

=

0100
1
0

010
101

0010

)(

���

�

���

�����
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�

���

nG                                                                 (2.10) 

 
 
�eklinde tanımlanan nn ×  boyutlu bir üç-bant matris ise, o zaman 
 
 

)()( niGInM +=   dir. Gerçekten; 
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1
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���

�

���

�����

��

�

���

i  

 
 
         )(niGI +=   
 
 
oldu�u görülür.     
 
 
 jλ , nj ,,3,2,1 �=  )(nG  matrisinin özde�erleri olmak üzere bu 
 
özde�erlere kar�ılık gelen özvektörler jx olsun. 
 
 
Bu durumda her bir j  için; 
 
 

jxnM )(   [ ] jxniGI )(+=  
 
             jj xniGIx )(+=  
 
             jjj xix λ+=  
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             jj xi )1( λ+=  
           
 
yazarız. Buradan )(nM matrisinin özde�erlerinin 
 
 

jj iλβ += 1    nj ,,2,1 �= ,    
 
 
oldu�u sonucu elde ederiz. 
 
 

)1()(
1

∏
=

+=
n

k
kinM λ     1≥n                   (2.11) 

 
 
 kλ , )(nG  karakteristik polinomun sıfırları ise, o zaman 
 
 

InGpn λλ −= )()(   olup   InG λ−)(  matrisi bir üç-bant matrisidir. Yani 
 
 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	




















�

�

−

−
−

−

=−

λ

λ
λ

λ

λ

100
1
0

10
011
001

)(

���

�

���

�����

��

���

InG                                           (2.12) 

 
 
dir. 
 
 
Yardımcı Teorem 2.1’i kullanarak ),(nG �,3,2,1=n  matrisinin karakteristik 
polinomlarını bulalım;  
 
 

λλ −=)(1p  
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1)( 2
2 −= λλp     

 
         �                                                                                                                     (2.13) 

)()()( 21 λλλλ −− −−= nnn ppp  
 
 
dir. Buradaki karakteristik polinomları { }1),( ≥nxU n , x2−≡λ  olmak üzere 
 
a�a�ıdaki gibi vermek mümkündür. 
 

xxU 2)(1 =  
 

14)( 2
2 −= xxU  

 
            �  
 

)()(2)( 21 xUxxUxU nnn −− −=                                                                                (2.14) 
 
 

)(xU n , 1≥n  ikinci türden Chebyshev polinomudur. �kinci türden Chebyshev 
polinomu için θcos=x  alınırsa; [ ]7  
 
 

)arccos(cos xx =
= θθ  
 
 

[ ]
θ

θ
sin

)1(sin
)(

+= n
xU n                  (2.15) 

 
 
E�. 2.15 ’ten 
 
 

inxU n )'(  kökleri; 
 
 

[ ]
0

sin
)1(sin

)( =+=
θ

θn
xU n  

          0))1sin(( =+
 θn  
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1+

=

n

k
k

πθ                 nk �,2,1=  

 
 

1
coscos

+
==

n
k

x kk

πθ              nk �,2,1=  

 
 

xk 2−=λ  olmak üzere )(nG ’nin özde�erleri; 
 
 

1
cos2

+
−=

n
k

k

πλ                       k=1,2, 3, �  n                    (2.16) 

                                   
 
E�. 2.9 , E�.2.11 , E�.2.16’den 
 
 

)1()(
1

1 ∏
=

+ +==
n

k
kn inMF λ      1≥n  

 

                       ∏
= +

−=
n

k n
k

i
1

)
1

cos21(
π

     1≥n                                       (2.17) 

 
 
Chebyshev polinomunun matris formu E�. 2.12 den; 
 
 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	




















�

�

=

x

x

x

x

xnA

2100

1

0

210

0121

0012

),(

���

�

���

�����

��

���

                                         (2.18) 

 
yazarız. 
 
 
�kinci türden Chebyshev polinomu; 
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xxU 2)(1 =  
 

14)( 2
2 −= xxU  

 
xxxU 48)( 3

3 −=  
 
             �  
 

)()(2)( 21 xUxxUxU nnn −− −=  tanımlanmı�tı. 
 
 

)
2

()
2

,()(
i

Ui
i

nAinM n
nn −=−=  dır.                                                                   (2.19)  

 
 
Gerçekten; 
 
 

)1(1.
2

.2)
2

(1 Mii
ii

U ==−=−=−
 

 

)2(221
2

.4)
2

( 2
2

2 Mi
ii

U ==−=−�
�

�
�
�

� −=−
 

 

)3(3
2

4
8

.8
2

4
2

.8)
2

(
33

3 M
iiiii

U ==+−=�
�

�
�
�

� −−�
�

�
�
�

� −=−
 

 
 
                          �  
 
 
dir. 
 
 
2.3. Lucas Sayılarının Çarpanlaması 
 
 

1,
2
1

,1,1 == kkss      nk ≤≤2  

 
 

iss kkkk == −− 1,,1      nk ≤≤2  
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olmak üzere )(nS  matrisi a�a�ıdaki gibi tanımlansın: 
 
 

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	


































�

�

=

100

0

10

01

00
2
1

)(

i

i

i

ii

i

nS

���

�

���

�����

��

���

                                                                 (2.20) 

 
 
 
 O halde Yardımcı Teorem 2.1 den 
 
 

2
1

)1( =S  

 

2
3

2
1

1
2
1

)2( 2 =−== i
i

iS  

 
 

2
10

1

0
2
1

)3( ==
i

ii

i

S                                                                                              (2.21) 

                �                                                                              
 

)2()1()2()1(.1)( 2 −+−=−−−= nSnSnSinSnS  

 
 
yazarız. Böylece )(nS   matrisinin determinantlarının iki katı Lucas sayılarıdır. 
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)(2 nSLn =          1≥n   için;                                                                                (2.22) 
 
 

)()(
2
1

)( 11 nSeeInS T+=                                                                                      (2.23) 

 
 
Burada  je   birim matrisin j . sütunudur. 
 
 
E�. 2.23 verilen e�itli�in sa� tarafı için; 
 
 

)()(
2
1

11 nSeeI T+ = ))((
2
1

21
TeenGiI ++                                                             (2.24) 

 
 

kγ  ,   �,2,1=k   TeenG 21)( +  matrisinin özde�erleri olsun. Herbir j  için; 
 
 

j
T yeenGiI )))((( 21++ j

T
j yeenGiIy ))(( 21++=                                       

                                      =   jj yi )1( γ+  
 
 
Buradan; 
 
 

))((
2
1

21
TeenGiI ++ ∏

=

+=
n

k
ki

1

)1(
2
1 λ                                                         (2.25)                               

        
 
Her bir kγ , IeenGq T

n γγ −+= 21)()(  polinomunun sıfırlarıdır.       

 
 

 Biliyoruz ki;  
2
1

2
1

11 =− TeeI  dir. 

 
 

kγ  özde�erlerine kar�ılık gelen karakteristik polinom )(γnq  ise ; 
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           = IeenGeeI TT γ−+− 2111 )()(
2
1

(.2             dir.                            (2.26)      

 
 

)(γnq ,karakteristik polinomunun matris gösterimi ise; 
                  
 

          

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	


































�

�

−

−

−

−

=

γ

γ

γ

γ

γ

100

1

0

10

011

001
2

)(

���

�

���

�����

��

���

nq                            (2.27) 

 
 
dir. 
 
 

)(γnq  polinomu için; 
 

2
)(1

γγ −=q  

 

1
2

)(
2

2 −= γγq  

 

22
)(

3

3

γγγ −−=q   

 
 
 
 
                     �                                                                                
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)()()( 21 γγγγ −− −−= nnn qqq                                           (2.28) 

 
 

x2−≡γ  olarak aldı�ımızda { }1:)( ≥nxTn  birinci türden Chebyshev polinomunu 
verir. 
 
 

xxT =)(1  
 

12)( 2
2 −= xxT  

 
xxxT 34)( 3

3 −=  
 
            �  
 

)()(2)( 21 xTxxTxT nnn −− −=                                                                (2.29) 
 
 
Birinci türden Chebyshev polinomunda θcos≡x  alınarak [ ]7 ; 
 
 

θnxTn cos)( =                                                                                     (2.30) 
 
 
E�. 2.30 ’dan )(xTn  polinomunun kökleri; 
 
 

0)( =xTn 0cos =
 θn  dır. 
 
 

n

k
k

)
2
1

( −
=

π
θ ,          nk �3,2,1=  ya da 

  
 

n

k
x kk

)
2
1

(
coscos

−
==

π
θ    nk �3,2,1=  

 
 

x2−≡γ , ve   IeenGeeIq TT
n γγ −+−= 2111 )()(

2
1

(.2)(  polinomun kökleri 
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aynı zamanda; 
 
 

0)( 21 =−+ IeenG T γ  polinomunun kökleridir. E�. 2.26 

 
 

TeenG 21)( + ’nin özde�erleri; 
 
 

n

k
k

)
2
1

(
cos2

−
−=

π
γ     nk �3,2,1= ,                                                   (2.31) 

 
 
Di�er taraftan; 
 
 

)(.2 nSLn =   , 1≥n  
 
 

)()((
2
1

)( 11 nSeeInS T+=  

 
 

)()((
2
1

)( 11 nSeeInS T+= ))((
2
1

21
TeenGiI ++=  

 

                                           )1(
2
1

1
∏

=

+=
n

k
kiλ  

 
 

n

k
k

)
2
1

(
cos2

−
−=

π
γ      nk �3,2,1=  oldu�undan; 

 
 
 

)
)

2
1

(
cos21(

2
1

)(
1

∏
=

−
−=

n

k n

k
inS

π
  ; 1≥n  
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dır. 
 
 
E�. 2.22 , E�. 2.25,  ve  E�. 2.31 ’den 
 
 

=nL  )
)

2
1

(
cos21(

1
∏

=

−
−

n

k n

k
i

π
          ; 1≥n                                       (2.32) 

 
 
E�. 2.27 ’den birinci türden Chebyshev polinomunun matris gösterimi; 
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                                     (2.33) 

 
 
dır. 
 
 

E�er )
2

,()(
i

niBnS
−=  alırsak; 

 
 

)
2

()
2
1

,()(
i

TinBinS n
nn −=−=   olur.                                    (2.34)                                                

                                    
 
 
 
 
 
E�. 2.22 , E�. 2.30 ve E�. 2.34’ten; 
 

))
2

(coscos(2 1 i
niL n

n

−= −  1≥n                                                            (2.35) 
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e�itli�ini elde ederiz. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. ÜÇ-BANT MATR�SLER�N TERS� 
 
 
A�a�ıda tanımlanan matrislerin özde�erleri ve özvektörleri ile ilgili 
 



 38 

 
çalı�malar yapıldı[ ]4 . 
 
 

{ }[ ] njijiA
�1,,min ==  ve; 

 
 

{ }[ ] njijiB
�1,12,12min =−−=  

 
 
A ve B matrislerinin genel gösterimi; 
 
 
C= { }[ ] njibajbai

�1,,min =−−         0>a   ve  ba ≠  
 
 
�eklindedir. 
 
 
C matrisi her zaman tersi olan bir matrisdir ve tersi de üç-bant matrisdir. 
 
 
A�a�ıdaki tekil olmayan nn ×  üç-bant matrisin tersi için  
 
 
 
 
 
 
 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	




















�

�

=

−

−

nn

n

ac

b

xc

bac

ba

T

1

1

2

221

11

00

0

20
0
00

���

�

���

�����

��

���

 

 
Burada; 
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jiT )( 1− =
{
{ jicc

jibb

nijij
ji

njiji
ji

>−

≤−

+−−
+

+−
+

,/)1(

,/)1(

111

11.

θφθ

θφθ

�

�
 

 
 
dır. 
 
 

10 =θ   ve  11 a=θ  olmak üzere; 2111 −−−− −= iiiiii cba θθθ , ni �3,2,1= , 
 
 
ve 
 
 

11 =+nφ  ve  nn a=φ  olmak üzere; 21 ++ −= iiiiii cba φφφ ,   ni �3,2,1=  
 
 
dır. 
 
 
3.1. Önerme 
 
 

0>a  ve ba ≠ için 
 
 
Üç-bant matris olan nT  
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C
a

)
1

( ’ nin tersidir. C matrisi ise 

 
 
C= { }[ ] njibajbai

�1,,min =−−         0>a   ve  ba ≠ dir. 
 
 
�spat 
 
 
Birim matrise indirgeyerek C  matrisinin tersini bulalım 
 
 

2 2 2
2 3 3

2 3 ( 1)
2 3

a b a b a b a b

a b a b a b a b

a b a b a b a b
C

a b a b a b n a b
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− − − −� 	
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 �
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 �

 �
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� � � � � �

� � � � � �
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� � � � � � � � � � � � � �
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1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 0 1
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Birim matrise indirgenmi� oldu. Bu durumda C matrsisinin tersi; 
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olarak bulunur. Buradan nTC
a

=−11
 oldu�u kolaylıkla görülür. 

 

3.1. Bazı Üç-Bant  Matrislerin Özde�erleri 

 
 
Bir önceki bölüme göre; C matrisinin özde�erlerini bulmak, üç-bant matrislerin 
özde�erlerinin bulundu�u bölgeyi tanımlamak ile e�de�erdir. 
 
 
Ba�langıç ko�ulları 1)(0 =xQ  ve  )()1()( 01 xQaxxQ +=  olan 
 
 
 
 
 
polinomların kümesini { })(xQk  ile tanımlayalım; 
 
 
Ba�langıç ko�ulları 1)(0 =xQ  ve  )()1()( 01 xQaxxQ +=  olan 
 
 

)()()2()( 21 xQxQaxxQ kkk −− −+=          13,2,1 −= nk �  
 
 

)()(
2

)( 21 xQxQ
ba
ba

axxQ nnn −− −�
�

�
�
�

�

−
−+=  

 
 
Bu ba�ıntının matris formu; 
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dir 
 
 

)2
2

()2
2

()( 1 +−+= −
ax

U
ax

UxQ kkk        k=0, � ,n-1 için ve; 

 
 
 

1 1 2( ) 1 1 1 ( 1) ( 1)
2 2 2 2n n n n n

ax ax a ax ax
Q x U U U U

a b− − −
� � � � � �� �= + − + − − + − +� � � � � �� �−� � � � � �� �

 

 
Burada )(xU k  ;  nk �2,1,0=   için ikinci türden Chebyshev polinomudur. 
 

 )(xQn  polinomunun sıfırları  C
a

)
1

(−  matrisinin özde�erleridir. Bu de�erler  

a�a�ıdaki e�itlikte gösterilmi�tir. 
 

ba
a

xpn −
−= 1)(                                                                                                      (3.1) 

 
 
 
Buradan; 
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nn ×  tipinde üç-bant matrisi için; 
 
 
 
 
 
 
 

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

	


































�

�

+−

−

−

−

=

n

M

1
1100

121

0

0

0121

0011

���

�

���

�����

��

���

 

 
�eklinde  tanımlanan  nn ×  boyutlu  bir üç-bant matris ise o zaman; M matrisi  
 
 
 
matrisi ters çevrilebilir matristir ve tersi  { }[ ] njijiM

�,1,
1 ,max =

− =  dir. 
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