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Bilim Kodu : 204.1.025

Anahtar Kelimeler : Fibonacci, Lucas sayilari, Chebyshev polinomlari, Binet
formiilii, iic-bant matrisler, 6zdegerler

Sayfa Adedi 1 47

Tez Yoneticisi : Prof. Dr. Dursun TASCI



ON THE EIGENVALUES OF SOME TRIDIAGONAL MATRICES
(M.Sc. Thesis)

Simge ODABAS

GAZi UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
June 2009

ABSTRACT

In this study, by describing characteristic properties of Fibonacci and Lucas
numbers Binet formulas of these numbers are examined with the help of
recurrence relations. Additionally, the first and the second type of Chebyshev
polynomials are some examined. Complex factorizations of Fibonacci and Lucas
numbers are indicated. The relation between the determinants of obtained
matrices in the end of this factorization and the first and the second type of
Chebyshev polynomials are studied. The eigenvalues and inverse of some
tridiagonal matrices are given. Finally, it is examined that relation between
eigenvalues of the tridiagonal matrices and the second type of Chebyshev

polynomials are given.

Science Code : 204.1.025

Key Words : Fibonacci, Lucas numbers, Chebyshev polynomials, Binet
formula and tridioganal matrices,eigenvalues

Page Number: 47

Adyviser : Prof. Dr. Dursun TASCI



vi

TESEKKUR

Calismamin her asamasinda yakin ilgi ve onerileri ile beni yonlendiren saygideger
hocam Prof. Dr. Dursun TASCI ya, yine tecriibelerinden faydalandigim, bu siiregte
her tiirlii yardimim esirgemeyen ve bana destek olan sevgili hocam Aras. Gor.
Mustafa ASCI’ ya, hayat boyu her tiirlii stkintimda yanimda olan ve bu siirecte bana
anlayis gosteren sevgili aile fertlerime en icten saygi ve tesekkiirlerimi sunmayi bir

borg bilirim.



vii

ICINDEKILER

Sayfa

OZET ...ttt iv
ABSTRACT ...ttt ettt et et v
TESEKKUR ..ottt ettt vi
ICINDEKILER .......ocooiiiiteieteieiieeeeeceee ettt vii
CIZELGELERIN LISTESI .......ooiiiiiieieieeeeee e viii
SIMGELER VE KISALTMALAR .......cococoiiiuiiiiiieeeeeeeeeeeeee e ix
Lo GIRIS ottt 1
2. CHEBYSHEV POLINOMLARI VE REKURANS BAGINTILARI ................... 20
2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilarinin Trigonometrik GOSterimi ....eeeeeeeeeneeeeennnnne.. 21
2.2. Fibonacci Sayilarimin Carpanlamast .....e.eeeeenseeeeriiieeeiiiiieiiiiieieiniiiieennieee. 24

_ 2.3. Lucas Sayilarinin Carpanlamast ...........cceeveuiieeeriiererniiieeiniieeeeniiee e 30
3. UC-BANT MATRISLERIN TERSI........cocoovimiiiicieieeeeee e, 38
3.1. Bazi Ug- Bant Matrislerin Ozdegerleri ............cooeveveveveveeeeeeeeeeeeeereeeenn 42
KAYNAKLAR ..ottt 45

OZGECMIS. ... seeeeseeee e e s ee e ee s es e ee s e ee s se s ess e ee s ees s sesaeeenes 47



viii

CiZELGELERIN LiSTESI

Cizelge Sayfa
Cizelge 1.1. FIbonacci SAYlart ........cooviuiieiiniiiiiiiiiiiceiec e e 5
Cizelge 1.2. Lucas SAYTIATT ......oeiiiiiiiiieiiee ettt et e 8

Cizelge 1.3. Negatif indisli Lucas say1lart ...........ccceeeeiiiiiniiiiiiee e 8



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullamilmis bazi simgeler, agiklamalar1 ile birlikte

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

det(A) A matrisinin determinanti
F, n . Fibonacci sayisi

I~
S

. Lucas sayis1

]
N

. Pell say1s1

0, n .Pell-Lucas sayis1

F (x) n .Fibonacci polinomu

L, (x) n. Lucas polinomu

P, (x) n. Pell polinomu

o, (x) n . Pell-Lucas polinomu

T, (x) Birinci tiirden Chebyshev polinomu

U, (x) Ikinci tiirden Chebyshev polinomu

X

asagida



1. GIRIS

Bu boliimde Fibonacci, Lucas sayilarina ait bazi 6n bilgiler verilerek Fibonacci ,
Lucas ve Chebyshev polinomlarindan bahsedilecektir.

1.1. Tanim

Fibonacci sayilari, her n >1 igin ve F, =0, F, =1 olmak iizere

F F +F

n+tl = n—-1

n=1

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Burada F),’e n. Fibonacci sayis1 denir.
Fibonacci ve benzer diziler asagidaki gibi genellestirilebilir:

{xn}dizisi; X, =a, x, =b baslangi¢ kosullar ile birlikte, her n =1 icin

indirgeme bagintisi ile tanimlansin. {xn} dizisinin baz1 6zel durumlarini gdz Oniine
alalim.

Eger k=1, x,=0ve x, =1 ise {x,} dizisi {F,} Fibonacci dizisidir.
Eger k=1 , x,=2 ve x, =1ise {x,} dizisi {L,} Lucas dizisidir.
Eger k=2, x,=0ve x, =1 ise {x,} dizisi{P,}  Pell dizisidir.

Eger k=2, x,=2ve x, =2 ise {x,} dizisi{R,} Pell-Lucas dizisidir.

Simdi Fransiz matematikc¢i Binet tarafindan Fibonacci sayilar i¢in verilen Binet

formiiliinii verecegiz.



1.1. Teorem

F ; n. Fibonacci sayist olmak iizere

n

1.1
=g (1.1)
olup burada a:%(1+\/§), ,B=%(1—\/§) “dir.

Ispat

Ispat1 n iizerinden tiimevarimla yapalim. n =1 olsun. O halde

a - p

1_
=1
a-p

F1:

olup n =1 i¢in ifade dogrudur. Simdi esitligin » i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
Buna gore (n+1) i¢in dogru oldugunu gosterelim. Fibonacci sayilarinin tanimindan
ve kabuliimiizden

EH—I = Ez +Fn—l
_ a/n _ﬂn N an—l _ﬂn—l
 a-p a-p
_a” (I+a)-B" 1+ ) (12)
a-p

yazariz. Burada &’ = a+1 ve B° = f+1 oldugundan



n+l _ n+l
@7 =BT de edilir.
a-f

n+l

Boylece ispat tamamlanir.

F.,=F+F_, (1.3)

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {Fn} dizisine Fibonacci dizisi ve F, sayisina da
n. Fibonacci sayis1 adi verilir.

Bu algoritmada a ve S Es. 1.2 deki indirgeme bagintisiyla iliskili olan

x? — x —1 = 0karakteristik denkleminin kokleridir.
a+B=1,a-B=5 ve af=-1
oldugu agiktir.

Es. 1.3 kullanarak

esitligi elde edilir. Bu son ifadede n yerine sifir ve negatif tamsayilar secilerek elde
edilen {F,} dizisine negatif indisli Fibonacci dizisi denir.

Boylece

F,=F-F,=1,F,=F-F,=-1--, F =(_1)n+1Fn



seklinde negatif indisli Fibonacci sayilar1 elde edilir. Bunu asagidaki gibi sonug
olarak verip ispatlayalim.

1.1. Sonug

Her n pozitif tamsayisi i¢in

F,=(-D)""F, (1.4)

dir.

Ispat

Es. 1.1 i kullanarak

F = @ = yazariz.
a_
Buradan
F, = a’-p"
a-p
_@)' -
a-pf
{5
_\a) \p
= 4 g (1.5)

ifadesine ulasilir.



1 =—f ve % = —¢ oldugunda bu degerleri Es. 1.5 de yerlerine yazarsak,
a

_P) - ()"

F—n
a-p

_ ) B -
a-p

(" -a")

=

— (_l)n+1 (an _ﬂ")

a-p
— (_1)n+1 F*”
bulunur.

Es. 1.2 ve Es. 1.7 den F, Fibonanacci sayilarina ait asagidaki tabloyu elde
ederiz.

1.1. Cizelge Fibonacci sayilar

n . | -5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3
F, ... |5 -3 2 -1 1 0 1 1 2
1.1. Tanim

Lucas sayilari, her n 21 i¢in L, =2 ve L, =1 olmak iizere L,,, = L, + L,_, bagintis1

ile tanimlanir. Burada L, ’ e n. Lucas sayis1 denir.



1.2. Teorem

L, ; n. Lucas sayis1 olsun. a = %(l + \/g) ve f= %(1— \/g) olmak lizere

L=a"+p"
dir.
Bu formiile Lucas sayilari i¢in Binet formiilii denir.
Ispat
Ispatimiz1 n iizerinden tiimevarim yontemi ile yapalim.
n=1 icgin
L=a+p
1 1
=—(1+V5)+ —(1-+/5)
2 2
=1
oldugundan ifade acik olarak dogrudur.

n=2 icin

L=a’+p’

=G(1+\/§)j2+6(1—x/§)j2



=3

dir. Bu durumda » = k = 2 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani

L =a"+p"

olsun.

Simdi n =k +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

L.,=L+L_=a" +p+a""+p""

=@ +a" )+ (B + )

Bununla beraber a* = a +1 olup o' =a* +a*" dir. Benzer sekilde a’=a+l,

B =B +1 olup B = g* + " dir.

Bu durumda,

Lk+1 — ak+1 +ﬂk+l

dir.

Boylelikle n =k +1 icin ifade dogru olup ispat tamamlanir. Benzer sekilde Lucas
sayilarinin tanimindan ilk birka¢ Lucas sayilar i¢cin asagidaki tabloyu goz Oniine
alarak



1.2. Cizelge Lucas sayilart;

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

L 2 1 3 4 7 11 18 (29 |37 |66

n

ve bu sayilarin tamimini kullanarak,negatif indisli terimleri elde etmek icin Lucas
sayilarinin indirgeme bagintisini geriye dogru genisleterek

1.3. Cizelge negatif indisli Lucas sayilar;

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

L 2 -1 3 -4 7 -11 |18 |-29 |37 |-66

—n

elde ederiz.

1.2. Sonug

L =(-1"L,

Ispat

L,=a"+p"
= (=) +(-ay’
= ("B +a")

=(-1)"L, dir.

Fibonacci sayilart asagidaki 2X2 A matrisinin kuvvetleri alinmasiyla elde
edilebilir.



dir.

n lizerinden tiimevarim yontemini uygulayalim.

n=1 icin
11 F, F
A= = olup
10 F, F,
dogrudur.
n =2 igin
2
11 2 1 F, F,
A= = =| olup
1 0 11 F, F
dogrudur.

n icin dogru olsun. n+1 i¢in dogruluguna bakalim.
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dir.

1.3. Teorem

Ispat

Fibonacci sayilari i¢in rekiirans bagintisi kullanilirsa;

F . ,=F +F =>F =F,_,—F, olup i=123,---,n i¢in bu ifade yazilacak
olursa;

F=F-F,

F,=F,-F,

Ez—l = Fn+1 _Fn

Fn =Fn+2_F'n+l

elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanacak olursa;

ZE:Fn+2_F2:Fn+2_1
i=1



bulunur.

1.4. Teorem

Ispat

Fibonacci sayilari icin rekiirans bagintisi kullanilirsa;

F, =F, - F,
F,=F,-F,
F,=F,—F,
Fs=F,,-F,,

-1 — FZn - F2n—2

elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanacak olursa;

bulunur.

1.5. Teorem

11



ZFZZ = F2n+1 _1
i=1
Ispat
n 2n n
F, = F, =) F,,

=(Fyn —F,) -1
:F2n+1 _1

bulunur. Bdylece teorem ispatlanmis olur.

1.6. Teorem

Zn:Ez = FnFn+1
i=1

Ispat

n iizerinden tiimevarim yontemini uygulayalim;

n=1 icin
F’=FF,
1=1

dir.

12



olup dogrudur.
n—1 icin dogru olsun.

n i¢in dogrulugunu gosterelim;

n—1

iEZ ZZEZ +Fn2
i=1 i-1

=F

n-1

F,+F
= (F‘nfl + Ez)Fn
=F _F

n+l® n

olup her ne Z" i¢in dogrudur.

1.7. Teorem
F_F., —F’=()", n>1
Ispat

F'nle'nJrl - Fn2 = (F'nfl + Fn)F‘nfl - E ’

n

=Fn—12+FF _F;zz

n" n-l1

13



:Fn—12 +E1(E1—1 _Fn)

= Fn—12 + Ez (_Fn—2)

= _(FnFn—2 _Fn—lz)

Bu isleme devam edilecek olursa;

~(F,F,,~F,’)=(-)*(F_F,,~-F_"

-3

= (_I)S(Fn—2Fn—4 - Fn—32)

= (_l)n_l(FzFo - Flz)

= (-1’

Boylece

(F, Fpy = F )= (=1)"
dir.
1.8. Teorem

Ardisik iki Fibonacci sayist aralarinda asaldir.

Ispat

14



(F,,F,_,)=1 oldugunu gostermeliyiz.

(F,

n o

F,_,)=d oldugunu varsayalim.

Bu durumda

d\F, , d|F,_, dir.

};‘n:F‘n—l-i_F‘n—ZZ> 11—2:Fn_F

n-1

oldugundan

d

F,_, dir.

Fn—l:Fn—2+Fn—3:>E1—3:F

oldugundan

d|F_,

Bu sekilde devam edilirse
cl|Fl yani d|1 olup;

buradan d =1 sonucu elde edilir.

1.9. Teorem

15



YL =L,,-3dir
i=1

Ispat
Lucas sayilart i¢in rekiirans bagintisi kullanilirsa;

Ln+2 = Ln+1 + Ln = Ln = Ln+2 - Ln+1

i=123,...,n i¢in

L=L-L,

L, =L, —-L,
Ln—l = Ln+1 - Ln
Ln = Ln+2 - Ln+1
elde edilir.

Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa;
ZLi =L,-L=L,,-3
i=1

bulunur.

1.10. Teorem

16



Ispat

Lucas sayilari icin rekiirans bagintist kullanilirsa;

L=L,-L,
L,=L,—L,
L=L —L,

L, =L, ,-L

2n—-4

L, ,=L,,-L,,,

elde edilir.

Bu ifadeler taraf tarafa toplanacak olursa;

bulunur.

1.11. Teorem

Z L,=L,, —1
i=1

Ispat

17



n 2n n
Z L, = ZLi - Z Ly,
i=1 i=1 i=1

= (L2n+2 - 3) - (LZn - 2)
= (L2n+2 - L2n ) _1

=L

2n+l 1

1.12. Teorem

n 2
Z Li = LnLlH—l - 2
i=1
Ispat
n iizerinden tiimevarim yontemini uygulayalim;

n=1 icin

1

Y L'=LL,-2
i=1
1=1
oldugundan iddia dogrudur.

n =2 icin;

YL =L'+L," =L,L;-2

i=1

2=2



olup dogrudur.
n—1 icin dogru olsun.
n icin dogrulugunu gosterelim;

n n—1
ZLi2 :zLiz +an
i=1 i=1
L —-2+L°
=L L +L°-2
=L (L _,+L)-2
=L L 2

n"n+l

=L

n—1

n—1

2. CHEBYSHEV POLINOMLARI VE REKURANS BAGINTILARI

19
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Birinci ve ikinci tiirden olmak {iizere iki ¢esit Chebyshev polinomu vardir. Birinci
tirden Chebyshev polinomu 7, ile, ikinci tiirden Chebyshev polinomu U, ile
gosterilir.

Birinci tiirden Chebyshev polinomu asagidaki gibi tanimlanmigtir [1 6].

T,(x)=1
T, (x)=x
T,(x)=2x" -1

T,(x)=4x" —3x

T,(x)= 8x* —8x? +1

T, () =2T,()=T,,(x)

Ikinci tiirden Chebyshev polinomlar1 asagidaki gibi tanimlanmistir [1 6].

U,(x)=1
U,(x)=2x
U,(x)=4x" -1

U3(x)=8x3 —4x

U, ,(x)=2xU, (x)-U,_ (x)



2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilarimin Trigonometrik Gosterimi

Fibonacci ve Lucas sayilarinin trigonometrik gésterimleri;

n—1

F, :H(l—zicosﬁ), nx2
k=1 n
n (k-1

L, =H(1—Zlcos 2 ), n>1
k=1 n

ve genel halde

sin(ncos™ (_—l))
F,=i" 2 a1
. -1, 1
sin(cos™ (—
( ( 5 )

L, =2i" cos(ncos™ (_71)), n>1

olarak verilir.

2.1. Tanim

21

2.1)

2.2)

(2.3)

2.4)

Sadece sifir olmayan elemanlar1 kdsegen etrafindaki bir bantta olan bir kare matrise

bant matris denir. Boylece eger A=(a;) kare matrisi |i - j| >1 oldugunda

a; = 0 sartin1 saglarsa o zaman A bir iig-bant matristir.

2.1. Yardimci Teorem

H(n), n=1273... ic-bant matrisi



H(n) =

h, 0
hy h,
hy

seklinde ise, 0 zaman

H)=

hl,l

|H(2)| = h1,1h2,2 - h1,2hz,1

|H(n)|=h,,

dir.

Ispat

H(l’l - 1)| - hn—l,nhn,n—l

H(n-2)

22

0
: (2.5)
0
hn—l,n—l hn—l,n
0 hn,n—l nn |
(2.6)

Ispat1 tiimevarim yontemini kullanarak yapalim;

n =123 icin;

[H | =|(h, )] =y,

)=

1) =

hﬂ—hh h h
h — atta T2t
2,2

h, 0O

hz,z h2,3 = h3,3|H(2)|_h2,3
h3,2 h3,3

hl,l h1,2

= hy,|H (2)| = hy 31, ,|H (D)

0 hy,



dir.

k i¢in dogru yani

|H (k +1)| = det

hk+1,k+1 |H(k)| - hk,k+1

=Ry HOO =y gy | H (k= 1) dir.

h1,2
h
h

2,2

3,2

hk—l,k—l

hk—l,k

hk,k

h

k+1,k

0
h

k., k+1
h

k+1k+1 |

hk—Z,k—l 0

k—Lk-1 hk—l,k

Ktk |

23
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2.2. Fibonacci Sayilarimin Carpanlamasi

M(n),n=12,3---

mg, =1, 1<k<n,ve m_,=m, =i, 2<k<n olmak iizere

(1 i o0 0|
i1 i
0 i 1 - :
M) =|: : (2.7)
. o 0
i
|0 0 i 1]

seklinde tanimlanan nXn boyutlu bir lig-bant matris ise, o zaman Yardimci Teorem
2.1 ‘e gbre M (n) matrisinin determinanti asagidaki gibidir.

n=1icin [M(1) =1,

. . 1 l 2 .2
n=2 1(;1n|M(2)|:. 1:1 —-i"=2,
l
1 i 0
n=3i¢in [M3)|=|i 1 i|=3,
0 i 1
(2.8)

Burada;
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n>2, icin F,=|M(n-1) (2.9)
dir. Yani

n =2, icin M (n—1) matisinin determinanti Fibonacci sayilarin1 verir.

G(n), n=1273...

8ix = I<k<n, g 1;=8m=1 2 <k <n olmak iizere;
0 1 0 0]
0 1
o 1 0 . :
G(n)=| : : (2.10)
. . 0
1
|0 0 1 0]

seklinde tanimlanan nx#n boyutlu bir {ig-bant matris ise, o zaman

M (n)=1+iG(n) dir. Gergekten;

1 i O 0

i 1 i 0

0 i 1 :
M@n)=|: :
0

i
0 0 i 1]




1 0 0 0 0 i O
0 0 0 i 0
0 0 : 0 i O
= N E
0
0
0 0 0 1] |0 0
(1 0 0 o] [0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 : 0 0
= e
0
0
K 0 0 1| |0 0
=1 +iG(n)

oldugu goriiliir.
A s J= 1,2,3,---,n G(n) matrisinin 6zdegerleri olmak {izere bu
ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorler x; olsun.

Bu durumda her bir j icin;

Mn)x, =[I+iGm)]x,
=Ix; +iG(n)x;

:xj+l/1jxj

26
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=(1+id,)x;
yazariz. Buradan M (n) matrisinin 6zdegerlerinin
B, =1+id, j=12,---,n,

oldugu sonucu elde ederiz.
M| =T]a+id) n=1 (2.11)
k=1

A, , G(n) karakteristik polinomun sifirlari ise, 0 zaman

p,(A)= |G(n) - Al | olup G(n)— Al matrisi bir ii¢-bant matrisidir. Yani

-2 1 0 0
1 -2 1 0
0o 1 -4 . :
G- Al =| SR : (2.12)
. o 0
1
0 0 1 -4

dir.

Yardimci Teorem 2.1°1 kullanarak G(n), n =1,2,3,--- matrisinin karakteristik
polinomlarimi bulalim;

P (A =-4
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p,(A) =4 ~-1
: (2.13)
P (2) = _/117,1_1 (ﬂ) —Pno (2)
dir. Buradaki karakteristik polinomlari {U L(xX),n 2 1}, A =-2x olmak iizere
asagidaki gibi vermek miimkiindiir.
U,(x)=2x
U,(x)=4x" -1
U,(x)=2xU,_ (x)=U,_,(x) (2.14)

U,(x), n>1 ikinci tirden Chebyshev polinomudur. ikinci tiirden Chebyshev

polinomu i¢in x =cos @ alinirsa; [7]
x =cosf = @ = arccos(x)

sin[(n + 1)6]

Un0= sin @

2.15)

Es. 2.15 ’ten
U, (x)'in kokleri;

sin[(n +1)6] ~0
sin @
= sin((n+1)8) =0

U,(x)=



X, =cosf, =cos
n+l

A, =—2x olmak iizere G(n) nin 6zdegerleri;

A, =—2cos ﬂk
n+1

k=1,2,3, - n
Es. 2.9, Es.2.11, Es.2.16°den

F,, =|M®m)|= f[(1+i/1k) n>1
k=1

n=>1
n+1)

= H(l —2icos L
k=1

Chebyshev polinomunun matris formu Es. 2.12 den;

2% 1 0 v e e 0
1 2x 1 0
0 1 2x :
A(n,x) = ’ :
0
1
0 0 1 2x)
yazariz.

Ikinci tiirden Chebyshev polinomu;
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(2.16)

2.17)

(2.18)



U,(x)=2x
U,(x)=4x" -1

U3()c)=8x3 —4x

U,(x)=2xU,_(x)-U,_,(x) tanimlanmist1.

M (n)| =i"

-1 —1i
A(n,—)|=i"U (—) dur.
( 2)‘ n(z)

Gergekten;

Ul(_?l) = 2._7’ ——ii=1=|M ()

U,(—)= 4.(_7’) —1=-2i" =2=|M (2)|

) ) 3 ) 3 .
Ua(—l):&(_lj _4(_’j:8,_’+4i:3:
2 2 2 8 2

dir.

2.3. Lucas Sayillarmin Carpanlamasi

su:E,sk,kzl 2<k<n

MG)

30

(2.19)
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olmak tizere S(n) matrisi asagidaki gibi tanimlansin:

l i 0 0

2

i1 i 0

0 i 1

Sn)=|: : (2.20)

0
i

0 0 i 1

O halde Yardimci Teorem 2.1 den

1
SO ==
swl=3
1
— i1 3
sQl=> H==-i2=2
s 2 T27 T
1 i 0
2
IS@)|=[i 1 il=2 (2.21)
0 i 1

S| =1[S(n—=1) = *|S(n-2)| =[S (n=D)| +|S(n-2)|

yazariz. Boylece S(n) matrisinin determinantlarinin iki kat1 Lucas sayilaridir.
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L, =2[S(n) n>1 icin; (2.22)
|S(n) = %|(1 +ee,)S(n) (2.23)
Burada e; birim matrisin ;. siitunudur.
Es. 2.23 verilen esitligin sag tarafi i¢in;

1 T . T
Sl +ee, )S(n) =%|I+1(G(n)+ele2 ) (2.24)

7. » k=12,-- G(n)+ee, matrisinin 6zdegerleri olsun. Herbir j icin;

(I +i(G(n)+ elezT Ny, =1Iy, +i(G(n)+ elezT)yj

= (1+171)y1
Buradan;
1 ) r_ 1§ .
E I +i(G(n)+ee, )| = Eg(l+lﬂk) (2.25)

Her bir y,, q,(y) = |G(n) + elezT -A | polinomunun sifirlardir.

Biliyoruz ki;

= l dir.
2

1
1 _56’131T

7, Ozdegerlerine karsilik gelen karakteristik polinom g, (y) ise ;



1
=2/ - 5 ee, NG(n)+ee,

-

q, () Jkarakteristik polinomunun matris gosterimi ise;

-7 1 0

2

1 -y 1

0 1 -y
q,(y) =

0

dir.

q,(y) polinomu i¢in;

%(?’)=_77
2
92(7)=77_1
_-r 7
q;(y) = > s
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(2.26)

(2.27)



4, =-M,..V)—q,,()
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(2.28)

y = —2x olarak aldigimizda {Tn (x) : n > 1} birinci tiirden Chebyshev polinomunu

verir.
T,(x)=x
T,(x)=2x> -1

T,(x)= 4x° —3x

T (x)=2xT, ,(x)-T, ,(x)

Birinci tiirden Chebyshev polinomunda x = cos @ alinarak [7];

T, (x)=cosné
Es. 2.30 ’dan 7, (x) polinomunun kokleri;

T (x)=0=cosn@=0 dir.

0, =——, k=123---n yada

1
7k — 5)

n

X, =cosf, =cos k=123-n

1
y=-2x,ve gq,(y)=2/I- Eelef NG(n)+ee,’

— Y| polinomun kokleri

(2.29)

(2.30)
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ayni zamanda;
G(n)+ elezT — Y| =0 polinomunun kokleridir. Es. 2.26
G(n)+ elezT ‘nin 6zdegerlert;

1
(k- 5)

n

Y, =—2cos k=123-n, (2.31)

Diger taraftan;

L, =2]S(n)

,n>1

1 T
|S(m)| = §|(1 +ee" (S(n)

|S(n)| = %|(1 +ee (S| = %|1 +i(G(n)+ee,”)

1 n
=—| |(1+i4
> H( o)
7k —l)
Ve = —2005—2 k =1,23---n oldugundan;
n
7k —l)

|S(n)|z%li[(l—2icos 2) in>l
k=1



dir.

Es. 2.22 , Es. 2.25, ve Es. 2.31 ’den

n k-1
L = H(1—2icost)

k=1

Es. 2.27 *den birinci tiirden Chebyshev polinomunun matris gésterimi;

x 1 0
1 2x 1
0 1 2x
B(n,x) = '
0 0
dir.

Eger S(n) = iB(n,_?l) alirsak;

1S (n)| ="

Es. 2.22 , Es. 2.30 ve Es. 2.34’ten;

L, =2i" cos(ncos™ (_71)) n>1

-1 —i
B(n,—)| =i"T (—) olur.
( 2)‘ ,1(2)

n>1

2x
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(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)



esitligini elde ederiz.

3. UC-BANT MATRIiSLERIN TERSI

Asagida tanimlanan matrislerin 6zdegerleri ve dzvektorleri ile ilgili
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calismalar yapildi [4]
A=[min{, j}], ., ve;

B =[min{2i -1,2j -1}]

i,j=1---n
A ve B matrislerinin genel gosterimi;
C=[min{ai - b, aj — b}]

a>0 ve a#b

i,j=l--n
seklindedir.
C matrisi her zaman tersi olan bir matrisdir ve tersi de {i¢c-bant matrisdir.

Asagidaki tekil olmayan nXxn iig-bant matrisin tersi i¢in

a, b 0 0
¢ a, b, 0
0 ¢, 2x :
T=|: ' :
0

b,

| 0 0 ¢, a, /]|

Burada;



(T_l) _{(_1)l+]bl .”bjei_l¢j+1 /en,i S J
ij {(_1)i+jcj "'Ci—lej—1¢i+1 16,,i>j

dir.

6,=1 ve 6, =a, olmak iizere; 8§, =a,6, ,—b,_c, 0, _,,i=123--n,
ve

#,.,=1ve ¢ =a, olmak lizere; ¢, =a,¢,,, —b,c,¢..,, i=123--n
dir.

3.1. Onerme

a>0 ve a#bicin

Ug-bant matris olan T,
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1 . . .
(—)C’ nin tersidir. C matrisi ise
a

C= [min{ai —b,aj — b}] a>0 ve a=#bdir

i,j=1---n
fspat

Birim matrise indirgeyerek C matrisinin tersini bulalim

a—b a—b a—b [l—b
a—>b 2a-b 2a—b 2a—-b
a-b 2a-b 3a-b 3a—b
C= . ) ) ) ) ) R
a-b 2a-b 3a-b (n-Da-b
L a—b 2a-b 3a—-b na—>b |
[ a-b a—b a—b a—=b ]
0 a a a
0 a 2a 2a
: -
0 a 2a (n-Da-a
L 0 a 2a na—a |
fa-b a-b a-b a-b| [ 1 1 1]
0 a a a 0 a a a
0 a a 2a 0O 0 a a
R : -
0 a a a 0O 0 a a
Y a a a | |0 0 a a |




11 1 1] [1 0 0 0 0]
0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0

N E
0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1] |0 0 0 0 1|

Birim matrise indirgenmis oldu. Bu durumda C matrsisinin tersi;

. r 0 0
a a-b a
-1 2 -1 0
a a a
0 -1 1 0
a a
C*l_ . .
0 0 0
0 0 0 -1
L a
1+ -1 0
a—>b
-1 2 -1
0
_1
a
-1 2
0 0 -1

Q= O
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olarak bulunur. Buradani C™' =T, oldugu kolaylikla goriiliir.
a

3.1. Baz1 U¢-Bant Matrislerin Ozdegerleri

Bir 6nceki boliime gore; C matrisinin 6zdegerlerini bulmak, iic-bant matrislerin
ozdegerlerinin bulundugu bolgeyi tanimlamak ile esdegerdir.

Baslangic kosullart Q,(x) =1 ve Q,(x) = (ax+1)Q,(x) olan

polinomlarin kiimesini {Qk (x)} ile tanimlayalim;
Baslangic kosullart Q,(x) =1 ve Q,(x) = (ax+1)Q,(x) olan
Qk (x) = (ax+ Z)Qk_l (x)_Qk_z (x) k=123--n-1

2a—Db
a—-b

0,(x)= (ax + an_l (x)=0Q,,(x)

Bu bagintinin matris formu;
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b 0
a-b
-1 2 -1 0
0,.,(x) 0
0,,(x
x| i =—— X
Ql (X) . . .
0,(x) : - - 0
-1 2 -1
0 0 -1 -1
[0,.,(x) 1
0,,(x 0
+0,(x)| :
0,(x) 0
| Oy (x) 0
dir

0,(x)=U, (“—zx +2)-U, (“—zx +2) k=0, ---,n-1 icin ve;

a—

Burada U, (x) ; k=0,1,2---n ig¢in ikinci tiirden Chebyshev polinomudur.

1
Q, (x) polinomunun sifirlar1 —(—)C matrisinin 6zdegerleridir. Bu degerler
a

asagidaki esitlikte gosterilmistir.

a
a—>b

p,(x)=1- 3.1

Buradan;



nXn tipinde lig-bant matrisi i¢in;

-1 1 0 0
1 -2 1 0
0
M =
0
1 -2 1
0 0 1 —1+1
L nJ

seklinde tanimlanan nXn boyutlu bir iic-bant matris ise o zaman; M matrisi

matrisi ters cevrilebilir matristir ve tersi M ™' = [max{i, j}],., jer diT
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