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OZET

Kisith termoelastik ortamda zayif sok dalgasi yayllma hizlar1 ve kayma bandi
olusumu incelenmistir. Ele alinan ortam bazi deformasyon simirlamalarn
bulunan sikistirilabilir ortamdir. Bu deformasyon simirlamalar sicakhiga bagh
uzama ve saf mekanik uzamazhk kisitidir. Zayif sok dalgalarimin hareket
denklemi tekillik yiizeyleri teorisi kullamlarak elde edilmistir. Kisith
termoelastik malzemelerin biinye denklemleri, kisith ve kisitsiz Kkisimlarin
toplam olarak yazilmistir. Zayif sok dalga esigi iizerindeki baz1 degiskenlerin
sicrama ifadeleri, bu degiskenlerin Taylor serisi acilimi kullanilarak yazilmstir.
Termoelastik ortamda zayif sok dalgasi yayilma sarti Duhamel — Neumann
formunda bir sekil degistirme fonksiyonu kullamilarak elde edilmistir.
Olusturulan ozdeger probleminin ¢oziimii zayif sok dalgalarimin yayilma
hizlarim vermektedir. Zayif sok dalgas1 yayllma hizlar1 bazi 6zel deformasyon
durumlari i¢in elde edilmistir. Kayma bandi olusumu ve kritik uzama oranlar:

tek eksenli, iki eksenli ve ii¢ eksenli cekme durumlari icin bulunmustur.
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ABSTRACT

Linear weak shock wave propagation and the existence of shear bands are
examined in finitely deformed constrained thermoelastic solids. We consider a
compressible solid with certain type of internal constraints. The specific internal
constraint cases of temperature dependent extensibility and the purely
mechanical inextensibility are considered separately. The equation of motion of
weak shock waves is recovered by using the theory of singular surfaces. The
constitutive equations of constrained materials are written as the summation of
constrained and unconstrained counterparts of the relevant quantities. The
jumps of certain field variables across the shock wave front are obtained by
using Taylor series expansions of them. The propagation condition of shock
waves in a thermoelastic solid is obtained by using the strain-energy function
corresponding to Duhamel-Neumann expression. The solution of resulting
eigenvalue problem yield the propagation speeds of weak shock waves. The
propagation speeds of weak shock waves are determined for particular state of
deformations. Formation of shear bands and the magnitudes of critical stretches
are obtained for the deformation states of uniaxial, biaxial extension and for
uniform dilation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.
Simgeler Aciklama
A Referans koordinatlarinda ivime vektoru

B Sol Cauchy — Green deformasyon tansorii

Ozgiil 1s1

o
<

@

Sag Cauchy — Green deformasyon tansorii

Q

Birim kiitledeki i¢ enerji yogunlugu
Kisitlama dogrultusunda birim vektor
Lagrange birim sekil degistirme tansorii
Toplam i¢ enerji

Kiitle kuvveti

Deformasyon gradyan tansorii

I¢ 151 enerjisi kaynagi

Birim tansor

Jacobian

NN = > m =~ oy om e

Toplam kinetik enerji
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1. GIRIS

Siirekli ortam igerisinde bir bolgede gergeklesen denge durumundan sapmanin ortami
olusturan maddesel noktalar araciligiyla ilerlemesi olay1r mekanik dalga yayilmast
olarak tamimlanmaktadir. Olusan etki, enerjinin maddesel noktalar araciligiyla
aktarilmasi seklinde ve ortam igerisinde sonlu bir hizla yayilir. Pek ¢ok dalga tiirii
i¢in, dalganin i¢inde yayilabilecegi bir madde gereklidir. Ses ve basing dalgalari i¢in,
Love ve Rayleigh dalgalar1 gibi sismik dalgalar i¢in enerjiyi iletebilecekleri kat1 veya
akigskan bir ortam gerekirken, diislik frekansh radyo dalgalarindan goriiniir 15182, X
ve gama dalgalarina kadar cesitli elektromanyetik dalgalar bosluk ortaminda da

yayilirlar [1].

Kiiclik veya sonlu deformasyonlarin olustugu dalga hareketi iizerine ¢ok sayida
calisma yapilmis ve konu ¢esitli yonlerden ele alinarak Onemli Olgiide
aydinlatilmistir. Elastik katilarda dalga yayilmasi {izerine yapilan ¢alismalar, 19. yy.
ortalarina kadar kabul gérmiis bir yaklagim olan ve 15181n elastik bir eter igerisinde
ilerleyen dalga oldugunu sdyleyen diisiinceyle artmistir. Bu goriis Cauchy ve Poisson
gibi biiylik matematik¢iler tarafindan da destek bulmus ve Elastisite Teorisi’nin
gelisimine katki saglamistir [2]. 19. yy. sonlarinda elastik katilarda dalga yayilmasina
ilgi, yeni dalga tiplerinin literatiire kazandirilmasiyla artmistir. Bu zaman diliminde
Rayleigh, Lamb ve Love’un katkilari, siirekli ortamin sinirlarinda veya farkl
ortamlarin ara yiizeylerinde olusan dalgalar ile goriilmektedir. Rayleigh yiizey
dalgalari, sismik enerjinin % 75’ini tagityan deprem dalgalar1 olarak bilinmektedir.
Sismoloji alaninda, deprem olayinda daha net bilgi sahibi olabilmek igin elastik
dalga yayilmasi konusu, aktif bir ¢alisma alani olarak kalmistir. Elastik dalga
yayilmasi problemi uygulamali matematik, elektromanyetik ve akustik icerisinde de
yerini almistir. Dogrusal dalga teorilerinde 19. yy. matematiginin analitik teknikleri
(degiskenlerin ayristirilmasi, Fourier serileri, Laplace doniisiimii gibi) kullanila

gelmistir.

20. yy. ve dogrusal olmayan dalgalara geldigimizde karsimiza sok dalgalari,

hiperbolik sistemler, dogrusal olmayan gaz dinamigi, dogrusal olmayan su dalgalari,



kimyasal ve elektrokimyasal dalgalar c¢ikmaktadir. Yiiksek hizli carpismalar ve
patlamalar sonucunda olusan biiylik genlikli dalgalar, lineer elastisite kabullerinin
disinda kalmakta, malzeme davranigini ifade eden denklemler dogrusal olmaktan
cikmaktadir. Olusacak sok dalgalari, siirekli ortamin basincinda, yogunlugunda ve

maddesel noktalarin hizlarinda ani sigcramalar gerceklestirecek sekilde yayilir.

Bu sigramalarin ortamda yayilmasi problemi, tekillik yiizeyleri teorisi kullanilarak
modellenebilir. Bu teoriye gore, ortamda siirekli olan bir fonksiyonun degerinde
sigramanin oldugu bir yiizey bulunur. Siirekli ortamda sonlu bir hizda ilerleyen bu
ylizey dalga olarak adlandirilir [3-5]. Tekillik yiizeyleri, silireksiz parametrenin
kendisinde sonlu bir sigrama oldugu durumda sifirinct mertebeden, parametrenin
birinci ve ikinci zaman tiirevlerinde sigrama oldugu durumlarda ise sirastyla birinci
ve ikinci mertebeden tekillik yiizeyleri olarak siniflandirilirlar. Siireksiz parametre,
ortami olusturan maddesel noktalarin konum vektorii oldugu durumda sifirinci
mertebe tekillik ylizeyleri catlak, yirtilma veya birbiri lizerinde kayan bir yiizeyi
gosterir. Konum vektoriinlin  birinci zaman tiirevinde olusan bir slireksizligin
yayilmasi sok dalgasina, ikinci zaman tiirevinde olusan siireksizligin yayilmasi ise

ivme dalgasina karsilik gelir.

Hiz veya ivmede siireksizliklerin oldugu duragan tekillik yilizeyi kayma bandlarinin
modellenmesinde kullanilabilir. Baz1 yiikleme sartlar1 altinda ortamin deformasyon
limitlerinin belirlenmesinde olduk¢a 6nemli olan kayma bandlar1 siinek metallerde,
taneli ortamlarda ve polimer tir malzemelerde yeterli deformasyon altinda
olusabilecek ¢ok ince kalinlikli yiizeylerdir. Bu yiizey ortamu ikiye ayirir. Ortam
deformasyonu siireklidir ancak kayma bandi iizerindeki maddesel noktalarin hiz ve
ivme gibi fiziksel biiylkliiklerinde ani sigramalar gerceklesir. Kayma bandinin
olusumu, ortam i¢in deformasyonun {iist sinir1 olarak kabul edilebilir. Bu durum, dis

yiikler altindaki malzemenin daha fazla mukavemet gostermesine engel olur.

Bu asamada, dalga yayilmasi problemlerinde tekillik yiizeylerinin kullanildig

calismalarin ve kayma bandi iizerine yapilan ¢alismalarin 6zeti verilecektir. Burada



oncelikle ivme dalgalar ve zayif sok dalgalari, sonrasinda kisith ortamlarda dalga

yayilmasi ve son olarak kayma bandi ¢aligmalar verilmektedir.

1900’lerin basinda Hadamard [3] ve sonrasinda Hill [4], hareketli tekillik yiizeyinin
tanimini; ortami olusturan noktalara gore hareket eden, maddesel noktalarin
hizlarinin siirekli oldugu ve buna karsilik ivmelerinin siireksiz oldugu geometrik bir
ylizey olarak yapmistir. Daha once yaptigimiz siniflandirmaya gore ivme dalgasi
esigi olarak degerlendirilecek bu yiizey, ¢ok kii¢lik bir zaman diliminde ve oldukca

ince bir yiizey lizerinde gergeklesen siireksizliklere 6rnek olarak verilmektedir.

Ivme dalgalarmin yayilmasi iizerine yapilan arastirmalar icerisinde Mandel’in [6]
1962 yilinda yaptig1 ¢alismada, yayilma problemi elastoplastik katilarda, kiigiik
deformasyonlar i¢in ¢oziilmektedir. Bu ¢alisma daha sonra sonlu deformasyon yapan

ortamlar i¢in genisletilmistir [7].

Balaban ve arkadaglarinin [8] 1970 yilinda yayinlanan c¢alismalarinda, tekillik
ylizeyleri teorisini kullanilmis ve elastoplastik ortamlarda ivme dalgas1 yayilmasi bir
0zdeger problemi olarak ¢oziilmiistiir. Yazarlar, elastik ve plastik dalga hizlarim

karsilagtirarak, yiikleme ve bosaltma esiklerinin yayilmasini incelemislerdir.

Ogden [9], yaptig1 calismada sikistirilmaz elastik katilarda ivme dalgalarinin biiyiime
sartlarin1 olusturmustur. Burada, elastik ve izotrop katilar ele alinarak bazi tiir
malzemelerde enine dalgalarin biiyiime veya azalma sart1 elastik sabitler cinsinden
olusturulmustur. Genlik degisiminin birim deformasyona, yayilma dogrultusuna ve
elastik sabitlerin isaretlerine ne sekilde bagli oldugu incelenmistir. Mooney-Rivlin
katt cisim modeli i¢in enine dalgalarin genliginin degismeden her dogrultuda
ilerleyebildigi bulunmustur. Elde edilen sonuglar iiglincii mertebe sikistirilamaz

izotrop elastik malzemelerin kesin teorisi ile karsilastirilmistir.

Reddy ve Giiltop [10], elastoplastik ortamlarda dalga yayilmasi problemini tekillik
ylizeyleri teorisi ve biiylik deformasyonlar teorisi kullanarak incelemislerdir. Burada

egiminde siireksizlik bulunabilen bir akma yiizeyi teorisi kullanilmistir. Bu diizgiin



olmayan akma yiizeyi belirli sayida siirekli egime sahip akma yiizeylerinin kesismesi
ile elde edilmistir. Ayrica deformasyon gradyan tansoriiniin elastik ve plastik
kisimlarina aynistirmada c¢arpim  mantigi  kullanilarak hareket denklemleri
olusturulmustur. Dalga gegisi sonrasinda olusan deformasyonlarin plastik oldugunu
varsayan plastik ivme dalgalari, dalga gecisinde plastik yiiklemenin oldugu ve dalga
ilerisinde elastik bosaltma durumunun oldugu yiikleme ivme dalgalar ile dalga
gerisinde bosaltma halinin olustugu ve dalga ilerisinde ise ortamin plastik
deformasyon igerisinde olugu ivme dalgalar diisiiniilmiis ve elastik dalga hizlar ile
plastik dalga hizlar1 karsilagtirilmistir. Diizgiin ve diizgiin olmayan akma ylizeyleri
icin asal dalgalarin yayilma sartlari ile enine ve boyuna dalgalarin plastik davranis ile
iligkisi olusturulmustur. Son olarak von Mises ve Tresca akma sartlar1 kullanilarak
tek eksenli cekme halinde bulunan bir ortam i¢in boyuna dalgalarin yayilma hizlar

bulunmustur.

Jordan [11], ¢aligmasinda bir boyutlu yayin etrafini ¢cevreleyen ve soniimleyici gorevi
goren bir ortamda ivme dalgalarinin biiylime ve azalma kosullarini incelemistir. Bu
ortamdaki yay, sonlu genlikli enine titresimler olusturmakta sonug¢ olarak ivme
dalgalar1 yayilmaktadir. Yazar hareket denklemini olusturulduktan sonra, ivme

dalgalarinin hizlar1 ve genliklerini tekillik yiizeyleri teorisi kullanarak elde etmistir.

Ukeje [12] 1981 yilinda yaymladigi calismasinda ivme dalgalarina matematiksel
olarak benzer olan zayif sok dalgasi yayilmasini termoelastik malzemeler igin
incelemistir. Is1 iletiminin olmadig1r durum igin zayif sok dalgasi yayilma hizlarim
bulmustur. Diizlem sok dalgalarinin ve herhangi bir forma sahip soklarin genlik

degisimini yoneten denklemler olusturulmustur.

Ukeje [13] diger bir ¢aligmasinda 1s1 iletiminin oldugu ortamlar i¢in zayif sok dalgasi
yayillma sartlarin1 aragtirmistir. Burada, ikinci mertebe bir malzeme i¢in sok

biiytikliigii ile gerilmedeki sigrama arasindaki iligki hiperbolik olarak bulunmustur.

Curro ve arkadaslarinin [14] yaptiklar1 ¢aligmada, erime sicakligina yakin sicaklikta

bulunan izotrop bir katida zayif sok dalgasi yayilma sartlar1 incelenmistir. Bu



dogrultuda ortami olusturan atomlarin termal titresimlerini dikkate alan istatistiksel
bir biinye teorisi kullanmistir. Calismada aliiminyum i¢inde bir dogrultuda yayilan

diizlem zayif sok dalgasi hizlar1 hesaplanmis ve sicaklikla degisimleri verilmistir.

Kisith cisimlerde dalga yayilmasi ile ilgili calismalar arasinda Scott [15], bir ya da
iki kisitlama bulunan Cauchy elastik malzemelerinde ivme dalgas1 yayilma sartlarini
ve genlik degisimini incelemistir. Ug ya da daha fazla sayida kisitlama igeren bir
ortamda ivme dalgalarinin yayilamayacagini bulmustur. Hiperelastisitede kullanilan
bir kabul kullanarak 6nemli derecede basitlestirme saglamistir. Yapilan ¢alismanin

basit elastik malzemelerden farkli malzemelere genisletilebilecegi vurgulanmistir.

Reddy [16], 1984 yilinda yaptigi c¢alismasinda, biinyesinde gelisigiizel termo-
kinematik kisit bulunan termoelastik malzemelerde ivme dalgalarinin yayilma
kosullarin1  olusturmustur. Kisitlama fonksiyonlar1 serbest enerji fonksiyonu
yardimiyla yazilarak mevcut termodinamik teorilerinin yeniden ifade edilmesiyle
daha 6z sonuclara ulagilmigtir. Homotermal ve homentropik dalgalarin yayilma
sartlarinin  Frensnel-Hadamard tipi oldugu gosterilmistir. Diizlem homotermal ve
homentropik dalgalarin genliklerinin biiylime ifadeleri olusturulmus ve bunlarin

kisitsiz malzemelerdeki esitliklere benzer olduklar1 gosterilmistir.

Reddy ve Bleach [17], izotrop termoelastik malzemelerde kisitlamalarin ivme
dalgalarinin yayilma o6zelliklerine etkisini arastirmiglardir. Bunun igin 1s1 iletimi olan
gelisi giizel kisitlanmis elastik ortamda ivme dalgalarinin yayilma sartlar
incelenmistir.  Pratik uygulamalarda karsilagilabilecek kisitlamalar kapsanmustir.
Asal dalgalar dikkate alinmis, diizlem, silindirik ve kiiresel dalga esigi sekline sahip
olan dalgalar ile gelisi giizel sekle sahip olan dalgalarin genlik degisimi

incelenmistir.

Scott [18], deformasyon-sicaklik ve deformasyon-entropi termo-mekanik kisitlarinin
bulundugu denge durumunda bulunan bir ortamda kii¢iik denge degisimlerinin
davranisin1  yoneten denklemleri olusturmustur. Deformasyon-sicaklik kisitinin

malzeme stabilitesinde bozulma olusturdugu, deformasyon-entropi kisitinin ise



olusturmadig1 ortaya konulmustur. Stabilite bozulmasi, sabit deformasyon altinda 1s1
kapasitesinin negatif olmasindan kaynaklanmaktadir. Ayrica dalga yayilmasina olan

etkiler de sunulmustur.

Tonon [19], kisith lineer elastik malzemelerde ivme dalgasi yayilma sartlarin1 Hoger
ve Johnson’un olusturdugu  dogrusallastirilmis  (lineerlestirilmis)  sonlu
deformasyonlar teorisini (DSDT) kullanarak calismistir. Biiyiik deformasyonlar
teorisinde kullanilan biinye denklemleri DSDT ile deplasman gradyan tansorii
ou/0x’e gore dogrusallagtirlmigtir. Sikistiritlamaz ve uzayamaz elastik malzemeler
icin ivme dalgas1 yayilma sartlart DSDT ile bulunmus ve klasik lineer elastisite
teorisinden elde edilen sonuglar ile karsilastirilmistir. Homojen deformasyon altinda
bulunan uzayamaz elastik ortam icin diizlem ivme dalgalarinin yayilma hizlar1 elde
edilmistir. Sikismazlik veya uzamazlik kisiti bulunan ortamda yayilma hizlarinin
deplasman gradyan tansoriine bagl oldugunu bulmustur. Bu hizlar lineer elastisite

teorisinde sabittirler.

Giltop [20], 2003 yilinda yayinladig1 ¢alismasinda, biiyiik deformasyonlar yapabilen
sikigtirtlamaz elastik ortamda ivme dalgasi yayilma sartlarini incelemistir. Dalga
yayilma hizlari, neo-Hookean, Money-Rivlin ve St. Venant-Kirchhoff katilar1 igin
elde edilmistir. Tekillik ylizeyleri teorisinin kullanilmasiyla elde edilecek hareket
denkleminin ardindan, gerilme deformasyon enerjisi arasindaki iliski yazilmistir.
Sikistirllamazlik deformasyon enerjisi fonksiyonunda bir kisit fonksiyonu olarak
bulunmaktadir. Sikistirilamaz malzemeler i¢in olusturulmus sekil degistirme
enerjilerinin kullanilmasiyla gerilmeler malzeme sabitlerine bagli olarak yazilmistir.
Bulunan bu gerilmelerin hareket denkleminde kullanilmast ve sikigsmazlik
kisitlamasindan gelen 6zelliklerin kullanilmasiyla bir 6zdeger problemi elde edilmis
ve bu problemin ¢oziimiinden bahsedilen malzemelerde olusacak dalga yayilma

hizlarin1 malzeme sabitleri cinsinden bulunmustur.

Giltop [21], caligmasinda kisitli termoelastik malzemede zayif sok dalgasi yayilma
hizlarii incelemistir. Tekillik yiizeyi {lizerinde sigrama ifadelerini Taylor serisi

acilimi  yaparak olusturmustur. Kisith ortamlar i¢in olusturulmus biinye



denklemlerinde, kisith ve kisitsiz kisimlarin birlesimi kullanilmistir. Birden fazla
termomekanik kisit iceren ve tek bir kisita sahip ortam icin hareket denklemlerini
olusturmustur. Baslangi¢ta deformasyonsuz olan mekanik kisith elastik bir ortam
icin zayif sok dalgasi yayilma hizlar1 hesaplanarak, kisitl ve kisitsiz ortamlarda

yayilan zayif sok dalgalarinin hizlar1 karsilagtirilmistir.

Rooney ve Bechtel [22], sonlu deformasyonlar yapan elastik ortamlar i¢in olabilecek
biitlin termomekanik kisit tiplerini incelemiglerdir. Termomekanik kisit ile,
deformasyon gradyani veya gerilme gibi mekanik bir degisken ile sicaklik, entropi, i¢
enerji, Helmholtz serbest enerjisi, entalpi veya Gibbs serbest enerjisi gibi 1s1l
degiskenler arasindaki fonksiyonel iligki anlagilmaktadir. Kullanilan termo-mekanik
kisitlar; sicaklik-deformasyon kisiti, entropi-gerilme kisiti, entalpi-gerilme kisiti,
Helmholtz serbest enerji-gerilme kisiti, i¢ enerji-gerilme kisiti, Gibbs serbest enerji-

deformasyon kisitidir. Bu tip kisitlarin ortam stabilitesine etkilerine bakilmaistir.

Kayma bandi ile ilgili ¢aligmalar arasinda Needleman [23], dikdortgen blok halindeki
cismin diizlem gerilme kosullar1 altinda sikisma problemini ele alarak dinamik
kayma bandi olusumunu incelemistir. Malzeme, von Mises elastik-viskoplastik katis1
olarak modellenmistir. Dinamik yiikleme kosullar1 altinda ve yan statik yilikleme
sartlarinda olusacak kayma bandlariin pek cok o6zelliklerinin benzer oldugu

sOylenmektedir. Kayma bandi i¢in sayisal bir metot da bulunmaktadir.

Batra [24], basit kayma etkisi altindaki viskoplastik malzemeden yapilmis izotrop bir
ortam ele almistir. Bu termomekanik problem, peklesme parametresi,
sekil degistirme hizi parametresi, 1s1l yumusama katsayis1 ve 1sil iletkenligin
adiyabatik kayma bandlarinin olusumu ve gelisimi iizerindeki etkilerini incelemek
icin ele alinmistir. Kayma bandinin olusacag kritik sekil degistirme degeri ve cesitli

malzeme parametreleri ile iligkisi arastirilmstir.

Giiltop [25], kayma bandlarii sikigabilir hiperelastik ortamlar i¢in duragan ivme
dalgalar1 olarak modellemistir. St Venant — Kirchhoff ve Green — Hadamard

hiperelastik malzemelerini uniform uzama etkisi altinda inceleyerek ve kayma band1



olusturacak kritik uzama degerlerini elde etmistir. Ikinci mertebe tekillik
yiizeylerinin hareket denklemi, dogrusal momentumun korunumu kullanilarak birinci
Piola-Kirchhoff gerilme tansorii cinsinden elde edilmistir. St Venant — Kirchhoff ve
Green — Hadamard hiperelastik malzemeleri i¢in gerilme ve deformasyon arasindaki
iliskiyi veren biinye denklemleri, bu malzemeler igin elastik sekil degistirme
enerjileri kullanilarak olusturulmus ve hareket denklemi akustik tansor cinsinden
yazilmistir. Olusturulan 6zdeger problemi ¢oziilerek kritik uzama degerleri
bulunmustur. Kayma bandlarinin genel olarak elastik-plastik malzemelerde
goriilmesine ragmen, hiperelastik malzemelerin de elastik sinirlar i¢erisinde kayma

bandi olusturabilecegini ortaya konulmustur.

Giltop ve Alyavuz [26], termoelastik cisimlerde kayma bandi olusumunu ele alarak
sicaklik terimlerini de iceren degistirilmis St.Venant-Kirchhoff malzemelerinde zayif
sok dalgas1 hareket denklemini ve akustik tansérii tanimlamislardir. Ug eksenli esit
cekme altindaki ortamda kayma bandi olusturacak kritik uzama oranlar1 elde

edilmistir.

Giiltop ve Alyavuz [27], yaptiklar1 ¢alismalarinda termoelastik kisitl bir cisimde
kayma bandi olusumunu incelemislerdir. Bu calismada kayma bandi olusturacak
deformasyon sekli ve kayma bandimnin yerlesimi diizlem sekil degistirme yapan

hiperelastik bir cisim i¢in verilmektedir.

Osinov ve Wu [28] hipoplastik biinye denklemleri ile ifade edilebilen malzemeler
icin hareket denklemini bir 6zdeger problemi seklinde yazarak akustik tansorii
tanmimlanuslardir. fvme dalgasi hizlarmin akustik tansériin  6zdegerleri ile elde
edilecegi belirtilerek kayma bandi olusumunu da sifir hiza sahip ivme dalgasi olarak

diistinmiisglerdir.

Alyavuz ve Giltop [29], [26]’da yaptiklar1 c¢aligmay1 genisleterek termoelastik
ortamda zayif sok dalgasi yayilma hizlarin1 ve kayma bandi olusumunu bazi 6zel
deformasyon durumlar i¢in incelemislerdir. Tek eksenli, iki eksenli ve {li¢ eksenli

cekme altindaki termoelastik ortamdaki dalga hizlart ortaya ¢ikan 6zdeger



probleminin ¢oziimii ile bulunmustur. Kayma bandi olusturacak kritik uzama oranlari

ise duragan zay1f sok dalgasi modeli kullanilarak hesaplanmistir.

Burada sunulan ¢aligmanin amaci, zayif sok dalgalarinin yayilma sartlarini ve kayma
bandi olusumunu, dogrusal olmayan ve kisitlh termoelastik bir cisim ig¢in
arastirmaktir. Siirekli ortam, sicaklik terimlerini igeren St. Venant — Kirchhoff
malzeme modeli ile modellenmistir. Bu model termomekanik ve saf mekanik kisit
fonksiyonunu da igermektedir. Mekanik dalga problemi, olusan bir siireksizligin
yayilmast olarak ele alinmis, bu dogrultuda hareketli tekillik yiizeyleri teorisi
kullanilarak ¢oziim yapilmistir. Oncelikli olarak, dalga yayilmasi &ncesi sekil
degistirmemis termormekanik kisitli ortamlarda yayilan enine ve boyuna dalga
hizlar1 bulunmustur. Bu ortam i¢in tek ve iki eksenli ¢ekme deformasyonu
altindayken zayif sok dalgasi yayilma hizlar1 da hesaplanarak sunulmustur. Saf
mekanik kisith malzemede deformasyonsuz ve deformasyonlu durumlarda enine ve
boyuna zay1f sok dalgasi hizlar1 ve kisitsiz termoelastik malzemede yayilan zayif sok
dalgasi hizlar1 da bulunarak siirekli ortamlar mekanigi alaninda yapilan ¢aligmalara
katki saglanmaktadir. Ayrica ele aldigimiz dalga probleminin bir uzantis1 olarak,
kayma bandi olusumu konusu duragan tekillikler ¢ercevesinde ele alinmistir. Kisith
ve kisitsiz siirekli ortamda kayma bandi olusturacak deformasyon limitleri de
sunulmaktadir. Gergekte pek cok malzeme sikistirilamaz veya uzamaz olarak
nitelendirilir. Disiik agirlik yliksek mukavemet oranina sahip olabilen uzamaz
malzemelerde yayilacak dalgalarin hizlarinin tespiti ve deformasyon limitlerinin

belirlenmesi olduk¢a 6nemli bir konudur.

Sunulan calismasimin genel hatlar1 soyle Ozetlenebilir. Sonraki bdéliimde kisith
termoelastik malzemelerin bilinye teorisi olusturulacaktir. Bolim 3’de tekillik
ylizeyleri teorisi anlatilarak uygunluk sartlar1 ve sicrama ifadeleri olusturulacaktir.
Boliim 4 ve 5’de sirastyla zayif sok dalgalarinin yayilma sartlari ve kayma bandi
olusumu, sicakliga bagl uzama ve uzamazlik kisiti altindaki termoelastik ortam ile

kisitsiz termoelastik ortam icin arastirilacaktir.
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2. KISITLI TERMOELASTIK MALZEMELERIN BUNYE TEORISI

Kiitlenin, momentumun ve enerjinin korunumu gibi temel yasalarin gegerliligi,
ortami olusturan malzemenin cinsinden bagimsizdir. Bununla birlikte ayni dis
etkilere maruz kalmis, ayn1 geometriye sahip farkli malzemelerin davranmiglar1 da
farkli olmaktadir. Ayrica, cisim degisik ylikleme seviyeleri altinda da farkli davranis
gosterebilmektedir. Belirli bir yiikleme seviyesine kadar elastik davranis sergilerken,
bu yiik seviyesinin agildig1 durumda plastik davranis goriilebilir. Yiikiin uygulanma
siiresi de bu davranis iizerinde etkili olabilen bir parametredir. Iste boyle farkliliklar:
ortaya ¢ikaran, ortamin i¢ yapisidir. Olusturulan modelde bu i¢ yapiyr dikkate alan
bir hesaplama siirecine ihtiya¢ vardir. Siirekli ortamlar mekaniginde gerilme, birim
sekil degistirme, sicaklik, i¢ enerji ve entropi gibi biinye degiskenlerinin birbirleriyle
olan iligkileri, yani biinye denklemleri, malzemenin i¢ yapisini tanimlamaya ve
ortamin farkli sartlar altindaki deformasyonunu bulmamiz i¢in gerekli bir arac olarak

karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu boliimde termoelastik malzemelerin biinye teorisi Ozetlenecektir. Bu teori,
dogrusal olmayan ve anizotrop termoelastik malzemeler i¢in gegerlidir. Daha sonra
blinyesinde mekanik ve sicaklik etkilere karsi deformasyon kisitlamalari bulunan
malzemeler ele alinarak, bu malzemelerin termomekanik yiikleme altindaki

davranisinin modellenmesinde kullanilabilecek bir biinye teorisi anlatilacaktir.

Deformasyon kisitlamalari i¢ kisit veya sadece kisit olarak adlandirilacaktir. Bunlar
bir veya birden fazla kisitlama denklemi ile biinye denklemlerinde kendini
gostermektedir. Kisitlama denklemleri, ¢(F,60)=0 veya z”(F,0)eg=0 seklinde
olan denklemlerdir. Deformasyon gradyaninin ve mutlak sicakligin bagimsiz
degisken olarak bulundugu bu denklemler, deformasyon—sicaklik kisit1 olarak
adlandirilir. Bunun disinda entropi—deformasyon, sicaklik—gerilme, entropi—gerilme,
enerji—deformasyon ve enerji—gerilme gibi parametre ¢iftlerinin kullanildig

kisitlama formiilasyonlar1 da bulunmaktadir.
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Elastik malzemelerde kullanilan en yaygin kisitlama 6rnegi sikismazliktir. Bu tiir
cisimlerde malzeme yogunlugu ve sonug¢ olarak toplam hacim sabit kalmaktadir.
Sikistirilamaz cisimlerde deformasyon gradyan tansoriiniin determinantina baglh saf
mekanik kisitlama denklemi mevcuttur. Ancak kisitlama fonksiyonu sadece mekanik
parametreye, yani deformasyon gradyan tansoriine baghdir. Bazi malzemelerde
mekanik sikigsmazlik gecerli olsa bile sicaklik etkisi altindaki hacim degisimi 6nemli
Olciidedir. Pek c¢ok elastomerik malzeme izotermal kosullar altinda neredeyse
sitkismaz olarak modellenirken, bu malzemelerde sicaklik degisimi sonucunda
gerceklesecek hacimsel degisim mekanik etkilerin iki ya da ¢ katt kadar
olabilmektedir [30, 31]. Bu nedenle sicaklik etkilerini de géz Oniinde bulundu-
rabilmek icin bir sicaklik parametresini, mutlak sicakligi da igeren bir formiilasyon

kullanilmalidir.

Malzemede bulunabilecek diger bir kisitlama da uzamazlik veya sicakliga bagh
uzamadir. Belirli dogrultularda uzamaz lifler yerlestirilerek olusturulmus kompozit
malzemelerin, kemik ve ahsap gibi dogal malzemelerin modellenmesinde
kullanilabilecek olan kisitlama denklemi, deformasyon gradyan tansoriiniin, mutlak
sicakligin ve uzamazlik dogrultusundaki birim vektoriin bir fonksiyonudur. Bu
termomekanik  kisitlama  fonksiyonu sicaklik  parametresinin  denklemden

¢ikarilmasiyla biitiiniiyle mekanik hale getirilebilir.

Bu asamadan sonra termoelastik kisitli cisimlerin biinye teorisini olusturmak igin
kullanilan siirekli ortamin hareketi, sekil degistirmeler, gerilmeler ve korunum
yasalarindan bahsedilecektir. Sonrasinda kisith ve kisitsiz termoelastik cisimlerin
biinye denklemleri verilecektir. Son olarak yaygin olarak kullanilan termomekanik

kisitlama fonksiyonlar1 lizerinde durulacaktir.

2.1. Siirekli Ortamlar Kinematigi

Stirekli ortamlar mekaniginde cismin hareket 6zelliklerinin bilindigi zaman ve mekan

konumu, referans konumu olarak adlandirilmaktadir. Bu konumda bulunan siirekli

ortamdaki herhangi bir P noktasinin sabit kartezyen koordinat sistemindeki (referans
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koordinat sistemi) yeri X konum vektoriiyle gosterilir. Bu konum, genellikle cismin
hareketine ve sekil degistirmesine basladigi zaman olarak kabul edildiginden zaman

icin t =t, yazilmaktadir. Mekanik, termal, manyetik, kiitle ¢ekim kuvvetleri vb. dis

etkiler altinda olusacak deformasyon sonrasinda P noktasinin yeni yeri x = x(X,?)

hareket denklemiyle belirlenmektedir. Bu yeni konum siirekli ortamin uzaysal
konumudur. Bu konumdaki koordinat sistemi ise uzaysal koordinat sistemidir.
Literatiirde referans koordinatlar1 Lagrange koordinatlari, uzaysal koordinatlar da
Euler koordinatlar1 olarak da kullanilmaktadir (Sekil 2.1). Problemin tiirline gore
referans koordinat sistemi ve uzaysal koordinat sistemi ayr1 ayr segilebilecegi gibi

cakisik olarak da segilebilmektedir.

Bu calismada, referans koordinatlarinda verilen skaler, vektor veya tansor
biiyiikliikler biiyiik harf karakterlerle, uzaysal koordinatlarda verilen biiyiikliiklerse
kiigiik harf karakterlerle belirtilecektir. Skaler biiyiikliikler normal karakterler ile,
vektorler ve tansorler ise koyu harflerle verilecektir. Benzer sekilde kullanilacak alt
ve Ust indisler de referans koordinatlarindaki bir parametreye aitse biiyiik, uzaysal

koordinatlardaki bir parametreye aitse kii¢lik harf ile gosterilecektir.

Stirekli ortamdaki herhangi bir noktanin referans ve uzay konumundaki yer

vektorleri, bilesenleri ve birim vektorler ile birlikte sirasiyla X = X E, ve x=x,¢e,

Xs Selal deistirm
Tha
X3
P UXyt) e
0
-~ Uzaysal konum, t
E;t €3 (Euler koordinatlarr)
> o,
o, €1
E, Referans konum, t=t,
¥ (Lagrange koordinatlar) Y X

X

Sekil 2.1. Lagrange ve Euler koordinat sistemleri
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olarak verilmektedir. Bu ifadelerde K ve k indisleri toplama anlagimina uygun olarak
kullanilmigtir. Bundan sonra bu ¢aligmada aksi belirtilmedigi durumlarda birbirini iki
kere tekrar eden indisler Es.2.1’de belirtilen sekilde toplama anlagimiyla

kullanilacaktir.

a;b, =ab, +a,b, +a,b, (2.1)

Sekil 2.2°de referans konumunda bulunan bir P noktasinin deformasyon dnceki ve
sonraki konum vektorleri Lagrange tanimlariyla gosterilmektedir. Bu tanimlamada
yer degistirme ve uzaysal konumdaki yer vektorii, referans koordinatlarinin ve
zamanin bir fonksiyonudur. Buna gore P noktasinin yer degistirmesi Es. 2.2’deki
gibi yazilir. Sekil 2.3’de gdsterilen sistemde konum vektorii ve yer degistirme
vektorii uzaysal koordinatlarin ve zamanin bir fonksiyonudur. Bu gosterim hareketin

Euler tanimidir. Buna gore p noktasinin yer degistirme vektorii Es. 2.3’deki gibi

yazilir.
UX, 1) =x(X,) - X (2.2)
u(x,?) =x— X(x,?) 2.3)
X3 Referans ?'fk_ll_ degistirme
konum - = \\A
X3 0
e UXat) ™ )
2 x(X,t '
X ,_AA..'---""I'Jzaysal konum
E;}
> Xo
E :
X1 “x

Sekil 2.2. Yer degistirmenin Lagrange tanimi
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X3 Referans
konum

Sekil degistirme

y X

Sekil 2.3. Yer degistirmenin Euler tanim1

Yer degistirmenin Euler ve Lagrange tanimlarinda farkli parametreler kullanilmis

olsa da, her ikisinin de ayn1 vektorii gosterdigi agiktir.

Siirekli ortamlar mekaniginde hareket ve deformasyon bilgisini igeren en onemli
tansOr biiyiikliik, deformasyon gradyan tansoriidiir. Bu asamada yer degistirme ile
sekil degistirmeyi birbirinden ayirt edebilmek icin iki noktanin hareketi gézlenir.
Sekil 2.4’deki referans konumunda bulunan 4 ve B noktalar1 arasindaki sonsuz
kiigik dX vektorii, deformasyon sonunda biiyiiklik ve yon degistirerek 4" ve B
noktalar arasindaki sonsuz kiigiik dx vektorii oluyorsa, bu iki vektor arasindaki iligki

Es. 2.4°deki gibi yazilir.

X3, X3

Referans konum

b
242 Uzaysal konum

X1, x1

Sekil 2.4. Sonsuz kii¢iik vektor elemaninin deformasyonu
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dx =F(X,)dX veya dr, =F,dX, (2.4)

Burada F deformasyon gradyan tansoriidiir ve zamanin ve referans koordinatlarinin
bir fonksiyonudur. Matematiksel olarak vektorel donilisiim yapan deformasyon

gradyan tansoriiniin tanim1 Es. 2.5°de verilmektedir.

F= XXD) Gradx(X,?) veya F, = o,

2.5
oX oX @3)

Es. 2.5°den goriilecegi gibi deformasyon gradyan tansorii hem referans
koordinatlarinda hem de uzaysal koordinatlarda tanimlanmis bir tansordiir. Bu ikinci

mertebeden tansoriin dokuz adet elemant bir kare matris olusturmaktadir (Es. 2.6).

i ox, Ox, Ox ]
oX, 00X, 0oX,
7 - ox, Ox, Ox, (2.6)
oX, 00X, 0dX,
Ox, Ox; Ox
| 0X, 0X, 0X, |

Sonsuz kiigiik vektdr elemaninin degisimi biitiiniiyle deformasyon gradyan tansorii
ile gosterilmektedir. Es. 2.4°de verilen bu degisime ek olarak, Sekil 2.5’de gosterilen
ve referans koordinatlarinda bulunan malzemedeki sonsuz kii¢iik dA alan elemaninin

degisimi Es. 2.7°deki gibidir.

da=detFF'dA veya da, =JF,  d4, (2.7)

Bunlarla birlikte Sekil 2.6’da gosterilen ve referans koordinatlarinda bulunan sonsuz
kiigiik dV hacim elemaninin deformasyon sonrasindaki degisimi Es. 2.8’de

verilmektedir.
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A
A

7

X3, x3 dX

Referans
konum

Xa, X2

Uzaysal konum

X1, x1

Sekil 2.5. Sonsuz kiigiik yiizey (alan) elemaninin deformasyonu

dv = det FdV (2.8)

Es. 2.8’den goriilecegi lizere hacim degisimi deformasyon gradyan tansoriiniin
determinantina (J, Jacobian) baghdir. Ger¢ek deformasyonlarin olusabilmesi ic¢in
yani deformasyon sonrasi negatif bir hacim olmamasi i¢in Jacobian sifirdan biiyiik
olmalidir. Matematiksel olarak sifirdan kii¢iik bir determinant olas1 olsa da, fiziksel
olarak negatif hacim olusamayacagi i¢in Jacobian sifirdan biiyiik olmak zorundadir.
Bu nedenle deformasyon gradyan tansoriiniin eleman matrisi tekil olmayan bir

matristir.

Deformasyon gradyan tansoriine ek olarak hareketi ve deformasyonu belirleyen
baska tansorler de bulunmaktadir. Bunlardan ilki referans koordinatlar1 kullanarak
tanimlanmis sag Cauchy — Green sekil degistirme tansoriidiir (Green sekil degistirme
tansorii). Bu ikinci mertebe simetrik, pozitif tanimli tansor ile bir X noktasinda,

belirli bir dogrultudaki uzama miktar1 hesaplanabilmektedir.

Sag Cauchy — Green sekil degistirme tansorii, deformasyon gradyan tansori

cinsinden Es. 2.9°daki gibi yazilabilir.

C=F'F veya C,, =F_F 2.9
Yy KL ki
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X3, X3

Referans konum

Uzaysal
konum

X2, X2

Xi, xi
Sekil 2.6. Sonsuz kii¢iik hacim elemaninin deformasyonu
Burada deformasyon gradyan tansorii F esitlikte en sag tarafta bulunmaktadir.
Referans koordinatlarinda tanimli olan diger bir sonlu deformasyon tansori, ¢izgi

elemaninin uzunlugunun karesindeki degisimi tanimlayan Lagrange birim sekil

degistirme tansoriidiir.
1 1
E :E(C_I) veya Ey :E(CKL _5KL) (2.10)

Burada E Lagrange birim sekil degistirme tansorii, I birim tansér ve o Kronecker

deltasidir. C ve I simetrik oldugu i¢in E de simetriktir.
Uzaysal koordinatlarda tanimli diger bir 6nemli sekil degistirme tansorii sol Cauchy-
Green sekil degistirme tansoriidiir (Finger sekil degistirme tansorii). Simetrik ve

pozitif tanimli bu ikinci mertebeden tansor, deformasyon gradyan tansorii cinsinden

Es. 2.11°deki gibi yazilir.
B=FF" veya B, =F,F, (2.11)

Es. 2.4°de bulunan doniisiim yardimiyla referans konumunda bulunan bir ko birim

vektoriiniin deformasyonu bize Es. 2.12’de bulunan uzama vektoriinii verecektir.

ho =FKk, veya A, = Fyk,, (2.12)
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Bu ifadede her iki tarafin kareleri alinarak skaler bir uzama degeri elde
edilebilmektedir. Bu islem sonucunda, referans koordinatlar1 kullanarak bir X
noktasindaki ve no birim vektorii dogrultusundaki uzama Es. 2.13’deki gibi elde

edilir.
P =k,eCk, veya A’ =F,F,ky kg, (2.13)

Benzer sekilde uzaysal koordinatlar kullanilarak bir x noktasinda ve k

dogrultusundaki uzama,

A?=keB'k veya A’ =kB, 'k,

g J

(2.14)

olarak yazilabilir.

Bu asamadan sonra, simdiye kadar tanimladigimiz bazi parametrelerin zamana gore
degisimleri incelenecektir. Bu degisimler, malzeme zaman tiirevi kullanilarak elde
edilecektir. Malzeme zaman tiirevi, herhangi bir skaler, vektér veya tansor
biiylikliigiin X parametresi zamana gore sabit tutulurken alinan zaman tiirevidir. Bu
tanimlama dogrultusunda Sekil 2.2°de gosterilen P noktasina ait yer degistirmenin
malzeme zaman tiirevi yani P noktasinin sahip oldugu hiz Es.2.15’deki gibi

yazilabilir.

OUX,0)| _ ox(X,1) veya v, =

O
|X ot

ot

V(X,t) = (2.15)

Es. 2.15 ile verilen hiz referans koordinatlarinin ve zamanin bir fonksiyonudur ve
t =t, zamaninda X noktasinda bulunan bir noktanin ¢ anindaki hizin1 verir. Ayn

sekilde P noktasinin sahip oldugu ivmenin Lagrange tanimi malzeme zaman tiirevi

alinarak Es. 2.16’daki gibi yazilabilir.
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2 2 82
A(X,t) _ 0 U(ZX;t)| _ 0 X(?,l‘) veya a, = xzk (216)
. o ot
Deformasyon gradyan tansoriiniin malzeme zaman tiirevi,
F= (?jF veya F, =v,, F, (2.17)
X

olarak yazilmaktadir. Burada v=v(x,t) Es. 2.15’de verilen hiz vektoriiniin uzaysal

koordinatlardaki tanimidir.

2.2. Gerilme

Cismin sekil degistirmesine sebep olan dis etkiler (mekanik kuvvetler, kiitle ¢gekim
kuvvetleri, sicaklik etkileri vb.) cismin biinyesinde olusan gerilmelerden de
sorumludur. Benzer bir sekilde, olusan gerilmelerin de sekil degistirmelere yol actigi
soylenebilir. Sekil 2.7°de goriilen sonsuz kiiglik alana etkiyen kuvvet tun, ve bu
ylizeyin birim normal vektdrii n ise, bu gerilme kuvveti cismin o noktasindaki
gerilme kuvvetinin bilesenleri cinsinden,

t

m = 1€ t1e, +1,e, (2.18)

olarak yazilabilir. ¢, #, t3 swasiyla 1, 2 ve 3 kartezyen koordinat eksenleri
dogrultusundaki gerilme kuvveti bilesenlerini ifade etmektedir. Sekil 2.7°de verilen
gerilme durumu sonsuz kii¢iik liggen prizma elemanina etkiyen kuvvetlerin dengesi

haline getirilebilir (Sekil 2.8). Burada asagidaki denge esitligi gecerlidir.

t,da=t,da +t,da, +t;da, veya t,da=t;,da, (2.19)
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tn)

Sekil 2.7. Sonsuz kiigiik da alanindaki yiizey gerilme kuvveti ve yiizey normali

Burada ¢, t, ve t; sirasiyla 1, 2 ve 3 yiizeylerine etkiyen gerilme kuvvetlerini

OF
gostermektedir. Sirasiyla 1, 2 ve 3 yilizeylerine karsilik gelen alanlar “da” alani

cinsinden agagidaki gibi yazilir.

da, =dan, , da, =dan, , da, =dan,

Bu alanlar, Es. 2.19°da yerlerine yazilarak ve gerekli sadelestirmeler yapilarak,

t tyn, +t,n, +tyn; veya t

(H™1 t(i)ni (2.20)

) — m ~
yazilabilir. Ayrica, gerilme durumunu koordinat yiizeylerine etkiyen gerilmeler
cinsinden Sekil 2.9°daki gibi gosterilebilir. Burada koordinat ylizeylerine etkiyen

gerilme kuvvetleri ile gerilme tansoriiniin bilesenleri arasinda asagidaki bagintilar

mevcuttur.

-t(3)da3

Sekil 2.8. Sonsuz kiiciik licgen prizmaya etkiyen gerilme kuvvetleri
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3 A
: ?:33 X t(3)
032
' t
5 o p o)
t
” (1) -
/v (03] s
o .
foi |

yig

Sekil 2.9. Gerilme tansoriiniin bilesenleri ve koordinat yiizeylerine etkiyen gerilme
kuvvetleri

t, =0, +0,e,+0.€;

to) =058 105, +0,8, (2.21)

t; =0;€ +0y,e, +0;5e;

veya

t, =0,e (2.22)

J

Es. 2.22°de o5, Cauchy (gergek) gerilme tansoriiniin bilesenlerini gdstermektedir.
Es. 2.22, Es. 2.20%"de yerine yazilarak ve gerekli indis degistirilmesi yapilarak,

t —omne (2.23)

(m) /A

elde edilir. Burada o.n., t

s ylizey gerileme vektoriiniin i. bilesenlerini

(n)

gostermektedir. Bu bilesenler vektor ve indis notasyonuyla asagidaki gibi yazilirlar.

t=on veya f, =o;n; (2.24)
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Cauchy gerilme tansorii, uzaysal konumda bulunan cisimdeki sekil degistirmis alan
ve bu konfigiirasyondaki kuvvetler kullanilarak bulunacak gerilme tansoriidiir. Bu

gerilme tansorii simetrik bir tansordiir.

Cauchy gerilme tansoriiniin disinda sadece referans koordinatlarinda tanimli ve hem
referans hem de uzaysal koordinatlarda tanimli iki gerilme tansorii daha mevcuttur.
Bunlardan ilki, birinci Piola — Kirchhoff gerilme tansorii olarak adlandirilir (nominal
gerilme). Bu tansor, hem uzaysal hem de referans koordinatlarinda tanimlidir. Yani,
gerilmenin taniminda kullanilan alan referans konumundan bulunan alandir,
kuvvetler ise uzaysal konumda yer alan kuvvetlerdir. Cauchy gerilmesi ve

deformasyon gradyani cinsinden birinci Piola — Kirchhoff gerilme tansorti,
T=JF'e veya T, =JF, o, (2.25)

olarak tanimlidir ve genellikle simetrik degildir. Sadece referans koordinatlarinda
taniml1 ve simetrik olan gerilme tansorii ikinci Piola — Kirchhoff gerilme tansoriidiir.
Referans koordinatlarinda bulunan alan ve kuvvetler kullanarak hesaplanir. Ikinci
Piola — Kirchhoff gerileme tansorii, Cauchy gerilmesi ve deformasyon gradyani

cinsinden Es. 2.26’daki gibi yazilmaktadir.
P=JF'oF" veya P, =JF, o,F, " (2.26)

2.3. Korunum Yasalari

2.3.1. Kiitlenin korunumu

Bu ilkeye gore, ortamin deformasyonu siiresince toplam kiitle degismeden kalir.

Buna gore toplam kiitlenin zamana goére degisimi sifira esit olmalidir.

d
— | pdV=0 2.27
- j p (2.27)
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2.3.2. Dogrusal momentumun korunumu

Toplam dogrusal momentumun zamana gore degisimi, ortama etkiyen net kuvvete

esit olacaktir. Buna gore,

d d
—\|pvdV =F veya —|pv dV=F 2.28
dtlp y dtlp . . (2.28)

2.3.3. Acisal momentumun korunumu

Toplam agisal momentumun zamana goére degisimi, ortama etkiyen net momente

esittir. Buna gore,

%J-p(vxx)deM veya %ngk,mxlvde:Mk (2.29)
V V

2.3.4. Enerjinin korunumu

Enerjinin korunumu ilkesi, bir siirekli ortamin kinetik enerjisi ve i¢ enerjilerinin
zamana gore degisimlerinin ortama etkiyen dis kuvvetlerin birim zamanda yaptiklar
1$ ve birim zamanda ortama giren veya ¢ikan tiim enerjilerin toplamina esit oldugunu

ifade eder. Buna gore asagidaki enerji esitligi yazilabilir.

d
E(KJrE)_ W+0Q (2.30)

Burada K ortamin toplam kinetik enerjisi, £ toplam i¢ enerji, W ylizey ve kiitle
kuvvetlerin birim zamanda yapilan is ve Q ortama disaridan saglanan 1s1 enerjisidir.
Burada ortama giren ve ¢ikan tiim enerjiler 1s1 enerjisiyle sinirlanmigtir ve bu 1s1
enerjisi ylizeyden gegen enerji olabilecegi gibi ortamin i¢indeki kaynaklardan da
saglanabilir. Ortamda saglanan toplam 1s1 enerjisi asagidaki yiizey ve hacim

integrallerinin toplami seklindedir.
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Q:§qonda+J‘pth veya Q=§q[nida+jpth (2.31)
s v § v

Burada birim alana etkiyen q 1s1 akis1 vektoriiniin normal bilesenlerinin tiim yiizey

icin toplam1 ve / ig 1s1 enerji kaynaginin hacim toplami toplam 1s1 enerjisini verir.
Dis kuvvetlerin birim zamanda yaptiklar1 is, yiizey kuvvetlerinin ve kiitle

kuvvetlerinin yaptiklar1 islerin toplamina esittir. Yiizey ve hacim integralleri

kullanarak

W=§t, evda+[pfevdV veya W=§t,v,da+|pfy,dv (2.32)
14 N Vv

S
ifadesi yazilabilir. Burada t sonsuz kii¢iik alana etkiyen kuvvet yani yiizey gerilme
kuvveti, f birim hacme etkiyen kiitle kuvveti ve v hizdir. Ortamin toplam kinetik
enerjisi,

K:ljpv-vdV veya K:ljpvivi dv (2.33)
2V 2V

ve toplam i¢ enerjisi

E= jpedV (2.34)
4

olarak yazilabilir. Burada e birim kiitledeki i¢ enerji yogunlugudur. Es.2.30’da
global formda verilen enerjinin korunumu ilkesi yerel formda asagidaki gibi

yazilabilir.

Pe=0yVi, + G, +ph (2.35)
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Burada ¢,, Cauchy gerilme tansoriiniin bilesenleri, v, hiz vektoriiniin bilesenleri, ¢,

1s1 aki vektoriiniin bilesenleri ve /& 1s1 kaynagidir. Yerel form teriminin
kullanilmasimin sebebi yazilan esitligin sonsuz kii¢iik hacim elemani i¢in gecerli
olmasidir. Toplam hacim i¢in yazilacak denklikler, global form olarak

adlandirilmaktadir.

Deformasyon gradyan tansoriiniin zaman tlirevi ve Cauchy gerilme tansoriiniin
birinci Piola — Kirchhoff gerilme tansorii cinsinden tanimi kullanilarak enerjinin

korunumu, yerel formda Es. 2.36’daki gibi yazilabilir.
. 3 oq
poe—TOF—Jé——pOh:O (2.36)
X

2.3.5. Entropi ilkesi

Bu ilkeye gore ortamin toplam entropisinin zamana gore degisimi, ortamda cisim
ylizeyinden ve i¢ kaynaklardan saglanacak entropinin toplamindan az olamaz.

Clausius — Duhem esitsizligi olarak da bilinen ilkeye gore toplam entropi tiretimi,

séz—3—§s-&quo (2.37)
dt !

Burada H cismin toplam entropisi, B cisim igerisindeki enerji kaynaklarindan
saglanan entropi, S entropi aki vektoriidiir. Cismin bilinyesinde bulundurabilecegi
enerji kaynaklarindan olusan entropi, birim kiitledeki lokal entropi kaynagi b

kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir.

B=jpde (2.38)
14

Cisim ylizeyinden saglanan 1s1 enerjisi sonucunda olusacak entropi akist,



26

q
S=— 2.39
g (2.39)
ve birim kiitledeki lokal entropi kaynagi, 1s1 kaynagi ve mutlak sicaklik cinsinden,

b= (2.40)

h
0

olarak yazilir. Es.2.37’de verilen entropi {iretimi esitsizligi yerel formda

Es. 2.41°deki gibi yazilabilir.

. h divq
= pri—p2 -5 2.41
pr=pi-po=——y (2.41)

2.4. Kisith Dogrusal Olmayan Termoelastik Cisimler

Yiikleme ve 1s1 girisi sonrasinda sicaklik ve sekil degistiren, uygulanan dis etkiler
kaldirildiginda baslangi¢ durumuna geri donen cisimler, termoelastik olarak kabul
edilir. Ortamda, bu etkiler sonrasinda olusacak sekil degisimini sinirlayan kisitlar
mevcut olabilir. Béyle malzemeler i¢in olusturulan ilk biinye teorisi Green, Naghdi
ve Trapp’in kullandiklar1 teoridir [32]. Sonrasinda Gurtin ve Podio-Guidugli [33] ve
bazi degisikliklerle Reddy [34] bu tip malzemeler i¢in biinye teorileri
olusturmuslardir. Gurtin ve Podio-Guidugli’nin olusturduklar1 teoride biinye

denklemleri, serbest ve kisithi boliimlerin toplamlari olarak agagidaki gibi yazilmistir.

v =y,(F.0,g) (242)
T=T"(F,0,g)+ T" (2.43)

n =1,(F,0,g)+n, (2.44)
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Burada  Helmbholtz serbest enerji fonksiyonu, T birinci Piola - Kirchhoff gerilme

tansorli ve 77 ise ortamin entropisidir. & mutlak sicaklig1 ve g ise sicaklik gradyanini

gostermektedir. Sirasiyla, T° ve T* birinci Piola — Kirchhoff gerilme tansoriiniin

serbest ve kisithh tamamlayict boliimleri, 77, ve 7, ise entropinin serbest ve kisith

tamamlayici boliimleridir.

Reddy, olusturdugu biinye teorisinde, [32]’de Onerilen kisitlama fonksiyonunu

ayristirarak agagidaki formda iki tip kisitlama fonksiyonu yazmustir.

¢°(F,0)=0, a=1-n (2.45)

z’(F,0)eg=0, B=1-m (2.46)

Reddy, Es.2.45 ve Es.2.46°da verilen kisitlama fonksiyonlarmin gecerli oldugu
malzemeler i¢in [33]’da verilen teoriye benzer, kisitsiz ve kisith kisimlarin

toplamlarin olusan biinye denklemlerini asagidaki gibi yazmustur.

v =w,(F.0.g)+ py,(F,0) (2.47)
T =T(F,6,g)+ pT*(F,0) (2.48)
n=n,(F.0,g)+ pn,(F.0) (2.49)

Burada p herhangi bir degeri alabilen skaler Lagrange garpanidir. Bu teoride w, , T"
ve 1, kisith parametrelerini kisitlama denklemleriyle iliskilendirmek icin Clausius —

Duhem esitsizligi kullanilmistir. Bu dogrultuda Helmholtz serbest enerji fonksiyonu

Es. 2.41°de yerine yazilarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

—PoWo — PPV _p07709+T0 0F+p(— PoﬂkéJer °F)2 0 (2.50)
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Burada p Lagrange carpaninin ‘herhangi bir degeri alabilecegi’ 6zelligini kullanarak
ve esitsizligin her durumda korunacagini diislinerek Es.2.51 ve Es.2.52°deki

sonuclara ulasilabilir.
v, =0 (2.51)

—ponk9+ T eF =0 (2.52)

Burada Es. 2.51’den Helmholtz serbest enerji fonksiyonunun kisith kismiin sifira
esit olmak durumunda olugu ortaya ¢ikmistir. Diger parametrelerden gerilme ve
entropinin kisith kisimlarimi yazabilmek i¢in Es. 2.45’in birinci zaman tiirevini

alarak,

dy"(F.0) _0¢"  dF 04" dO _,

= (2.53)
dt oF dt 00 dt
00" i1 99" o (2.54)
oF 00
ve Es. 2.54’0n her iki tarafin1 p_ p, ile ¢arparak asagidaki esitlik yazilir.
a(j“ . a¢“ .
oF+ 6=0 2.55
papo aF papo 60 ( )

Es. 2.52 ve Es.2.55 benzer formda olan esitliklerdir. Bu benzerlik kullanilarak
birinci Piola — Kirchhoff gerilme tansorii ve entropinin kisith kisimlarinin kisit

fonksiyonuyla olan iliskisini agagidaki gibi yazilir.

o0p”

T = 2.56

papO aF ( )
6 a

N =—Pa / (2.57)

00
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Yukarida elde edilen kisith boéliime ait esitlikler kullanilarak, serbest enerji

fonksiyonu, gerilme tansorii ve entropinin toplam halleri sirasiyla asagidaki gibi

olacaktir.

v=v, (2.58)
8!// n a¢a
T= 0 4 —_ 2.59
Po oF ;papo oF ( )
oy, <~ 0¢°

—_“7o _ 2.60
n=-—y ;pa 2 (2.60)

Helmbholtz serbest enerji fonksiyonu, kisitsiz boliimiin sifira esit olmasi nedeniyle
kisit fonksiyonundan bagimsiz halde bulunmaktadir. Kisit fonksiyonu ile

iliskilendirmek i¢in agsagidaki serbest enerji fonksiyonu dnerilmektedir.

n

v =y,(F,0)+> p,¢°(F,0) (2.61)

a=l1
Buradaki esitlikte de kisith kisim sifira esittir ve Es. 2.58’de verilen form

bozulmamis olur. Bu asamadan sonra serbest enerji fonksiyonu ile kisit fonksiyonu

asagidaki gibi iligkilendirilebilir.
9° = 5_!// (2.62)

2.5. Kisitsiz Dogrusal Olmayan Termoelastik Cisimler

Es. 2.47 - Es. 2.49’da kisith ve kisitsiz boliimlerin toplami olarak yazilan biinye

denklemleri, malzeme ozelliklerinin koordinat sistemi hareketlerinden bagimsiz
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oldugunu ifade eden objektivite ilkesine uygun olarak, dogrusal olmayan, anizotrop

kisitsiz termoelastik malzemede asagidaki gibidir.

v =y (F,0) (2.63)
T =T(F,0) (2.64)
n=n(F,0) (2.65)

Olusturulacak denklemler biinye teorisinin aksiyomlarma uygun olmalidir. Ornek
olarak, uygunluk aksiyomu saglanmalidir. Buna gore, biinye denklemleri mekanik
uygunluk sart1 olan kiitlenin, momentumun ve enerjinin korunumunu saglamalidir.
Termoelastik malzemeler i¢in, deformasyon sonrasinda olusacak siirecte Clausius-
Duhem esitsizliginin saglanmasi1 ve sifirdan biiyiik sicaklik degerinin olusmasi

(H > 0) beklenir. Bu da termodinamik uygunlugu ifade etmektedir.

Eger gerilme, i¢ enerji ve entropi bir potansiyel fonksiyondan tiiretilebiliyorsa,
termoelastik malzeme yukarida bahsettigimiz termodinamik uygunluk sartini
saglamig olur. Bu sartin saglanmasi diistliniilerek, gerilme Es. 2.66°da verilen sekliyle
bir potansiyelden olusturulabilir. Genellikle biiyiik deformasyon yapan cisimlerin

bulundugu problemlerde kullanilan birinci Piola — Kirchhoff gerilme tansorti,

oW

oW
T=—+ veya T,=—+—
oF oF,

(2.66)

olarak sicakligin bir fonksiyonu olan W gerilme potansiyelinin F deformasyon
gradyan tansoriine gore tiirevi alinarak hesaplanir. Cismin biinyesinde bulunan ve dis

etkiler sonucunda degisim gosteren i¢ enerji ise,

ezl(w—ﬁa—wj (2.67)
Po el
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olarak yazilir. Benzer sekilde, ortamin mikro boyutlarda rasgele dagiliminin ve
diizensizliginin Ol¢lisli olan entropi de gerilme potansiyelinden asagidaki gibi elde

edilir.

n:—i—%z (2.68)
0

Son olarak serbest enerji fonksiyonu, gerilme potansiyelinden Es. 2.69’daki gibi

yazilir.
1

7% =p—W—¢977 (2.69)
0

Elastik cisimler i¢in gerilme potansiyeliyle calismak uygun olsa da, mutlak sicaklik
ve entropi gibi sicaklik parametrelerinin de kullanilmasi gereken bir malzemede
serbest enerji fonksiyonunu kullanmak daha uygun olmaktadir [39]. Bu dogrultuda,
Es. 2.66°da verilen birinci Piola — Kirchhoff gerilme tansorii, Es. 2.67 ve Es. 2.69’un
yardimiyla ve entropi ile sicakligin deformasyon gradyanindan bagimsiz oldugu

diistintilerek Es. 2.70°deki gibi yazilabilir.

0 0
T=p, 0 veya Tp=p, - (2.70)
iR

Ayni sekilde, i¢ enerji ve entropi de Helmholtz serbest enerji fonksiyonu kullanilarak

sirastyla asagidaki gibi gosterilirler.

e=y+0n (2.71)

p=-2Y (2.72)
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2.6. Gelistirilmis St. Venant — Kirchhoff Malzemeleri icin Serbest Enerji

Fonksiyonu

Serbest enerji fonksiyonu, Es.2.73’de goriildiigii gibi deformasyon gradyan
tansorliniin veya sekil degistirme tansorlerinin bir fonksiyonu olarak yazilabilir. Bu

durumda yazilacak serbest enerji fonksiyonlar: ayni fonksiyonu ifade eder.

v =y(F)=y(C)=y(E) (2.73)

Biinye denklemini, denklemin parametresinin yani F, C veya E tansorlerinin
degismezleri cinsinden ifade edilebilir. Bu dogrultuda, parametresi sag Cauchy —
Green sekil degistirme tansorii olan serbest enerji fonksiyonunun asal degismezler

cinsinden ifadesi,

V= ‘//(11 (C)’Iz (C)a I, (C)) (2.74)

olarak yazilir. Burada C sag Cauchy — Green sekil degistirme tansoriiniin

degismezleri asagidaki gibidir.

[,(C)=trC=C, +C,, +C,, (2.75)
_ 1 2 2\ -1

1,(c)= E[(trc) ~w(c?)|=trc detc (2.76)

1,(C)=detC (2.77)

Buna ek olarak sekil degistirme enerjisi fonksiyonu asal uzamalar cinsinden de ifade

edilebilir.

v =y(C)=y(4,4,,4) (2.78)
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Gerilmesiz durumda serbest enerji fonksiyonu asagidaki gibi olacaktir.
v =y(1,11)=0 (2.79)

Sonlu deformasyon yapan kauguk tiirii malzemeler i¢in Ogden modeli, izotrop
kauguk tiiri malzemelerin modellenmesinde olduk¢a kullanighh olan ve Ogden
modelinin 6zel bir hali olan Mooney — Rivlin, Neo-Hookean ve Varga modelleri,
karbon dolgulu sentetik kaucuk tiirleri icin Yeoh modeli, istatistiksel yaklasimla
olusturulmus, polimer ortami tanimlamada zincir modellerini kullanan Arruda ve
Boyce Modeli, kopiik kaucuk tiirii malzemeler icin Blatz ve Ko modeli siklikla
kullanilan hiperelastik malzeme modelleri arasinda yer almaktadirlar. Bunlara ek
olarak sikistirilabilir hiperelastik ortamlarin modellenmesinde fazlaca kullanilan
Hadamard — Green malzemeleri ve St. Venant — Kirchhoff malzemeleri dogrusal

olmayan malzeme modelleri arasinda yer almaktadir.

Bu asamada, sikistirilabilir hiperelastik malzemeler i¢in olusturulmus, dogrusal
olmayan bir modelin pargasi olan Duhamel-Neumann formunda gerilme potansiyel
fonksiyonu (sekil degistirme enerjisi fonksiyonu) yardimiyla Helmholtz serbest enerji
fonksiyonunu elde edecegiz. Duhamel-Neumann formunda gerilme potansiyel

fonksiyonu,
W (E) :%ﬂ(trE)z + ute(E2)- ke, 5, (0 - 0, Y uE) (2.80)

olarak yazilir. Burada serbest enerji fonksiyonunun parametresi E=(C-I)/2
Lagrange birim sekil degistirme tansorii, A ve g Lamé sabitleri, x, = A+2u/3
izotermal elastik hacim modiilii, £ hacimsel 1s1l genlesme katsayis1 ve € referans
mutlak sicaklik degeridir. Verilen gerilme potansiyel fonksiyonundan Helmholtz
serbest enerji fonksiyonunu elde etmek i¢in bir dizi matematiksel isleme gerek
olacaktir. Buna gore, ilk olarak gerilme tansorii yeniden yazilacak ve bir takim

integral islemleri uygulanacaktir. Bu dogrultuda Es.2.26°da verilen ikinci Piola-
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Kirchhoff gerilme tansorii, Es. 2.66’ya benzer sekilde gerilme potansiyeli cinsinden

asagidaki gibi yazilabilir.

ow oy
p- _, 97 2.81
O Po oF ( )
Es. 2.80’de  verilen gerilme potansiyel fonksiyonunun Lagrange birim
sekil degistirme tansOriine gore tiirevini alarak ikinci Piola — Kirchhoff gerilme

tansorii asagidaki gibi elde edilir.
P=A(trE)l + 24E — x, 3,(6 -6, I (2.82)

Bu asamadan sonra Helmholtz serbest enerji fonksiyonunda gerceklesecek sonsuz
kiicik bir artis degeri yazilmalhdir. Serbest enerji fonksiyonunun E ve &

parametrelerine bagl oldugu diisiintilerek asagidaki acilim yazilabilir [42].

W e+ 40 (2.83)
OF 00

dw =

Es. 2.83, Es. 2.68 ve Es. 2.81 yardimiyla asagidaki formda yeniden yazilabilir.

dW =P. dE - p,nd6 (2.84)

Bu artim ifadesinin Maxwell esitligi asagidaki gibidir.

oy ___(9n 2.85
(aeL P (aE] (25

Es. 2.82°de verilen ikinci Piola — Kirchhoff gerilme tansoriiniin sabit sicaklik altinda
E tansoriine gore tiirevini alarak ve Es. 2.85’nin yardimiyla asagidaki tiirev ifadesi

elde edilebilir.
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Po [g—gl = k7Sl (2.86)

Entropinin sabit E altinda sicakliga gore tiirevi,

(a—”j =50 (2.87)
00 ), 6,

olacaktir. Es.2.86 ve Es.2.87’in birlikte integralleri alinarak asagidaki entropi

ifadesi elde edilir.

n="L B, (trE)+ 2,”0

Po 0

(6-6,)+n, (2.88)

Es. 2.72’lin ve Es. 2.81°nin ortak olarak integrallerinin alinmasi ile Helmholtz serbest

enerji fonksiyonu, agsagidaki gibi elde edilir.

V(E,0) =2 (E) + 2 te(£?)- Lo (90— 6, \tuE)- <2 (0-9,F 1m0 (2.89)
2 p, Po Po 26,

2.7. Kisitlama Fonksiyonlar:

2.7.1. Bir hacim elemanindaki degisim ve sicakhiga bagh sikisma kisiti

Hacim degisimi ve deformasyon gradyani iliskisini gosteren Es. 2.8, sicakliga baglh
sikigabilirlik kisitlama fonksiyonunu elde etmemizi saglayacaktir. Bu fonksiyonla
malzeme, sicakligin bir fonksiyonu olarak hacim degistirir. Buna gore hacim

degisimi Es. 2.90°daki gibi ifade edilebilir.

dv
Vo g(0) (2.90)
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Bu durumda, deformasyon gradyan tansoriiniin ve mutlak sicaklifin bir fonksiyonu

olan kisitlama esitligi, asagidaki gibi yazilabilir.
detF=g(6) veya ¢(F,0)=detF-g(8)=0 (2.91)

Burada g(@) sifirdan biiylik olacak sekilde segilen ve malzemede sicaklik
degisimiyle birlikte hacim degisimini veren fonksiyondur. g(H) fonksiyonu i¢in
sicakliga bagl bir yogunluk degismesi diisliniilebilir. Eger p = p(H) ise, kisitlama

denklemimiz,
#(F,0)= p, — p(8)detF =0 (2.92)
halini alir. Boyle bir yaklasim, [35] de verilen ¢alismada da karsimiza ¢gikmaktadir.

Burada yogunluk, mutlak sicakligin lineer bir fonksiyonu olarak diisiiniilmiistiir.

Buna gore,

p:po(nat%j (2.93)

0

ve kisit fonksiyonunda yer alan g(@) fonksiyonu Es. 2.94’deki hali almaktadir.

g(@):(l+a9;0°J ve ¢:detF—(1+a9_9°] (2.94)

0
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1,00001

1
0,99999
0,99998 \\
0,99997 \
0,99996 \\
0,99995 \

0,99994 \\\\
0,99993

0,99992 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

dv/dV

g(0)

0-6,
Sekil 2.10. Es. 2.94,°de verilen hacim degisimi

Bu fonksiyona gore referans konumunda (6 = 6,) mekanik sikismaz olan bir cisim

icin ortam sicakligi arttikca dogrusal azalan bir yogunluk fonksiyonu kullanilmigtir

(Sekil 2.10). Diger bir g(@) fonksiyonu [36]’da verilmektedir. Burada sicaklik ile

artan bir yogunluk fonksiyonu kullanilmigtir. Buna gore,
g(0)=e""" ve ¢=detF—e”"?) (2.95)
olarak secilebilmektedir.

2.7.2. Bir ¢izgi elemanindaki degisim ve sicakhiga bagh uzama kisiti

Bir ¢izgi elemaninda e birim vektorii dogrultusundaki uzama orani 1 =//, ve uzama

vektori Es. 2.12°ye benzer sekilde,

A=Fe veya A, =F e, (2.96)
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olarak yazilabilir. Burada e referans konumundaki birim vektorii ve kisitlamanin
bulundugu dogrultuyu gostermektedir. Skaler bir biiyiikliik elde etmek i¢in uzama

oraninin kendisiyle nokta ¢arpimi asagidaki sonucu verecektir.

A’ =FeeFe veya A’ =F, F.e.e, (2.97)

Sicakliga bagli sikisma kisitlama fonksiyonunda oldugu gibi, sicakliga bagh
uzamada da olusturulacak kisit denklemi sicakligin ve deformasyon gradyanin bir

fonksiyonudur. Sicakliga bagli uzama orani,

22 =h(6) (2.98)

ve sicakliga bagli uzama kisitlama fonksiyonu deformasyon gradyani cinsinden

asagidaki gibi yazilir.
FeeFe=/h(0) veya ¢(F)=FeeFe—h(0)=0 (2.99)

Burada h(&) fonksiyonu, sifirdan biiyiik deger alan bir fonksiyondur. Ortam, e birim
vektorii dogrultusunda sadece sicakliga bagli olarak uzama yapacak, diger
dogrultularda da bu kisitlamaya bagli olarak sekil degistirme yapacaktir. Yapilan
zayif sok dalgasi hiz hesaplamalarinda kullanilan 6rnek h(é?) fonksiyonu Boliim

4.1°de verilmektedir.
2.7.3. Saf mekanik kisitlama fonksiyonlar:

Saf mekanik kisitlamalar, sicakligin etkisinin olmadigi, sadece mekanik etkiler
sonucunda malzemenin uymak zorunda oldugu smirlamalardir. Yazilacak kisitlama
fonksiyonu yalnizca deformasyon gradyan tansoriine baghdir. Es. 2.91°de sicaklik
etkilerini kaldirarak sikismaz bir malzeme icin kisitlama fonksiyonunu asagidaki gibi

yazabiliriz.
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A A Uzamaz
p ' . X
A lifler

Sekil 2.11. yagisiyla yerlestirilmis uzamaz liflerle kuvvetlendirilmis ortam

detF=1 veya @(F)=detF—1=0 (2.100)

Ayrica, Sekil 2.11°de gosterilen ve e dogrultusunda uzamaz liflerle olusturulmus bir

malzeme i¢in Es. 2.99°da bulunan sicaklik parametresi kaldirilarak asagidaki kisit

fonksiyonu yazilabilir.
FeeFe=1 veya ¢(F)=FeeFe—1=0 (2.101)

Es. 2.101 bir dogrultuda uzamaz malzeme igin kisit fonksiyonudur.
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3. TEKILLIiK YUZEYLERI VE DALGA YAYILMASI

3.1. Tekillik Yiizeyleri

Tekillik ylizeyi, ortamda siirekli olan bir fonksiyonun bu yiizey iizerinde sonlu bir
sigrama yaptig1 ve siirekli ortamu ikiye ayiran yiizey olarak tanimlanabilir. Bu ylizey
referans koordinat sisteminde 2 (X, 7) = 0 ve uzaysal koordinat sisteminde o (x,f) =0
esitlikleriyle gosterilebilir. Herhangi bir sekle sahip olabilecek bu yiizey, siirekli ve

tiirevi alinabilir bir fonksiyon ile gosterilebilmelidir.

Sekil 3.1’de verilen o (7) tekillik yiizeyinin ilerisinde bulunan bélge (V' *) ve
gerisinde bulunan bolge (V) igerisinde siirekli bir ¢ (x,f) fonksiyonun, o (¢)
ylizeyinin sonsuz kiiciik ilerisindeki degeri ¢ * ve sonsuz kiiciik gerisindeki degeri
@ olarak gosterilmektedir. Bu fonksiyon ic¢in, ylizey ilerisindeki ve gerisindeki

degerler arasindaki fark,

lell=¢" —¢ 3.1)

olarak ifade edilmektedir. Bu degerin sifirdan farkli olmasi durumunda, o (¢) ylizeyi

tekillik yiizeyi adin1 alir. Buradaki sigrama fonksiyonun kendisinde veya tiirevlerinde

o (1)

Sekil 3.1. n ylizey normal vektorii, u yayilma hizi ile sitirekli ortami ikiye ayiran o (t)
tekillik yiizeyi
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gerceklesebilir. Bu dogrultuda sigcramanin mertebesine gore bir siniflandirma yapmak

miimkiin olmaktadir. Bu simflandirmaya gore, [[p]]#0 ise sifinnci mertebeden
tekillik yiizeyi, [[¢#]]#0 oldugu durumda birinci mertebeden tekillik yiizeyi ve
[[(0]] # 0 ise ikinci mertebeden tekillik yilizeyi olmaktadir. Yapilan bu siniflandirmaya

ornek teskil edecek sekil degistirme durumlar1 Boliim 3.2°de verilmektedir.

Tekillik yiizeyinin duragan olmadigi durumda, siirekli ortamda ilerleme hizlar

2 (X,f) ve o (x,t) yiizeyleri igin sirasiyla,

1 oz
= ° = 2
Ux=U-N |Grad2| ot (3-2)
u —uen=——1 99 (3.3)
! |Gradc7| ot

ifadeleriyle elde edilebilir. Burada Uy ve u, , referans ve uzay konumlarinda ylizey
normali dogrultusunda yayilma hizlaridir. Bu yilizey normalleri birim normal

vektorler olarak sirasiyla,

GradX
 |Gradz] (3.4)
Grado
n-= w (35)

ifadeleriyle verilmektedir. Referans ve uzay konumundaki ylizeyler ayni yiizey
olduklar1 i¢in Es. 3.6 gecerlidir ve bu ifadenin zaman tiirevleri alinarak Es. 3.7

asagidaki gibi elde edilebilir.

2(X, )= o(x(X,t), 1) (3.6)
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& _oo doox

_0o oo (3.7)
ot ot ox o

0 0Oo 0o Ox
a—X:a—X:ga—X Veya Z,K :kaka (38)

Burada Ox/0¢, yiizey iizerine rast gelen herhangi bir maddesel noktanin hizidir ve v

ile gosterilir. Es. 3.7, Es. 3.2°de yerine yazilarak

B |Grad0'|

N T |Grad2| (un _vn) (39)

elde edilebilir. Burada v, = ven yukarida bahsedilen maddesel noktanin hizinin

normal bilesenidir. Yerel yayilma hizi,
U=su, —v, (3.10)

olarak tanimlidir. Duragan tekillik yiizeyi olmamasi durumunda yani Uy veya U hizi

stfirdan farkli bir degere sahip olmasi halinde yiizey dalga adin1 almaktadir.
3.2. Tekillik Yiizeylerinin Siniflandiriimasi

Tekillik yiizeyleri teorisi igerisinde dalga yayilma problemi ele alindiginda, yiizey
hareketin olusturdugu siireksizlige gore smiflandirma yapilmaktadir. Burada
Q= x(X,t) olarak kabul ederek devam edilecek olursa, dalga esigi yani ilerleyen
tekillik ylizeyi, gectigi noktada ortamda bir etki olusturur. Olusabilecek etkilerden
ilki, ortam noktalarinin konum vektdrlerinde yani x(X,#) fonksiyonunun kendisinde
olusabilecek bir sigramadir. Sifirinc1 mertebeden tekillik yilizeyine karsilik gelen bu
durumda deformasyonlar siireksizdir. Sekil 3.2°de gdsterilen ve baslangigta X konum

vektorii ile gosterilen bir nokta, ¢ aninda tekillik yiizeyi iizerinde x* ve x olarak iki
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Sek_il_d_egistirme

42X, x, RN 4X5, x2 Sekil degistirme
o]

N

X “
%

<
X+
> X1, X1 > X1, x|
(a) (b)

Sekil 3.2. Sifirinc1 mertebeden tekillik ylizeyi 6rnekleri, a) ¢atlak b) birbiri {izerinde
kayan ylizeyler

ayr1 yer isgal eder. Ornek olarak; catlak, birbiri {izerinde kayan yiizeyler, kaynak ve

yirtilma verilebilir.
[x]]#0 (catlak) (3.11)

Stirekli ortam igerisinde ilerleyen tekillik yiizeyinin ortamda yaratabilecegi diger bir
etki olarak, ortam noktasinin hizinda gerceklesen bir sicrama diisiiniilebilir. Bu
durum ise birinci mertebe tekillik yiizeyine karsilik gelmektedir. Bu yiizeyler, tekillik
ylizeyi lizerine rast gelen ortam noktalarinin deformasyonunun birinci zaman
tiirevinin siireksiz oldugu yiizeylerdir. Vorteks yiizeyleri ve sok dalgalar1 bu grup
tekilliklerdendir. Sekil 3.3’de gosterilen vorteks yiizeyi icin tekillik ylizeyi tizerinde
hizin normal bileseni siirekli, ancak tegetsel dogrultudaki bileseninde sonlu bir

sigramanin olugsmaktadir. Sok dalgalarinda ise hizin her iki bileseni de siireksizdir.

[x]|=0, [x,]]=0., [[x]]# 0 (vorteks yiizeyi iizerinde) (3.12)
Eringen ve Suhubi [39], sok dalgalarim1 ve vorteks yiizeylerini birbirleriden
ayirmadan ele almiglardir. Bu iki 6rnek, birinci mertebe tekillikler olarak sok

dalgalar1 ad1 altinda toplanmistir.

[[X]] =0, [[X]] # 0 (sok dalgast esiginde) (3.13)
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Sekil 3.3. Birinci mertebe tekillik yilizeyi 6rnegi, vorteks yiizeyi [38]

Burada orneklenecek son etki ise, deformasyon ve hizin siirekli oldugu ancak ortami
olusturan noktalarm ivmelerinde sigramalarin bulundugu tekillik yiizeyleridir. Ikinci
mertebe tekillik ylizeyleri olarak isimlendirilen bu tekillik ylizeylerine
deformasyonlarin ikinci zaman tiirevinde sonlu bir sigrama olusmaktadir. Ikinci
mertebeden hareketli tekillik yiizeyleri akustik tekilliklerdir ve ses dalgalar1 veya
ivme dalgalar1 olarak da adlandirilir. Ayrica bu tiir tekillikler, zayif tekilliklerdir ve

kuvvetli sok dalgalarinin zayiflamasiyla da olugsmaktadir.
[x[]=0, [x]|=0, []]# 0 (ivme dalgas: esiginde) (3.14)
3.3. Tekillik Yiizeyleri i¢in Uygunluk Sartlan

Tekillik yiizeyleri teorisinin olusturulmasinda 6nemli bir baslangic noktasi
Hadamard onermesidir. Buna gore, o yiizeyi ile ayrilan V' ve V'~ bélgelerinin her
birinde siirekli olarak tanimlanan bir @ =¢(x) fonksiyonunun yiizeyin hemen
ilerisinde ve gerisinde sirasiyla ¢, (0p/ox)" ve @ =, (0¢/x) limitlerinin var
oldugunu diistinelim. Bu yiizey iizerinde bulunan ve x = x(s) fonksiyonu ile taniml
bir egri iizerinde ¢~ ve ¢~ fonksiyonlarinin s parametresine gore tiirevi alinabilir

oldugu kabuliiyle, fonksiyonun limit degerleri i¢in asagidaki tiirevler zincir kurali

kullanilarak yazilabilir.

do” [0 dx (3.15)
ds ox;, ) ds
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Sekil 3.4. o tekillik yiizeyi izerinde tanimlanmig y“ egrisel koordinatlari ve h” teget
vektorleri (n«h' =0 ve neh”> =0)

dp_ _[0p | dx; (3.16)
ds ox, ) ds

Es. 3.16°dan Es. 3.15 ¢ikarilarak asagidaki sicrama esitligi elde edilebilir.

L fol-[o 1% (3.17)

Tekillik ytlizeyi tizerinde bulunan bir egrisel koordinat sistemi Sekil 3.4’de gosterilen

y' ve * koordinat eksen takimi ile tanimlanabilir. Bu koordinat sistemine ait olan

teget vektdrlerimiz h' ve h® vektorleri yiizey normal vektériine dik olacaktir. Bu
vektorler birim vektor olmak ve birbirine dik olmak durumunda degildir. Es. 3.17°de
verilen sigrama esitliginde bulunan ve tekillik ylizeyi tizerindeki her hangi bir egriye
ait olan s parametresini egrisel koordinat ekseni parametresi olan y“ ile degistirerek

asagidaki esitlik yazilabilir.

le]l,, =[] 2° (3.18)
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i

Burada, 7% = Sekil 3.4°de gosterilen y' ve y* egrisel koordinatlar: iizerinde yer

g
alan h” (a = 1,2) teget vektoriiniin i. kartezyen bilesenidir (i=1,2,3). ¢ =¢ (x) skaler
fonksiyonunun gradyaninin, normal ve tegetsel bilesenlerinin toplami cinsinden

ifadesini veren geometrik uygunluk sart1 asagidaki gibi yazilabilir.

lo, 1= p.n, In, + [l 2° (3.19)

[Grado])- [[Gmdw]]“i_%m (3.20)

Buradaki ¢ =¢ (x) fonksiyonunun tekillik yiizeyi tizerinde siirekli olmasi halinde

Maxwell denklemine ulasilmaktadir.

le]l=0 - [0, = [o.n, [, (3.21)

Ikinci mertebe geometrik uygunluk sart1 ise asagidaki gibi yazilabilir. Bu esitligin

cikarilisi icin Ekler boliimiine bakilabilir.

[Grad(Grad¢)||=[[n « Grad (Gradp)n]ln ® n +[[Grad ¢ « n]]’a h“ ®n

14

(3.22)

+[[Gradg+n]], n®h” ~[[Gradp+n]ln+ M (b @)

a

¢ skaler fonksiyonu yerine v vektorii kullanarak Es. 3.19 ve Es. 3.20 asagidaki gibi

yazilabilir.
I, =T I, + .1, e, (3.23)

[Grad v]|=[[(Gradv)n]|®n +[[e]],, ® h* (3.24)
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Benzer sekilde Es. 3.22, v vektorii i¢in asagidaki hali alir.

[[Grad (Grad V)]]z [[Grad (Grad V)(n, n)]]@ n®n
+[[(Gradv)n]], ® h* ® n+[[(Gradv)n]], ®n ® h* (3.25)

- [[(Gradv)n](n o j ®h’ ®h*®
oy“

Bu asamaya kadar elde edilen esitlikler, hareketin geometrisi ve tekillik yiizeyi
tizerindeki sicramalari veren esitliklerdir. Bundan sonra zamanla degisim ve si¢grama
esitlikleri elde edilecektir. Skaler, vektor veya tansor tanimli bir fonksiyonun tekillik
ylizeyi iizerinde zaman tiirevindeki sigrama ifadesini olusturmak icin tekillik yiizeyi
tizerinde hareket eden bir gézlemcinin fonksiyonun zaman tiirevini nasil 6l¢tiigline
bakmak gerekir [32]. Gozlemci tekillik yiizeyinin hiziyla ayni hizda hareket ettigi

durumda hiz1 u, olacaktir ve asagidaki zaman degisimini 6l¢ecektir.

%9 _% ., % 4 (3.26)
st ot " ox

Buradad/5t, delta tiirevi veya yer degistirme tiirevi olarak adlandirilir [31] ve yiizey

normal hizinda hareket eden bir gozlemciye gore dlgiilen zaman tiirevini verir.

Es. 3.26’nin tekillik yiizeyi iizerindeki sigrama esitligi ise asagidaki gibi yazilabilir.

loll-[9])+1, [Gradg]-n 627

¢ skaler fonksiyonu yerine v vektorii yazarak,

V=51, [Gradvn (3.28)
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elde edilebilir. Es.3.28 kinematik uygunluk sarti olarak adlandirilir. ¢ skaler
fonksiyonu, tekillik yiizeyi {izerinde siirekli bir fonksiyonsa, zamanla degisim igin

asagidaki esitlik yazilabilir.

[¢]l=-u,[Gradp]|-n (3:29)

Benzer sekilde, v vektor fonksiyonunun tekillik ylizeyi iizerinde siirekli olmasi

durumunda Es. 3.28 yardimiyla,

[V]]=-u,[Graav]n (3.30)

elde edilir. Béylece u, normal hiziyla yayilan bir ylizey iizerinde fonksiyonun zaman
tirevindeki sigrama, hiz, gradyan ve birim normal vektor cinsinden elde edilmis

olmaktadir. Es. 3.27 ve Es. 3.28’de ¢ ve v fonksiyonu yerine sirasiyla ¢ ve v

yazacak olursak tekrarli kinematik uygunluk sartini elde ederiz.

<loll=[o1+u, [Gradg])n 331
D=1+, [Grad ¥ (332)

@ ve v’nin o tekillik yiizeyi lizerinde siirekli olmasi halinde sirasiyla agsagidaki

sigrama ifadelerine ulagilir.

[3]1= —u,[[Gradg]]-n (3.33)

[¥]]= —u,[[Grad ¥]jn (3.34)
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Benzer sekilde Es. 3.17°de ¢ yerine ¢ yazacak olursak,

[[¢z ]]: |I¢,k”k ]]”i + [[?]]a h*, (3.35)
veya
[Gradp]|=[[(Gradg)+n]ln + ;%h“ (3.36)

elde edilebilir. Es.3.35 ve Es.3.36 da tekrarli kinematik uygunluk sartlaridir.
Es. 3.31¢ alternatif olarak asagidaki ifade yazilabilir.

[5] = —2u, % e, - Grad Gradp] - [Gradg-n e 337)

Bu ifade Thomas tekrarli kinematik uygunluk sartidir. Tekillik yiizeyleri teorisinde
kullanilacak diger bir esitlik de stirekli bir ¢ skaler fonksiyonu i¢in Es. 3.27
yardimiyla asagidaki gibi elde edilebilir.

[Gradellen =[] (3.39)

3.4. Tekillik Yiizeyi Iceren Siirekli Ortamlarda Temel Denge Denklemleri
Denge denklemlerinin teskilinde asagida verilen integral teoremleri siklikla

kullanilmaktadir. Hacmi V olan ve biinyesinde u hiziyla ilerleyen o (¢) tekillik yiizeyi

bulunan bir ortamda herhangi bir ¢ alani i¢in hacim integralinin zaman tiirevi [41],

%VLqﬁdV _ VL (% +div(g v)]JV + l [¢(v —u)]]- nda (3.39)
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ifadesiyle hesaplanabilir. Ayn1 ortam i¢in Gauss Integral Teoremi,

% Irkdak = J-Tk,de+H[rk]] n, da (3.40)

V-o o
Bu iki integral teoremi kullanarak yerel denge denklemleri olusturulacaktir.
3.4.1. Kiitlenin korunumu

Es. 2.27°de verilen kiitlenin korunumu denklemi, biinyesinde siireksizlik yiizeyi

bulunan bir ortamda agagidaki gibi yazilabilir,

d

— | pdV =0 3.41
” jp (3.41)

Es. 3.39’da verilen integral teoremi kullanilarak kiitlenin korunumu yerel formda

asagidaki gibi yazilir.
4 IpdV: I {a—p+div(pv)}dV+J.[[p(v—u)]]-nda (3.42)
dt V-o V-o at o

Siirekli ortamlar mekanigindeki tiim denge denklemleri ortami1 olusturan her noktada
ve slireksizlik yiizeyi iizerinde gecerlidir. Es. 3.42°de yazilan yerel formda kiitlenin
korunumu ifadesinden tekillik yiizeyi tizerinde gegerli olan ve ortamin diger bolgesi

i¢in ayr1 ayri asagidaki esitlikler yazilabilir.

‘Z—’t’ +div(pv)=0 (V —o hacminde) (3.43)

[[p(v - u)]] en=0 (o yiizeyinde tizerinde) (3.44)
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Es. 3.43 ve Es. 3.44 siireksizlik ylizeyi iceren bir ortam i¢in kiitlenin korunumu ve

ylizey iizerindeki sigrama sartini veren esitliklerdir.
3.4.2. Momentumun korunumu

Toplam momentumun zamanla degisimi, ortama etki eden net kuvvete esit olacaktir.

Bunu tekillik yiizeyi igceren bir ortam i¢in yazacak olursak,

%Ipvde [tida, + [ ptav (3.45)
V-o S-o -

Burada t, vektorii ortamin dis yiizeyine etkiyen ylizey gerilme kuvveti ve f ortamda

bulunan kiitle kuvvetlerini temsil etmektedir. Es. 3.40’da verilen Gauss integral

teoremini kullanarak (S —o)yiizey integralini, hacim ve (o)ylizey integrallerine

ayristiracak olursak,

= jt da, = j t, dV+ j t, ] n,da (3.46)

% [pvav = [(t,,+pthv +[[lt, ] n,da (3.47)

Es. 3.39°da verilen integral teoremini kullanarak, Es. 3.47’nin sol tarafindaki zaman

tiirevi asagidaki gibi olusturulabilir.

ZIV_L(PVdV I[ o )+d1v(pvv}dV+J.[[pv \ u)]].nda (3.48)

J'[a(gt )+d1V(pVVi|dV+J‘[[p v(v—u)[Jenda= I(kk+pf)jv _“[t N n,da

V-o



[ov(v, —u,)-t, I, =0 (o yiizeyi iizerinde)

j 6(gtv)+(pvvk),k}W+J‘[[pv(vk —u, )||n, da=

+(pvvk),k —t,, —pf=0 (V-0 hacminde)

52

J(tk,k + pf}i\/ + J[[tk [ n,da

V-o o

I a(gtvh(pwk),k _t,, —pf}WvLj[[pV(vk —u )=t JIn da=0 (349

(3.50)

(3.51)

Es. 3.50 ve Es. 3.51, siireksizlik ylizeyi iceren ortam i¢in momentumun korunumu

ifadesi ve tekillik ylizeyi iizerindeki sicrama sartin1 veren ifadelerdir. Es. 3.50°de

verilen terimleri daha acik olarak yazarak,

(a_p+a_pvk+p%]v+p[mﬁv

ot Ox, Ox, ot Ox,
ov oV
—+—v, =V
ot Ox,

veya

t +p(f=v)=0 (V-0 hacminde)

-pf=0

(3.52)
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elde edilir. Es.3.52, ortamin (V-o0) hacminde gecerli olan yerel momentumun

korunumu ifadesidir ve Cauchy’ nin birinci yasast olarak da adlandirilir.

Acisal momentumun dengesi, gerilme tansoriiniin simetrik olmasi ile saglanmaktadir.
Bolim 2.3’de verilen denge denklemleri biinyesinde bir stireksizlik yiizeyi
bulunduran ortamim uzaysal konumu icin tekrar yazilmustir. Uzerinde calisilan
probleme gore Es. 3.44 ve Es. 3.52’nin ortamin referans konumunda olusturulmasi
¢oziime kolay ulagsmak i¢in daha uygun olabilir.

Es. 3.44°de verilen ve kiitlenin korunumu yasasindan bulunan o (¢) tekillik yiizeyi

tizerindeki sigrama sartin1 2'(¢) tekillik yiizeyi iizerinde, yani referans konumunda

asagidaki gibi yazilabilir.

lpo (v, =, ), J=0

n, =JX NgdA/da esitligini kullanarak,

oo vy = )X [N cdA/da =0

oo (v —u )X IN. =0 (20 yiizeyi iizerinde) (3.53)

Es. 3.51°de verilen ve yerel formda momentum korunumu denkliginde elde edilen

sigrama esitligini 2'(¢) ylizeyi iizerinde olusturacak olursak,

[[poJ_l V(v —u)=J° X T ]]” =0

n,=JX NydAd/da esitligini kullanarak,

[[po Jilv(vk Uy )JXK,k _Jilxk,RTRJXK,k x =0
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ve gerekli sadelestirmeler yapilarak,
[[pov(vk —u, )XK,k -Ty ]]NK =0  (2(?) yiizeyi iizerinde) (3.54)
elde edilir.

3.5. Tekillik Yiizeyi Uzerinde Enerji Sicramasi

Biinyesinde siireksizlik yiizeyi bulunduran bir ortam i¢in Es. 2.34’de verilen toplam

i¢ enerji asagidaki gibi yazilabilir.

E= jpedv (3.55)

V-o

Toplam i¢ enerjinin zaman tiirevi, Es. 3.39 kullanilarak

ot

'[p .[ { a—+e(2—'0+,ovkkﬂdV+(J;,oe[[v—u]].nala

(%?+pwkj:OkMMmMmh

== J.pedv IpedV+jpe v—ulenda (3.56)

-0

yazilabilir. o(?)tekillik ylizeyi ilizerinde i¢ enerji sigramasi Es. 3.56’nin en sagindaki

integral ifadesidir.

[E]l= [ pell v - u]le nda (3.57)
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Ayni sekilde siireksizlik yiizeyi bulunan bir ortam i¢in kinetik enerjideki degisim

asagidaki sekilde olusturulabilir.

B
N | —

Ot

L[ oo Jav =S flso o - e

=3 1107 v v )| v = [ owan o, =, Nt

V-o

A 1 Py v, ~u,

% = %V[f(vkak +a,v, }Z’V —%(J;[[(,O ViV )(Vn Uy )]]da

:cz—lfzv.[;ovkade—%i[[(pvkvk)(vn —un)]]da (3.58)

o (¢) tekillik yiizeyi lizerinde gergeklesen kinetik enerjideki sigrama,

[K]=2 v X, -, da (3.59)

olarak yazilir. Birim zamanda yapilan is icin tekillik ytlizeyi iizerindeki sigrama

[[W]] = .[[[tklvl ]]”kda (3.60)

o

ve tekillik yiizeyi lizerinde 1s1 enerjisindeki sigrama,

[Q]l= [l lIn,da (3.61)
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olarak yazilir. Es.2.30’da verilen enerjinin korunumu denkliginin sigrama

ifadesinden,

K1+ [E]-Iwl-lel =0 (3.62)

yazilabilir. Es. 3.57 ve Es. 3.59-Es. 3.61, Es. 3.62°de yerlerine yazilarak,

[[p(%(v,vl)Jr EXVk —u,)—tyv, —q, ]]nk =0 (o(t)yiizeyi iizerinde) (3.63)

olarak o(¢) tekillik ylizeyi tizerinde gegerli enerji sigrama sarti elde edilir. Bu

sicrama sart1 referans konumu igin,

[[(po(%(vkvk)-"ngk _uk)_xk,KTKlvl =X x Ok )XK,k ]]NK =0
[[(Po(%(vkvk)+ EXVk —u, )XK,k =X X g i TV = X o X i 1 Ok )]]NK =0

[[(po (%(vlv1)+ 5XV1 -, )XK,, -Tyv, — O« )]]NK =0 (X(?)tizerinde) (3.64)

yazilir. Simdiye kadar elde ettigimiz sigrama sartlarini birlikte yazarsak, Uzay

konumunda;
[[p(vk Uy )]]”k =0 (3.65)
[[pvz (Vk _uk)_tkl]]nk =0 (3.66)

[[p(%(vkvk)_l_ngk _uk)_tklvl _‘]kﬂ”k =0 (3.67)
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Referans konumunda;
Loo(vi —u )X IV, =0 (3.68)
Loov(v, —u )X, ~T N, =0 (3.69)

[[(pO(%(vkvk)"'ngk — Uy )XK,k —Tiv, — Ok )]]NK =0 (3.70)

Yukarida yazilan sigrama esitlikleri, Es. 3.8-Es. 3.10 kullanilarak asagidaki gibi

tekrar yazilabilirler.

o, Uyl|=0 ., Z(¢)yiizeyi iizerinde (3.71)
PUnV [+ [T IV, =0, 2(¢)yiizeyi tizerinde (3.72)
[[pOUN(yz (vov, )+ g)]]+[[TKkvk IV, =0, 2(¢)yiizeyi iizerinde (3.73)
pUxln]l< 0, 2(¢)yiizeyi iizerinde (3.74)

Burada verilen denklemler dinamik uygunluk sartlar1 olarak adlandirilmaktadir.
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4. TERMOELASTIK CISIMLERDE ZAYIF SOK DALGALARININ
YAYILMASI

Sok dalgasi yiizeyi iizerinde ortam deformasyonu siireklidir ve olusan hareketin tersi
de her zaman mevcuttur. Ancak, Sekil 4.1°’de o (¢) fonksiyonu ile gosterilen tekillik
yiizeyi lizerinde bulunan ortam noktalarin hizlarinda sonlu sigramalar bulunmaktadir.
Ayrica, deformasyon gradyani da stirekli degildir ve asagidaki sicrama ifadeleri

gecerlidir.
[[x]] =0, [[x]] =0, [[FkK ]] =0  o(¢t)yiizeyi iizerinde 4.1)

Deformasyon gradyam1 ve hizdaki sigramalar bazi geometrik uygunluk sartlarini

saglayacak sekildedir. Bu uygunluk sartlari,
[[xk,K]]: 8 Ny (4.2)
[[Vk ]] ==Uys, (4.3)

olarak verilmektedir. Burada s, = Ika’ © ]]N « sok tekillik vektoriidiir ve malzeme

hizindaki sigramayla ayni dogrultudadir. Es. 4.3’{in her iki tarafint Nk ile carparak ve
Es. 4.2 burada yerine yazilarak asagidaki denklem elde edilir.

v, IV, + U [Ix,  J=0 (4.4)

Es. 4.4 tekillik yiizeyi tlizerinde ortami olusturan noktanin hizindaki sigrama ile

deformasyon gradyanindaki sigramayi birbirleriyle iligkilendiren bir denklemdir.

Sok dalgalarinda oldugu gibi, tekillik yiizeyi iizerindeki ortami olusturan noktalarin

hizlarinda sicrama oluyorsa, yerel yayilma hizinda da sicrama olacaktir. Bu durumda
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2

Sekil 4.1. Tekillik vektdrii s ve ortam noktasmnin hizindaki sigrama [[v]]=v* — v~

U, o(t) tekillik yiizeyi iizerinde slireksizdir. Yerel yayilma hizindaki sigrama

asagidaki gibi elde edilebilir.
U'=u,-v," (4.5)
U =u,-v, (4.6)

[w]=~[v,=-{v]l*n (4.7)

Ancak sok dalgalarinin tersine, vorteks yiizeylerinde yerel yayilma hizi tekillik
ylizeyi tizerinde siireklidir. Sok dalgasi esigi iizerinde gecerli olan ve malzemenin
sok dalgasma verdigi tepkiyi belirlemeye yardimci olan Hugoniot ifadesi bir

termoelastik malzeme i¢in asagidaki gibi yazilir [21].
|y
St ). [¥]= py[le]l= o [l + 7] (4.8)

Es. 4.8, asagida verilen 6zelligin kullanilmasiyla yeni bir halde yazilir.

[4B]]= 4" [[B]+ [4]lz* - [4]l[5] (4.9)
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%(2T* ~[r])- [¥11= o, [Ty I+ n* [T+ [Tl - D 16]) (4.10)

4.1. Termomekanik Kisith Termoelastik Cisimler

Bu boliimde, bir dogrultuda sicakliga bagli uzama yapan lifler ile kuvvetlendirilmis
cisim i¢inde yayilan zayif sok dalgasi hizlar verilecektir. Ancak, liflerin sadece
sicaklik degisimi sonucu uzayacagi kabulii yapilmaktadir. Termomekanik kisit
ornegi olarak h(&)=1+&(60 — 6y) fonksiyonu kullanilmistir. Bu fonksiyona ve
ornek olarak secilen &=0,03 parametresine bagli olarak hesaplanan e

dogrultusundaki uzama degerleri Cizelge 4.1°de gosterilmektedir.
4.1.1. Zayif sok dalgasi hareket denkleminin elde edilmesi

Zayif tekillikler konusu ele alindigi durumda, tekillik yiizeyi iizerinde olusan
sigramalarin  kiiclik oldugu disiiniiliir. Bu durumda kullanilan matematiksel
ifadelerde ikinci ve daha yiiksek mertebeden sigrama ifadeleri ihmal edilebilecek
kadar kiiciik degerler alir. Es. 4.10°da verilen Hugoniot esitligi zayif sok dalgalar
icin sadelestirilmis halde asagidaki gibi yazilabilir.

polly I+ 7 [611+ [Tl )= %(2T+ - [e) - [I¥] (4.11)

Zayif sok dalgalart icin serbest enerji fonksiyonu, bu fonksiyonun deformasyon
gradyanina ve sicakliga gore tlrevleri ve kisitlama fonksiyonu gibi alan
degiskenlerinde olusan sicramalarin matematiksel ifadeleri Taylor serisi acilimi
yapilarak yazilabilir [21, 39, 40]. Bu acilimlar, alan degiskenin tekillik yiizeyinin
hemen gerisindeki degerinin, tekillik ylizeyinin hemen ilerisindeki degerinin
etrafinda acilmasiyla elde edilir. Helmholtz serbest enerji fonksiyonu i¢in Taylor

serisi acilim1 Es. 4.12°deki gibi yazilabilir.
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A e A e S Nl A
7% —z//+aF (F F)+ 20 (0 0)+a15]9a (pa P, )+ (4.12)

Es. 2.62°de goriildiigii gibi serbest enerji fonksiyonunun Lagrange carpanina gore
tiirevi kisit fonksiyonunu vermektedir. Bu durumda, Es. 4.12°nin en saginda yer alan
toplam ifadesi sifira esit olacaktir. Serbest enerji fonksiyonundaki sicrama, gerekli
diizenlemeler yapilarak deformasyon gradyanindaki ve sicakliktaki sigramaya bagl

olarak asagidaki gibi elde edilir.

1= 2 [T+ 22 o] @13

Serbest enerji fonksiyonunun deformasyon gradyan tansoriine gore tiirevi i¢in Taylor

serisi a¢ilim1 asagidaki gibidir.

(7)) 2 s

oF oF OFoF oFod

n 2 +
+;§nga (pa_ —pa+)+...

(4.14)

Benzer sekilde gerekli matematiksel diizenlemeleri yaparak sircama ifadesi asagidaki

gibi elde edilir.

[ov/o¥]= 2V [T+ 22 (o] @19

Cizelge 4.1. Cesitli A@ sicaklik artimlart i¢in h(&) fonksiyonunun degerleri ve e
dogrultusunda uzama oranlari

AG =10°K | A =20°K | A6 =30°K | AG@=40°K | A6 =50°K

FeeFe =h(0) | 1,30 1,60 1,90 2,20 2,50

S, =+FeeFe | 1,14 1,26 1,38 1,48 1,58




62

Helmholtz serbest enerji fonksiyonunun mutlak sicakliga gore tiirevi i¢in yazilacak

olan Taylor serisi agilimi,

(8_'#]‘ (%j RGN PR WA PRy
o6 00 060F 0600

n 2 +
+;§0§;a ( . —pa+)+...

(4.16)

olarak yazilir. Sigrama ifadesini elde etmek i¢in yapilacak diizenlemeden sonra

asagidaki sigrama esitligi elde edilir.

(4.17)

[ov/oo] -2 % [Fls S oMo 32

06 OF 608

¢(F,0) kisit fonksiyonunun tekillik ylizeyinin hemen gerisindeki degerinin (¢ ),

hemen ilerisindeki degeri (¢ ") etrafinda Taylor serisi agilimi,

_ . 0¢" _ N\ 09T (- .
¢ =¢ +5LF(F ~F )+%(¢9 —-0 )+ (4.18)

olarak yazilir. Burada da yapilacak diizenlemeden sonra asagidaki sicrama esitligi

elde edilir.

[6]= %2 [¥]+ 2] @19

oF

Es. 2.59°da verilen 1. Piola-Kirchhoff gerilme tansdriiniin sigrama ifadesi zayif sok

dalgasi esigi lizerinde,

[11= pulow/e¥T+ 3-llp. Do, 2 (.20

a=1
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olarak yazilabilir. Es. 4.15, Es. 4.20°de yerine yazilarak,

[1]= 7y e [0+ 22 o]+ 3, 0] @2
veya
[T]]=A-[F +B[¢9]]+ZC“ (4.22)

elde edilir. Burada dordiincii mertebeden elastisite tansorii A,

o’y
A= 4.23
P oFoF (4.23)
ikinci mertebeden sicaklik-deformasyon tansorii B,
o'y
B= 4.24
P aFo0 (%.24)
ve ikinci mertebeden tansor C*,
o’y o9,
Ce — 4.25
Po oFop, =Po g OF ( )

olarak yazilir. Entropideki sicramayi elde etmek i¢in Es.2.60’da verilen entropi

esitliginin her iki tarafinin sigrama ifadesi yazilir.

n

lnll-ow foel- 3 [p. 12 20

a=l1
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[7]]=—llow /o6]] (4.27)

Es. 4.17, Es. 4.27°de yerine yazilacak olursa,

[l=-2Y . [¢]-2

06 0F 80849 ;

—[lp,] (4.28)

0{

veya
[7]= 8- []- 2 [6]- 3.0 [s.] (4.29)

2 2.+ a+
0 l/; ve % = oy = 09 olarak tanimlidir.
00 000p,

Burada, y =

Es. 4.13, Es. 4.22 ve Es. 4.29, Es. 4.11°de yerine yazilarak ve zayif sok dalgasi i¢in
yaptigimiz iki veya daha ¢ok sigrama parametresinin ¢arpimlarinin ihmal edilecegi

kabuliinii kullanarak,

p.0°[In]]=0 (4.30)

elde edilir. Bu sonu¢ zayif sok dalgalarinin izentropik oldugunu, dalga gecisi
sonrasinda ortamin entropisinde bir sigcrama olmadigini gostermektedir. Sicakliktaki
sigramay1 elde etmek i¢in Es.4.19’da yer alan kisit fonksiyonundaki sigramanin
stfira esit oldugu gercegi kullanilacaktir. Bu durumda Es. 4.19 asagidaki hali

alacaktir.

L [F]+ o, [6]]-0 (431)
Po
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Bu esitlikte her iki tarafi p, ile carparak ve deformasyon gradyan tansoriindeki

sicrama i¢in yazilan Es. 4.2 yukarida yerine yazilarak sicakliktaki sigcrama asagidaki

gibi elde edilir.
[o]=-<"%  a=1..n 432)
pO a)a

Burada, ¢“ vektort,
¢ =CEN, (4.33)

olarak tanimlhidir ve Es. 4.32, her bir « degeri icin gegerlidir. Bu durumda birinci ve

sonuncu « degerleri i¢in agsagidaki esitlik yazilabilir.

1 n
fo]]= -2 =-5"2 (4.34)
Lo, Po®,

Burada yapilacak diizenlemeden sonra asagidaki kisit fonksiyonu elde edilir.

m’ .s=0 (4.35)

s n
c c
Burada, m” = — —

w; ,

, B =1,...,n—1 olarak verilmektedir.

Es. 4.28°de verilen entropideki sigrama esitligi kullanilarak Lagrange ¢arpanindaki
sicrama elde edilebilir. Bu dogrultuda Es. 4.2, Es. 4.29°da yerine yazilarak agagidaki
esitlige ulasilabilir.

“bese 2ol o, . ]=0 (430)

0
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Burada b vektori,

b, =By N, (4.37)

olarak tanimlidir. Es.4.34, Es.4.36’da yerine yazilacak olursa Lagrange

carpanindaki sigrama elde edilmis olur.

bo n.
o,[p, ===+ 7= -
P

n—1
0 Po®,  p=i

o,llp, ] (4.38)

Referans koordinatlarini kullanarak yazilan dinamik uygunluk sart1 olan Es. 3.72°nin
ve sok dalgasi gecisi sonrasinda ortami olusturan maddesel noktanin hizindaki
sicrama ifadesi olan Es. 4.3’{in kullanilmasiyla sok dalgasi i¢in hareket denklemi

asagidaki gibi yazilir.
[T]IN=p,U,’s (4.39)

Es. 4.22°de verilen gerilme tansoriindeki sicrama yukaridaki ifadede yerine yazilarak
ve deformasyon gradyanindaki sigrama ifadesi olan Es.4.2’nin de yardimiyla

asagidaki hareket denklemi olusturulur.

Qs ool e [p. 1= 0 's (440)
Burada, Q ikinci mertebe elastik akustik tansordiir ve bilesenleri

Oy =4 NN, (4.41)
olarak A elastisite tansorii ve N birim normal vektorii cinsinden yazilir. Es. 4.38’de

verilen Lagrange carpanindaki sigrama ifadesinde esitligin her iki tarafi ¢” / o, ile

carpilarak Es. 4.40 icinde yerine yazilirsa asagidaki ifadeye ulasilabilir.
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Qs +b[o]]-

n-1 a n

¢ (bes)s Zﬁ%ﬂﬁ+(i“°}%mm
pO C()n po a)n a=1

2

=pUy’s

(4.42)

Es. 4.34°de bulunan sicaklik parametresindeki sicrama yukarida yerine yazilirsa

1

1 ) e (b X anfen o) S €7 ¢
T LR I S SR 3 b T 78 N

=

= poUst

ifadesi elde edilir. Burada yer alan skaler c¢arpimi igeren ifadeler diyadik

carpimlariyla yer degistirilerek asagidaki hareket denklemi bulunur.

Qs -

boc e @by —Z (¢ @b+ S mw,[p.]=pUs (@44
Pown ,0060,, a=1

Yukaridaki ifadede elastik akustik tansorii de igeren yeni bir akustik tansor tanimi

yaparak Es. 4.44 yeniden asagidaki gibi yazilabilir.

n—1

Q*s—i-Zm“a)a [[pa ]]z pOUst (4.45)

Burada Q" termoelastik akustik tansordiir ve tanimi asagidaki gibidir.

polw b®c" +c" ®b)+ p’; (" ®c") (4.46)
n 0"n

Q' =0Q-
m”’ 1" = 6% (Kronecker deltast) esitligini saglayacak bir I’ vektdrii tanimlanarak
ve bu vektor Es. 4.45°de verilen hareket denklemine skaler carpan olarak yazilirsa

asagidaki esitlik bulunur.
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Q'sel + S me Vo, [p, 1= pU, s -V (4.47)
o

m”’ ve I’ vektorleriyle ilgili olarak asagidaki carpim ifadeleri yazilabilir.

f=y-om’ " =1om’ =" 51"es=0 (4.43)

Lzy—-om’d  =0->m” LT (4.49)

[ =y olmasi durumunda, Es. 4.47 asagidaki gibi olacaktir.

Q'sel” +co7[[p7]]20—>a)a[[pa]]:—Q*s-l“ (4.50)

Es. 4.50°de sag tarafta bulunan ifade Es. 4.45°de yerine yazilirsa,

n—1

Q's—> m“(Q's+19)= p,U, s 4.51)
a=1
veya
n—1
{1 -3 (m* ®l”)}Q*s = p,U,s (4.52)
a=1

burada Q", Es. 4.46’da tanimlanan termoelastik akustik tansordiir. Bu esitlik, birden
fazla termomekanik kisit igeren termoelastik malzeme icin zayif sok dalgalarinin
yayllma denklemidir. Siirekli ortamda bir adet termomekanik kisit fonksiyonunun

olmasi durumda Es. 4.45°de verilen hareket denklemi asagidaki forma doniisiir.

[c®b+b®cs+ Z4 (c®c)k=pU,’s (4.53)

Po@ Py’

Qs -
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Bu denklemin yazilmasinda Es. 4.35°de verilen m” teriminin =1 icin sifira esit
olacagr unutulmamalidir. Denklemde yer alan ¢ vektorii, Es.4.25 ve Es.4.33
yardimiyla (e = 1 i¢in) asagidaki gibi hesaplanir.

c =2p0(F+e®e)N =2p,(e«N)Fe (4.54)

Es. 4.24 ve Es. 4.37 kullanilarak b vektorii ise

b = —«, f3,(FN) (4.55)

olarak bulunur.

4.1.2. Zayif sok dalgasi yayillma sartlar

Es. 4.53’de verilen ve bir adet termomekanik kisit fonksiyonunun bulundugu
termoelastik ortam i¢in olusturulmus hareket denkleminde Es. 2.89°da verilen serbest
enerji fonksiyonu kullanilarak, dogrusal olmayan St.Venant - Kirchhoff malzeme-
lerinde zay1if sok dalgasi yayilma hizlar1 bu boliimde olusturulacaktir. Bu dogrultuda,

Es. 4.41°de verilen Q akustik tansorii, Es. 2.89 ve Es. 4.23 yardimiyla agagidaki gibi

yazilabilir.
Q=(1+u)FN®FN)+{AtrE+2u(EN «N)—-«,3,(0 — 6, )} + LFF" (4.56)

Es. 4.53 ile verilen hareket denkleminde yer alan iki adet skaler ¢arpim, Es. 4.33 ve
Es. 4.37 kullanilarak asagidaki gibi olusturulur.

ces=2p,(e«N)[(Fe)-s] (4.57)

bes=—x,5,(FN).s (4.58)
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Es. 4.56, s vektort ile carpilarak Es. 4.57 ve Es. 4.58 ile birlikte hareket denkleminde

yerine yazilarsa,

(A+ 1YFN ® FN)s + A1+(E)s + 2u(EN o N)s + (FF" )
(-0, + 25PN ) g+ (). e (4.59

(e N (Fe)-s)

Fe)=p U, ’s
pON

olarak St.Venant - Kirchhoff malzemeleri i¢in zayif sok dalgasi hareket denklemi

elde edilmis olur.

Baslangicta sekil degistirmemis ortam icin yvayilma hizlari

Sekil 4.2°de gosterilen 6rnek ortam dalga gegisi Oncesi herhangi bir dis yiikleme

altinda bulunmamaktadir. Deformasyonsuz ortam i¢in deformasyon gradyan tansorii,
1 00

F=I=|/0 1 0 (4.60)
0 0 1

ve buna bagh olarak, Es. 2.10 ile verilen Lagrange birim sekil degistirme tansorii
sifira esit olacaktir. Es.4.59’da verilen hareket denklemi, deformasyon gradyan

tansorlinlin ve Lagrange birim sekil degistirme tansdriiniin yerine yazilmasiyla,

(A+ 1N+ s =1, B, (66, )s +

4yp,Cos> Q
|

2k, 3,Cos *Q U

s|N+e]
@

(4.61)
s|e = pOUst

halini alir. Burada Q = f — » olarak alinmistir. Bu ifadenin her iki tarafin1 s vektorii

ile ¢arparak,
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7z = 7 ’
,-Dalga esigi-” .7 .
% ,' . ,/ ’ z

Sekil 4.2. Zay1f sok dalgasi esigi. (# dalga yayilma dogrultusu agis1 ve y sicakliga
bagli uzama kisitinin bulundugu dogrultu agisi)

(l+,u)(Nos)2 +ﬂ(S°S)—KTﬂ0(9—90)(SOS)+ 4KTﬂ0(eoN)(eos)(Nos)
®
(4.62)
2 2
+ 4zp0(e-;) (eos) _ U (ses)
ve s =sv ifadesini yerine yazarak,
(/1+,u)(Nov)2 +/1—K'T,30(9—90)+ 4KTﬂ0(eoN)(eov)(Nov)
®

(4.63)

P22l (e .;2)2 (eev)’ = pU,°

elde edilir. Burada v, s dogrultusundaki birim vektorii ifade etmektedir.

a. Boyuna zayif sok dalgast yayilma hizi

Sekil 4.3°de verilen boyuna sok dalgasi i¢in dalga yayilma dogrultusundaki birim
vektor ile sok tekillik vektorii s dogrultusundaki birim vektdr v arasinda asagidaki

iliski mevcuttur.

N=vo>Nev=l (4.64)
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Referans konumu

Sekil 4.3. Boyuna zayif sok dalgasi yayilma ve sok vektorii dogrultular

Sicakliga bagli uzama dogrultusundaki birim vektor ile dalga yayilma dogrultusu

arasindaki baginti,
eeN=eov=Cos(y—/f) (4.65)

olarak yazilarak, boyuna zayif sok dalgas1 yayilma hiz1 asagidaki gibi elde edilir.

2 _ 4 _
D2 o0 0,)4 KL D) A CO =D s g
w w

A+2u— - 4 (y— Yy -
U, :\/ ol Krﬂo(e Ho)+ Kk ByCos” (y :8)+4ZCOS 2(7 B) (4.67)
Po Po @ @
Sicakliga bagli uzama dogrultusunda yayilan boyuna zayif sok dalgasi hizi,
A+2u— — 4
UN:\/ + H KTﬂO(H 60)+ KTﬂO +4_€ (468)
Po P @

ve sicakliga bagli uzama dogrultusuna dik dogrultuda yayilan boyuna zayif sok

dalgasi hizi,
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UN :\/2’—}_2/’1_’{1"!80(0_60) (469)
Po

olarak yazilabilir.
b. Enine zayif sok dalgasi yayilma hizi

Enine zayif sok dalgasi i¢in dalga yayilma dogrultusu N ve sok tekillik vektorii s

arasinda,
Nes=0ve N _Ls (4.70)

ifadesi yazilabilir. Ayrica sok yayilma dogrultusu ile uzamazlik dogrultusu e arasinda

Sekil 4.4°de verilen dogrultu agilar1 kullanilarak,
e0N=C0s(7—,B) ve eov:Cos(%—(y—ﬂ)j (4.71)
yazilabilir. Es. 4.71°de verilenler yardimiyla Es. 4.63’den,

4;moCOS2(7—ﬂ)Cosz(72[—(7—ﬂ)j

p=1,(0-6,)+ e =pUy° (4.72)

Ve

2 o T
ﬂ_KTﬂ0(9—90)+4ZCOS (V_ﬂ)COS (2_(7/_18)j

Po @

U, = (4.73)

olarak enine zayif sok dalgasi yayilma hizi bulunur. Sicakliga bagli uzama

dogrultusunda yayilan enine zay1f sok dalgasi hizi,
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Referans konumu

Sekil 4.4. Enine zayif sok dalgasi yayilma ve sok vektorii dogrultulari

UN :\//J_Krﬂo(g_go) (4‘74)
Po

ve sicakliga bagli uzama dogrultusuna dik dogrultuda yayilan enine zay1f sok dalgasi

hizi,

U, :\/ﬂ_’(rﬂo(e_eo) (4.75)
Po

olarak bulunur.

Tek eksenli cekme altindaki ortam icin vayilma hizlan

Bu boliimde yapilan sayisal hesaplamalarda 6rnek kauguk tiirli cisim igin elastisite
modiilii 2 MPa olarak alinmustir [41]. Malzeme sikistirilabilir olup Poisson orani
0,485°dir. Lamé sabitleri A=Ev/[(1+v)1-2v)] ve wu=E/2(1+Vv)] esitlikleriyle
hesaplanacaktir. Elastik hacim modiilii ise «=A4+2u/3 esitligi ile belirlidir.
Hacimsel 1s1l genlesme katsayist 3, = 2,1x107°1/°K , dzgiil 1s1 ¢, = 703 J/(kg°K) ve

yogunluk po=2000 kg/m’ olarak almmustir. Sicakliga bagli uzayan lifler
dogrultusunda birim vektér e ve dalga birim normal vektérii N asagidaki gibi

secilmistir.
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Sekil 4.5. I-ekseni dogrultusunda 8, uzamasi1 yapan termomekanik kisitli cisim

Cosy Cos p
e=<Siny;, N=<Sinp (4.76)
0 0

Dalga yayilmas1 oncesi tek eksenli ¢ekme altindaki termomekanik kisitli ortamin
deformasyon durumu Sekil 4.5’de goriildiigii gibi olacaktir. Burada /-ekseni
dogrultusunda &, kadar uzayan cisim, 2- ve 3-ekseni dogrultularinda uzamadan
kalmaktadir. Cisim, e dogrultusunda ise 5, = W kadar uzama yapacaktir. e
dogrultusunda sicakliga bagli uzama kisit1 bulunan ortam i¢in tek eksenli ¢ekme
halinde /-ekseni dogrultusunda c¢ekmeye ek olarak bir kayma deformasyonu

gergeklesecektir. Bu tip sekil degistirmeye ait deformasyon gradyan tansorii

asagidaki gibi olacaktir.

5 00 5, tana 0 1/6, 00
F=|tana 1 0|, F'=|0 1 0|, F'=|-tana/s, 1 0 4.77)
0 01 0o 0 1 0 0 1

Sicakliga bagl uzamazlik kisiti, yukarida verilen deformasyon gradyan tansorii ve e

vektori yardimiyla,
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o= 512C0s27/ + (tan a Cosy + Sz'n;/)2 - h(@) =0 (4.78)

olarak yazilir. Kisit fonksiyonunun sicaklia gore tiirevi olan @ terimi asagidaki

gibidir.
oo 09 __0n0) (4.79)
860 06

Es. 4.78’de bilinmeyen olarak karsimiza ¢ikan tanec h(@) fonksiyonuna bagli

olarak asagidaki gibi hesaplanir.

tana = h(ﬁ) —512 —tany (4.80)
cos” ¥

I-ekseni dogrultusunda gergeklesen uzama orani i¢in limit durum ise Es. 4.80’den

8, <1/cosy olarak bulunur. Hareket denkleminde gerekli olan vektdr ve tansor

carpimlar1 asagidaki gibi hesaplanabilir.

0,cos 3 0, cosy
FN =<tana cos f+sin S, Fe =<tana cosy +siny (4.81)
0 0
512 cos’ 3 o, cosﬂ(tana cos B+ sinﬂ) 0
FN®FN =] J, cosﬂ(tana cos [ +sin ,B) (tana cosﬂ+sinﬂ)2 0| (4.82)
0 0 0

512 cos’ y 0, cos ;/(tan  CcOS ¥ +sin 7) 0
Fe ® Fe =| &, cos y (tan a cos y + sin y) (tan cz cos y +siny )’ 0 (4.83)
0 0 0



Sol Cauchy-Green deformasyon tansorti,

5, o tanax 0
B=FF' =|¢ tana l+tan’a 0
0 0 1

Sag Cauchy-Green deformasyon tansorii,

5 +tan’ ¢ tana 0
C=F'F= tan 1 0
0 0 1

sekil degistirme tansorii,

5 +tan’a—1 tana 0

E:—(C—I):l tan « 0
2 0 0

sekil degistirme tansoriiniin izi,

trE = %(512 +tan’ a —1)

77

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

EN.N = %cosﬂsinﬂtana + cosﬂ(%sinﬁ’tana +%cos,6’(§l2 +tan’ o — 1)} (4.88)

Es. 4.81-Es. 4.88 arasinda verilen skaler ve tansorel carpimlarin yardimiyla, Es. 4.53

ile verilen 6zdeger problemi ¢oziilerek tek eksenli ¢ekme altindaki termomekanik

kisith termoelastik cisim i¢in zayif sok dalgasi yayilma hizlari elde edilmistir.

Secilen farkli e vektorii dogrultu agilart ve farkli dalga yayilma dogrultu agilari i¢in
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elde edilen hizlarin /-ekseni dogrultusundaki uzama ve sicaklik artimina gore

degisimini gosteren grafikler ise Sekil 4.6-Sekil 4.13 arasinda verilmektedir.
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Sekil 4.6. Boyuna sok dalgalarinin sicaklik ve uzama oraniyla degisimi, lif dogrultu
acist y a)30°,b)45°,¢)60°,d)75°, f-y=30°
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(d)

Sekil 4.7. Enine sok dalgalarinin sicaklik ve uzama oraniyla degisimi, lif dogrultu

y=30°

acist ¥ a) 30°,b)45°,¢)60°,d)75°, S8
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Sekil 4.8. Boyuna sok dalgalarinin sicaklik ve uzama oraniyla degisimi, lif dogrultu
acist ¥ a)30°,b)45°,¢)60°,d)75°, f-y=45°
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i, lif dogrultu

gisimi

-

.10. Boyuna sok dalgalarinin sicaklik ve uzama oraniyla de

il 4

Sek

=60 °

acist ¥ a) 30 °, b) 45 °, ¢) 60 °, d) 75 °, B-y
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Sekil 4.11. Enine sok dalgalarinin sicaklik ve uzama oraniyla degisimi, lif dogrultu
acist ¥ a) 30°,b)45°,¢)60°,d)75°, f-y=60°
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10 08

(a)

(b)

(d)

Sekil 4.13. Enine sok dalgalarinin sicaklik ve uzama oraniyla degisimi, lif dogrultu

acis1 ¥ a) 30°,b)45°,¢)60°,d) 75 °, f-y=90°
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Sekil 4.14. 8 — 6,=10°K ve (f=y+x/2) iken boyuna dalga hizi-lif dogrultu acisi
grafigi

Iki eksenli cekme altindaki ortam icin yayilma hizlari

Tek eksenli ¢ekme altinda bulunan ortam i¢in kabul ettigimiz malzeme sabitleri bu
boliimde de kullanilacaktir. Es. 4.76 ile verilen uzamazlik dogrultusundaki birim
vektdr ve yiizey birim normal vektdrii burada da gecerlidir. Iki eksenli gekme

altindaki ortam i¢in deformasyon gradyan tansorii, tersi ve evrigi asagidaki gibidir.

5, 0 0 S, tana 0 1/8, 0 0
F=|tana &, O, F'={0 &, 0|, F'=|-tana/55, 1/5, 0| (4.89)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Sicakliga bagl uzamazlik kisitindan elde edilen esitlik yardimiyla, iki eksenli ¢cekme

icin yazilan deformasyon gradyan tansorii ve e birim vektorii kullanilarak asagidaki

denklem elde edilir.

5,’Cos’y +(tana Cosy + 8,Siny )’ —h(@)=0 (4.90)

1- ve 2-eksenleri dogrultusunda gergeklesen o6, ve O, uzamalar1 birbirlerinden

bagimsizdir.
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Kisithh deformasyon sirasinda olusan kayma deformasyonu bileseni, Es. 4.90

yardimiyla asagidaki gibi hesap edilir.

h(@) 1/2
tana=( 5 —512j -0, tany (4.91)
cos” y

I-ekseni dogrultusundaki uzamanin sinirt 8, <1/cosy olarak belirlidir.

Iki eksenli gekme altindaki ortam i¢in gecerli olan hareket denkleminde kullanilacak

vektorel ve tansorel carpimlar asagida verimistir.

0, cos B 0, cosy
FN =<tana cos f+ 9, sin f;, Fe=<tana cosy + 9, siny (4.92)
0 0
512 cos’ 3 0, cos/i’(tana cos S+ 9, sin ﬂ) 0
FN ® FN =| 6, cos S(tan & cos 3 + &, sin j3) (tana cos S + &, sin B)’ 0| (4.93)
0 0 0
512 cos’ y 0, cosy(tan acosy + 0, sin }/) 0

Fe®Fe=|0, cosy (tan acosy +0,sin 7/) (tan acosy + 0, sin ;/)2 0| (4.94)
0 0 0

Sol Cauchy-Green deformasyon tansorii,

5’ o0, tan 0
B=FF' =|§ tana &, +tan’ ¢ 0 (4.95)
0 0 1
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Sag Cauchy-Green deformasyon tansort,

5 +tan’a &, tana 0
C=F'F=| J,tana 5, 0 (4.96)
0 0 1

sekil degistirme tansorii,

| . 5 +tan’ -1 &, tanax 0
E=5(C—I):E 5, tana 5° 0 (4.97)
0 0 0

Es. 4.53°de olusturdugumuz bir adet termomekanik kisit iceren termoelastik ortam
icin hareket denkleminden hiz i¢in yapilacak ¢oziimleme ile elde edilen sonuglarin,
farkli e vektorl dogrultu acgilart ve farkli dalga yayilma dogrultu agilari i¢in /- ve 2-
ekseni dogrultusundaki uzama oranlarina gore degisimini gosteren grafikler

Sekil 4.15 - Sekil 4.18° de verilmektedir.
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Sekil 4.15. iki eksenli ¢ekme altindaki kisitli ortamda yayilan boyuna sok dalgasinin
uzama orantyla degisimi agis1 y a) 30°, b) 45°, ¢) 60°, d) 75° ve

B=y+rl6
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Sekil 4.16. Iki eksenli gekme altindaki kisith ortamda yayilan boyuna sok dalgasinin

uzama oraniyla degisimi agis1 y a) 30°, b) 45°, ¢) 60°, d) 75° ve

pB=y+tr/4
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Sekil 4.17. Iki eksenli gekme altindaki kisith ortamda yayilan boyuna sok dalgasinin
uzama oraniyla degisimi agis1 y a) 30°, b) 45°, ¢) 60°, d) 75° ve
pP=y+r/3
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Sekil 4.18. ki eksenli gekme altindaki kisith ortamda yayilan boyuna sok dalgasinin
uzama oraniyla degisimi agis1 y a) 30°, b) 45°, ¢) 60°, d) 75° ve

B=y+r/2

4.2. Saf Mekanik Kisith Termoelastik Cisimler

4.2.1. Zayif sok dalgasi hareket denkleminin elde edilmesi

Bo6l1.4.1.1°de termomekanik kisith cisimler i¢in olusturulan zayif sok dalgasi hareket

denklemi, kisitlama fonksiyonunun sicakliktan bagimsiz oldugu 6zel bir durum i¢in

bu bolimde incelenecektir. Es.4.52 veya Es.4.53, icerisinde ™' terimini

icermektedir. Saf mekanik kisitli ortamlar i¢in bu terim @“ = 0¢“ / 060 =0 olacaktir

ve hareket denkleminde tanimsiz ifadelere yol agacaktir. Bu nedenle, saf mekanik

RO WRL

1,6
L5
L4
1,3

1,2
L1
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kisith ortam ig¢in hareket denklemi yeniden olusturulmak zorundadir. Saf mekanik
kisitlama fonksiyonu, sadece mekanik bagimsiz degiskene yani deformasyon
gradyanina baghdir. Es. 2.101°de verilen saf mekanik kisit fonksiyonuna bakilacak
olursa, ifadenin mutlak sicaklia gore degisimi sifir olacaktir ve bu dogrultuda

asagidaki esitlik gecerlidir.

2.+ a+
«_ Oy _0¢" _, (4.98)
00ap,, 06

Es. 4.29°da verilen entropideki sicrama ifadesinde Es. 4.98 yerine yazilarak,

7] =-—bes- z[o] (4.99)

0

elde edilir. Zayif sok dalgalarinin izentropik oldugu, yani entropideki sigramanin
sifira esit oldugu diisiiniilecek olursa, sicakliktaki sigrama saf mekanik kisitli cisimler

i¢cin asagidaki gibi elde edilecektir.

[6]=-—b.s (4.100)
PoX

Es. 4.2 ve Es. 4.98 yardimiyla, Es. 4.31 asagidaki sekilde yazilabilir.

ica.(s@)N):c“.s:o, a=1,..n (4.101)

Po

Lagrange c¢arpanindaki sicramayi saf mekanik kisith ortamlar i¢in elde etmek icin

asagidaki esitligi saglayacak bir d” vektorii tanimlanr.

c“ed’ =67 (4.102)
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a ve f'nin alacagl degerlere gore ve Es. 4.101 g6z onilinde bulundurularak asagidaki

vektorel 6zellikler yazilabilir.

B=y—>ced’ =1>c*//d’ > d’ es=0 (4.103)

B#y—>ced’ =0—>c* Ld’ (4.104)

Es. 4.40°de verilen hareket denkleminin her iki tarafi d” vektorii ile skaler ¢arpilarak

ve Es. 4.100 yardimiyla,

[p,]=-Qsed’ +——(bed’Jbes) (4.105)

0

olarak Lagrange carpanindaki sigrama elde edilir. Es. 4.40’da verilen hareket
denkleminde sicakliktaki sigrama ve Lagrange carpanindaki sigrama yerlerine

yazilarak saf mekanik kisitli ortam i¢in zayif sok dalgasi hareket denklemi agagidaki

gibi elde edilir.

Qs (b@bs-> (" @d’ s+ (c* @d” fb®b) = p,U, s  (4.106)
PoX a=1 PoX a=l

veya

(1 ~Y (e @a )j()s = pUy’s (4.107)
a=1

- 1 .
Burada Q = Q- ——(b ®b)dir.

XPo
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Es. 4.107, birden fazla mekanik kisit iceren termoelastik malzeme i¢in zayif sok
dalgalarmin yayilma denklemidir. Siirekli ortamda bir adet saf mekanik kisit

fonksiyonunun bulundugu durumda hareket denklemi,

I-c®d)Qs = p,U,’s (4.108)

halini alir. Burada Es. 4.102’yi saglayacak d vektorii ,

d= (4.109)

olarak bulunur. Bu durumda, asagidaki diyadik ¢arpim yazilabilir.

2
c®d=p—°2(%N®%Nj, (4.110)
of \OF " oF

Burada, saf mekanik kisithi cisimler igin gegerli ¢ kisit fonksiyonunun deformasyon

gradyan tansdriine gore tiirevi alinacak olursa,

o

—=2(Fe®e 4.111
oF ( ) (4.111)

elde edilir. Bulunan tiirev esitliginin Es. 4.111°de yerine yazacak olursak,
c®d=Fe®Fe (4.112)

elde edilir. Es. 4.107 icindeki akustik tansordeki b vektorlerinin diyadik carpimu,
St.Venant-Kirchhoff malzemeleri i¢in kullanilan serbest enerji fonksiyonunun
deformasyon gradyan tansoOriine ve sicaklia gore tiirevleri alinarak asagidaki gibi

elde edilebilir.
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b®b =(x,5,) FN @ FN (4.113)

Es. 4.112 ve Es.4.113 de elde edilen carpimlari Es. 4.108’de yerine yazarak, bir
dogrultuda uzamaz St.Venant-Kirchhoff malzemeleri i¢in hareket denklemi

asagidaki gibi elde edilir.

2
(I-Fe® Fe{Q —MFN ®FNJS = p,U,’s (4.114)
XPo

Termoelastik ortam i¢in olusturulmus, dogrusal olmayan St.Venant-Kirchhoff
malzemeleri i¢in Q akustik tansorii Es. 4.56 ile ayn1 olacaktir. Es. 4.101 ile verilen

skaler ¢carpim Es. 4.111 yardimuiyla,
ces=(e«N)Fees)=0 (4.115)
halini alir.

4.2.2. Zayif sok dalgasi yayilma sartlari

Dalga esigi ilerisinde F =1

Dalga esigi oniinde deformasyon olmadigi durum i¢in deformasyon gradyan tansorii

ve tekillik yiizeyi normalleri asagidaki gibi olacaktir.

F'=Iven=N (4.116)

Es. 4.114 igerisinde yukaridaki oOzellik kullanilarak dalga gegisi Oncesi

deformasyonsuz olan ortam i¢in hareket denklemi asagidaki gibi yazilir.
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(I—e®e{Q—Mn®an:poUN2s (4.117)
ZPo

Q akustik tansorii ise asagidaki hali alir.

Q=A(N®N)+ u(NQN)+ ul —x,3,(6 -, (4.118)
Es. 4.115 ile verilen carpim, dalga gecisi oncesi deformasyonsuz ortam igin,
(een)e.s)=0 (4.119)
olacaktir.

a. Boyuna zayif sok dalgasi yayilma hizi

Es. 4.64 kullanilarak Es. 4.119,

een=0ve ees=0 (4.120)
halini alir. Buradan, bir dogrultuda uzamaz cisim i¢inde boyuna zayif sok dalgasinin
uzamazlik dogrultusuna dik dogrultuda yayilmak durumunda oldugu ortaya
cikmaktadir. e ve s vektorleri birbirlerine dik olacagi igin,

(e®e)s=0 (4.121)

esitligi yazilabilir. Bu durumda Es. 4.117 ile verilen hareket denklemi,

[Q &B) o njs — pUs (4.122)
XPo
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Referans konumu

Sekil 4.19. Boyuna zayif sok dalgasi1 yayilma ve sok vektorii dogrultulari

Qs —%(n shh = p,U, s (4.123)

Es. 4.118 ve Es. 4.116 yardimiyla,

Hn®nk+ uln ®nk+ s, By (00,5 —LL) (s = o0, s
yq

Po

elde edilir. Burada yer alan diyadik carpimlardan kurtularak asagidaki ifade

bulunabilir.

(/1+,u—mj(n-s)n+,us—KT,BO(<9—<90)s:pOUst (4.124)
XPo

Sok tekillik vektorii s ile her iki taraf i¢in nokta ¢arpimi yapilacak olursa,

2
(ﬂ-ﬁ-ﬂ—%}sz+/,ISZ—K‘T,60(0—00)S2 =pOUN2S2 (4.125)
0

ve gerekli sadelestirmeler yapilarak,
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(iw—m}u—mm(@—é’o):poUNz (4.126)

0

Uzamaz dogrultuya dik yayilan boyuna zayif sok dalgasi hizi,

U, :\/(/1‘*‘,“ _ (Krﬁ02)2]+ ,U_Krﬁo(e_eo) (4.127)
Po XPo Po

olarak elde edilir.
b. Enine zayif sok dalgasi yayilma hizi

Enine zayif sok dalgas1 yayilma problemi i¢in Es. 4.119 ile ¢ikarilabilecek iki durum

bulunur. Bunlardan birincisi,
(eem)=0 ves|e (4.128)

olan ve uzamaz liflere dik dogrultuda yayilan enine zayif sok dalgasidir. e
dogrultusunda deformasyon olmayacagi icin bu tip enine zayif sok dalgasi
olusmayacaktir. ikinci durum ise, uzamaz dogrultuya paralel yayilan enine zayif sok

dalgasidir ve,
(ees)=0ven|e, sle, sin (4.129)
ifadeleri Es. 4.119’u saglar. Bu durumda sok tekillik vektorii s, uzamaz dogrultuya

dik olusacaktir ve zayif sok dalgasi uzamaz dogrultuya paralel dogrultuda yayilmak

zorundadir. Es. 4.117 ile verilen hareket denklemi,

Qs—%(nos)n = p,U,’s (4.130)
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Sekil 4.20. Uzamaz liflerle kuvvetlendirilmis olan cisimde enine zay1f sok dalgasi

ve enine sok dalgasi yayilma dogrultusunun sok tekillik vektoriine dik olmasi

durumu kullanilarak hareket denklemi agagidaki gibi yazilabilir.

Qs=p,U,’s (4.131)

Es. 4.118 ile verilen akustik tansor yukaridaki ifadede yerine yazilarak,

An®nks+un@n)s+ us—x,8,(60-6,)=p,U,’s (4.132)

us—i,5,(0-6,)%=p,U,’s (4.133)

ve bir dogrultuda uzamaz cisim i¢inde yayilan enine zay1f sok dalgasi hizi,

U, :\/,U—Krﬁo(e_eo) (4.134)
Po

olarak elde edilir.

Dalga esigi ilerisinde F #1

Es. 4.115 ile verilen esitlik, dalga yayilma dogrultusu iizerinde bazi kisitlamalar

getirmektedir. Buna gore, e birim vektorii dogrultusunda uzamayan cisim i¢in,
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a.Referans konumunda uzamaz dogrultuya dik yayilan dalga, e« N =0,
b.Uzaysal konumda uzamaz dogrultuya dik sok tekillik vektoriine sahip dalga,
(Fe)ss =0,

durumlar diislintilmelidir. (a) maddesinde verilen ve N yayilma agist: y + 7 /2 olan

boyuna zayif sok dalgasi i¢gin,
eeN=0,ees=0,Nes=ys (4.135)
ve enine zayif sok dalgasi icin,
eeN=0,ees=5,Nes=0 (4.136)
carpimlar1 gecerlidir. Enine zayif sok dalgasinda, hiz sicramasi yoniinde olusan s
vektorli uzamaz yonde gerceklesir. Uzamazlik kisitlamasi bu dogrultuda bir hiz

sigcramasina izin vermemektedir. Bu nedenle uzamaz dogrultuya dik olarak yayilan

enine zay1f sok dalgasi olugsmayacaktir.

(b) maddesinde verilen (Fe)-s =0 esitligini saglayacak dalga tipleri (a)
maddesindeki dalga durumunun disinda, uzamazlik dogrultusuna paralel yayilan
enine dalgadir. Bu dalga tipi i¢in,

Nee=1, Fees=0 (4.137)

carpimlari gecerlidir.
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Tek eksenli cekme altindaki ortam icin vayilma hizlan

a. 1-ekseni dogrultusunda uzama, 2-ekseni dogrultusunda uzamanin olmadigr durum

Sekil 4.21°de verilen ve tek eksenli cekme altindaki bir dogrultuda uzamaz cisim i¢in
sekil degistirme durumu Es. 4.138’de verilen deformasyon gradyan tansori ile

tanimlidir.

Bir dogrultuda uzamazlik kisitinin bulunmasi, ¢ekme altindaki cisimde kayma
deformasyonu meydana getirmektedir. Ortam ve yiikkleme durumu igin gecerli

deformasyon gradyan tansoriiniin tersi ve evrigi agagida verilmektedir.

5 00 6, tana 0 1/8, 0 0
F=|tana 1 0|, F' =|0 1 0|, F'=|-tane/s, 1 0 (4.138)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Sekil 4.21°de gosterilen, yatay eksen iley agisi yapan uzamazlik dogrultusundaki

birim vektdr e ve buna bagli olarak (a) maddesinde yayilabilecegini belirttigimiz

boyuna zayif sok dalgasi i¢in N birim normal vektorii asagidaki gibi yazilabilir.

2 deformasyon Uzay konumu
P P s, e /\ Dl
/,’I”l,,// I’I,’I’ I’ <_’
/",”/,/ s, ¢ e I —>
SN, = H
T I +—»
) . ’,,’, ’(,} ,’,,/// < —»
R RS < —>
oL ] e
I 1 7:51 _»
Referans konumu Lo >

Sekil 4.21. e dogrultusunda uzamaz saf mekanik kisitli cismin /-ekseninde uzamasi.
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Cosy Cos p
e=<Siny », N=4Sinp (4.139)
0 0

Burada f=y+ 7 dir. e dogrultusundaki uzamazlik kisitlamasz ile

Fe.Fe=5,"Cos’y + (tana Cosy + Siny)’ =1 (4.140)

esitligi elde edilir. Bu esitlik yardimiyla farkli “o,” uzamalarina karsilik gelen
“tana” degeri hesaplanacak ve deformasyon gradyan tansorii olusturulacaktir.
Ayrica, e dogrultusundaki uzamazlik kisitlamasi nedeniyle ortamda olusabilecek /-

eksenindeki en biiyiik uzama degeri,

1
cosy

S5 = (4.141)

esitligi ile belirlidir. Es.4.114 ile verilen hareket denklemi asagidaki gibi tekrar

yazilabilir.
Ps=p,U,’s (4.142)

Burada P matrisi,

P= {Q —M(FN ®FN)-(Fe ® Fe)Q —M(Fe ® Fe)FN ®FN)} (4.143)
2Py 2Py

olarak tanimlhidir ve Q akustik tansorii Es. 4.56 ile verilmektedir. Hareket
denkleminde ve akustik tansorde yer alan matris ve diyadik ¢arpimlari ise asagidaki

gibi elde edilir.
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0, cos B 0, cosy
FN =<tana cos f+sin f;, Fe=<tana cosy +siny (4.144)
0 0
512 cos’ S 0, cos ﬂ(tana cos [ +sin ﬂ) 0
FN®FN =| 9, cos,b’(tan a cos [ +sin ,6’) (tan a cos [ +sin ﬂ)z 0| (4.145)
0 0 0
512 cos’ y 0, cos;/(tanacos;/+sin7) 0
Fe®Fe=| 0, cosy (tan  CcoS ¥ +sin 7) (tan Q Ccos ¥ +sin 7)2 0 (4.146)
0 0 0
Sol Cauchy-Green deformasyon tansorti,
5, o tanax 0
B=FF' =5 tana l+tan’a 0 (4.147)
0 0 1
Sag Cauchy-Green deformasyon tansort,
512 +tan’ ¢ tana 0
C=F'F= tan 1 0 (4.148)

0 0 1
sekil degistirme tansord,

. 512+tan2a—1 tana 0
E =_(C_I)=E tan o 0 O (4.149)
0 0 0
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trE:%(é‘lz +tan’ o —1) (4.150)

EN-N=%cosﬂsinﬂtana+cosﬂ %sinﬂtana+%cosﬂ(§lz+tan2a—1) (4.151)

Burada elde edilen vektor ve tansor biiyiikliikler kullanilarak farkli » agilar igin

Ps=p,U st , 0zdeger probleminin ¢oziimii ve sonucunda hesaplanan boyuna zayif

sok dalgasi hizlar1 agagidaki gibi olmaktadir.

140-
120
100~
804 o
80 i
a0 i

204 B

0 T~ _— 08 )
0-0, 10 04 0

Sekil 4.22. y = #/6 i¢in boyuna zayif sok dalgasi hizinin /-eksenindeki uzama ve
sicaklik arttimiyla degisimi (f=y+7/2)
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1 uzama v¢€

boyuna zayif sok dalgast hizinin /-eksenindek

i¢in

/4
sicaklik artimiyla de

Sekil 4.23. y

y+m/2)

L (f=

gisimi

-

£
5

g
oy

250

200

150 +

1 uzama veE

=y+7/2)

gisimi

-

boyuna zayif sok dalgasi hizinin /-eksenindek

i¢in

/3
sicaklik artimiyla de

Sekil 4.24. y
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200+

150~ -

...__
=
(=

y+zi2)

57/12 igin boyuna zayif sok dalgas1 hizinin /-eksenindeki uzama ve

sicaklik artimiyla degisimi (3

Sekil 4.25. ¥

ltusunda kisalma durumu

ogru

2-ekseni d

b. 1-ekseni dogrultusunda uzama,

Sekil 4.26°da gosterilen ve /- ve 2-eksenlerinde sirasiyla 6, ve 6, uzamasi yapan

kisitl ortam i¢in deformasyon gradyan tansorii, tersi ve evrigi agagida goriildiigii gibi

olacaktir.

(4.152)

~
;7444*;7
~—~
NN A
AR A
Y vy
/,ffff//
Y AN
[NRRRY vy =
CURENRE NV N W Y m
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[N R =)
LRV YR N WY ]
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AN Y N ()
viav oy Dy nWJ
Vv gy N
R CRREAY U
RS vy
R LY
Y (WY
R Y
AV VY Ly
R
VUV vV VY L vy
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%%&% & \ 4
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o
> 2y “
3 [
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N N N N
N . N N N
NIE= [NERENEEN =]
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NN N NN N (]
N N N N N /I O
N N N N A
[ERENEN S| ~
N N N A
NN NN il
N N Y N A N
LSRN N <
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N N N N
NN o} (=}
NN N y\/ ()
N N N N A
AY A A A '\ N R
N N N N N A

Sekil 4.26. e dogrultusunda uzamaz saf mekanik kisitli cismin /-ekseninde uzamasi,
2 ekseninde kisalmasi.
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Uzamazlik dogrultusu e ve dalga yayilma dogrultusu N, Es. 4.139°da verilmektedir.

Uzamazlik dogrultusuna dik yayilacak dalga i¢in f = 7/+% “dir. Uzamazlik kisiti

nedeniyle /- ve 2-eksenindeki uzamalar arasinda asagidaki baginti bulunur.

FeeFe=1 — 0, °Cos’y + 6, Sin’y =1 (4.153)

Ve

_s2 2
51:5,5‘2: w (4.154)
\  Sin’y

Es. 4.142 ile verilen 6zdeger problemi, Es. 4.152 ile verilen deformasyon durumu
kullanilarak ¢oziilecektir. Bu dogrultuda, akustik tansorii olusturan matris ve diyadik

carpimlar1 agagidaki gibi elde edilir.

0, cos 3 0, cosy
FN=:0,sinf;, Fe=40,siny (4.155)
0 0

5,” cos” 8 0,0,cosBsinfB 0
FNQFN=|5,cosfsinfg &, °sin’ 0 (4.156)
0 0 0

5,% cos? y 0,0,cosysiny 0
Fe®Fe=| 0,0, cosysiny 5,” sin® y 0 (4.157)
0 0 0

Sol Cauchy-Green deformasyon tansorti,



52 0 0
B=FF' =| 0 45, 0
0 0

57 0 0
C=F'F= 5,° 0
0

| 1a%4 0
E=—(C-I)==| 0 &°-10
~c-1)-1 :

WE=%®K+@2—ﬁ

EN.N :%(512 —1) cos’ ﬁ+%(§22 —1) sin’ 8
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(4.158)

(4.159)

(4.160)

(4.161)

(4.162)

Ornek malzeme parametreleri kullanilarak 6zdeger probleminin ¢dziimii sonucunda

zayif sok dalgasi hizlari, farkli uzamazlik dogrultular1 ve sicaklik artimlari igin

asagidaki gibi elde edilmektedir.
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Un (m/s) |
160 ~

140 -
120 -
100 —

60 —

Sekil 4.27. y = n/6 i¢in boyuna zayif sok dalgasi hizinin /-eksenindeki uzama ve
sicaklik artimiyla degisimi (f=y+7/2)

Sekil 4.28. ¥ = n/4 i¢in boyuna zayif sok dalgasi hizinin /-eksenindeki uzama ve
sicaklik artimiyla degisimi (f=y+7/2)



111

Sekil 4.29. ¥ = z/3 igin boyuna zayif sok dalgast hizinin /-eksenindeki uzama ve
sicaklik artimiyla degisimi (B=y+7x/2)

Iki eksenli cekme altindaki ortam icin yayilma hizlar

Iki eksenli ¢ekme altindaki e dogrultusunda uzamaz cisim igin kullanilacak

deformasyon gradyan tansoriiniin bilesenleri, tersi ve evrigi asagidaki gibidir.

6, 0 0 6, tana 0 1/6, 0 0
F=|tana &, 0|, F'={0 &, 0|, F'=|-tana/505, 1/5, 0][(4.163)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

e dogrultusundaki uzamazlik kisit1 kullanilarak deformasyon gradyan tansoriiniin

bilinmeyen bileseni tan ¢ asagidaki gibi elde edilir.

tan o = / 12 ~6,> =5, tany (4.164)
Cos“y
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_UN (m/s)

180

S 0, =12
T s=ul
1o L 8,=10
T s, =08

100 »
sor _—
60—

s

1 L L 1

20 ! Il 1 1
0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25

Sekil 4.30. ¥ = 7 /6 i¢in boyuna zayif sok dalgasi hizinin /-eksenindeki uzama ve
sicaklik artimiyla degisimi, (f=y+7/2) ve 6 — 6y=10°K

Un (m/s) S, =14

250 |

5, =12
200 | 5, =10
150 0,=08

100

50

0
0.8 09 1 1.1 1.2 1.8 1.4

Sekil 4.31. ¥ = #/4 i¢in boyuna zayif sok dalgasi hizinin /-eksenindeki uzama ve
sicaklik artimiyla degisimi, (f=y+7/2) ve 6 — 6y=10°K
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500 Un (m/s)
5,=16
500
5,=14
400
5,=12
3001
) ’ 5,=08
200 —'_",,_.f--""’ - '_/,..—--""/ i _/,_,—f-"""
_ 5
%.8 ‘; 1?2 114 1?6 1?8 é

Sekil 4.32. ¥ = /3 i¢in boyuna zayif sok dalgasi hizinin /-eksenindeki uzama ve
sicaklik artimiyla degisimi, (f=y+7x/2) ve 6 — 6,=10°K

4.3. Kisitsiz Termoelastik Cisimler

Bu béliimde biinyesinde kisitlama olmayan termoelastik bir cisim igin zayif sok
dalgas1 yayilma sartlar1 incelenecektir. Kisitl termoelastik cisimler i¢in izlenen yol
takip edilerek, tekillik ylizeyi lizerinde siireksizlik gosteren parametreler i¢in Taylor

seri agilim1 yardimiyla sigrama ifadeleri belirlenecektir.
4.3.1. Zay1if sok dalgasi hareket denkleminin elde edilmesi

Es. 2.63 ile kapal1 formda verilen Helmholtz serbest enerji fonksiyonunun dalga esigi

gerisindeki degerinin, dalga esigi ilerisindeki degeri etrafindaki Taylor serisi a¢ilimi,

SR /AN ¥ L ZA PR W
o=y J(F-F )+ 2 (0~ -0")+ (4.165)

olarak yazilabilir. Serbest enerji fonksiyonunun deformasyon gradyan tansoriine gore

tiirevi i¢in Taylor serisi agilimut ise,
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(6—‘”J_ :(6—'/’J+ +82—l/ﬁ(F‘ —F+)+M(e- —0")+... (4.166)
OF OF ) " OFoF OF00

olarak yazilir. Serbest enerji fonksiyonunun sicakliga gore tiirevinin Taylor serisi

agilimi,

- + 2.+ 2.+
(5_'//] :(a_'/’] Y oF )+ S (g -t (4.167)
00 00 OGOF 06060

olacaktir. Es.4.165 — Es.4.167 diizenlenerek bu parametrelerin dalga esigi

tizerindeki sigrama ifadeleri asagidaki hesaplanabilir.

+

D=2 [T+ 2 (o] @168)
[ow /o] = 2 Y [F]+ ¥ o] (4169
[ov/o0]= 2 ¥ [¥]+ 2 ¥ o] @170

Es. 2.70°de verilen 1. Piola — Kirchhoff gerilme tansoriindeki sicrama ise
[T]]=A.[F]]+B[e] (4.171)

olarak yazilir. Burada dordiincli mertebeden elastisite tansorii A,

o'y
A= 4.172
P R oF (4172)




115

Ikinci mertebeden sicaklik-deformasyon tansérii B,

o'y
%) Wollz,

B=p, (4.173)

olarak tanimlidir. Es. 2.68’de verilen entropi esitliginin sigrama formu ise asagidaki

gibi elde edilir.

[7]=-—B.[F]+ £[l6] (4.174)

0

2
Burada, ;(:—ZTVZ olarak tanimlidir. Serbest enerji fonksiyonu, gerilme ve

entropideki sigrama ifadelerini Es.4.11°de yerine yazarak asagidaki sonuca

ulasilabilir.

[2]]1=0 (4.175)

[6]-——B.(s®N) (4.176)

olarak hesaplanir. 4. mertebeden elastisite tansorii A ve ikinci mertebeden sicaklik -
deformasyon tansorii B, serbest enerji fonksiyonunun deformasyon gradyanina ve

sicakliga gore tiirevlerinin hesaplanmasinin ardindan asagidaki gibi yazilabilir.

Ay =AF Fy + AE 8,00 + 20, E\y + 1l F Ly
+ b, F 00 — K B (‘9 -6, )5mr5NM
B, =-k,B,Fy, (4.178)

(4.177)
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Yukarida belirlenen sicaklik parametresindeki sicramanin ve A ve B tansorlerinin
Es. 4.171°de yerine yazilmasiyla asagidaki gerilme ifadesi hesaplanabilir.

[[TkL ]] = X’(FmNNN )SkaL + ﬂ’(trE)SkNL +2us, E Ny + lu(FkNNN )F LSm

m

2 4.179
+ pF i Fop s NL_KTaO(e_eo)skNL_M(FnRNRSn)FkL ( )

mR “m
0

Son olarak birinci Piola — Kirchhoff gerilmesinde gerceklesen sigramanin Es. 4.39°da
yerine yazilmasiyla termoelastik ortam icin zayif sok dalgasi hareket denklemi

asagidaki gibi olusturulabilir.
Qs=p,U,’s (4.180)

Burada, ikinci mertebeden Q akustik tansorii,

Q= (i . Mj(FN ® FN)+ A(trE) + 2(EN o N)I
XPo

+ uFF" — .0, (0 -6,

(4.181)

olarak yazilir.

4.3.2. Zayif sok dalgas1 yayllma sartlar

Tek eksenli cekme altindaki ortam icin vayilma hizlan

Tek eksenli cekme altindaki kisitsiz termoelastik malzeme i¢in deformasyon gradyan

tansorti,

Y

(4.182)

F)-

oS O
S~ O
—_ O O
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Sekil 4.33. Tek eksenli ¢ekme altindaki cisimde zayif sok dalgasi yayilma dogrultusu

olarak yazilabilir. Burada /-ekseni boyunca uzama orani ¢, ’dir. Ortamda ilerleyecek

zayif sok dalgasi yiizeyi i¢in birim normal vektor ise asagidaki gibi secilmistir.

NT]=[ 0 0] (4.183)

Bu deformasyon durumu i¢in zayif sok dalgasi hizlar1 boyuna ve enine zayif sok

dalgalari i¢in sirasiyla,

Un(l) _ \/[i+,u] (3512 _1)_ (Kraoz)z 5 _(KTa0(9—90 ) (4.184)
2 Po XPo Po
2
U ﬂ/(i“’jﬁ_ A ka,(0-6,) (4.185)
2 Py 2P, Py

olarak elde edilir.
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7,30E+03

6,80E+03 ‘M

6,30E+03 |

5,80E+03 M
4

5,30E+03 M

4,80E+03

4,30E+03 4

Uy po*(ms™)

3,80E+03 \ \ \ \ \
273 293 313 333 353 373 393 413

Sekil 4.34. Farkli uzama oranlar1 i¢in boyuna dalga hiz1 — sicaklik grafigi
—=5=1.0, "5 =11, 6,=12,7* 5 =13(,=273K)

7500

7000 -~

6500 -

6000 -

UNpol/Z

5500 -

5000 -

4500 N T T T T T T T 1 51
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 1,40

Sekil 4.35. Farkl1 sicaklik artimlari i¢in boyuna dalga hiz1 — uzama grafigi
—-— 0-6,=0 a-0-6,=20°K —6-6,=40°K

% 0—-6,=60°K (6, =273K)
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Iki eksenli cekme altindaki ortam icin yayilma hizlari

Es. 4.188°de verilen deformasyon gradyan tansorinde o =0,, f=0, ve y=1
degerleri kullanilarak olusturulacak deformasyon gradyan tansorii ile zayif sok
dalgas1 hizlari, Es.4.180’de verilen 6zdeger probleminin c¢oziilmesi sonucunda

asagidaki gibi elde edilir.

2\ o2
U0 (2+3ﬂ_M]Q+L5;_(“”“9“0(9_90)) (4.186)
2 XPo ) Po 2P Po
U@ :\/('LH_&) (512 +522)_ (’1"'#""(7“0(9_90)) (4.187)
! 2 p() /00

Burada Es. 4.186 boyuna zayif sok dalgasi hizi, Es. 4.187 ise enine zayif sok dalgasi
hizidir.

Uc eksenli cekme altindaki ortam icin yayilma hizlari

Bu boliimde, /- 2- ve 3-eksenleri dogrultusunda farkli uzama altindaki termoelastik
cisim igerisinde yayilan zayif sok dalgasi i¢in yayilma hizlar1 belirlenecektir. Ele

alian deformasyon durumu i¢in deformasyon gradyan tansort,

y 0,
preltetettte
:: Dallga esigi :: %
o N [ O e
) ' ::x

J
RN 22

Sekil 4.36. iki eksenli cekme altindaki cisimde zayif sok dalgas1 yayilma dogrultusu
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0 0
B 0 (4.188)
0 »

olarak verilmektedir. Burada «, £ ve y, swrasiyla I- 2- ve 3-eksenleri

dogrultusundaki asal uzamalar1 géstermektedir.

Es. 4.183 ve Es. 4.188’in, Es. 4.181°de yerine yazilmasiyla asagidaki akustik tansor

bilesenleri elde edilir.

O, 0 0
[@Q]=] 0 0, o (4.189)
0 0 QO
Burada,

1P, (4.190)
+pa’ —K,0,(0-6,)
/1 2 2 2 2 2
Q22=5(a + B2 4y =3 la® ~1)+ up? — xya,(0-0,) (4.191)
/1 2 2 2 2 2
Q33:E(a + B2+ =3 e ~1)+ uy? - ey (0-6,) (4.192)

olarak yazilabilir.
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Es. 4.180°de verilen 6zdeger probleminin ¢oziilmesiyle boyuna zayif sok dalgasi

yayilma hizi,

2
Un(l) _ (/1+3,u B (KTaoz) Jaz N A (az NyE _3)_[ﬂ+KT0‘0(9_90)] (4.193)
Po XPo 2p0 Po

ve enine zayif sok dalgas1 yayilma hizi,

A (a2+,32 4y _3)+i(a2 +ﬂ2)_[:u+’(rao(g_eo)] (4.194)
2p, 0 Po

olarak bulunur. /- 2- ve 3-eksenleri dogrultusunda esit uzama oranlar1 kullanarak
olusturulacak deformasyon durumu i¢in, deformasyon gradyan tansoriine

a = [} =y =0 yazarak boyuna ve enine zayif sok dalgasi hizlar1 hesaplanabilir.

o :\/{/HM_(KT%)Z j5z 2 (52 o0)- [+ 1,0, (0-6, )] (4.195)

! Po Z,Doz 2p, Po

Un(z) :\/ 31 (52 _1)+2_,U52 _ L+ e, (0-6,)] (4.196)
2p0 Po Po
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5. KAYMA BANDI OLUSUMU

5.1. Kayma Bandlari

Kayma bandlari, aliiminyum ve bakir gibi siinek metaller ve alasimlarda, kum ve
kaya gibi taneli ortamlarda, polimer tiir malzemelerde yeterli deformasyon altinda
olusabilecek ince kalinlikli yiizeylerdir. Bu ylizey ortami ikiye ayirir. Olusan ylizey
tizerinde ortamin deformasyonu baska noktalara gore farklilik gosterir. Deformasyon
siireklidir ancak ortami olusturan maddesel noktalardan kayma bandi iizerinde

olanlarin hiz ve ivme gibi fiziksel biiytikliiklerinde ani sicrama gerceklesir.

Kayma bandinin olusumu, ortam i¢in deformasyonun iist sinir1 olarak kabul edilir.
Ani c¢arpisma ve ylklemelerde, mermi vb. cisimlerin ortama girislerinde, metallerin
sekillendirme siireclerinde bu tiir bandlar deformasyon yogunlagmasi olarak
karsimiza ¢ikmaktadir. Kayma deformasyonunun yogunlasip bir band olusturmasi,
dis yikler altindaki malzemenin daha fazla mukavemet gostermesinin karsisinda

istenmeyen bir durumdur.

Baz1 yiikleme sartlar1 altinda, kayma bandi yiizeyinin 6niinde ve arkasinda kalan
bolgeler kayma hareketi yaparak yer degistirirler. Tekillik yiizeyleri ile benzerlik
gosteren kayma bandi ylizeyinin incelenmesinde zayif sok dalgasi yayilma sartlari

kullanilarak, duragan zayif sok dalgasi ile modelleme yapilacaktir.

Biiyiik
\ deformasyon

Sekil 5.1. Kayma band1 diizlemi
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Bu asamada zayif sok dalgasi yayilma hizi ve akustik tansor i¢in asagidaki ifade

gecerli olacaktir.
Uy, =0 veya DetQ=0 (5.1

Yapilan sayisal hesaplamalarda, onceki bolimlerde kullanildigi gibi malzeme

elastisite modiilii 2 MPa olarak kullanilmistir. Malzeme sikistirilabilir olup Poisson

oram 0,485°dir. Hacimsel 1s1l genlesme katsayis1 f3, =2,1x107°1/°K , 6zgiil 1s1

¢y =703 J/(kg°K) ve yogunluk py= 2000 kg/m’ olarak alinmustir.
5.2. Termomekanik Kisith Cisimde Kayma Bandi Olusumu

Bu boliimde yapilan kayma bandi analizinde Boliim 4.1°de verilen sicakliga bagh

kisit fonksiyonu kullanilmistir. Buna gore,

FeeFe=1-£(0-6,) (5.2)

Burada &=0,03 ve 6, =273°K olarak alinmistir. Sicakliga bagli uzayan lifler

dogrultusunda birim vektor e ve dalga birim normal vektorii N Es. 4.76’da

verilmektedir.
5.2.1. Tek eksenli cekme altindaki kisith cisim

Sekil 5.2°de gosterilen tek eksenli ¢ekme altindaki termomekanik kisithi cisim igin
kayma bandi olusumu /-ekseni dogrultusunda sikistirma deformasyon durumunda
gerceklesmektedir. Es. 4.77 ile verilen bu deformasyon durumu kullanilarak
olusturulacak akustik tansor ve hareket denkleminin bir 6zdeger problemi olarak

¢Oziimii sonucunda dalga yayilma hizlar1 bulunabilmektedir. Bu ortam igin



124

Sekil 5.2. e dogrultusunda kisith termoelastik malzeme

hesaplanan boyuna ve enine dalga hizlarinin, dalga yayilma dogrultusu agis1 £ ile
degisimi Sekil 5.3 ve Sekil 5.4’de goriilmektedir. Burada fiber dogrultu agisi
y =n/4 ve sicaklik artim1 6 — 6, =10°K olarak secilmistir.

Kayma bandi olusumunu ifade eden ve Es. 5.1°de verilen dalga yayilma hizinin sifira
yaklagtigi durum, dalga yayilma dogrultusunun fiber dogrulusuna dik oldugu
durumda, o, =0,9537 ve &, =0,5209 uzama orani degerlerinde elde edilmektedir.
Kayma bandi gerceklestigi anda fiber dogrultu agilart y' =53,74° ve p'=71,15°

olarak hesaplanmaktadir.

2r U, (m/s)
100k o
T 6,=10
80 P . - 0,=09
60/ .
0,=0,7
40/
0,=0,6
20
0,=0,5
R -1
40 50 60 70 80 L0 100 10 120 130 140

Sekil 5.3. y =x/4 ve 8 — 6,=10°K iken boyuna dalga hiz1 — dalga yayilma
dogrultusu grafigi
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*lu, (m/s)
20 51 == 1,0
5, =0,99
5, =097
10
—5, =096
5
5 =095
()

0 1 1 1 1 1 1 1 1 i)
40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

Sekil 5.4. y =z /4 ve 6 — 6y=10°K iken enine dalga hiz1 — dalga yayilma dogrultusu
grafigi

5.2.2. iki eksenli cekme altindaki kisith cisim
Boliim 4.1.2°de yayilma sartlar1 incelenen iki eksenli ¢ekme altindaki termomekanik

kisith cisim i¢in deformasyon durumu Es. 4.89 ile tanimlanmistir. Bu deformasyon

durumunda /-ekseni ve 2-ekseni dogrultusundaki uzama oranlar1 birbirinden

1.4r
S,

19l Enine dalga i¢in kok

0.8

0,67 Boyuna dalga i¢in kok

06

0.2F

5, =085 5,

O 1 1 1 1 1 1 1 1
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Sekil 5.5. iki eksenli cekme igin kritik uzama oranlart
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bagimsizdir. Ortamda bulunan kisit nedeniyle ¢ekme etkisi altindaki cisim ayrica

kayma deformasyonu yapacaktir.

Lif dogrultu agis1 y =z /4 ve sicaklik artim1 6 — 6, =10°K iken hesaplanan kayma

band1 olusturacak kritik uzama degerleri Sekil 5.5°de gosterilmektedir. 2-ekseni

dogrultusundaki uzama oram1 &, =0,85 iken /-ekseni dogrultusundaki uzama

oranlar1 6, =1,065 ve 6, = 0,67 olarak hesaplanmistir.

5.3. Saf Mekanik Kisith Cisimde Kayma Bandi1 Olusumu

5.3.1. Tek eksenli ¢cekme altindaki kisith cisim

e birim vektorii dogrultusunda uzamaz olan cisimde tek eksenli basing etkisi altinda
kayma bandi olusmaktadir. Es. 4.138 ile verilen deformasyon durumuna gore -
ekseninde uzama etkisi altindaki cisim, e dogrultudaki uzamazlik kisiti nedeniyle
kayma deformasyonu da yapacaktir. Bu deformasyon gradyan tansorii ile e ve N

birim vektorlerinin hareket denkleminde yerine yazilmasindan elde edilen 6zdeger

21U, (mls)

100
0-6, = 0°K
10°K
20°K
30°K

%or 0K\
///

80}

40}

20

0 | 1 | | |
0.5 0.55 06 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 09 0.95 1

Sekil 5.6. Boyuna dalga hizi1 — uzama orani degisimi
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probleminin ¢6ziimii sonucunda hizlar ve duragan zayif sok dalgasi olusturacak

uzama degerleri elde edilebilir.

Sekil 5.6’da fiber dogrultu agis1 y =7/4 iken farkli sicaklik artimlari ic¢in fiber

dogrultusuna dik dogrultuda yayilan boyuna zayif sok dalga hizinin uzama oraniyla

degisimi gosterilmektedir. Sekil 5.7°de ise kritik uzama oranlar1 gosterilmektedir.

5.3.

2. iki eksenli cekme altindaki kisith cisim

I-ekseni ile y agis1 yapacak sekilde yerlestirilmis uzamaz lifler ile e dogrultusunda

uzamazlik kisitina sahip olan termoelastik ortam Sekil 5.8’de gosterilmektedir. Bu

ortam icin deformasyon durumu Es. 4.152°de, uzamazlik dogrultusu e ve dalga

yayllma dogrultusu N ise Es. 4.139’da verildigi gibidir. /-ekseni dogrultusunda

cekmeyle o kadar uzatilan uzamaz liflere sahip termoelastik malzeme, 2-ekseni

dogrultusunda bu uzama degerine bagli olarak kisalacaktir.

0.6

0.58

0.56 -
0.54+
0.52+
(o]
6-6,(°K)
05 | 1 1 | | | 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Sekil 5.7. Kritik uzama oran1 — sicaklik degisimi
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2 Uzamaz lifler deformasyon
—~——

DA Malzeme konumu
Referans konumu

Sekil 5.8. e dogrultusunda uzamaz liflerle kuvvetlendirilmis termoelastik cisim

Bir dogrultuda uzamaz termoelastik malzeme icin gegerli olan Es. 4.115°de verilen
kisit fonksiyonuna gore ancak iki tip dalga yayilma durumu olusabilir. Bunlardan

birincisi,

eeN=0—>el N ve Fees=0—>Fels (5.3)

durumudur. Bu zayif sok dalgasi, uzamaz liflere dik dogrultuda ilerleyen boyuna
zayif sok dalgasidir (Sekil 5.9). Ayn1 dogrultuda ilerleyen enine sok dalgasi uzamaz
liflerin varlig1 nedeniyle olusmayacaktir. /-ekseni ile y=n/4 derece a¢1 yapan lif
ailesi bulunan termoelastik ortamda yayilacak boyuna zayif sok dalgast hizlarinin /-
ekseni dogrultusundaki uzama oraniyla degisimi farkli sicaklik degerleri igin

Sekil 5.10°da gosterilmektedir.

2 Uzamaz lifler deformasyon

- e -

"’ Dalgaesigi .-~

- -
-
-
- e
- 3
.

-

’

",““Dalga esigi

v

Malzeme konumu
Referans konumu

Sekil 5.9. Uzamaz liflerle kuvvetlendirilmis olan cisimde boyuna sok dalgasi
yayilimi
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120,00

80,00 ~

303,15K

60,00

Yayilma hizi (m/s)

40,00 -

20,00 +

0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1.4 1,6

0,00

1 dogrultusundaki uzama

Sekil 5.10. Boyuna zay1f sok dalgasi yayilma hizinin uzama ile degisimi

Boyuna zayif sok dalgasi hizinda, /-ekseni dogrultusundaki uzamanin artmasiyla bir
azalma goriilmektedir. Maksimum hiz, deformasyonun olmadigi durum igin elde
edilmektedir. Sekil 5.11°da gosterilen grafikte boyuna zayif sok dalgasi igin
hesaplanan akustik tansoriin pozitif 6zdegerlerinin /-ekseni dogrultusundaki uzama

ile degisimi farkli sicakliklar i¢in goriilmektedir. Kayma band1 olusturacak kritik

2,50E+07
5 2,00E+07 NN
Q
5 ——293,15K
& 1,50E+07
° ——303,15K
0 ——313,15K
‘3 1,00E+07 ——323,15K
s
=
® 5,00E+06 |
E
<

0,00E+00 x x x

1 1,1 1,2 1,3 14 15

1 dodrultusundaki uzama

Sekil 5.11. Sifirdan biiyiik 6zdegerlerin uzama ile degisimi
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1,408
0%1,4071 1 @ 293,15K

1,406

1,404

d=1,40350 @ 293,15K

1,402 -

1,400 §=1,39984 @ 293,15K

Kritik uzama

1,398 -
1,396 1 139613 @
1,394 T T T T T 293'] SK
290 295 300 305 310 315 320 325
Sicaklik (°K)

Sekil 5.12. Kayma bandi olusturacak kritik uzama degerleri (y=x/4)

uzama degerleri ve bunlarin sicaklik ile degisimi Sekil 5.12°de gosterilmektedir.

Es. 4.115’de verilen kisit fonksiyonunu saglayan ikinci durumda ise,
eeN=1—>e//N ve Fees=0—>Fe Ls (5.4)

gecerlidir. Burada olusacak dalga tiirii ise, uzamaz lifler dogrultusunda yayilan enine
zayif sok dalgasidir. Ayni1 dogrultuda yayilan boyuna sok dalgasi uzamaz liflerin
varligindan dolay1 olusamayacaktir. Enine zayif sok dalgasi tipi icin € — 6, = 20 iken
yapilan hesaplama sonucu bulunan akustik tansoriin 6zdegerleri Sekil 5.14°de
gosterilmistir. Bu 6rnek malzemede, 6zdegerlerden iki tanesi sifirdan kiigiik ve bir

tanesi de sifira esittir.

deformasyon
—~—— A

Sekil 5.13. Uzamaz liflerle kuvvetlendirilmis olan cisimde enine sok dalgas1 yayilimi
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Akustik tansor 6zdegeri ( poUn"2)

-8,00E+05

-1,00E+06
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e

\

/Azdeger Ar<0
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\

0,2

0,7

1,2
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1 dogrultusundaki uzama

Sekil 5.14. Es. 5.4°de verilen sartlarda yayilan enine zayif sok dalgasi i¢in

0zdegerlerin uzama ile degisimi (6-6 o= 20)

5.4. Kisitsiz Termoelastik Cisimde Kayma Band1 Olusumu

131

Asal eksenler dogrultusunda uzama yapan kisitsiz termoelastik cisim i¢in Es. 4.181

ile verilen akustik tansor, Es. 4.189°daki gibi kdsegen matris olusturmaktadir. Bu

durumda akustik tansoriin determinanti,

detQ=Q,,Q,,Q3;

(5.5)

olarak yazilabilir. Herhangi bir deformasyon durumunda kayma bandi olusumu

aninda gecerli olan Es. 5.1 yukaridaki ifade yardimiyla hesaplanacaktir.

5.4.1. Tek eksenli cekme altindaki kisith cisim

Es. 4.182 ile verilen deformasyon durumu i¢in hesaplanan kritik uzama oranlari,

(5.6)
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(5.7)

2
olarak yazilabilir. Burada a . A M +1ve 2= M

B XHP H )z

dir.

5.4.2. iki eksenli cekme altindaki Kisith cisim

1- ve 2-eksenlerindeki ¢ekme oranlarinin o ve f ile gosterildigi, 3-eksenindeki

uzamanin 1’e esit oldugu deformasyon durumu i¢in Es. 5.1’in ¢6ziimii sonucunda

asagidaki denklem elde edilir.

(iﬂ](az )= 2 K% (g, ) 41 538)
2u J7"

Bu esitlik kritik uzamalarin lizerinde bulundugu bir ¢emberin esitligidir. ¢ ve [

uzama oranlarinin birbirlerine esit oldugu durum i¢in kayma band1 olusturacak kritik

uzama oranlar1 asagidaki gibi bulunur.

(5.9)

(5.10)
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(a) (b)

Sekil 5.15. iki eksenli ¢ekme altindaki cisim icin a) boyuna dalga hiz1 grafigi, b)
kritik uzama orani ¢emberi

(5.11)

5.4.3. Uc eksenli cekme altindaki kisith cisim

Es. 4.188’de verilen deformasyon gradyan tansorii ve Es.4.183’de verilen dalga
yayilma dogrultusu ile olusturulacak akustik tansoriin Es. 5.5°de yerine yazilmasiyla
hesaplanacak determinantin sifira esit oldugu durumda uzama oranlari i¢in ii¢ adet

esitlik elde edilir. Bunlar,

2

i

2
2+ 2

i i i

2
o + 71 i=1,23 (5.12)

N

S
0

9}

ile gosterilebilir. Burada yer alan sabitler,
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;ﬂ,+,u+KTa0(t9—t90)

a, = (5.13)
3 e, Era)
XPo
5/1+,L1+KT0(0(19—190)
b =c = 1 (5.14)
~2
2
Eﬂ+,u+KTa0(t9—t90)
a,=h, = (5.15)
—A+u
3
5/1+,u+KTaO(9—90)
c, = : (5.16)
2
2

olarak yazilabilir. Es. 5.12 uzama oran1 uzayinda bir elipsoid tanimlar ve bu elipsoid

tizerindeki sifirdan bliyiik degerler kritik uzama oranlarina karsilik gelmektedir.

Uc asal eksende de esit uzama yapan bir cisim icin hesaplanacak kritik uzama

oranlar1 ise Es. 5.17 ve Es. 5.18’deki gibidir.

(5.17)
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(5.18)

2,5

2,0 1

15

4
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0,0 ‘ ‘ ‘ ‘
20 40 60 80 100 120

Sekil 5.17. Kritik uzama oraninin sicaklik artimi ile degisimi
—— tek eksenli gekme, —=—iki eksenli esit cekme —— ii¢ eksenli esit
¢cekme
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6. SONUC

Biinyesinde deformasyon kisitinin bulundugu malzemeler havaciliktan insaat
sektorline (femel izolasyonu, dis gii¢clendirme levhalart) kadar pek ¢ok alanda yaygin
olarak kullanilmaya baglanmistir. Bu malzeme tiirlerinin farkli yonleriyle ele alinarak
incelenmesi tasarim asamasi oncesi onem arz etmektedir. Burada ele alinan dalga
yayilmasi ve kayma band1 olusumu konular1 da mekanik malzeme karakteristiklerini
ve deformasyon limitlerini tespit asamasinda kullanilabilecek verileri ortaya
cikarmaya yardime1 olacaktir. Bu ¢alisma, kisith termoelastik St. Venant — Kirchhoff
malzemelerinde yayilacak dalgalarinin soniimlenme sartlarinin arastirilmasiyla

gelistirilebilir.

Ozet olarak, zayif sok dalgas1 yayilma problemi tekillik yiizeyleri teorisi kullanilarak
ele alinmistir. Burada sok dalgasi hareket denklemini olusturmak i¢in tekillik yiizeyi
lizerindeki sigramalar Taylor serisi agilimi yapilarak yazilmistir. Oncelikle siirekli
ortamlar mekaniginin temel korunum yasalari, biinyesinde siireksizlik ylizeyi
bulunduran ve bulundurmayan ortamlar i¢in tekrar yazilmistir. Termodinamigin
temel ilkeleri gozden gegirilmis, dogrusal olmayan kisitli termoelastik ortam igin
biinye denklemleri olusturulmustur. Sok dalgasi hareket denklemi, 6zdegerlerin
yayilma hizi, 6zvektorlerin de sok tekillik vektorii dogrultusunda vektorlerin oldugu

bir 6zdeger problemi haline gelmektedir.

Burada sunulan ¢alismadan elde edilen sonuglar ve iizerinde durulmasi gerekli

noktalar sirasiyla belirtilmektedir.

1. Dalga yayilmasi problemi ve kayma bandi olusumunun incelendigi malzeme tipi
termomekanik kisitlamalara sahip termoelastik malzemedir. Sadece sicaklik
degisiminden etkilenen bir yoniin bulunmasi nedeniyle cisim anizotrop 6zellige
sahiptir. Bu anizotropi 6zelligin dalga yayilma hizlarina etkisi ve kayma bandi
olusumunda ne tiir etkiler yarattig1 goriilmiistiir.

2. Zayif sok dalgas: iizerinde,
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Gerilmedeki si¢rama: Deformasyon gradyanindaki sigrama, sicakliktaki ve
Lagrange carpanindaki sigramalarin birlesiminden olusur.

Deformasyon gradyan tansoriindeki sicrama: Zayif sok dalgalari i¢in sok tekillik
vektori ve sok ylizeyi birim normal vektoriiniin diyadik ¢arpimi olarak ifade
edilir.

Sicakliktaki sigrama: Sok tekillik vektori ve kisit fonksiyonu ile yazilir.
Entropideki si¢rama: Zay1f sok dalgasi icin sifira esittir.

Oncelikle ele alman termomekanik kisitli termoelastik ortam igin yapilan kabule
gore, e dogrultusunda yerlestirilmis lifler nedeniyle ¢ekme deformasyonuna ek

olarak kayma deformasyonu da yapmaktadir.

Ozdeger probleminin ¢dziimii sonucunda;

Termomekanik kisith ortamda yayilan boyuna ve enine zayif sok dalga hizlari,
malzeme parametrelerine ve fiber dogrultusu ile dalga yayilma dogrultusuna
bagli olarak bulunmustur. Kisith dogrultuda yayilan boyuna dalga hizi, kisith
dogrultuya dik olarak yayilan dalga hizindan daha kiiciiktiir. Dalga hizlari,
sicakliga bagli uzama dogrultusunda yayilan ve bu dogrultuya dik dogrultuda
yayilan enine zayif sok dalgasi i¢in aynidir. Cekme eksenleri boyunca uzama
orani ve ortam sicakligi ile birlikte dalga yayilma hizlar1 da artmaktadir.

Kayma bandi duragan zayif sok dalgasi olarak modellenmistir. Baz1 uzama
oranlar1 i¢in bu dalgalarin hiz1 sifira yaklagsmaktadir. Sifir dalga hizinin
bulundugu durumda zayif sok dalgasi esigi kayma bandi yiizeyini temsil eder.
Tek eksenli cekme deformasyonu altindaki termomekanik kisitli ortamda, basing
durumunda kayma bandi olusmaktadir. Fiber dogrultusuna dik dogrultuda
yayilan zayif sok dalgasi esigi kayma bandina karsilik gelmektedir.
Termomekanik kisith cisimde iki eksenli ¢ekme durumunda ise hem kisalma
hem de uzama durumunda kayma bandi olusabilmektedir. Segilen ornek
malzeme sabitleri kullanildiginda, 2-ekseni dogrulusunda uzama oran1 0,94’den
az oldugu durumda gergeklesen bu duruma karsilik, 2-eksenindeki 1,0 ile 0,94
arasindaki uzama orani degerleri i¢in /-ekseninde sadece basing halinde kayma

band1 olusur.
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Saf mekanik kisitli ortamlar i¢in bulunan c.s =0 kosulu, ortamda uzamaz liflere
dik dogrultuda ve uzamaz lifler dogrultusunda yayilabilecek iki tip zayif sok
dalgas1 oldugunu gdstermektedir. Ilk tip zayif sok dalgas1 uzamaz dogrultuya dik
dogrultuda yayilan boyuna sok dalgasidir. Ikinci tip dalga ise, uzamaz
dogrultuya paralel yayilan enine zayif sok dalgasidir. Bu iki tip dalga igin
deformasyonsuz ortamda yayilma hizlariin esitlikleri elde edilmistir.

Tek eksenli ¢cekme altindaki, /-ekseni dogrultusunda uzamayla birlikte kayma
deformasyonu yapan ve e dogrultusunda uzamaz olan ortamda biiyiik sikistirma
deformasyonu altinda sicakligin artmasiyla birlikte dalga yayillma hiz
azalmaktadir. 2-ekseninin, /-eksenindeki uzamaya bagli olarak kisaldigi ve
kaymanin olmadigit durumda, uzamanin artmasiyla birlikte hiz sifira
yaklagsmaktadir. Bu tip dalga i¢in yayilma hizinin sifir oldugu duruma karsilik
gelen kritik uzama degerleri ve bunlarin sicaklik ile degisimi elde edilmistir.
Yayilabilecek ikinci tip zayif sok dalgasi, uzamaz lifler dogrultusunda yayilan
enine zayif sok dalgasidir. Kullanilan malzeme sabitleri ve sicaklik artimi
degeriyle elde edilen akustik tansoriin 6zdegerlerinden iki tanesi sifirdan kiiciik
ve diger 6zdeger sifira esit olarak elde edilmektedir. Bu nedenle ikinci tip dalga,
kayma bandi aragtirmasinda kullanilamamaktadir. Kayma bandi, boyuna sok
dalgas1t hizinin sifira esit oldugu uzama degeri i¢in elde edilmistir. Bu tip
dalganin olusmasi i¢in diger bir sart da, ortamin sikistirilabilir olmasi
gerektigidir.

Son olarak ele alinan kisitsiz termoelastik ortam i¢in hareket denkleminin ve
akustik tansoriin olusturulmasinin ardindan ¢ekme deformasyonu altindaki cisim
icerisinde yayilacak zayif sok dalgasinin hizlar1 belirlenmistir. Bu deformasyon
durumlarindan tek eksenli ¢gekme halinde, uzama oraniyla yayilma hizinin arttig1
ancak sicak artisi ile azaldigr goriilmektedir. Kayma bandi analizi sonucunda,
farkl1 cekme durumlar1 altinda ortamda kayma bandi olusturacak kritik uzama

oranlar esitlikleri malzeme sabitlerine ve sicakliga bagli olarak elde edilmistir.
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EK-1 Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislar

Deformasyon gradyan tansoriiniin malzeme zaman tiirevi

Deformasyon gradyaninin tanimindan yola c¢ikarak Es.2.4’tin her iki tarafinin

malzeme zaman tiirevini alalim.

D D

E(dxk):E(FdeXL)

D | ox, D

— dX, |=—I(F,dX A.l
Dt[aXK j oy FudX.) (A1)

Malzeme zaman tiirevini alirken X, zamana gore sabit tutuldugu i¢in,

0 ( Dx, D
dX =—(F,, )dX A2
aXK(Dt] & = oy Fu )X, (A2)

olarak yazilabilir. Uzaysal konum vektoriiniin malzeme zaman tiirevi hiz1 verecektir.

Bu durumda zaman tiirevi asagidaki gibi elde edilir.

ov,

aXK dXK :FkL dXL

vy 0%,

dX, =F, dx
ox, OX K i S

aldxl :FkL dXL

X
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

F, = ZlF,L veya F= (Z—VJF (A.3)
i X

Birinci Piola — Kirchhoff gerilme tansori cinsinden yerel formda enerjinin korunumu

Yerel formda enerjinin korunumu asagidaki adimlar izlenerek birinci Piola —

Kirchhoff gerilme tansorii cinsinden yazilabilir.
pe=0oyv,, +q,, +ph veya pé—oyuv,, —q,, —ph=0 (A.4)

Deformasyon gradyan tansdriiniin zaman tiirevi (Es. A.3) ve Cauchy gerilme tansorii

(Es. 2.25’den) sirasiyla,
FkL =vi, F, ve oy = J Ty (A.5)

yazilabilir. Cauchy gerilme tansorii ve sonrasinda deformasyon gradyaninin zaman

tiirevi enerji denkliginde yerine yazilirsa,
pé—‘]ilTKlvl,kaK ~qiy —Ph=0
pé—JilTKlF'lK_qk,k_ph:O (A.6)

Jacobian, yogunluk cinsinden,

Jg=Lo 1P (A7)
P Po

Enerji denkliginin iki tarafin1 da j ile ¢arparak asagidaki sonucu elde ederiz.
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

Po

) . ) . 0
Pré=TuFi =2q = pyh=0 veya poé-TeF—JZl=p h=0 (A.8)

Sonsuz kiiciik alan elemanindaki degisim

Referans konumundaki ve uzaysal konumdaki sonsuz kii¢ciik hacim elemanlari

sirasiyla,
dA = dX" xdx? (A.9)
da = dx" x dx? (A.10)

olarak yazilabilir. Es. 2.4’de verilen sonsuz kii¢iik dx vektorii Es. A.10°da yerine

yazilirsa,

da = FdX" x Fdx®

da=e,z,, (FAX"),(FdX?),

da=e,e, FF, dXVcdx?, (A.11)
Es. A.11’in sag tarafinda e birim vektoriin indisini degistirerek,

da=6,e¢, FyF, dXVedx?, (A.12)

yazilabilir.
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

0, = F, Fy esitligini Es. A.12°de yerine yazarak ve &, detF=g¢, F F, F,,

esitligini kullanarak asagidaki sonug elde edilir.

da=e, detFF,e,,, dXVxdx?,

da=e,detF F,.d4,,

da=detFF'dA (A.13)

Sonsuz kiiciik hacim elemanindaki degisim

Referans konumunda bulunan malzemedeki hacim elemani,
av = (@X"xdX?)edX® veya dV =e,,, dX dX,dX, (A.14)
ve uzaysal konumda sekil degistirmis hacim elemani

dv = (dx1 X dxz)o dx; veya dv=¢g,dxdx dx, (A.15)

ik

Es. 2.4, Es. A.15’de yerlerine yazilarak uzaysal konumdaki hacim referans

konumundaki hacim birbiriyle iliskilendirilebilir.

dv = &, (FAX ") (FaX?) (FAX?), veya

dv =g, FyF, FodX) dxdx|) (A.16)

ijk = i

ey detF = ¢, F F, F,,, esitligini kullanarak,

ik
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari
dv=detFe,,, dXdxPdx® veya
dv=detFdV (A.17)

elde edilir.

Geometrik uygunluk sartlan

Hadamard 6nermesi ile elde edilen sigrama esitligi,

[e]l,, =[] 2* (A.18)

dx,
dy”

, Sekil 3.4’de gosterilen y' ve y* egrisel koordinatlarnin tizerinde

Burada ;< =

yer alan h* (a= 1, 2) teget vektoriiniin i. kartezyen bilesenidir. h' ve h”teget

vektorleri n birim normal vektoriine diktir. Es. 3.16’nin her iki tarafini hé ,h“khﬁk ile

carpalim,

heh’ ol n?, = Lo nen? nen?, (A.19)
Ve

h“h” h“h’ =6, —nn, (A.20)

esitligini kullanarak,

he ", [[(9]]0: hﬂj = [[(9,,-]] (517 —mn; )
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

he.h?, [[(/’]]a hé/ = IIQ/' ]]_ H%‘ ]]”i”j
IIQ/‘ ]]: [[Qi ]]”i”j + hakhﬁk [[¢]]a hﬁj

[[(D,J' ]]: [[(o,i ]]ninj + [[(D]]a haj
veya j inisini 7 indisi ile degistirerek,

lo, 1= [lo.cn DIn, + el 27 (A21)

[Grado] [[Gmd(p-n]]n+zz;aa[)[}(€]]h“ (A22)

elde edilir. Bu esitlik geometrik uygunluk sart1 olarak adlandirilir. ¢ fonksiyonunun

stirekli olmasi1 halinde Maxwell denklemine ulasilir.

[ell=0~ [, J=[e.n,]n, (A.23)
Es. A.21°de ¢ yerine ¢, ve i indisi yerine j indisi yazarak,

lo, I=lp.n i, + 1.1, 7, (A.24)

[[¢,i/ ]]: [[(p,ﬁ]] simetri 0zelligini kullanarak Es. A.24 asagidaki gibi yazilabilir.

[[%— I= e el I, +[o ; ]],a h’, (A.25)
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

Es. A.25%in her iki tarafini n;n; ile ¢arpalim.

[[%’j ]]”z‘”j = [[(D,jk 1 ]]”i”i”j + [[gp,j ]],a h'nn, (A.26)
h“ vektorlerinin n vektoriine dik olmasi nedeniyle asagidaki ifadeler yazilabilir.
h*n, =0 ve h*en=0 (A.27)

Es. A.26’in en son kisminda yer alan ifade sifira esit olacaktir. Boylece asagidaki

esitlik elde edilir.
Lo, Inn, =llo unn, ] (A.28)
Es. A.24 ve Es. A.25i kullanarak asagidaki esitlik yazilabilir.

lon Jn, +le. ], 2% = o on I+ o, ] e (A.29)

Yukaridaki esitligin her iki tarafini n; ile carparak,
[[Qik”k ]]njnj + [[Q{,- ]],a h®;n; = [[(p,jknk ]]ninj T [[(p,j ]],a h%n,

[[(o,iknk ]]= [[(o,jknk ]]ninj + [[QJJ ]])a h'n, (A.30)
veya

[[Grad (Grad @) n]]: [[n « Grad (Grad (p)n]]n + [[Grad (p]] enh” (A.31)

L,
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

elde edilir. Burada esitligin son kisminda yer alan [[Grad (p]]ﬂ ‘nin karsiligini

bulalim. Bunun i¢in Es. A.21°de 7 indisi yerine j indisi yazarak y“’a gore kismi

tirevini alalim.

8[[(P,j]]: a[[(",k”k]] +|I " ]]8n L oliell o°[lll ne +6‘[[ ]] oh’, (A.32)
oy oy Have “ayeap? T af o
on, oh’
" :—nk—khyj ve
oy” oy“
o’ o’
a =n a ni
oy e

esitlikleri kullanilarak Es. A.32 asagidaki formu alir.

[[(p,j ]],a = [[(p,k”k ]],a n;— [[¢,k”k ]]nmh}/m,ah}/j + [[¢]],aﬂ hﬂj + [[(P]]ﬂ nkhﬂk,anj (A.33)

Es. A.30 ve A.33, Es. A.24°de yerlerine yazilacak olursa,

[[¢,ij]] _[[wpmnm]]n j+[[¢knk]] np nphof J
_[[(oknk]]nmh mahypnphyzn [[ ]] hﬂ nphyz J
+llell by amyn, hn, (A34)

+[[¢,knk]],anih [[(Dk”k]]”m h,
st + Mol iy i,

Es. A.27 ve n«n =1 kullanilarak,

[[¢lj:[| [[¢nm m n]] inj+[[¢,knk]],ahainj
+[lo]l k% 1, + [[(oknk]] n, b —~lpon, b7, b7 (A.35)
+llellp2"0, + o]l n b7, 00
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

@ fonksiyonunun siirekli oldugu diisiiniiliirse,

[[(p,i/]] = [[(p,nm”m”n ]]”in_/ + [[(p,k”k ]]a hof”/ (A.36)
+ [[(/’,k”k ]],a n, he; — [[(D,k”k ]]nmh}/m,ahyiha_!j

veya

[[Grad (Grad (p)]] = [[n « Grad (Grad (p)n]]n ®n+ [[(Grad Q) n]]’lz h“ ®n

oh* (A.37)

+[[(Grad p)«n]| ,n®n“ ~[[(Grad ) «n]ln.—(h" ®h*)

a

elde edilir.

Es. A.21 ve Es. A.22°de verilen geometrik uygunluk sartini bir v vektorii i¢in

yazacak olursak,

[[Vi,j ]]= [[Vi,knk ]]nj + [[Vt ]]a haj (A.38)

[Grad v]|=[[(Grad v)n]|®n +[[v]], ®h“ (A.39)

Es. A.38’de v, yerine v, yazarak v vektoriiniin ikinci gradyanindaki sigrama

ifadesini asagidaki gibi olusturabiliriz.
[[Vi,jk ]]= [[Vi,kmnm ]]nj + [[Vi,k ]]’ahaj (A.40)

[[vl.,_ /k ]]z [[vl., k,]] simetri 6zelligini kullanarak,

[[vi,kmnm ]]nj + [[Vi,k ]],a haj = [[Vi,jmnm ]]”k + [[vi,j ]]’a h (A.41)
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

Es. A.41°de her iki tarafi n; ile garparak,

s J= v, T, + v, 1 (A42)

veya

[[vi,kmnm]] [[tpm m]]nkn +[[ tp]] h (A43)

Yukaridaki esitlikte yer alan [[Grad V]],a esitliginin karsiligin1 bulalim,

] _lound, g, g2, oD, o],

. , (A.44)
6ya aya J > aya ayaay J ayﬁ aya
Es. A.44, A.40’da yerine yazilarak,
[[vl.,jk ]]— [[v, pmnm]] it [[v n, ]] nph“knpnj
[[vl s s]]n hyqahy hak
[[ i]],aﬂhﬂphaknpnj +[[ ]] n hﬁsa ph knpnj (A45)
[[ ]] aﬂhﬂ ha [[vi ]],ﬂ nshﬂs,ankhaj
+[[st s]] nk Jj _[[vi,sns]]nqh}/q,ahykhaj
Eger v vektorel fonksiyonu siirekli ise,
[[vl.,jk ]]—[[ pm m]]npnjnk +|Iv n, ]] h®n (4.46)

+[[Vm 3:[I nk f [[st S]:I,,, h7 hyha/.



EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

[Grad (Grad v)]| =[[Grad(Grad v)(n,n)]|®@n®n
+ [[(Grad V)e n]]’a On®h” + [[(Grad V)e “]],a ®h” ®n

—[[(Grad V)n]{n . yj ®h* ®h’
oy”

elde edilir.

Kinematik uygunluk sartlari

3llell

boll_ p] v, [oradg]

veya

@]l = —u, [Grade]]+n + 5[5[‘(?]]

Eger ¢ skaler fonksiyonu o tekillik ylizeyi iizerinde stirekliyse ([[(p]] =0)

[¢]l=-u,[Gradp]]-n

Es. A.48’de ¢ yerine ¢ yazarak,

[]= . [Gradi]n + 191

ot

[Gradg]]+n ifadesinin delta tiirevini alalm.

sle. I, _ 5[[%]];1. +
st

n,
St ]]_

ot
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(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislari

Delta tiirevinin tanimindan yararlanarak devam edecek olursak,

ollp, I, [ oo, oo, on,
b (), dod, ), g 32

ot

5[[(/’,1‘]}’:' _ allgo,i]]n’ 6|1¢ ]] +[[ ]]
St or
Hi(%mn 5[[¢ ]]n w o, T, T, 122 8

ox; \ ot

Es. A.21°1, Es. A.53’de yerine yazalim,

oo, ||n, _ .
Hi {a_q)j}}nz = % —u, [[Qg/ ]}linj - [[(D,knk ]]ni % - [[¢]]a h*, % (A.54)

ox,; \ ot

Birim normal vektoriin delta tiirevi asagidaki gibi yazilir (ispat icin Thomas 1957)

éi__ha he he — ou, (A.55)
St o’

Es. A.55, Es. A.53 de yerine yazilacak olursa,

H o [&pm | @—unﬂ%]}%%

ox, \ o (A.56)

[24 a a n o [24 o a n
+|]:¢,knk ]}lih hoh azﬂ +[[¢]],ah R R 8\124/3

Es. A.27 kullanilarak, Es. A.56 agsagidaki sekli alir.

Ox, \ ot

2ot o B, B 2 (As7)
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Es. A.57’yi, Es. A.51°de yerine yazacak olursak,

5] = —un(@—un lo, I, + ]l 2R " 0" a—") , Sl (A.58)

"oyt ot

elde edilir. Eger ¢ skaler fonksiyonu o tekillik yiizeyi lizerinde siirekli ise,

620, B o, T, o T 2 A59)

elde edilir. Burada ¢ skaler fonksiyonunun gradyani da o tekillik yiizeyi lizerinde

siirekli ise,

[60=u,[lo, Tnn, (A.60)
elde edilir.

Dordiincii mertebe elastisite tansoriiniin bulunmast

o’y
A= A.61
P R oF (A.61)

Es. 2.89 ile verilen Helmholtz serbest enerji fonksiyonunun deformasyon gradyanina

gore birinci tiirevi agagidaki gibi yazilabilir.

O (E,0) _ 1 O(E) otr(E?)

(trE)
" oF 2 oF Y oF

OF

— K By (0-6,)——— (A.62)
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Bu tiirev ifadesi, matematiksel diizenlemenin ardindan asagidaki gibi yazilabilir.

2 B0 k), 0-0,]2E) .y 2E) A6

Helmbholtz serbest enerji fonksiyonu Lagrange birim sekil degistirme tansoriiniin bir

fonksiyonudur. Bu sekil degistirme tansorii i¢in asagidaki matematiksel ifadeler

gecerlidir.
1
Egp = E(FnKFnL _5KL) (A.64)
Ex=Eqy (A.65)
|

trE* =B B, = E(FnKEzL — 0y, )ELK (A.60)
aEKL — l|:( 8F'nK FnLJ +(Fn1< aEzL ]j|

oF,, 2|\ 0F,, oF, \ (A.67)

1 1
= 5 [(5nm o v )+ (F nk 5nm 5LN )] = E [(5KN F,, )+ (FmK 5LN )]

o(tE) 1 (GFM oar Fn,(j

nkK + nkK
E
OFy 2\ 0F,y OF veya 5(;; ) ¥ (A.68)
1
= E (571711 5KN F;zK + FnK 5nm é‘KN ) = FmN
2
a{g;E )= 2|:;(2§”K F, +F, a};jL J:|EKL
mN mN mN a‘trEZ ’
=90,,0wF B +Fx6,,0,,Ex, veya OF =2FE (A'69)

=F, Ey+FEw=2F, E,
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E, 1 oF,,
rM 2 nK 6FrM
L )+ (F 8,60 )] (A.70)
- 5 [(§KM F, )+ (FrK S )]

Es. A.68’de ve Es. A.69’de bulunan tiirev ifadelerinin Es. A.63’de yerine

yazilmasiyla,

oy (E,0)

- = [l(trE)_KTﬁopo (0_00 )]F +2uFE (A.71)

elde edilir. Es. A.71’lin bir kez daha deformasyon gradyan tansoriine gore tiirevi

aliacak olursa,

0’y A(trE) OF OF OE OF
=2 F+(trE)— | +2 E+F— 66, A.72
P oRoF { o P )6F}+ 'L{GF i 8F} kifo@-0)op  (AT)

Indis notasyonu kullanilarak,

AmNrM = ﬂ’ {M FmN + (trE)Zj:.i} + 2ﬂ|:W—MLELN + F %:|
M

aF M aF M " 8EM ( A 73)
oF

aF M

Krﬁo(e 6 )

Al o + (0B, 00 120 681 B+ P 3000 )+ (100 )|

-k By ('9 -6, )5mr5NM
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EK-1 (Devam) Bazi matematik esitliklerin ¢ikarilislar:

= /I[F;MFmN + (trE)gmr5NM]+ 2:u|:5mrEMN +%FmMFrN +%FmLF’rL5NM:|

- KT ﬂO (0 - 00 )5mr §NM

AmNrM ://i'FrM EnN + /,L(trE)émré‘NM + 2ll'lcs)‘mrE‘MN + luFmM FrN + luFmLFrLé‘NM

(A.74)
- KT:BO (9 - 00 )5mr5NM

A=AFOF)+ A(tE\I®1)+2u(IQE)+ u(FOF)+ u(B&I1)-x,5,(0 -6, \I®T)(A.75)

olarak 4. mertebe elastisite tansorii elde edilir.

Ikinci mertebe sicaklik-deformasyon tansoriiniin bulunmasi

o’y
B= A.76
PPy, (A.76)
o’y 0 1( OF oF
=p —" =, B —|(0-0 )= F +F nK A.77
w = Po oF, 00 B 89(( o{ztaFkL nK nK oF, HJ ( )

0 1

By, =-K.p, %{(9_ 6, {5(5nk5KLFnK +F, 8,04 )ﬂ
0

By, =—K.p, @[(9 -0, )Fnk5nk§1a]

0
By, =—k;p, %[(9_ 6, )FkL]

By, =—x;foFy (A.78)
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B =—«,3,F (A.79)

olarak 2. mertebe sicaklik-deformasyon tansorii bulunur.
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