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1. GİRİŞ 

 

A normlu cebir olmak üzere eğer A bu norma göre tam uzay ise A'ya Banach cebiri 

denir. 

 

A Riesz uzayı ve cebir olsun.Eğer her +u,v A için u.v A oluyorsa A'ya örgü 

cebiri denir. 

 

A örgü cebiri ve u,v A olmak üzere u v = 0 iken her +w A için (uw) v = 0  ve 

(wu) v = 0 oluyorsa A'ya f-cebiri denir. 

 

A örgü cebiri olmak üzere her +a A için -1a(e+a) 0 şartını sağlıyorsa A'ya tip-1 

örgü cebiri denir. 

 

"A birimli kompleks Banach cebiri olmak üzere A'daki sıfırdan farklı her elemanın 

tersi varsa A, 'ye izometrik olarak eşyapılıdır" 

 

Bu önerme Gelfand-Mazur teoremi olarak bilinir. 

 

Huijsmans [8] 'de Gelfand-Mazur teoremini sıralı cebirlerde aşağıdaki biçimde 

sormuştur. 

 

"A reel örgü cebiri ve e 0 birim elemanı olmak üzere eğer pozitif her elemanın tersi 

varsa A, 'ye örgü ve cebir izomorfik midir?" 

 

Yaptığımız bu çalışmada bu sorunun cevabının f-cebirlerinde ve tip-1 cebirlerinde 

olumlu olduğu Huijsmans'ın [7] ve [8], Scheffold'ın [12] ve [13] makaleleri göz 

önüne alınarak verilmiştir. 

 

Bu tezin ilk bölümünde gerekli olan temel tanım ve teoremler örneklerle açıklanarak 

verilmiştir. 
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İkinci bölümünde Huijsmans [7] ve [8] makaleleri göz önüne alınarak birimli örgü 

cebirlerinin bazı özellikleri elde edilmiştir. [8]'da Huijsmans'ın f-cebirleri için verdiği 

Gelfand-Mazur teoremi ele alınmıştır. 

 

Üçüncü bölümde Scheffold'un tip-1 cebirlerini incelediği [12] ve [13] makaleleri 

incelenmiş ve Gelfand-Mazur teoremi tip-1 cebirlerinde verilmiştir. 
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2.       TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde çalışmamız için gerekli olan temel kavramlar ve bazı sonuçlar 

verilmiştir. 

 

2.1.    Riesz Uzayları 

 

2.1. Tanım :  
 

E boştan farklı bir küme olsun. E üzerinde tanımlı “” bağıntısı aşağıdaki özellikleri 

sağlıyorsa, “” bağıntısına (kısmi)sıralama bağıntısı, (E , )  ikilisine (kısmi)sıralı 

küme denir [2]. 

 

i) Her x E için x x  (yansıma özelliği)   

 

ii) Her x,y E için x y ve y x iken x=y   (ters simetri özelliği)    

 

iii) Her x,y,z E için x y ve y z iken x z  (geçişme özelliği)     

 

2.2 Tanım : 

 

(E, ) kısmi sıralı küme ve A E  olsun  

 

a) Her x A için x a ( a x ) olacak şekilde bir a E varsa buna A’nın bir üst(alt) 

sınırı denir. A’nın bir üst (alt) sınırı varsa, A’ya üstten (alttan) sınırlı küme denir. 

A’nın hem üst hem de alt sınırı varsa A’ya sıra sınırlı küme denir [2]. 

 

b) Her x A için x a  ( a x ) olacak şekilde bir a A  varsa a’ya A’nın en büyük 

(küçük) elemanı veya maksimal (minimal) elemanı denir ve maks A (min A) ile 

gösterilir [2].  
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c) A’nın üst (alt) sınırlarının en küçüğü (büyüğü) varsa, buna A kümesinin üst (alt) 

sınırlarının en küçüğü (büyüğü)  ya da supremumu (infimumu) denir ve supA ( infA ) 

ile gösterilir [2]. 

 

A yerine {x, y} kümesi alınırsa sup{x,y}=x y  ve inf{x,y}=x y  şeklinde 

gösterilir. 

 

2.3. Tanım : 
 

(E, )  sıralı bir küme olmak üzere, her x,y E  için x y E   ve x y E   ise E 

kümesine örgü denir [2]. 

 

2.4. Tanım : 

 

(E, ) örgü olsun. Her x, y, z E  için x (y ) = (x y) (x z)z      sağlanıyorsa 

E’ye dağılmalı örgü denir [2]. 

 

2.5. Tanım : 

 

(E, ) örgü olsun. E’nin en küçük elemanı varsa buna sıfır (null) eleman denir ve θ 

ile gösterilir. E’nin en büyük elemanı varsa buna birim (unit) elaman denir ve e veya 

I ile gösterilir [2]. 

 

2.6. Tanım : 

 

E gerçel vektör uzayı ve üzerindeki sıralama bağıntısı “” olmak üzere, her 

x, y, z E  ve her α   için x y  iken, 

 

x+z y+z   ve αx αy  

 

koşullarını sağlayan E uzayına sıralı vektör uzayı denir.E sıralı vektör uzayının x 0   
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bağıntısını sağlayan elemanlarına pozitif eleman, E ={ x E : x 0 }   kümesine de 

E'nin pozitif kısmı denir [2]. 

 

2.7. Tanım : 

 

E sıralı vektör uzayı ve V E alt vektör uzayı olmak üzere E’den gelen sıralama ile 

V'ye sıralı alt vektör uzayı denir [2]. 

 

2.8. Tanım :  

 

E sıralı vektör uzayı olmak üzere her x,y E  için x y E   veya x y E   oluyorsa  

E uzayına Riesz uzayı denir [2]. 

 

2.9. Tanım : 

 

E Riesz uzayı ve G E  alt vektör uzayı olsun. Her x,y E  için x y G  veya  

x y G  oluyorsa G’ye E’nin Riesz alt vektör uzayı denir [2]. 

 

Örnek : 

 

i) n kümesi her nx,y için 

 

i ix y  i=1,2,3...,n için x y     

 

sıralaması ile Riesz uzayıdır. 

 

ii) (Ω,τ)  topolojik uzay olmak üzere C(Ω)={ f  : f :     sürekli fonksiyon }    

kümesi 

 

f g  x Ω için f(x) g(x) }      
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noktasal sıralaması ile Riesz uzayıdır. 

 

2.10. Tanım : 

 

Bir Riesz uzayının boştan farklı ve üstten sınırlı (sayılabilir) her alt kümesinin 

supremumu veya boştan farklı ve alttan sınırlı (sayılabilir) her alt kümesinin 

infimumu varsa bu uzaya Dedekind tam (σ-Dedekind tam) Riesz uzayı denir [2]. 

 

2.11. Tanım : 
 

E bir Riesz uzayı ve x,y,z E olmak üzere, aşağıdaki önermeler doğrudur [2]. 

 

1) x  y [( x)  ( y)]       ve x  y [(-x)  (-y)]     

 

2) x + y = (x  y) + (x  y)   

 

3) x + (y  z) = (x + y)  (x + z)   ve x + (y  z) = (x + y)  (x + z)   

 

4) λ  0 (λ  ) λ (x  y) = λx  λy   ve λ (x  y) = λx  λy   

 

2.12. Tanım : 

 

E Riesz uzayı ve x E olmak üzere; 

 

i) +x = x 0 elemanına x'in pozitif kısmı denir. 

 

ii) 
-x =(-x)  0 elemanına x'in negatif kısmı denir. 

 

iii) x =x (-x)  elemanına x'in modülü (mutlak değeri) denir. 
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2.1. Teorem : 

 

E Riesz uzayı ve x E olmak üzere aşağıdakiler sağlanır [2]. 

 
+ -i) x = x - x  

 
+ -ii) x  = x + x  

 
+ -iii) x x 0   

 

Ayrıca x = y - z  ve y z = 0  ise + -y = x ,  z = x  dir. 

 

2.2. Teorem : 

 

E Riesz uzayı ve x,y E olsun. Aşağıdaki önermeler doğrudur [2]. 

 

   1 1i) x  y =  x + y + |x-y|  ve x  y =  x + y - |x-y|
2 2

   

 

ii) x - y  = ( x  y) - ( x  y) 
 

 

 1iii) |x| y| =   |x+y| + |x-y| 
2

|
 

 

 
1iv) x   |y| =  |x+y| - |x-y| 
2

| | 
 

 

Sonuç : 

 

E sıralı vektör uzayı olsun. Aşağıdakiler denktir [2]. 
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i) E Riesz uzayıdır. 

 

ii) +Her x E için x E   

 

iii) Her x E için x E   

 

iv) Her x E için |x| E   

 

2.3. Teorem : 

 

E Riesz uzayı, x,y,z E  olsun. Aşağıdakiler sağlanır [2]. 

 

i)  x  - y     x + y   x  + y   

  

ii)  x  z - y  z    x - y     ve  x  z - y  z    x - y      

 

iii) Eğer x,y,z 0 ise x  ( y + z )  ( x  y ) + ( x  z )     

 

2.13. Tanım : 

 

E Riesz uzayı ve x,y E  olsun. Eğer x| y|| | = 0 ise x ile y birbirine diktir denir ve 

bu durum x y  biçiminde gösterilir.  

 

  A E    olmak üzere, dA  = { x E : Her y A için x y }    kümesine A 

kümesinin dik tümleyeni denir. A, B   E alındığında her x A  ve her y B için 

x y  oluyorsa A ile B kümeleri birbirine diktir denir ve A  B biçiminde gösterilir 

[2]. 
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2.14. Tanım : 

 

E Riesz uzayı ve EBA ,  olmak üzere, aşağıdaki tanımlamaları yazabiliriz [2]. 

 
+ +i) A = {a :a A}  

 
- -ii) A  = {a :a A}  

 

iii) | A | = { |a| : a A}  

 

iv) x E, x A = { x a : a A}     

 

v) x E, x A = { x a : a A}     

 

vi) A B = { a b : a A,b B}     

 

vii) A B = { a b : a A,b B}     

 

2.4. Teorem :  

 

E bir Riesz uzayı ve A E    olsun. Eğer supA var ise her x E için sup(x A)  

var ve 

 

sup(x A)=x supA   

 

dır. Eğer inf A var ise her x E  için inf(x A)  var ve 

 

inf(x A)=x infA   

 

dır [2]. 
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2.15. Tanım : 

 

   bir küme ve üzerinde “” bağıntısı verilsin. Aşağıdaki önermeler sağlanırsa  
Λ kümesine “” bağıntısıyla (yukarı) yönlendirilmiş küme denir [2]. 

 

i) Her λ  için λ λ  

 

ii) Her λ, α, β  için λ β  ve β α iken λ α  

 

iii) Her λ, β  için λ α ve β α  olacak şekilde bir α vardır. 

 

2.16. Tanım : 

 

(Λ, ) yönlendirilmiş kümesinden herhangi bir X kümesine tanımlı her fonksiyona X 

içinde bir ağ (net) denir. 

 

2.17. Tanım : 

 

λ(x ) , E Riesz uzayında bir ağ olmak üzere her α β λx ,x (x )  için E’deki sıralamaya 

göre α γx x  ve β γx x  olacak şekilde bir γ λx (x )  varsa λ(x )   ağı yukarı 

yönlendirilmiş denir ve λx   şeklinde gösterilir. λx   ve λsup(x )=x  elemanı E içinde 

varsa λx x  biçiminde gösterilir.  

 

Benzer şekilde her  α βx ,x  λ(x ) için E’deki sıralamaya göre γ αx x  ve γ βx x  

olacak şekilde γ λx (x ) varsa λ(x )  ağı aşağı yönlendirilmiştir denir ve λx   şeklinde 

gösterilir. λx   ve λinf(x )=y  elemanı E içinde varsa λx y  biçiminde gösterilir. λ(x )  

ağı yerine herhangi bir A E  alt kümesi alındığında, A   ve supA=x , E içinde 
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varsa A x  biçiminde gösterilir. A    ve infA=y , E içinde varsa A y biçiminde 

gösterilir [2]. 

 

2.18. Tanım : 
 

E Riesz uzayında her +x E için n olmak üzere 1 x 0
n

 ise E'ye Arşimedsel 

(Archimedian) Riesz uzayı denir [2]. 

 

2.2. Operatörler ve Örgü Homomorfizması 

 

2.19. Tanım : 

 

E ve F iki vektör uzayı ve T: E F  dönüşüm olsun. Her x,y E  ve α  için, 

 

T(x+y)=T(x)+T(y)  

T(αx)=αT(x)  

 

koşulları sağlanıyorsa T ’ye lineer dönüşüm adı verilir. Lineer dönüşüm yerine 

operatör kelimesi, )(xT  yerine Tx gösterimi de kullanılabilir [2]. 

 

2.20. Tanım :  

 

E ve F iki sıralı vektör uzayı T: E F operatör olsun. Her x +E  için Tx 0  

oluyorsa T operatörüne pozitif operatör denir ve T 0  veya 0 T  biçiminde 

gösterilir [2]. 

 

2.21. Tanım : 

 

E ve F Riesz uzayları olmak üzere, E’den F içine tanımlanan bütün operatörlerin 

kümesi L(E,F)  ile gösterilir.  
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Her S,T L(E,F) için "S  T  T-S 0   " şeklinde tanımlanan sıralama bağıntısı 

ile L(E,F) sıralı vektör uzayıdır.  [2] 

 

2.22. Tanım : 

 

E ve F Riesz uzayları olsun. T : E  F operatörü için T ( T)  varsa bu supremuma 

T operatörünün modülü denir ve | T|  ile gösterilir [2]. 

 

Sonuç : 

 

E ve F Riesz uzayları, T : E F operatör olmak üzere |T |  var ise her x E  için, 

 

| Tx | | T|(x)  

 

eşitsizliği sağlanır [2]. 

 

2.23. Tanım : 

 

E ve F Riesz uzayları ve T:E F operatör olsun. Her x,y E  için x y  iken 

Tx Ty  oluyorsa, T ’ye dikliği koruyan operatör denir [2]. 

 

2.24. Tanım : 

 

E Riesz uzayı olsun. [x,y]={z E : x z y}    kümesine sıralı aralık, A E  için  

A [x,y] olacak şekilde x,y E  varsa A’ya  sıra sınırlı küme denir [2]. 

 

Sonuç : 

 

E Riesz uzayı ve A E  olmak üzere, A’nın sıra sınırlı olması için gerekli ve yeterli 

koşul A [-x,x]  olacak şekilde en az bir +x E  elemanının var olmasıdır [2]. 
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2.25. Tanım : 

 

E ve F Riesz uzayları, T:E F operatör olsun. Eğer T operatörü E’deki her sıra  

sınırlı kümeyi F’deki sıra sınırlı kümeye dönüştürüyorsa T operatörüne sıra sınırlı 

operatör denir.  

 

E’den F’ye tanımlanan bütün sıra sınırlı operatörlerin kümesi bL (E,F) ile gösterilir. 

1 2 bT ,T L (E,F)  için  

 

1 2 1 2T T   Her x E  için T (x) T (x)     

 

sıralama bağıntısıyla  bL (E,F)  bir sıralı vektör uzayıdır.F Dedekind tam ise bL (E,F)  

Dedekind tamdır [2]. 

 

2.5. Teorem : 

 

Her pozitif operatör sıra sınırlıdır [2]. 

 

2.26. Tanım : 

 

E Riesz uzayı ve A E  olsun [2]. 

 

1) Her y E ve x A  için | y | |x|  iken y A  oluyorsa A’ya katı küme denir. 

 

2) A, E’nin katı alt uzayı ise A’ya E içinde (sıra) ideal denir. 

 

3) A, E’de ideal ve her n(x ) A  ( n=1,2,3,... ) için nsup(x )=x E iken x A   

oluyorsa, A’ya E içinde σ-ideal  denir. 

 

4) A, E’de ideal ve her B A  için supB=b E  iken b A  oluyorsa, A idealine E  
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içinde band denir. 

 

5)  A E    olsun. A'yı kapsayan en küçük ideale A'nın ürettiği ideal denir ve A 

kümesinin ürettiği ideal AI  ile gösterilir. 

 

6) A E olsun.   A kümesini kapsayan en küçük banda A'nın ürettiği band denir 

ve A kümesinin ürettiği band AB  ile gösterilir. 

 

Sonuç : 

 

Her (sıra) ideal  bir Riesz alt uzayıdır [2]. 

 

2.6. Teorem : 

 

A ve B,  E de ideal ise A B  ve A+B , E  de idealdir [2]. 

 

2.27. Tanım : 

 

E Riesz uzayı ve G, E nin Riesz alt uzayı olsun. Eğer her +x E  için 0 y x   

olacak şekilde bir y G varsa G'ye E içinde sıra yoğun (order dense) denir [2]. 

 

2.7. Teorem : 

 

E Riesz uzayı, A E ideal olsun [2]. 

 

1) A'nın E de sıra yoğun olması için gerekli ve yeterli koşul dA {0}  olmasıdır. 

 

2) dA A ideali  E içinde sıra yoğundur. 

 

3) A ideali ddA  içinde sıra yoğundur. 
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2.8. Teorem : 

 

E Arşimedsel Riesz uzayı, A E    olsun. dd
AB =A  dir. Bu durumda A band ise 

ddA=A  dir [2]. 

 

2.9. Teorem : 

 

E Riesz uzayı ve A E  olsun. AI , A’nın ürettiği ideali göstermek üzere,  

 
n

A 1 2 n 1 2 n i i
i=1

I  = { x E :   x ,x ,...,x A,  λ ,λ ,...λ R  | x |   λ |x |,  n }       
 

 

dir [2]. 

 

Sonuç : 
 

E Riesz uzayı ve A E  olsun. A={x}  ise ürettiği ideal şöyledir  

 

A xI  = I  = { y E :  λ ,  |y |   λ|x| }     

 

2.10. Teorem :  

 

E Riesz uzayı ve A E  ideal olmak üzere  

 

A α αB ={ x E :  (x ) A ,  0 x | x |}      

 

kümesine A'nın ürettiği band denir ve AB  ile gösterilir [2]. 
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Sonuç : 

 

E Riesz uzayı ve A E  ideal olsun. AB , A’nın ürettiği band olmak üzere, 

 

A xA={x} B =B ={y E: |y| n|x| |y |}     

 

olur [2]. 

 

2.28. Tanım :  

 

E Riesz uzayı ve 0 < e E olsun [2]. 

 

e1) I =E  ise e'ye güçlü birim (strong unit) denir. 

 

e2) B =E  ise e'ye zayıf birim (weak unit) denir. 

 

2.29. Tanım : 

 

E Riesz uzayında bir B bandı için dE=B B  ise B’ye projeksiyon band denir. Bir 

Riesz uzayında her band, projeksiyon band ise bu uzaya projeksiyon özelliğine 

sahiptir denir [2].  

 

Dedekind tam Riesz uzayları projeksiyon özelliğine sahiptir. 

 

2.11. Teorem :  

 

E Riesz uzayı ve B bir ideal olsun. Bu durumda aşağıdakiler birbirine denktir [2]. 

 

i) B projeksiyon banddir.Yani dE=B B dir. 
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ii) Her x E  için B [0,x] supremumu E içinde var ve bu   supremum B ye aittir. 

 

2.30. Tanım : 

 

E Riesz uzayı ve Ex  olmak üzere, x in ürettiği band olan xB  projeksiyon band ise  

x'e projeksiyon eleman, xB bandına da esas band denir. Bir Riesz uzayında her 

eleman projeksiyon eleman ise bu uzaya esas projeksiyon özelliğine sahiptir denir 

[2]. 

 

2.31. Tanım : 

 

E Riesz uzayı olsun. P : E  E  operatör olmak üzere 2P =P  ise P'ye projeksiyon 

denir. P, E Riesz uzayı üzerinde projeksiyon ve pozitif operatör ise, P'ye pozitif 

projeksiyon denir. B E  projeksiyon band olsun. Bu durumda her x E  için 

1 2x = x +x , 1x B  ve d
2x B  için  

 

B

1

P  : E  E
        x x




 

 

biçiminde tanımlanan BP  operatörüne band (sıra) projeksiyon denir. BP  pozitif 

projeksiyondur. Benzer şekilde dB
P :E E , 2x x  biçiminde tanımlı dB

P  

projeksiyonu da pozitiftir [2]. 

 

Sonuç : 

 

E  Riesz uzayındaki her projeksiyon banda karşılık bir band projeksiyon vardır [2]. 

 

2.12. Teorem : 

 

E Riesz uzayı ve  T : E  F operatör olsun. Bu durumda aşağıdakiler birbirine  
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denktir [2]. 

 

1) T sıra projeksiyondur. 

 

2) I : E  E birim operatör olmak üzere T projeksiyon ve 0 T I    

 

3) Her x,y E için Tx y-Ty ’dir. 

 

2.32. Tanım : 

 

E ve F Riesz uzayları, T : E  F  bir operatör olsun.  [2] 

 

α1) {x } E  ve x E  olmak üzere, α α|x -x| y 0   olacak şekilde α{y } E  ağı 

varsa α{x }  ağı x elemanına sıra(order) yakınsar denir ve αx xo  biçiminde 

gösterilir [2]. 

 

α2) {x } E  için E’de 0ox  iken F’de 0oTx  oluyorsa T operatörüne sıra 

sürekli operatör denir [2]. 

 

n3) (x ) E  için n  olmak üzere E’de nx 0o  iken F de nTx 0o  oluyorsa 

T operatörüne σ-sıra sürekli operatör denir [2]. 

 

T pozitif operatör olmak üzere T’nin sıra sürekli olması için gerekli ve yeterli koşul 

αx 0  iken αTx 0  (ya da α0 x x   iken αTx Tx ) olmasıdır [2]. 

 

2.33. Tanım : 

 

E Riesz uzayı olsun [2]. 
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1) n 0(x ) E ve x E olmak üzere, ε>0 için en az bir n   ve her 0n n  için 

nx -x εu  olacak şekilde u E  varsa n(x )  dizisi x elemanına u-düzgün 

(uniformly) yakınsar denir. n(x )  dizisi x elemanına u-düzgün yakınsıyorsa  

n(x ) dizisi göreceli düzgün yakınsar denir ve r.u
αx x biçiminde gösterilir [2]. 

 

n2) (x ) E  olmak üzere her ε 0  için en az bir 0 0n =n (ε)  ve her 0n,m n  için 

n mx -x εu  olacak şekilde bir u E  varsa n(x )  dizisine u-düzgün (uniformly) 

Cauchy dizisi denir [2]. 

 

3) A E  olmak üzere her n(x ) A  dizisi için r.u
nx x  iken x A  oluyorsa 

A’ya düzgün(uniformly) kapalı küme denir [2]. 

 

2.34. Tanım : 

 

E ve F Riesz uzayları ve T : E F  bir operatör olmak üzere, her x, yE için  

 

T(x y)=T(x) T(y)   
 

oluyorsa, T ’ye örgü (Riesz) homomorfizması denir [2]. 

 

Sonuç : 

 

Her örgü homomorfizması pozitif operatördür [2]. 

 

Sonuç : 

 

E, F Riesz uzayları ve T : E  F  örgü homomorfizması olsun. T(E) F  Riesz alt 

uzayıdır.  [2] 
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2.13. Teorem : 

 

E ve F iki Riesz uzayı, T : E F  bir operatör olmak üzere aşağıdaki önermeler 

birbirine denktir [2]. 

 

1) T operatörü örgü homomorfizmasıdır 

 

2) Her x E  için + +T(x )=(Tx)  

 

3) Her x,y E için T(x y)=T(x) T(y)   

 

4) Her x,y E için E uzayı içinde x y=0  ise F uzayı içinde T(x) T(y)=0  

 

5) Her x E  için T x = Tx  

 

Sonuç :  

 

Her sıra (band) projeksiyon örgü homomorfizmasıdır [2]. 

 

2.35. Tanım : 

 

E ve F Riesz uzayı, T : E F örgü homomorfizması olsun. T birebir ve örtense T’ye 

örgü izomorfizmi denir. E’den F’ye örgü izomorfizmi varsa, E ve F Riesz 

izomorfiktir denir [2]. 

 

2.14. Teorem : 

 

E ve F Riesz uzayları, T : E  F birebir ve örten operatör olmak üzere T ’nin örgü 

izomorfizmi olması için gerekli ve yeterli koşul T ve -1T operatörlerinin pozitif 

olmasıdır [2]. 
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2.36. Tanım : 

 

E Riesz uzayı ve T : E  E operatör olmak üzere E’nin her bir B bandı için 

T(B) B  oluyorsa, T ’ye band koruyan operatör denir [2]. 

 

2.15. Teorem : 

 

E Arşimedsel  Riesz uzayı ve T : E  E operatör olsun. xB ,  x’in ürettiği band 

olmak üzere aşağıdakiler birbirine denktir [2]. 

 

1) T, band koruyandır. 

 

2) x y  iken Tx y  dir. 

 

3) x E  iken xTx B  dir. 

 

2.37. Tanım : 

 

E Riesz uzayı olmak üzere T : E E  sıra sınırlı ve band koruyan operatör ise T’ye  

orthomorfizma denir. E üzerindeki orthomorfizmaların kümesi Orth(E) ile gösterilir.  

 

T : E E  sıra sınırlı operatör ise T’nin orthomorfizma olması için gerekli ve yeterli 

koşul her x,y E  için x y  iken Tx y  olmasıdır. 

 

b

Orth(E) { T | T : E E sıra sınırlı ve band koruyan operatör}
             ={ T | T L (E) için x y ise Tx y }

 
  

 

 

Orth(E), bL (E) 'nin bir alt vektör uzayıdır. bL (E)  den indirgenen noktasal sıralama 

ile Orth(E) bir sıralı vektör uzayıdır [2]. 
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2.16. Teorem : 

 

E Arşimedsel Riesz uzayı ise Orth(E) Arşimedsel Riesz uzayıdır. Her S,T Orth(E)  

ve her +x E  için,  

 

(S T)(x) S(x) T(x)    ve  (S T)(x) S(x) T(x)    

 

sağlanır [2]. 

 

2.38. Tanım : 

 

E Riesz uzayı,Orth(E) birim operatörün ürettiği ideale E'nin merkezi denir ve   

                                 

Z (E) b{ T L (E) :  | T | λI olacak şekilde λ var dır}      

 

şeklindedir. T Z(E) ise T ’ye merkez operatör denir [2]. 

 

Sonuç : 

 

E Riesz uzayı olsun.P(E), E üzerindeki band projeksiyonların kümesi olmak üzere 

    bP E Z E Orth(E) L (E)    dir. 

 

2.17. Teorem :  

 

E Riesz uzayı ve T orthomorfizm olsun. Bu durumda T sıra süreklidir [2]. 

 

2.18. Teorem :  

 

E Dedekind tam Riesz uzayı ve +x E olsun. Her y E için y x iken T(x) =y  

şartını sağlayan 0 T I  olacak şekilde T Orth(E) vardır [2]. 
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2.19. Teorem : 

 

E Riesz uzayı olmak üzere Orth(E), bL (E) 'nin full altcebiridir [9]. 

 

2.20. Teorem : 

 

E Riesz uzayı ve A E   olsun.S,T Orth(E)  olmak üzere her x A için 

S(x)=T(x) ise bu orthomorfizmler A'nın ürettiği band üzerinde de eşittir [2]. 

 

2.3 Cebir ve f-Cebirleri 

 

2.39. Tanım : 

 

E, F cismi üzerinde doğrusal uzay olsun.Her x,y,z E ve her λ F için   

 

 E  E  E
   (x,y)  x.y
  


 

 

işlemi 

 

1C )  λ (x y)=(λ x) y=x (λ y)      

 

2C )  x (y z)=x y x z ve (x y) z=x z y z           

 

3C )  x (y z)=(x y) z     

 

şartlarını sağlıyorsa E ye F üzerinde cebir denir [3]. 

 

Eğer E bir cebir ve her x,y E  için x y=y x  ise E'ye değişmeli cebir denir. E'nin 

çarpma işlemine göre birim elemanı varsa yani her x E için x e=e x=x  olacak  
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şekilde e E  varsa E ye birimli cebir denir. 

 

Örnek : 

 

X topolojik uzay ve C(X, ) , X te tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonların kümesi  

her f, g C(X, )  , her λ ve her x X için 

 

(f g)(x)  f(x) + g(x), (λ g)(x) = λg(x)    

 

işlemleri ile doğrusal uzay; 

 

(f g)(x)=f(x)g(x)  

 

işlemi ile birlikte bir cebirdir. 

 

2.40. Tanım : 

 

E bir cebir ve A E  olsun. 

 

1) A doğrusal alt uzay 

 

2) Her x, y A için x y A   

 

oluyorsa A'ya alt cebir denir [3]. 

 

2.41. Tanım : 

 

E bir cebir ve E'de bir  normu tanımlanmış olsun. Bu norm her x, y E için  

 

x y x y   
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oluyorsa ve birim elemanı olması durumunda e 1 ise E'ye normlu cebir denir. E 

bu norma göre tam ise E'ye Banach cebiri denir [2]. 

 

Örnek :  

 

C[a,b] cebiri,her f C[a,b] için f   sup{ f(x)  :  x [a,b] }   normu ile Banach 

cebiridir. 

 

2.21. Teorem : 

 

E Banach örgüsü ve T pozitif operatör olsun. Bu durumda T norm sınırlıdır [2]. 

 

2.22. Teorem : 

 

E Riesz uzayı olsun. E'yi Banach örgüsü yapan bütün normlar denktir [2]. 

 

2.23. Teorem : 

 

E Banach örgü uzayı olsun. Bu durumda Z(E) = Orth(E) dir [2]. 

 

2.42. Tanım : 

 

E Banach örgüsü olsun.Eğer her x,y E  x y=0  iken x y =max{ x , y }  

sağlanıyorsa E ye AM-uzayı denir [1]. 

 

2.24. Teorem : 

 

E Banach örgüsü ve x E olsun. xI , x'in ürettiği ideal olmak üzere  

 

y inf { λ>0 : y λ }x
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normu ile birlikte AM-uzayıdır [2]. 

 

2.25. Teorem (Kakutani-Bohnenblust and M. Krein-S. Krein) : 

 

E Banach örgüsü ve A E olsun. 

 

A, AM-uzayıdır  A C(K) örgü izometrisi olacak şekilde K Hausdorff  topolojik 

uzayı vardır [2]. 

 

2.43. Tanım : 

 

A Riesz uzayı ve bir cebir olsun. Eğer her +u,v A   için uv 0  oluyorsa A’ ya  

Riesz cebiri (Örgü cebiri) denir. Eğer E Banach cebiri ve her x,y E için üzerindeki 

norm 

 

x y   x y    

 

şartını sağlıyorsa o zaman E'ye Banach örgü cebiri denir [2]. 

 

2.44. Tanım : 

 

A örgü cebiri olsun. Her a,b A ve 0 c E için    

 

c(a b)=(ca) (cb)   ve (a b)c=(ac) (bc)   

 

şartları sağlanıyorsa A'ya d-cebiri denir [4]. 

 

Örnek : 

 

A=C[0,1] olmak üzere her f,g A ve her x [0,1] için   
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(f g)(x)=f(0).g(0)  

 

işlemiyle birlikte A d-cebiridir. 

 

2.45. Tanım : 

 

A Riesz cebiri olmak üzere  u,v A  için  u v=0   iken her  +w A  için   

 

(uw) v = 0 ve (wu) v = 0    

   

oluyorsa A’ ya f-cebiri denir [4]. 

 

Örnek : 

 

i) bL (L) Riesz uzayı bileşke işlemine göre Riesz cebiridir. 

 

ii) X boştan farklı bir küme olmak üzere X üzerinde tanımlı reel değerli bütün 

fonksiyonların kümesi X  noktasal çarpma ile birimli bir f-cebiridir. 

 

iii) K kompakt Hausdorff uzayı olmak üzere, C(K) uzayı üzerinde fonksiyonların 

noktasal sıralaması ile Riesz uzayı ve fonksiyonların noktasal çarpımıyla birimli bir 

f-cebiridir. 

 

2.46. Tanım: 

 

A bir f-cebiri ve u E  olsun. Eğer en az bir k doğal sayısı için ku 0  iken u=0 

oluyorsa A’ye yarı-asal (semiprime) f-cebiri denir [4]. 

 

A f-cebirinin yarı-asal olması için gerekli ve yeterli koşul 2u =0  iken u=0 olmasıdır. 
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2.26. Teorem : 

 

A f-cebiri olmak üzere aşağıdaki özellikler vardır [10]. 

 

i) Her x,y A  ve 0 u A   olmak üzere  

 

u(x y)=(ux) (uy), (x y)u=(xu) (yu)     

u(x y)=(ux) (uy), (x y)u=(xu) (yu)     

 

dir. 

 

ii) Her x,y A  için xy x y , + + + - -(xy) =x y +x y  ve - + - - +(xy) =x y +x y dir. 

 

iii) Her x A için 2x 0 dır. 

 

2.27. Teorem (Amemiya-Birkhoff-Pierce) : 

 

Her Arşimedsel f-cebiri değişmelidir [2]. 

 

2.28. Teorem : 

 

A yarıasal f-cebiri ve x,y A olsun. x y   xy = yx = 0 dır [10]. 

 

2.47. Tanım : 

 

A örgü cebiri ve n negatif olmayan tamsayı olsun. Eğer her a A için  
n -1a (e+a) 0  

 

oluyorsa A'ya tip-n örgü cebiri denir [14]. 
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Burada A Banach örgü cebiri ise bu durumda A'ya tip-n Banach örgü cebiri denir. 

 

Örnek : 

 

K kompakt Hausdorff uzayı için C(K) Banach örgü cebiri tip-1 dir. 

 

Örnek : 

 

Her düzgün tam f-cebiri, tip-1 cebiridir. Bu önermenin tersi doğru değildir.  

 

a b
F={A=   : a,b,c }

0 c
 

 
 

  olmak üzere bilinen matris çarpımıyla F tip-1 Banach 

örgü cebiridir. Fakat f-cebiri değildir.  

 

2.48. Tanım :  

 

A, birim elemanı e olan kompleks bir cebir ve x A olsun. y x=e (x y=e)  olacak 

şekilde y A varsa y'ye x'in sol (sağ) tersi denir.Eğer x y=y x=e  olacak şekilde 

y A varsa y'ye x'in tersi denir. A'nın tersi olan elemanlarına regüler denir ve R ile 

gösterilir. A'nin regüler olmayan elemanlarına singüler denir ve bunların kümesi S ile 

gösterilir [3]. 

 

2.29. Teorem :  

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri olsun. x A  ve e-x 1  ise x 

regüler ve x'in tersi  

 

-1 n

n=1
x =e+ (e-x)



  

 

dir [3]. 
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2.30. Teorem :  

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri olsun. x A ve 
1

n n

n
lim (e-x) 1  ise  

x regüler ve 

 

-1 k

k=1
x = e+ (e- x)



  

 

dır [3]. 

 

2.31. Teorem :  

 

A birim elemanlı kompleks Banach cebiri olsun. A'nin regüler elemanlar kümesi olan 

R açıktır [3]. 

 

2.32. Teorem :  

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri olsun. A'deki regüler elemanların  

kümesi R olmak üzere 

 

1

f : R  R
   x  f(x)=x




 

 

dönüşümü süreklidir [3]. 

 

2.49. Tanım : 

 

A,  'nin açık bir alt kümesi olsun. f : A X fonksiyonu a A noktasını içeren açık  

bir diskin her noktasında türevlenebiliyorsa f'ye a noktasında holomorfik fonksiyon 

denir [5]. 
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Eğer A'nın tüm elemanlarında holomorfik ise f'ye A üzerinde holomorfiktir denir. 

 

2.50. Tanım : 

 

A kompleks cebir ve x A olsun. 

 

x  y = y + x - yx = θ ( x  y = x + y - xy = θ)   

 

olacak şekilde y A varsa y'ye x'in sol(sağ) yarı-tersi denir. Eğer  x y=y x=θ   

olacak şekilde y A varsa y' ye x'in yarı-tersi denir  ve x'e yarı regüler denir [3]. 

 

2.51. Tanım : 

 

A normlu kompleks cebir ve x A olsun. xy = θ (yx = θ) olacak şekilde θ y A   

varsa x'e sol (sağ) sıfır bölen denir. xy=yx=θ  olacak şekilde θ y A  varsa x'e iki 

yanlı sıfır bölen denir.  [3] 

 

2.52. Tanım :   

 

A normlu kompleks cebir ve x A olsun. k = 1, 2, 3, 4,... olmak üzere  k y 1  ve 

kk
lim xy =0 kk

( lim y x =0 ) olacak şekilde k(y ) A dizisi varsa x'e sol (sağ) 

topolojik sıfır bölen denir. k=1,2,3,... için ky 1 ve k kk k
lim xy =lim y x =0 olacak 

şekilde k(y ) A  dizisi varsa x'e iki yanlı topolojik sıfır bölen denir [3]. 

 

2.53. Tanım : 

 

A kompleks Banach cebiri ve x A olsun. A birimli ve birimi e ise  

 

σ(x)={  : x-λe A'da singüler }  
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kümesine x'in spektrumu denir. A birimli değil ise  

 

xσ(x)={ λ  :  A'da yarı singüler, λ 0 } {0}
λ

    

 

kümesine x'in spektrumu denir [3]. 

 

Fakat A birimli olmasa dahi eA =A  kümesi 

 

i) (x,a)+(y,b) = (x+y,a+b)  

 

ii) b(x,a) = (bx,ba)  

 

iii) (x,a)(y,b) = (xy+ay+bx, ab)  

 

işlemleri ile birlikte birim elemanlı kompleks bir cebirdir. 

 

2.33. Teorem : 

 

A kompleks cebir olsun. Bu taktirde  

 

1) eφ : A  A ,  φ(x)=(x,0)  olarak tanımlanan φ  dönüşümü içine epimorfidir. 

 

2) e(A, ) kompleks cebir ise A  

 

(x,a) = x + a  

 

olarak tanımlanan   normuna göre normlu cebirdir. Eğer A Banach cebiri ise eA  

Banach cebiridir [3]. 

 



 33 

2.34. Teorem : 

 

A birim elemanı olmayan kompleks Banach cebiri ve x A olsun. Bu durumda  

eA Aσ (x)=σ (x) dir [3]. 

 

2.35. Teorem : 

 

X kompakt Hausdorff topolojik uzay ve f S(X, )  olsun. Bu durumda aşağıdakiler 

denktir [3]. 

 

1)  f topolojik sıfır bölendir. 

 

2)  f singülerdir. 

 

3) f(x)=0 olacak şekilde x X vardır. 

 

2.36. Teorem : 

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri ve x A olsun. Bu taktirde σ(x) , 

{z  : z x  }  kümesinin kompakt alt kümesidir [3]. 

 

2.54. Tanım : 

 

σ(x) kümesinin tümleyen kümesine x'in rezolvantı denir ve ρ(x) ile gösterilir. Yani 

ρ(x)= -σ(x) dir [3].  

 

σ(x)  kapalı olduğundan ρ(x) açıktır [3].  

 

Ayrıca teorem 2.36' dan dolayı{ z  : x z  } ρ(x)   tir [3]. 
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2.37. Teorem :  

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri olsun. 0x A ve λ ρ(x)   için 

0
0

1D(λ , )  ρ(x)
R(λ )

 tir [1]. 

 

2.55. Tanım : 

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri ve x A olsun. 

 

x
-1

x

v  : ρ(x)  A
         λ  v (λ)=(x-λe)




 

 

dönüşümüne x'in rezolvantı denir [3]. 

 

Rezolvant dönüşümü Teorem 2.32'ten dolayı süreklidir. Ayrıca λ,μ ρ(x) için; 

 

x x x xv (λ)-v (μ)=(μ-λ)v (λ)v (μ)  

 

eşitliğine rezolvant eşitliği denir. 

 

2.38. Teorem : 

 

A Banach örgü uzayı ve x A olsun. 

 

1

f : ρ(x)  A
       λ  (λ-a)




 

 

dönüşümü holomofiktir [5]. 
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2.39. Teorem : 

 

A kompleks Banach cebiri ve x A ise σ(x)   dir [3]. 

 

Burada A reel Banach cebiri ise σ(x)=  olabilir. 

 

Örnek : 

 

ija   olmak üzere 2 2 tipindeki ijA=(a ) kare matrislerin kümesini 2M ile 

gösterelim. 2M  kümesi; 

 

ij ij ijA+B=(a +b ) ve λA=(λa )  

 

işlemlerine göre lineer uzay ve bilinen matris çarpımına göre bir cebirdir. 

2M kümesinin birim elemanı; 

 

1   0
e=

0  1
 
 
 

 

 

dır. 2M kümesi; 

 
2

ij
j=1

A =maks a  : 1 i 2 
 

  
 
  

 

normuna göre normlu cebirdir. Üstelik bu norma göre 2M tamdır. 

 

0  -1
A

1    0
 

  
 

 

 

olmak üzere (A-λe) ifadesinin tersi olmaması için det (A-λe) =0 olması gerekir. Fakat  
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2det (A-λe) λ +1=0 olacak şekilde λ olmadığından σ(A)= tur. 

 

2.40. Teorem (Gelfand-Mazur) : 

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri olsun. Eğer A'daki sıfırdan farklı her 

eleman regüler ise A,   ile izometrik olarak eş yapılıdır [3]. 

 

2.41. Teorem :  

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri olsun. A'da topolojik sıfır bölen 

sadece θ  ise A=  dir. 

 

2.56. Tanım :  

 

A kompleks Banach cebiri ve  x A olsun. 

 

Ar(x)=sup{ λ  : λ σ (x) }  

 

sayısına x'in spektral yarıçapı denir [3]. 

 

2.42. Teorem ( Polinom spektral dönüşümü teoremi ) : 

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri ve p(x), de bir polinom olsun. 

Eğer x E ise σ(p(x))=p(σ(x)) tir [3]. 

 

2.43. Teorem ( Spektral yarıçap formülü ): 

 

A kompleks Banach cebiri ve x A olsun. 

 
1

n n

n
r(x) lim x  
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dir [3]. 

 

2.44. Teorem : 

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri ve B, A'nın kapalı alt cebiri olsun. 

Bu durumda  

 

B B Ar (x) = sup{ λ :λ σ (x)} = sup{ λ :λ σ (x)}   

 

dır [3]. 

 

2.45. Teorem : 

 

A birim elemanı e olan kompleks Banach cebiri olsun. e B olmak üzere B, A'nın alt 

Banach cebiri ise x B için A Bσ (x) σ (x) tir [3]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 38 

 3.  f-CEBİRLERİNDE GELFAND-MAZUR TEOREMİ 

 

 

Bu bölümde Arşimedsel f-cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremini inceleyeceğiz. 

Bundan sonra alacağımız tüm uzaylar Arşimedsel olarak alınacaktır. 

 

3.1. Tanım :  

 

A reel cebir olsun. A AxA üzerinde a,b,c,d A ve α,β   için; 

 

i) (a,b)+(c,d) = (a+c, b+d) 

 

ii) (α+iβ)(a,b) = (αa - βb, αb + aβ)  

 

iii) (a,b)(c,d) = (ac - bd, ad + bc) 

 

işlemleri ile birlikte A  kompleks cebirdir. 

 

A reel Banach cebiri ve z A   için z=a+ib olsun.  

 

z sup{(cosφ)a+(sinφ)b : 0 φ 2π }    

 

olmak üzere z =  z   ise A  kompleks Banach cebiri denir.  

 

3.1. Teorem : 

 

A düzgün tam örgü cebiri ve e>0 birim elemanı olsun. 

 

1) eB  projeksiyon banddir yani d
e eA=B +B dir. 
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2) Her ea B  için  

 

a

a

L :A A
    b  L (b) = ab




 

 

a

a

R  : A  A
        b  R (b) = ba




 

 

biçiminde tanımlı çarpma operatörleri A'nın orthomorfizmleridir. 

 

İspat :  

 

1) Teorem 2.11' den dolayı eB  nin projeksiyon band olduğunu göstermek her a A  

için 
n

sup(a ne)  eB  içinde mevcut olduğunu göstermek yeterlidir. Her 

m,n  m n  >0 ;  

 
-1 20 (a me)-(a ne) n a     

 

olduğunu gösterelim. na =a ne (n=1,2,3,...)  ve eI  de e'nin ürettiği ideal olsun. eI  f-

cebiridir. Her ea,b I eve c I  için a b=0  olsun. 

                     
+
ec I   λ  için c λe dir.      

 

Ayrıca; 

 

0 (ca b)
  (λe)a b=λa b   (c λe)
  (λ+1)a (λ+1)b    (sup{λ,1} λ+1)
   = (λ+1)(a b)
   = 0
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bulunur. Benzer şekilde ac b=0  olduğu gösterilir. O halde eI  f-cebiridir.  

 

Her m,n  m n>0   için; 

 

m n n m n

n

n n

(a -a ) (ne-a ) = (a ne)-a
                            = (a ne)-a
                            = (a -a )
                            = 0

 
  

 

O halde m n n(a -a ) (ne-a )  dir. 

 

m na -a =(a me)-(a ne)=a (me-ne) a me me λe         olacak şekilde λ   var 

olduğundan m n ea -a I  dir.  

 

n(ne-a )=(ne-(a ne))=(ne-a) (ne-ne)=(ne-a) 0 ne-a ne λe       olacak şekilde 

λ   vardır.O halde n ene-a I  dir. eI  f-cebiri olduğundan m n n(a -a ) (ne-a )=0  

-1
m e iken n a I için  -1

m n m m n(a -a ) (a -n a (ne-a ))=0  dır. 

 
-1 -1

m n m m n m n m n
-1

m n m n
-1

m n m n

(a -a ) (a -n a a )=0  a +(-a -n a a )=0

                                          a -(a n a a )=0 
                                          a =a a a n

  

 

 

 

 

bulunur. 

 

m-1 -1 -1 2
m n m n n m n

n

a a
0 a -a (n a a a ) n a a n a   

a a
  

       
 

 

O halde  n=1a ne   2a -düzgün Cauchy dizisidir.A düzgün tam olduğundan  

2a ne b (a düzgün)   olacak şekilde +b A vardır. Ayrıca  n=1a ne  dizisi  
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artandır. Şimdi sup(a ne) = b  olduğunu gösterelim. 

 

 n=1a ne   dizisi artan olduğundan m n 0   için m na -a 0 dır. Buradan m na a  

bulunur. m   için nb a dir. O halde b bir üst sınırdır. c başka bir üst sınır olsun. 

b c  olduğunu gösterirsek ispat tamamlanmış olur. 

 
2

n na =a c  b c  (a düzgün)     

 

O halde b=b c  olduğunu gösterelim. 

 

n n

n n

n n

2 2

0  b - b c   b-a  + a -b c

                        b-a  + a b c

                        =  a -b   a b c
1 1                        a   a
n n

                        0           (A Arşimedsel düzgün ta

   

  

  

 

 m)

 

 

O halde b-b c=0 olmasından b=b c c   bulunur. Sonuç olarak b üst sınırların en 

küçüğüdür yani sup(a ne)=b  dir. 

 

2) Orth(A) Riesz uzayı olduğundan + -a a a
L =L -L  dir. Her ea B  için aL Orth(A)  

olduğunu göstermek için +a
a 0 için L Orth(A)   olduğunu göstermek yeterlidir. 

ea B  olduğundan a me a   ve m n  için;  

 
-1 20 (a me)-(a ne) n a     

 

dir. m üzerinden supremum alınırsa; 

 
-1 20 a-(a ne) n a    
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dir. O halde 2a ne a  (a  düzgün).  0 a ne ne    olduğundan a ne0 L nI  dir. 

 

Her b A için  

 

a ne

a ne

0 (a ne)b nb  0 L ( ) nI(b)
                              0 L nI

b



     

  
 

 

dir. Buradan a neL Z(A)   bulunur ve Z(A)Orth(A) olduğundan a neL Orth(A)   

dır. Şimdi b c = 0  olsun. aL (b) c = 0  olduğunu gösterelim. a neL Orth(A)   

olduğundan a ne{(a ne)b} c = L (b) c = 0    dır. a ne a   için (a ne)b ab    

2(a b düzgün)  Çünkü; 

 
-1 2 -1 2

b b
-1 2

b b b
-1 2

0 (a-a ne)b n a b  0 R (a-a ne) R (n a )

                                   0 R (a)-R (a ne) n R (a )
                                   0 ab-(a ne)b n a b
                                   (a n

      

   

   

  2e)b ab (a b düzgün)

 

 

O halde 2(a ne)b ab (a b düzgün)   ve infimum sıra sürekli olduğundan; 

 

(a ne)b c ab c     

 

(a ne)b c  =0 olmasından dolayı 0'a yakınsaktır ve limitin tekliğinden ab c =0 

dır. O halde aa 0 için L Orth(A)   dır. Keyfi bir ea B için + -
ea ,a B  olduğundan 

+ -a a
L ,L Orth(A)  ve Orth(A) Riesz uzayı olduğundan + - aa a

L -L =L Orth(A)  

bulunur. 

 

3.2. Teorem : 

 

E Banach örgü cebiri ve e>0  birim elemanı olsun. e tarafından üretilen eI  ideali için  
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e eI =B dir. 

 

İspat :  

 

e eI B ....  (1) 

 
+
ea B  olsun. +

ea I  olduğunu gösterelim. 0 T Orth(E)   olsun. Teorem 2.21' den 

pozitif operatörler norm sınırlı olduğundan T   . Kabul edelim ki λ>0  için 

(T-λI) 0   olsun. 0 x E   için; 

 
+y=(T-λI) x 0  

 

olarak alalım. Orth(E) f-cebiri olduğundan teorem 2.28' den  dolayı  

 
- +(T-λI) y (T-λI) (T-λI) x 0   

 

 bulunur.O halde 

 
+ -

+ -

0

(T-λI)y = (T-λI) -(T-λI) y

            = (T-λI) y-(T-λI) y

  


 

 

Böylece (T-λI)y 0 olduğundan Ty λy  dır. Buradan T λ  olur ki bu da T nin 

norm sınırlı olması ile çelişkidir. O halde +(T-λI) =0  bulunur. 

 

(T-λI) 0  T λI    

 

dır. O halde T Z(E) bulunur. 
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Keyfi bir T Orth(E)  olsun. T=T -T   olup T ,T ( )Z E    olduğundan T Z(E) dir. 

O halde a0 L λI   olacak şekilde λ   vardır.  

 

a0 L (e)=ae=a λe   

 

olduğundan +
ea I  dır. 

 

Keyfi bir ea B  olsun. + -a=a -a  olup + -
ea ,a I  olduğundan ea I bulunur. O halde  

 

e eB I ....  (2) 

 

(1) ve (2) den e eI =B  dir.  

 

Teorem 3.1' den eI  projeksiyon banddir ve ea I  için teorem 2.80'den  

 

e
a =inf{λ>0 : a λe }  

 

e-düzgün normu ile birlikte  e eI ,  Banach örgüsüdür. 

 

3.1. Lemma : 

 

A örgü cebiri ve 0 e A  birim elemanı olsun. +a A  için a'nın tersi var ve -1a 0  

ise 

 

a(b c)=ab ac , (b c)a=ba ca     

 

sağlanır. 
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İspat :  

 

a(b c) ab
  a(b c) ab ac

a(b c) ac
  

     
...(1) 

 

Diğer taraftan;  

 
-1 -1 -10 a (ab ac)  (a ab a ac)      (Teoremin 1.kısmından)

                          = b c
   


 

 

dir. O halde  

 
-1 -10 a (ab ac)  b c  aa (ab ac) a(b c)   (a A )

                                        ab ac a(b c) .... (2)

        
   

 

 

(1) ve (2) den dolayı a(b c)=ab ac   bulunur. Diğer tarafıda benzer şekilde 

gösterilebilir. 

 

Genel olarak e yerine herhangi bir a A için benzer durumu inceleyelim. 

 

3.3. Teorem :  

 

A reel Banach örgü cebiri ve e>0 birim elemanı olmak üzere +a A için -1a var ve 

pozitif olsun. Bu durumda aşağıdakiler vardır. 

 

1) aB  projeksiyon banddir.  

 

2) a aI =B 'dır 
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İspat : 

 

1) aB projeksiyon band olduğunu göstermek için teorem 2.11'den +u A olmak üzere 

sup{u na}  mevcut ve aB içinde olduğunu göstermemiz yeterlidir. 

 
+u A için A örgü cebiri olduğundan -1 +a u A dır. eB projeksiyon band olmasından 

1sup{a u ne} = v   eB dir. ev B  ve teorem 3.2' den dolayı ev I dir.  

 

ev I    λ   için v  λe

            λ   için av  λa     ( a pozitif )





    

   




 

 

olduğundan aav I dır. Ayrıca a aI B olmasından aav B bulunur. Şimdi 

sup{u na} = av  olduğunu gösterelim. a ve -1a  pozitif olduğundan aL  çarpım 

operatörü örgü izomorfizmdir. Her örgü izomorfizm sıra süreklidir.  

 
-1 -1

a a a

-1
a a a a

a u ne  v   L (a u ne)  L (v)             ( L  sıra sürekli )

                         L (a u) L (ne)  L (v)       (L  örgü izomorfizmi)

                          u na  av 

    

  

  

 

 

olduğundan ve aav B olmasından aB  projeksiyon banddir.  

 

2) a aI B ...(1) dır. Kapsamanın diğer tarafı için +
ab B  olsun. Bu durumda 

b na  b  dır. Şimdi -1
ea b B olduğunu göstereceğiz. a ve -1a  pozitif olduğundan 

-1a
L örgü izomorfizmdir. 

 

-1 -1 1a

-1 -1 -1 -1

a a

a a a a

1 -1

-1

b na  b  L (b na)  L (b)       (L  sıra sürekli)

                     L (b) L (na)  L (b)       (L  örgü homomorfizm)

                      a b ne  a b
                      a b B





    

  

  

  e  
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Teorem 3.2' den e eI =B  olduğundan -1
ea b I dir 

 
-1 -1

e
-1

a b I   λ  : 0 a b λe
               λ  : 0 aa b λa      ( a pozitif )
               λ  : 0 b λa







     

    

    





 

 

olduğundan +
ab I dır. Keyfi bir ab B için + -b = b -b olacak şekilde + - +

ab ,b B  

olmasından + - +
ab ,b I  dır. Buradan ab I olduğundan a aB I ...(2) dir. (1) ve (2) 

den a aI =B bulunur. 

 

Yukarıda eI 'nin f-cebiri olduğunu söylenmişti. Herhangi bir a A için aI 'nın cebir 

olması için gerek ve yeterli koşul 20 a λa  olacak şekilde λ  sayısının var 

olmasıdır. 

 

3.4. Teorem : 

 

A düzgün tam örgü cebiri ve 0 e A  birim elemanı olsun. eB  f -cebiridir. 

 

İspat :  

 

eHer a, b B için teorem 3.1' den dolayı aL Orth(A)  dır. aL ortomorfizm ve eB  

band olduğundan a e eL (B ) B dir. eb B olmasından a eL (b) B  bulunur. O halde 

eab B olduğundan  eB cebirdir. Şimdi eB f-cebiri olduğunu gösterelim. ea,b B  ve 

her +
ec B için a b=0  olsun.  

 

e c cc B   L , R Orth(A)    

 

olduğundan a b=0 iken c cL (a) b=0 ve R (a) b=0  dır. O halde ac b=0  ve 

ca b=0 olduğundan eB f-cebiridir. 
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3.5. Teorem :  

 

A Dedekind tam birimli örgü cebiri olsun. 

 
+
ea B ve aI cebir e a I   

 

İspat : 

 
+
e aa B  ve I  cebir olsun. aI  cebir olduğundan 20 a λa  olacak şekilde λ   

vardır. Teorem 2.18' den dolayı 0 b e   ve 2a  = bλa olacak şekilde eb B vardır. 

 
2 2a =bλa  a - bλa = 0

             a(a - bλ) = 0
             a a - bλ  = 0     (Teorem 2.90)




 

 

 

bulunur. 

 

e

a-bλ a  a-bλ a (a-bλ)
              a-bλ a (a-bλ) 0   (a (a-bλ) a (a-bλ) )
              a-bλ 0
              a bλ λe               ( b e )
              a I

   

      

 
   
 

 

dir. 

 

Tersine ea I olsun. O halde a λe olacak şekilde λ  vardır.a pozitif olduğundan 

2a λa bulunur. Buradan aI cebirdir. 

 

3.6. Teorem : 

 

A düzgün tam örgü cebiri ve 0 e A  birim elemanı olsun. eB ile Orth( eB ) cebir ve  
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örgü izomorfiktir. 

 

İspat :  

 

e e

a

F : B   Orth(B )
       a  F(a)=L




 

 

dönüşümü tanımlayalım. 

 

i) ea B  için teorem 3.1' den dolayı a eF(a)=L Orth(B ) olduğundan F anlamlıdır. 

 

ii) ea,b,c B ve b=c olsun. 

 

a a

b=c  ab=ac 
        L (b)=L (c)
        F(b)=F(c)





 

 

olduğundan F iyi tanımlıdır. 

 

iii) F'nin lineer olduğunu görmek kolaydır. O halde birebir olduğunu göstermek için  

ÇekF={0}olduğunu gösterelim. ÇekF vektör uzayı olduğundan  

 

{0}  ÇekF  ....(1) 

 

Her b ÇekF  için  

 

aF(b)=0  L (b)=0
             ab=0




 

 

dır.Her ea B için sağlandığından özel olarak ea=e B için b=eb=0 bulunur. O halde 
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ÇekF  {0} .... (2) 

 

olduğundan (1) ve (2) den ÇekF={0}dır. O halde F bire-birdir. 

 

iv)  Her es Orth(B ) için  

 

e e e e

a

s Orth(B )  s(e) = a B   (s(B ) B )
                    s(e)e = ae
                    s(e) = L (e)

   



 

 

olduğundan teorem 2.20' den eB  üzerinde as=L  olur ki buradan da F örtendir. 

 

v) Her ea,b B  için F(a.b) = F(a).F(b)  olduğunu gösterelim. abF(a,b) = L dir. Her 

c A için 

 

ab

a

a b

L (c) = abc
          = L (bc)
          = L L (c) 

 

 

olduğundan ab a bL  = L L dir. O halde ab a bF(ab) = L = L L = F(a)F(b)  olduğundan F 

cebir homomorfizmdir. 

 

vi) Teorem 2.14' den dolayı F örgü izomorfizm olduğunu göstermek için F ve 
-1F dönüşümlerinin pozitif olduğunu göstermek yeterlidir. Her +a A için aL çarpım 

operatörü pozitif olduğundan F pozitiftir. 

 
-1

e e
1

F  : Orth(B )  B

                s   F (s)




 

 

dir. Her es Orth(B ) için F örten olduğundan en az bir ea B vardır ve F(a)=s dir. 
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O halde her ec B için aL (c)=s(c) olduğundan ac=s(c) dir. Bu eşitlik eB nin tüm 

elemanları için sağlandığından özel olaca c=e içinde sağlanır.O halde a=ae=s(e)  

olup s pozitif olduğu için a pozitiftir.Buradan da 

 
-1F (s)=a 0  

 

bulunur. Sonuç olarak F ve -1F pozitif olduğu için F örgü izomorfizmdir. O halde 

e eB  ile Orth(B ) cebir ve örgü izomorfiktir. 

 

Sonuç : 

 

A düzgün tam - örgü cebiri ve 0 e A  birim elemanı olsun. ea B  için -1a ,  A'da 

mevcut ise  -1
ea B dir 

 

Bunun için -1
-1
a a

L =L olduğunu gösterelim. Her b A için 

 

 -1 -1a aa a

-1
a

-1

L L (b)=L (L (b))

                     =L (a b)
                     =aa b
                     =b
                     =I(b)



 

 

dır. O halde 1a a
L L I  bulunur.Benzer şekilde -1 aa

L L  = I olduğu gösterilebilir. 

Dolayısıyla 1
-1
a a

L =L  dır. aL ortomorfizm tersi var ve teorem 2.19' dan eOrth(B ) full  

altcebir olduğundan -1
a eL Orth(B ) dır. 

 

-1
-1
a e ea

-1
e

L Orth(B )  L Orth(B )

                        a B
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dir. 

 

3.7. Teorem : 

 

E {0} Riesz uzayı olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir. [8] 

 

i) E,  'ye örgü izomorfizmdir. 

 

ii) E'nin sadece aşikar ideali vardır. 

 

iii) E Arşimedyan ve tamamen sıralıdır  

 

3.2. Lemma :  

 

A örgü cebiri, e>0  birim elemanı ve her a A  için a'nın tersi var ve pozitif ise A f-

cebiridir. 

 

İspat :  

 

Bunun için önce A nın d-cebiri olduğunu gösterelim. a>0  için aL sol çarpım 

operatörü pozitiftir. Gerçekten her +b A için; 

 

a

a

L  : A  A
        b L (b)=ab




 

 

biçiminde tanımlı sol çarpım operatörü, A örgü cebiri ve a,b A için 

ab A olduğundan pozitiftir. Ayrıca -1
-1
a a

L  = L  için -1a 0  olduğundan -1
aL operatörü 

pozitiftir.O halde aL örgü izomorfizmdir.Benzer şekilde aR sağ çarpım operatörünün 

de örgü izomorfizm olduğu gösterilebilir. b,c A ve a A  olsun. a(b c) = ab ac   

ve (b c)a = ba ca   olduğunu gösterelim. 
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a

a a a

a(b c)=L (b c)
            =L (b) L (c)   (L  örgü izomorfizması)
            =ab ac

 




 

 

dir. Benzer şekilde (b c)a=ba ca  olduğuda gösterilebilir. O halde A d-cebiridir. 

Şimdi A'nın f-cebiri olduğunu gösterelim.Her a,b A ve c A   için a b=0 olsun. 

 

c (c e)
0 ca b [(c e)a] [(c e)b]   

e (c e)
                (c e)(a b)
                 =0

  
         

    

 

olduğundan ca b=0 dır. Benzer şekilde ac b=0 olduğu gösterilebilir. O halde A f-

cebiridir. 

 

3.8. Teorem :  

 

A f-cebiri ve e>0 birim elemanı olsun. Eğer 0 a A  için a'nın tersi var ise 

pozitiftir. 

 

İspat :  

 
+a A  için -1b=a olsun. Bu durumda ab = ba = e dir. 

 
+ - + -e = ab = a(b -b ) = ab -ab  

 

dır. Benzer şekilde + -e=b a-b a bulunur. A f-cebiri olduğundan + -b b 0   için 

 
+ - + -(ab ) (ab )=0 ve (b a) (b a)=0   

 

olduğundan teorem 2.1'den dolayı + + +e = e  = ab  = b a  bulunur. O halde -1 +a =b 0   
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dır. 

 

3.9. Teorem :  

 

A örgü cebiri ve e>0 birim elemanı olsun. Her pozitif elemanın tersi var ve tersi 

pozitif ise A, ' ye örgü ve cebir izomorfiktir. 

 

İspat :  

 

A'nın tam sıralı olduğunu gösterelim. Keyfi bir b A için kabul edelim ki +b 0  

veya b 0  olsun. O halde her pozitif elemanın tersi var ve pozitif olduğundan c 0  

ve d > 0  vardır ve + +b c = cb e , - +b d = db = e  dir.O halde + -b c = b d = e  bulunur. 

Ayrıca Lemma'dan A f-cebiri olduğundan + -b b 0  için 

 
+ -0=b c b d=e e=e   

 

bulunur ki bu da e>0  olması ile çelişkidir. O halde +b =0 veya b 0  dır. Bu yüzden 

b 0 veya b 0  dır. O halde A tam sıralıdır. Teorem 3.7' den dolayı A,   örgü 

izomorfiktir ve bu dönüşüm 

 

φ : A  
     a  φ(a)=α





 

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

Şimdi bu dönüşümün cebir homomorfizm olduğunu gösterelim. Her a,b A için 

a=αe ve b=βe olacak şekilde α,β vardır. 
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φ(ab)  =  φ(αeβe)
           =  φ((αβ)e)
           =  αβ
           =  φ(αe)φ(βe)
           =  φ(a)φ(b)

 

 

olduğundan φ  cebir izomorfizmdir. Sonuç olarak A,  'ye cebir ve örgü 

izomorfiktir. 
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4.   TİP-1 CEBİRLERİNDE GELFAND-MAZUR TEOREMİ 

 

Önceki bölümde A birimli örgü cebiri olmak üzere her pozitif elemanın tersi var ve 

pozitif ise A    olduğunu verdik. A'nın bu şartlarda f-cebiri olduğunu 3.2 

Lemma'dan biliyoruz. Şimdi f-cebirlerinden daha zayıf olan tip-1 Banach 

cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremini araştıracağız. 

 

4.1 Teorem : 

 

A Banach uzayı ve x A  olsun. 

 

1) Eğer n n
n

1λ ρ(x) ise R(λ ,x)
d(λ ,σ(x))

   

n n[d(λ ,σ(x))=inf{ λ μ : μ σ(x)}]   

 

2) n n 0(λ )  ρ(x) dizisi λ λ    olsun. 0 nλ σ(x)  R(λ ,x)    

 

İspat :  

 

1) nλ ρ(x) olsun. n
n

1μ σ(x) için λ -μ
R(λ ,x)

   dir. Çünkü teorem 2.109'dan 

dolayı 0
o

1D(λ , ) ρ(x)
R(λ )

  olduğundan n
n

1λ -μ
R(λ ,x)

  olması μ σ(x)  olması 

ile çelişkidir. 

 

n n
n

1d(λ ,σ(x))=inf{ λ μ : σ(x)}
R(λ ,x)

    

 

2) n 0λ λ σ(x)   olsun. n
n

1R(λ ,x)  (teoremin 1. kısmından)
d(λ ,σ(x))
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Keyfi m  için  

 

n 0 0 nn

1limd(λ ,σ(x)) = 0  n   n n  için d(λ ,σ(x))
m

        

 

dir. n
n

1R(λ ,x)
d(λ ,σ(x))

  olduğundan n
n

1R(λ ,x) m
d(λ ,σ(x))

  bulunur. O halde 

n   için nR(λ ,x)  dur. 

 

4.2. Teorem : 
 

A reel Banach örgü cebiri ve e birim elemanı olsun. Her +x A , x tersinir ve x =1  

iken -1x M  olacak şekilde M>0  varsa A,   ye örgü izomorfiktir. 

 

İspat :  

 
+x A  ve n n=0(λ ) ,    da bir dizi ve n nn

λ r(x) ve lim λ r(x) olsun.   

n
1(λ =r(x)+  alabiliriz.)
n

  

 

n nλ r(x)  λ ρ(x)    ({λ  : λ r(x)} ρ(x))       

 

O halde -1
n nλ r(x) için (λ e-x)  vardır. 

 

n
n n

x r(x)λ r(x)  1
λ λ

     

 

olduğundan 
k

k+1
k=0 n

xs=  serisi
λ



 yakınsaktır. 
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k

n n k+1
k=0 n

km

n k+1m
k=0 n

km

n k+1m
k=0 n

k k+1m m

k k+1m
k=0 k=0n n

x(λ e-x)s = (λ e-x) 
λ

x             = (λ e-x) lim
λ

x             = lim  (λ e-x)     (Çarpma sürekli)
λ

x x             = lim  
λ λ

       









 
 
 
 

 
 







 

m+1

m
n

x      lim  e-( )
λ

             = e



 
  

 

 

 

n
n

n

R(λ ,x)x : =  tanımlayabiliriz ve
R(λ ,x)

k

n k+1
k=0 n

xR(λ ,x)=
λ



  dir. nR(λ ,x)  0  olduğunu 

gösterelim.  

 
km

m n k+1
k=0 n

xR (λ ,x)=
λ  

 

dir. k
nx 0 ve λ 0 olduğundan  bunların sonlu toplamı da pozitiftir yani mR 0 dır. 

Pozitif kon kapalı olduğundan mm
lim R 0


 olur. O halde nR(λ ,x) 0 , nx 0  ve 

nx 1 dir. Teorem 4.1' den dolayı nn
lim R(λ ,x) = 


 dur. O halde 

n n
n n

n

n

n

M M0 λ e-x 0 lim λ e-x lim
R(λ ,x) R(λ ,x)

                                    0 lim λ e-x 0

                                    lim λ e-x 0

                                    lim(λ e-x) 0

 

n n

n

n

n

 







    

  

 

 

n

n

                                  lim (λ e-x)=0

                                   lim (λ e)-x=

                                   x=r(x)e

n

n
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bulunur. Böylece A e'nin ürettiği lineer uzay yani 1-boyutlu Banach cebiri olur. 

Buradan A   elde edilir. (Riesz Space I, Teorem 26.11) 

 

Sonuç  : 

 

A sonlu boyutlu reel Banach örgü cebiri ve her pozitif elemanın tersi var olsun. Bu 

durumda A,  ye izomorftur. 

 

İspat :  

 
+S={x A  : x =1 } olsun.S A olduğundan   S sonlu boyutludur. 

 

1) Her x S için x 1 olduğundan sınırlıdır. 

 

2) S kapalıdır.  

 

S S   .... (1) 

 

Diğer taraftan x S olsun.O halde nx x olacak şekilde n(x ) S vardır.Şimdi 

x 1  olduğunu gösterelim. 

 

n 0 0 nx x  ε>0 için n   n n  için x -x ε          

 

dur.Buradan da n nx - x x -x <ε  olduğundan nx x  tir. 

 

n nx x  x x

              1 x

  

 
 

 

ve (1) sabit dizisi 1'e yakınsak olacağından ve limitin tekliğinden dolayı x 1 dir.  
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O halde x S dir. Dolayısıyla  

 

S S ....  (2) 

 

(1) ve (2) den dolayı S=S dır.S kapalıdır. 

 

Sonlu boyutlu uzaylarda kapalı ve sınırlı küme kompakttır. 

 

1

φ :  S  

       x   x  










 

 

dönüşümü süreklidir. Çünkü teorem 2.32' den -1x x  dönüşüm sürekli olduğundan 

 
-1 -1

0 0ε>0 için x-x  iken x -x ε     

 

dur. O halde 0x-x  iken  -1 -1 -1 -1
0 0x - x x -x ε   olduğundan 1x   x  

dönüşümü süreklidir. Kompakt kümelerde sürekli fonksiyonlar maksimum değerini 

alacağından -1x M olacak şekilde M  vardır.  O halde Teorem 4.2' nin tüm 

şartları sağlandığından A   tur. 

 

4.3. Teorem : 

 

A reel Banach örgü cebiri ve e birim elemanı olsun. x A ,  ρ(x)    ve her n  

için ninf(x ,e)=0 ise x singülerdir. 

 

İspat :  

 

A , A'nın kompleksleştirilmiş Banach örgü cebiri ve B(x), e ve x tarafından üretilen  

alt cebirin kapanışı olsun.  
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t
n n

k k k k
k=1

V = Sp{e,x  : n  }  { λ u :  u =e veya u =x , t  }     

 

ailesi e ve x tarafından üretilen cebirdir. 

 

1) V'nin vektör uzayı olduğunu gösterelim. 

 

i) Her 
t r

k k s s
k=1 s=1

x,y V için x= λ u ,  y= β v    olsun.
t r

k k s s
k=1 s=1

x+y= λ u + β v  dır.  

 

k
k

k

λ   ; 1 k t
γ  =   

β   ; t+1 k t+r
 

  
 

k
k

k

u   ; 1 k t
ω  = 

v   ; t+1 k t+r
 

  
 

 

olmak üzere 
t+r

k k
k=1

x+y = γ ω  olduğundan x+y V dir. 

 

ii) Her x V ve λ  olsun.   

 
t

k k
k=1

x V  x= λ u    

 

olacak şekilde n
k k kλ  ve u =e veya u =x  vardır. 

 
t

k k
k=1

λx= (λλ )u  

 

olduğundan λx V dir. O halde V alt vektör uzayıdır. 

 

2) Her x,y V için  
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t

k k
k=1

r

s s
s=1

x= λ u
x, y V  

y= β v


  






 

 

olacak şekilde n n
k s k kλ ,β ,  (u =e veya u =x ) ve (v =e veya v =x )s s  vardır. 

 
t r

k k s s
k=1 s=1

t r

k s k s
k=1 s=1

x.y= λ u . β v

     = [(λ β ).(u v )]

   
   
   
 


 

 

dir. 

 

k s k s
n n

k s k s
n n

k s k s
n n 2n

k s k s

u =e ve v =e     u .v =e

u =e ve v =x    u .v =x
u =x  ve v =e   u .v =x

u =x  ve v =x  u .v =x

 
  
 

 
  

 

 

olduğundan x.y V dir. O halde V cebirdir. 

 

3) Her x,y V için  

 

n nx V  x x olacak şekilde (x ) V vardır.     

n ny V  y y olacak şekilde (y ) V vardır.     

 

n nV cebir olduğundan x .y V dir. Şimdi n nx .y x.y  olduğunu gösterelim. 

 

'
n 0 n

εx x  ε>0 için n   x -x
2 x

        



 63 

 ''
n 0 n

n

εy y  ε>0 için n   y -y
2 y

        

 

dır. O halde 

 

n n n n n n

n n n

n
n

x .y -x.y x .y -x.y +x.y -x.y

                 y x -x + x y -y
ε ε                  < y x

2 y 2 x
ε ε                  =
2 2

                  =ε









 

 

olduğundan n nx .y x.y dir.  

 

Sonuç olarak n nx .y x.y  ve n n(x .y ) V olduğundan x.y V dir. 

 

4) B(x)=V olduğunu gösterelim. 

 

e,x V için e,x V dir. B(x), e'yi ve x'i kapsayan en küçük cebir olduğundan  

 

B(x) V ....  (1) 

 

dır. e, x B(x)  ve B(x) cebir olduğundan ne, x B(x)  bulunur. Her y V  için 
t

k k
k=1

y= λ u  olduğundan n
k ku =e veya u =x olup ku B(x)  ve B(x) cebir olduğundan 

t

k k
k=1

y= λ u B(x) bulunur. O halde  

 

V B(x) ... (2) 
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tir.(1) ve (2) den B(x)=V bulunur. 

 

Şimdi x'in singüler olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki x'in tersi var olsun yani 
-1x A  olsun. Bu durumda 0 ρ(x) tir. 

 

φ : A    sürekli ve φ(B(x))=0   

 

şartını sağlayan herhangi bir φ  fonksiyonunu alalım. -1φ(x ) = 0  olduğunu 

göstereceğiz. Teorem 2.32' den 

 

-1

h : ρ(x)  
        λ h(λ)=φ((λe-x)






 

 

dönüşümü holomorfiktir. λ r(x) için;  

 
n

-1
n+1

n=0

x(λe-x) = B(x)
λ



  

 

tir. B(x) üzerinde φ =0 olduğundan -1φ((λe-x) )=0  dır. O halde h(λ)=0  olup 

ρ(x) sınırsız her maksimal irtibatlı alt kümesinde h=0 dır [6]. 

 

( ,0] ρ(x) ve ρ(x)  'in ( ,0]  kapsayacak şekilde irtibatlı, sınırsız maksimal  

altkümesi vardır ve ( ,0] S ve h(S)=0  olduğundan h(0)=0 dır.  

 
-1 -1

-1

-1

0=h(0)=φ((-x) )  φ((-x) )=0
                            φ((x) )=0
                            x B(x)





 

 

 

tir. -1 -1
n nn

x B(x) olduğundan en az bir (p ) V vardır ve burada x =lim p   ve  
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t

n k k
k=1

p = λ u  dir.  

 
-1 1

n nn n

nn

x =lim p   x.x lim p x    (Çarpma sürekli)

                   e= lim(p x)

 


 

 
n

nx e=0 ise her n  için p x e = 0 olduğundan   np x , e'ye diktir. O halde 

ürettiği ideale de diktir. xy x ve her a I  için    

 

x0  y a   y λ x     (a I   λ>0  a λ x )

                     μ y μ x      (μ=maks(λ,1))  

                     μ( y x )

                      =0           (y x olduğundan y x 0)

        

 

 

  

 

 

O halde n ep x (A )   ve e(A ) sıra kapalı olduğu için ee (A )  dir.Bu da çelişkidir. 

O halde kabul yanlıştır x singülerdir. 

 

4.4 Teorem : 

 

A tip1 reel Banach örgü cebiri ve e birim elemanı olsun. 

 
+u A  için u e olsun.Bu durumda u singülerdir   

 

İspat :  

 

α 0  olsun. αu>0  dır ve A tip-1 olduğundan -1(e+αu) vardır ve -1αu(e+αu) 0  dır. 
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-1 -1

-1

e(e+αu)  = (-α(- -u)
α

1 e              = - (- -u)
α α
1 1              = - R(- ,u)
α α

 

 

olduğundan 1- ρ(u)
α
 dur. β   için β ρ(u) olduğunu gösterelim. 

 

β   -β
1             -
β
1             - =β ρ(u)1
β

 



  

 

 

 



 

olduğundan ρ(u)  bulunur. Her α 0  için  

-11-uR(- ,u) = αu(e+αu) 0
α

 dır. Şimdi 
λ
lim R(λ,u)  = 0


olduğunu gösterelim. 

λ -  olması λ  demektir.    O halde λ u  için;  

 
nn

n+1 n+1
n=1 n=1

n

n
n=1

uu0  R( λ ,u)     
λ λ

u1                                                 = 
λ λ

u1 1                                                 =      ( 1 olduğundan)
uλ λ1-
λ

                    

 



  



 



λ1                             =
λ λ u

1                                                 =    ( λ  için)
λ u

                                                 =0
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olduğundan 
λ
lim R( λ ,u) 0


  bulunur. 

 
n

n+1
n=0

n

n+1
n=0

n

n+1
n=0

uR(λ,u)   
λ

u
              

λ

u              =     (u>0)
λ

              = R( λ ,u)

















 

 

Buradan R(λ,u) R( λ ,u)  için R(λ,u) R( λ ,u)  olmasından dolayı 

λ λ
lim R(λ,u) lim R( λ ,u) 0
 

  elde edilir. β>0 için -1s:=βu(e+βu) 0  

olsun. 

 
-1

-1

1

s = βu(e+βu)

    =β u (e+βu)

1 1 1 1   β u R(- ,u)      ( (e+βu) R(- ,u) )
β β β β

1     = u R(- ,u)   .....*
β

 


 

        

bulunur. 1β 0 iken λ = -  seçersek λ -  olur.
β

    O halde 1ε= 0
2 u

  verilsin. 

Öyle n  vardırki λ<-n iken  1R(λ,u)
2 u

  dir. 1λ=-
β

 olduğundan n  için  

1- <-n olmak üzere
β

 

 

1 1R(- ,u)
β 2 u

  ...** 
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bulunur. * ve ** eşitsizliklerinden  

 

1s u R(- ,u)
β

1    < u
2 u

    <1



 

 

dir. 

 
1

-1 -1

-1

-1

e-s = e-βu(e+βu)
     = (e+βu)(e+βu) -βu(e+βu)
     = (e+βu) e
     = (e+βu)



 

olduğundan -1 n n

n=1
e+βu=(e-s) =e+ s   s βu



  'dur. 

 
n n0 s βu  0 s e βu e

                                         μ(u e)  (μ maks(β,1))
                                          =0

      
    

 

dır. O halde n nher n  için s e=0 olduğundan s e dir.   λ σ(u) olsun. 

 

-1 -1

-1

βλ 1e-s = [βλe-s(1+βλ)]
1+βλ 1+βλ

1               = [βλe-s-βλs]
1+βλ

1               = [βλ(e-s)-s]
1+βλ

1               = [βλ(e+βu) -βu(e+βu) ]
1+βλ

1               = [(e+βu) β(λe-u)]
1+βλ
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λ σ(u) olduğundan (λe-u) ifadesinin tersi yoktur. O halde 
βλ( e-s)

1+βλ
 ifadesinin 

tersi yoktur. 

 

βλσ(s)={  :  λ σ(u) }
1+βλ

  

 

dur. ρ(u) olduğunu biliyoruz. ρ(s) olduğunu gösterelim.    α  için

α ρ(u)  dur. 

 

φ :   
βλ      λ φ(λ)=

1+βλ





 
 

 

dönüşümü tanımlayalım. 

 

i) Her λ  ve 0<β  için    

 

βλ (1 βλ)
1           φ(λ)

1 βλ

   

  


 


 

 

 olduğundan φ  anlamlıdır. 

 

ii) 1 2Her λ =λ  ve 0<β  için    

 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

λ =λ βλ =βλ
         1 βλ =1+βλ  ve βλ =βλ

βλ βλ         =
1 βλ 1+βλ

         φ(λ )=φ(λ )
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olduğundan φ  iyi tanımlıdır. 

 

iii) 1 2Her λ ,λ  ve 0<β  için    

 

   

1 2
1 2

1 2

1 2 2 1

2 1 2 1 1 2

1 2

βλ βλ
φ(λ )=φ(λ ) =

1 βλ 1+βλ
                   1 βλ λ = 1+βλ λ
                   λ +βλ λ λ βλ λ
                   λ =λ




 

  


 

 

olduğundan φ bire-birdir. 

 

iv) Her γ  için φ(λ)=γ olsun.  

 

βλφ(λ)=γ  =γ
1+βλ

            βλ (1+βλ)γ
            βλ γ+βλγ
            βλ-βλγ γ
            λ(β-βγ) γ

γ            λ
(β-βγ)



 
 
 
 

  

 

 

olduğundan φ  örtendir. 

 

Her λ σ(s) için λ  olduğunu gösterelim.     

 

1
1

1

βλλ σ(s)  λ σ(u)  λ   (φ anlamlı)
1+βλ
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σ(u) -     olduğundan 1λ     dir. Kabul edelim ki λ     olsun. O 

halde λ   dir. Bu durumda 1

1

βλ  = a
1+βλ

 olacak şekilde a  vardır. 

 

1
1 1

1

1 1

1

1

βλ =a  βλ (1+βλ )a
1+βλ
                βλ a+βλ a
                βλ (1-a)=a

a                λ
β(1-a)

 

 


 

 

 

dır.  

 

 
1

a   (1-a)
a             

1-a
a             

1-a β

             λ

 







  

 

 

 

 







 

 

olması 1λ     ile çelişkidir.O halde σ(s) -    dir. Buradan da ρ(s)  dir.                         

ns 0,  s e=0 ve ρ(s)   olduğundan teorem 4.3'ten s singülerdir. 

 

s(e+βu)u=
β

 

 

olduğundan u singülerdir. 

 

4.1 Lemma : 

 

A reel Banach örgü cebiri, e birim elemanı ve her pozitif elemanın tersi var olsun. Bu 

durumda aşağıdakiler vardır. 
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1) edimI =1  

 

2) 0 x A   için σ(x)   dır. 

 

İspat : 

 

1) Teorem 2.25' den eI =C(K) olacak şekilde K kompakt Hausdorff uzayı vardır. Her 

f C(K)  f negatif olmayan ve -1f C(K) ise K tek noktadır.  

 

Teorem 2.35' ten (ii   iii) önermesinin tersi "f regüler x K için f(x) 0   " 

önermesi doğrudur. Ayrıca f negatif olmayan fonksiyon olduğundan her x K için 

f(x) 0 dır. 

 

Kabul edelim ki K en az iki elemanlı olsun. x,y K x y dir.  O halde ayırma 

teoreminden dolayı  

 

 f C(K)  f(x)=0, f(y)=1    

 

dir. +f 0 , +f C(K) için +f (x)=f(x) 0  ve +f (y)=f(y) 0=1  dir.Ayrıca 
+f 0 olduğundan hipotezden dolayı +f tersi vardır. O halde +f (x)=0 olması 
+f regüler olması ile çelişkidir. Sonuç olarak K tek noktadır. 

 

2) 0 x A  olsun. O halde 0<λ için (e+λx)>0  olduğundan hipotezden dolayı 

tersi vardır. 

 

-1 -11 1(e+λx) =- (- e-x)
λ λ

 

 



 73 

olduğundan 1- ρ(x)
λ
 olduğundan ρ(x)  tir. O halde her iki tarafın tümleyeni 

alınırsa σ(x)   dir. 

 

4.5. Teorem (Gelfand-Mazur Teoremi) : 

 

A tip1 reel Banach örgü cebiri ve e>0 birim elemanı olsun. A'daki her pozitif 

elemanın tersi var ise A, ' ye izomorftur. 

 

İspat :  

 

A tip1 reel Banach örgü cebiri ve A'daki her pozitif elemanın tersi var olsun. A 

Banach örgü cebiri olduğundan e'nin ürettiği ideal, e'nin ürettiği bande eşit olup oda 

projeksiyon banddir.O halde e eA=I I  dir. Teorem 4.4'ten dolayı eI {0}   dır.O 

halde eA=I  bulunur. A f-cebiri olduğundan A,   ye izomorftur. 

 

4.6. Teorem : 

 

E Banach örgü, S L(E) ,S 0  ve α  olmak üzere T:=R(α,S)  ve α>r(S) olsun. 

 

1) {Reλ : λ σ(T) }     

 

2) f :  L(E) ye λ f(λ)=λTR(λ,T) dönüşümü ile g :  L(E) ye                         

λ g(λ)=(λα-1)TR(λ,T)  dönüşümleri negatif olmayan ve monoton azalandır. 

 

3) Her λ  için TR(λ,T) 0, I-λR(λ,T) 0 ve 0 λTR(λ,T) T      

 

4) λ  ve x E için Tx λx iken Tx 0     

 

İspat :  
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1) 1σ(T)={  :  z (S) }
α-z

 dir. z σ(S) olsun. O halde (zI-S) nin E içinde tersi 

yoktur. 

-1 -1 -1

-1

-1

1 I-αT+zTI-T
α-z α-z

(αI-S)(αI-S) -α(αI-S) +z(αI-S)                   =
α-z

(αI-S) (αI-S-αI+zI)                   =
α-z

(αI-S) (zI-S)                   =
α-z



 

 

(zI-S)'nin tersi olmadığından 1 I-T
α-z

' nin tersi yoktur. z=a+ib σ(S) olsun. 

 

2 2

1 1 (α-a)+ib= =
α-z (α-a)-ib (α-a) +b

 

 

olduğundan 

 

2 2

1 α-aRe( )=
α-z (α-a) +b

 

 

dir. 

 

a a+ib r(S)<α  a α 

                                a< a <α
                                α-a>0

   





 

 

için 1Re( ) 0
α-z

 olduğundan {Reλ : λ σ(T) }    bulunur. 
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2)S 0 için R(λ,S) 0 ve λR(λ,S) 0 ve her λ>r(S) için    

 
n

n+1
n=0

sR(λ,S)=
λ



  

dir.
nm

m n+1
n=0

sR = 0 ve E
λ

 kapalı olduğundan R(λ,S)>0 dır. a,b  ve r(S)<a<b  

olsun. Her n için n+1 n+1a <b dir. 

 
n n

n+1 n+1 n+1 n+1

1 1   
b a a b

s s
    

 

olduğundan  

 
n n

n+1 n+1
n=0 n=0

s sR(a,S)= R(b,S)
a b

 

    

 

O halde monoton azalandır ve aR(a,S) bR(b,S)  dir.  r(S),  içinde  

λ R(λ,S)  ve λ λR(λ,S) dönüşümleri negatif olmayan monoton azalandır. 

 

R(.,S) ile R(.,T) arasında aşağıdaki ilişki vardır.  

 

1 1R(λ,S)= TR( ,T)   (her λ ρ(S) λ α ) ....*
α-λ α-λ

   

1

-1

1 1 1 1TR( ,T)  =   T R ( , T )
α-λ α-λ α - λ α - λ

1 1                          =   T (  I - T )
α - λ α - λ

1 I - α T + λ T                          =   T (  )
α - λ α - λ

       

-1 -1 -1 -1

-1 -1

α - λ                          =   T [ (α I - S ) ( α I - S ) - α (α I - S ) +  λ (α I - S) ]
α - λ

                          =  T [ (α I - S ) ( α I - S - α I + λ I )]
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-1 1

=  T (α I - S )(λ I - S )
=  (λ I - S )               (T = (α I - S) )
=  R(λ,S)

  

 

olduğu görülür. 

 

 h : α,
1         λ    

α-λ

 




 

 

dönüşümü monoton artandır. Gerçekten; 

 

1 2 1 2

1 2

1 2

λ <λ   -λ >-λ
           α-λ >α-λ

1 1           
α-λ α-λ




 

 

 

dır. 1β:=  seçersek
α-λ

 

 

φ :   L(E)
      β  βTR(β,T)

 



 

 

dönüşümü negatif olmayan ve monoton azalandır. Gerçekten  

 

1 1R(λ,S)  =  TR( ,T)
α-λ α-λ

             =  βTR(β,T)
 

 

dir ve (α, ) (r(S), )   olup λ R(λ,S), (r(S), ) aralığından negatif olmayan   

monoton azalan dönüşüm olduğundan β βTR(β,T)  dönüşümde negatif olmayan 

monoton azalandır. 



 77 

Şimdi β (βα-1)TR(β,T) dönüşümünün negatif olmayan monoton azalan olduğunu 

gösterelim. 

 

g :  L(E)
      λ g(λ)=(βα-1)TR(β,T)

 



 

 

 

dönüşümü için 

 

α α-α+λ λβα-1= -1= =
α-λ α-λ α-λ

 

dir ve g dönüşümü monoton azalandır. Gerçekten 1 2β <β 0  olsun. 1 2α λ <λ  için  

 

1 2 1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

α λ <λ   λ R(λ ,S) λ R(λ ,S)          (λ R(λ,S) dönüşümü azalan)
λ 1 λ 1                 T R( ,S) TR( ,S)

α-λ α λ α-λ α-λ
                 (β  α - 1) T  R (( β  α - 1), S) (β  α - 1) T R(( β  α - 1), S)

   

 


 

 

 

dir. Ayrıca; 

 

   
1 2 1 2

1 2

β <β   β α<β α
           β α-1 < β α-1




 

 

O halde    1 2β α-1 < β α-1  iken 1 1 2 2(β α - 1)TR(( β α - 1),S) (β α - 1)TR((β α - 1),S)  

olduğundan dönüşüm monoton azalandır. λR(λ,S) 0  olduğundan * eşitliği yerine 

yazılırsa 

 

λ 1TR( ,T) 0 
α-λ α-λ

  

 

bulunur. O halde (βα-1)T R((βα-1),S) 0 dir. 
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3) β  olsun. Bu durumda βTR(β,T) 0  TR(β,T) 0 dır.    

 

(βI-T)R(β,T)=I  βR(β,T)-TR(β,T)=I
                          I-βR(β,T)=-TR(β,T) 0


 

 

 

bulunur. 

 

4) β  ve Tx βx olsun.   Bu durumda 

 

Tx βx  0 βx-Tx
              0 (βI-T)x

  
 

 

 

tir. 0 (βI-T)x=y diyelim.O halde 

 

Tx=TR(β,T)(βI-T)x
    =TR(β,T)y
   0

 

 

4.1. Tanım : 

 

0 T L(E)  olmak üzere x E ve λ  için Tx λx iken Tx 0  oluyorsa T'ye 

negatif prensibini (NP) sağlar denir. 

 

4.7. Teorem :  

 

E Banach örgü ve 0 T L(E)  olsun. 

1) ρ(T)
T operatörü NP ilkesini sağlasın  

2)Her λ  için TR(λ,T) 0
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İspat :  

 

) 0 T L(E) ve T (NP) ilkesini sağlasın.   λ ρ(T)    ve 0 x E  olsun. 

 

(λI-T)R(λ,T)=I  λR(λ,T)-TR(λ,T)=I  

 

dır. 0 x E  için; 

 

λR(λ,T)x-TR(λ,T)x=x 0  TR(λ,T)x λR(λ,T)x     

 

dir. T, NP ilkesini sağladığından TR(λ,T)x 0 dır. Her λ ρ(T)    için  

λTR(λ,T) 0 dır. 

 

              
f : ρ(T) L(E)

              λ     λTR(λ,T)

 




 

 

dönüşümü negatif olmayan ve monoton azalandır. Gerçekten 

α, β ρ(T)  ve α<β   olsun. 

 

αR(α,T)-βR(β,T) = α R(α,T) - β R(α,T) + β R(α,T) - β R(β,T)
                           = (α-β) R(α,T) + β [ R(α,T) - R(β,T) ]
                           = (α-β) R(α,T) + β [ (β-α) R(α,T) R(β,T) ]  (rezolvant eşitliği)
                           = (α-β) R(α,T) [ I - β R(β,T) ] 

 

 

bulunur. Buradan  αTR(α,T)-βTR(β,T) = (α-β)TR(α,T)[I-βR(β,T)]bulunur. 

α ρ(T)   olduğundan  

 

TR(α,T) 0  (α-β)TR(α,T) 0     ...* 

 

ve  
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I - βR(β,T) = R(β,T) (βI - T - βI) = -TR(β,T) 0 ... ** 

 

olduğundan * ve ** dan αTR(α,T)-βTR(β,T) 0 dır.  

αTR(α,T)-βTR(β,T) 0 iken αTR(α,T) βTR(β,T)   olduğundan monoton azalandır. 

ρ(T) için σ(T)  olması demektir.     Kabul edelim ki σ(T)    

olsun. σ(T) kompakt ve kapalı olduğundan sınırlıdır. O halde s inf{σ(T) }   

vardır. 

 

n

1 1s 0  s- 0 ve s- σ(T)
n n
1 1          s- 0 ve s- ρ(T)
n n

1          λ =s- ρ(T)
n





    

   

 



  

 

dir. n nλ  monoton artan ve lim λ s
n

 dir. 

 

n n(λ TR(λ ,T)) negatif olmayan, monoton azalandır ve sınırlıdır. O halde her n  

için n nλ TR(λ ,T) M  olacak şekilde M  vardır. n n(λ I-T)R(λ ,T) = I  

olduğundan  

 

n n
n n

1 1R(λ ,T) = TR(λ ,T)+ I
λ λ

 

 

dır. Buradan her n için 

 

n n
n n

2
nn

2

1 1R(λ ,T) TR(λ ,T) +
λ λ
M 1               +

λλ
M 1               +
s s
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dır. O halde nR(λ ,T)  sınırlıdır.Fakat s σ(T) ve nn
lim λ =s


olduğundan 

nn
lim R(λ ,T)


   olması ile çelişkidir. O halde kabul yanlıştır. ρ(T)  ve λ    

 için TR(λ,T) 0  dır. 

 

)  β ,  x E ve Tx βx   olsun. 

 

 Tx βx  βI-T 0x    

 

dir. Hipotezden dolayı TR(β,T) 0 dır.  

 

Tx=TR(β,T)(βI-T)x 0  

 

bulunur. 

 

4.8. Teorem  : 

 

A reel Banach örgü cebiri ve e birim elemanı olsun. Pozitif her elemanın tersi varsa 

aşağıdakiler denktir. 

 

i) Pozitif bir y A için x=R(α,y) ve α>r(y)  

 

ii) x, NP ilkesini sağlar. 

 

İspat :  

 

i) ii) β ,  z A ve xz βz olsun.    

 

 xz βz βe-x z 0    
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dır. Teorem 4.6' dan dolayı xR(β, x) 0  olduğundan xz = x R(β, x) { (βe - x) z } 0  

bulunur. 

 

ii)  i)  x, NP ilkesini sağlasın. Teorem 4.7' den dolayı her λ   için ρ(x)   

ve xR(λ,x) 0 dır. 

 

(λe-x)R(λ,x)=e  λR(λ,x)-xR(λ,x)=e
                          λR(λ,x) e   (xR(λ,x) 0 olduğundan)


  

 

 

bulunur. 

 

λ eλR(λ,x) e  R(λ,x)
λ λ

e                    -R(λ,x)     (λ<0)
λ

  

 
 

 

dır. 

 
d
eP:E I  

 

projeksiyon band dönüşümü olsun. λ<0 için  

 

eP(-R(λ,x)) P( )
λ

  

 

eşitsizliği elde edilir. -1x A olduğundan 0 ρ(x) ve  P sürekli olduğundan  

 

λ 0
lim P(-R(λ,x)) 0  P(-R(0,x)) 0
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dır. -1 1-R(0,x) = -(-x)  = x olduğundan -1
ex =-y+u olacak şekilde y 0 ve u A  vardır.   

-1
1y =x - u e  şeklinde seçelim. 

 
-1 1

1

x u u e  x u e 0
                       y 0

    

 
 

 

dır. -1
1 1 1x = u e-(-y ) ve x=R( u ,-y ) olacak şekilde -y 0 vardır.  

1 1R( u ,-y ) 0  u r(-y )    

 

bulunur.O halde 1 1 1-y A için x=R( u ,-y ) ve u >r(-y ) sağlanır. 
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5. SONUÇ 

 

Huıjsmans'ın [8]'de sorduğu sorunun yanıtının herhangi bir örgü cebirinde olumsuz 

olduğunu  [6]'da Z.Ercan ile S.Önal bir örnekle göstermişlerdir. Bu sorunun yanıtının 

olumlu olduğunu Huijsmans f-cebirlerinde, Scheffold tip-1 cebirlerinde göstermiştir. 

Hangi sıralı cebirlerde Huijsmans'ın sorusunun yanıtının olumlu olduğu hakkında 

çalışmalar devam etmektedir.  
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