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n+1 n+1
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fonksiyonlar yardimiyla Genellestirilmis Altin Matrisler tammmlandi. Son olarak
Genellestirilmis Altin Matrislerin  kullamldigi bir Kriptografik uygulama

verildi.

Bilim kodu :204.1.025

Anahtar Kelimeler : Simetrik hiperbolik fonksiyonlar, kriptoloji
Sayfa adedi : 88

Tez Yoneticisi : Prof. Dr. Dursun TASCI



ON THE SYMMETRICAL HYPERBOLIC FUNCTIONS AND A
CRYPTOGRAPHIC APPLICATION
(M. Sc. Thesis)

Ozge BOSTANCI

GAZIi UNIVERSITY
INSTUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
October 2012

ABSTRACT
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continuous domain. By concidering the characteristical polynomial of the
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n
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n+1
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi1 simgeler, acgiklamalar1i ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

U, n. U sayist

V, n. V sayisi

detE E matrisinin determinanti
detM M matrisinin determinanti
detU"

U" matrisinin determinanti



1. GIRIS
Bu calismada n >0 ve a,b keyfi tamsayilar olmak iizere;

U,,=aU,, +bU, (1.1)

n+2 n+l

U,=0,U =1 (12)

Es. 1.2 baslangic sartlariyla birlikte verilen Es. 1.2 rekiiransinin iirettigi dizileri

inceleyecegiz.
Es. 1.1’de a=b=1 aldigimizda;

u.,=U_+U ,nz=0 (1.3)

n+2 n+l n’

U,=0,U =1 (1.4)

Fibonacci indirgeme bagmtisin1 elde ederiz. Es. 1.4 baslangic sartlariyla birlikte

verilen Es. 1.3 rekiirans bagintisi {0,1,1, 2, 3,5,8,...} Fibonacci sayilarini iiretir. Es. 1.4
baslangi¢ sartlarnm U, =2, U, =1 olarak degistirirsek Es. 1.3 rekiirans bagintisi

{2,1,3,4,7,11,...} Lucas sayilarin iiretir.

Es. 1.1'de a=2 , b=1 aldigimizda;

u.=2U+U ,»n=20 (1.5)

n+2 n+l n °

U,=0,U =1 (1.6)

indirgeme bagmtisim1 buluruz. Es. 1.6 baslangi¢c sartlariyla birlikte verilen Es. 1.5

rekiiransi {0,1, 2,5,12,29...} Pell sayilarin iiretir. Es. 1.6 baslangi¢ sartlarim U, =2 ,

U, =2 olarak degistirirsek; Es. 1.5 rekiirans: {2, 2, 6,14,34,...} Pell Lucas saylarini,



U,=1, U, =1 olarak degistirirsek {1,1,3,7,17,....} Modife Edilmis Pell sayilarini

tiretir[1-16].



2. U, VE V, DIZILERI ILE U" MATRISLERI
2.1. U, Dizileri ve Genel Ozellikleri

Bu calismada, keyfia pozitif tamsayis1 ve n >0 olmak iizere;

U,,=aU, +U, @.1)

n+2 n+l

Uu=1U,=0 (2.2)
rekiiransinin iirettigi U, dizisi lizerinde duracagiz.

Es. 2.1 rekiiransinin karakteristik denklemi;
X =ax+1 2.3)

dir. a>1 oldugundan Es. 2.3 karakteristik denkleminin iki reel kokii vardir. Bu

) _ 2
atvNa +4 V;+4 ve g=dzvatd V;+4 dir. a>1 oldugundan @, Es. 2.3

kokler o =

denkleminin pozitif kokii, B ise negatif kokiidiir.

o ve [ sayilarin kullanarak Es. 2.2 baglangi¢ sartlariyla birlikte verilen Es. 2.1

olmak iizere;
U,=cad" +c,p" (24)
U,=0,U, =1 2.5)

dir. Es. 2.5 baslangi¢ sartlarin1 kullanarak Es. 2.4 denklemini ¢ozelim.



n=0 igin;
U,=0=ca+c, (2.6)
dir. n=1 icin;

U =l=cac+cf 2.7

dir. Es. 2.6 ve Es. 2.7 birlikte diistiniildiigiinde c, :; ve ¢, = =L bulunur.
a(a—f) a-p

¢, ve ¢, nin degerleri Es. 2.4 ‘te yerine yazilacak olursa;

il (2.8)
a-f
elde edilir.

a=1 icin Es. 2.3; Fibonacci dizisinin karakteristik denklemine, a =2 i¢in ise Pell
dizisinin karakteristik denklemine doniisiir. Benzer sekilde a =1 alindiginda « ; altin

orana, a=2 alindiginda ise giimiis orana doniisiir. Burada ardisik iki Fibonacci

sayisinin limit durumunda oranlarinin altin orana (#J ve ardigik iki Pell

sayisinin limit durumunda oranlarinin giimiis orana (1+\/§ ) esit oldugunu

hatirlatalim [1-15]. Yani;

: EH—I 1 + \/g
lim—= =———
n—soo Ez 2



lim 22 = 1442

n—o0
n

esitlikleri dogrudur.

Asagidaki teorem ise U, dizisinin ardisik iki teriminin limit durumlarinda oranlarinin

Es. 2.3 karakteristik denkleminin pozitif kokiine esit olacagini gosterir.
2.1. Teorem

Vne N, ae Z" ve U,,, ile U,; U, dizisinin ardisik iki terimi olmak tizere;

1

lim Zt = 2.9)

a+Na’+4

dir. Burada o :T dir.

Ispat

Es. 2.9’un her iki tarafim1 ¢ ile carparsak, gerekli diizenlemelerden sonra;

n+l n
aU, = @ —op o
a-p
B alﬁ—l _aﬁﬁn—l +ﬁn+1 _ﬁlﬁ-l
a-p
ﬁn—l (1+ﬁ2)
=Uun t—
a-f
n—1 —a
= Un+1 + ﬂ (ﬂ )ﬂ
a-p

aU, =U,, —pB" (2.10)

n



denklemini elde ederiz. Es. 2.10’un her iki tarafina 1 eklersek;

aU, +1=U, +1-4"

olur. 1- 3" >0 oldugundan;

U, <oU, +1

n+l

dir. 1- 4" <1 oldugundan;

oU, +1<U,,, +1

n+l

dir. Es. 2.12 ve Es. 2.13 birlikte diisiiniildiigiinde;

U, <oU +1<U, , +1

n+l

esitsizlik sistemi elde edilir. Tam deger fonksiyonunun tammindan;

Un+1 = [aUn + 1]
yazilir. Simdi,

U
lim— =
n—>oo Un

oldugunu gosterelim. Es. 2.15°deki tam deger fonksiyonun tanimi geregi;

U,=aU +1+60,0<60<1

n+l

yazilabilir. Es. 2.17, Es. 2.16’da kullanilirsa;

@.11)

2.12)

2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



lim U,., — lim oU, +1+6
n—oo Un n—oo R
) . 1+6
=lima+1lim——
n—oo n—oo
n

=

elde edilir.

2.2. V. Dizileri ve Genel Ozellikleri

Keyfi a pozitif tamsayisit ve n >0 olmak iizere;

Vv

n+2

=aV

n+l

+V (2.18)
V,=2,V =a (2.19)

seklindeki indirgeme bagintisini g6z Oniine alalim.

a =1 alindiginda Es. 2.18; {2, 1,3,4,7,11,...} Lucas sayilarini, ¢ =2 alindiginda ise

{2, 2, 6,14,...} Pell-Lucas sayilarini iiretir.

Es. 2.18 rekiiransinin karakteristik denklemi, Es. 2.1 rekiiransinin karakteristik

denklemi olan Es. 2.3‘e esittir. Bu yiizden Es. 2.3 karakteristik denkleminin kokleri
a+a’+4 —a’+4

olan a:T ve ﬁ:aT da Es. 2.18 rekiiransinin karakteristik

denkleminin kokleridir.

a ve [ ‘yrkullanarak Es. 2.18 rekiiransi i¢in genel formiil bulahm. d,,d, sabitler ve

n =0 olmak iizere;

V, =d,ac’" +d, 3" (2.20)



V,=2,V,=a

olarak alalim. Bu durumda n =0 icin;

V,=2=da+d, (2.21)
dir. n=1 icin;
Vi=a=daa+d,p (2.22)

dir. Es. 2.21 ve Es. 2.22 birlikte diisiiniildiigiinde;

da+d, =2
dao+d,f=a (2.23)

lineer denklem sistemi elde edilir. iki bilinmeyenli iki denklemden olusan Es. 2.23

lineer denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti;

=affi—ax=a(f-a)
=—ava’+4

a 1
ax f

dir. ae Z" oldugundan —aNa* +4 #0 dir. O halde Es. 2.23, Cramer sistemidir.

Buna gore;

2 1
a ﬁ‘ _ 2f-a :a—\/a2+4—a:l
—aNa’+4  —aVa’+4 @

d, =

a 1|
aa B

bulunur. Benzer sekilde,



a 2
g _laa d a’-2a00 _a*—va'+4-a’ _1
a1 —ada+4 —aa’ +4

ac B

bulunur. d, ve d,’ nin bulunan degerleri Es. 2.20°de yerine yazilirsa;

V=a+p" (2.24)

elde edilir.

Cizelge 2.1.°de, a’ya verecegimiz pozitif tamsayr degerleri i¢in U, sayilarim

gorebiliriz.



Cizelge 2.1. U, Sayilar1

n
a -5 -4 3 |-2(-1(0]|1]|2|3 |4 5
1 5 -3 2 |-1|1 (01|12 |3 5
2 29 -12 S (2|1 |0|1]|2|5 |12 |29
3 109 | -33 10 (-3 (1 |(0|1|3|10 |33 109
4 305 | -72 17 |4 (1 |0|1|4|17 |72 |305
5 701 (-135 |26 (-5 |1 |0 |1 (5|26 |135 |701

10

Cizelge 2.1.’den de goriilecegi tizere negatif ve pozitif U, sayilari arasinda asagidaki

esitlik verilebilir.

Simdi, Es. 2.25’in dogrulugunu gdsterelim.

Es. 2.25de, Es. 2.8’1 kullanacak olursak;

(_1)Il+1 U

—n

(2.25)



@
- (=) (a-B)

elde edilir.

11

Benzer sekilde Cizelge 2.2.°de, a’ya verecegimiz pozitif tamsayr degerleri icin V,

sayilarim gorebiliriz.

Cizelge 2.2. VSayilar

n
a -5 4| -3 |-2-10/12|3 (4 |5
1 |-11 |7 4 | 312|134 (7 |11
2 |-82 (34| -14| 6| -2|12| 2 6|14 |34 |82
3 |-393 (119(-36 11| -3| 2| 3| 11| 36 | 119| 393
4 |-1364|322|-76 |18|-4|2| 4| 18|76 | 322| 1364
S | -3775|727|-140( 27| -5 | 2 | 5| 27| 140| 727| 3775

Cizelge 2.2. ‘den de goriilecegi lizere negatif ve pozitif V, sayilar1 arasinda,

seklinde bir genellestirme yapabiliriz.

Gercekten; Es. 2.24°1i kullanarak,

(-)'V, =(-1)"(a"+5")

(2.26)



esitligini elde ederiz.

12

U, ve V dizileri arasindaki baz iligkileri asagidaki teoremle gormek miimkiindiir.

2.2. Teorem

U, ve V dizileri arasinda asagidaki bagintilar vardir:

DV, +a> +4U, =20

i) v, —Va® +4U, =2p"
iii) (a* +4)U? -V} =4(-1)"
vu,,,+(-=1)"U,,=UyY,

n+m n—-m n-m

wu,,. —(-1)"U,., =VU

n+m n—-m n m

i)V, +(-1)"v_ =V V

n+m n—m m- n

2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

231)

(2.32)
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Vi)V, —(-1)"V,_, =(a*+4)U,U,, (2.33)
vii)U,, =U,V, (2.34)
ix)2V,, =V’ +(a* +4)U; (2.35)
U, U, -U=(-1) (2.36)
x)V,,V, -V =(-1)" (a* +4) (2.37)
xi)V,, v =2(-1)" (2.38)

xii) U, +U _ =V (2.39)
xiv)aU +V =2U (2.40)
v, u, . +uu =0, ., (2.41)
Ispat

Verilen bagmtilarin dogrulugunu Es. 2.8 ve Es. 2.24 genel formiillerini kullanarak

gosterelim.

i)V + a2+4U”:05”+ﬁ”+\/a2+4[a _ﬁj

a-p
:0:”+ﬁ”+\/a2+4[0[ 5 j
a’+4

— al‘t +ﬁl‘t +al‘t _ﬁl‘t



1

=2«

=

ll) ‘/n —\/mun =a" +ﬁn _\/m{an —

o —

:
|

=

n 7i

S

i

a’+

=0:”+ﬁ”—«/aZﬁ[“

n

= a” + ﬁ’l _all +ﬁn

:2ﬁll

i (44U =(a 4 SB | ()

-p
(2 (an_ﬁ”)z ,1 2\ 2
—(a +4) (az+4) _(0‘ "'ﬂ)
=" -p"+a +ﬁ”)(a” -B-a" —ﬁ”)
20 ()

— 4(_1)n+1

U, w1y, Py 2
a-p -

_ (a"=p")(a"+B")-a'B"+a" " (1) a" B

a-p

=UV +aﬂ;a+(_1)’" [u}

n'"m a_ﬂ (_1)m (a—ﬂ)
—Uan‘Faﬁ_aﬁ +05ﬁ —a'p
a— a_ﬁ

14



(a"+5")(a" - ")+’ B"~a"B" iy | B

_ _1 mU _
( ) n—rn o— a_ﬁ

=(a"+p")(a"+p")-a"B"—a"B" +(-1)" [0[—;+ ﬁ j

a'pr+ao”p" }
(=1)"

— V V — allﬁln _alnﬁll + allﬁln + alnﬁll
n-m

— ‘/n‘/m _ anﬁm _ amﬁn +(_1)m [

=V.V.,

Vll) ‘/n-#m - (_1)’" an—m = (a’”’" + ﬂle ) - (_1)’" (an—m + ﬂ”"")

(o N[ @\ s ampm o mpn (| X B
=(a"-p")(a"-p")+a" " +a" B —(-1) [0{’”+ﬁ’”

a'pBr+o”p" }
(-1)"

=(a+4)UU, +a' B +o" B (o' B" + a" ")

= (a2 +4)U,1Um +a' o pr-(-1)" [

|

15



1X)

:{a;:ﬁﬂj(a”+ﬁ”)

n'm
2V2n — 2(a2n + ﬁZn)
— aZn +2anﬁn + ﬁZn + aZn _2anﬁn +ﬁ2n

:(a”+ﬁ”)2+[an_ﬁ”j (a®+4)

a-p

=V +(a*+ 4)U,f

n+1 n+l n—1 n—1 n n 2
X) U11+1U11—1_Ulf:[al _ﬁ j[a _ﬁ j_(al _ﬁ J

xi)

Xii)

a-p a-p a-pf

B aZn _ alﬁ—l n—1 _an—lﬁlﬁ—l +ﬁ2n aZn _2anﬁn +ﬁ2n

a’+4 a’+4

o (1) = (1) +2(-1)

a’+4

VoV =Vy = (e + ) (@7 + B (@ + B7)
="+ v a T T - 2a B - B
=a (1) + B (=1)" +2(-1)"
=(-1)" (@ + B +2(-1))

= (1) (a* +4)

V,,—-Vi=(a+p")-(a"+ 5" )2

n

16



alﬁ—l _ﬁlﬁ-l N an—l _ﬁn—l
a-p a-f

3 aan _ﬂﬂn N a—lan _ﬂ—lﬂn

xii) U, +U, =

Qﬁ
|
=

all _ ﬁll

am _ ﬁlﬂ

XV) UIH—I UI

m+1

a-p -

alﬁ—l _ﬁll+1 am+1 _ﬁm+1
+ UnUm = [

M

a-p

|

a-p

|

17
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m+n+2 n+l pm+l m+1 pn+l m+n+2 m+n n pm m Qn m+n
a"" —a -a" g+ B +a""-a"p"-a" "+ B

(- B)’

1 1
am+n+1 (a_,’_ j + m+n+1 +— |+ an m + am n __ an m __ nan
o VA T A

(@=B)
_ am+n+l (a_ ﬁ)_ ﬁm+n+1 (a_ ﬁ)
(a=B)
_ (am+n+1 _ ﬁm+n+1)(a_ ﬁ)
(- B)
am+n+1 _ ﬂm+n+1

-5

=U

m+n+1

2.3. U" Matrisi ve Genel Ozellikleri

U matrisi [1] de asagidaki gibi tanimlanmustur:

v=|® ! (2.42)
110 '

11
U matrisi; a=1 alindiginda L 0} Fibonacci matrisine, @ =2 alindiginda ise

2 1 . R
L o Pell matrisine donusur[1—16] .

ne Z" olmak iizere Es. 2.42 ile verilen U matrisinin n. kuvveti asagidaki gibidir[1]:

n UIH—I Un
i (2.43)



Es. 2.43 matrisinde, Es. 2.2 baslangi¢
kullanirsak;

sartlariyla

Un :aU11—1+U11—2

esitligi elde edilir.

19

verilen Es. 2.1 rekiiransini

(2.44)

Es. 2.43‘lin dogrulugunun tiimevarimla da gosterilebilecegini hatirlatalim.

U matrisleri, matrislerde carpma islemine gore degisme Ozelligine sahiptir. Bunu

asagidaki teoremle ifade edelim.

2.3. Teorem

m,n pozitif tamsayilart i¢in;

UmUn — UllUm — Um+n

(2.45)



_ m~ n—1

m= n m+1
uuU,.+U U UU+U_ U

m—1 m=n m—=1~" n-1

{U,MUM+U u, u,,U +UU }

Es. 2.46°de, Es. 2.41 kullanilirsa;

UmUn _ |:Um+n+1 Um+n :|
Um+n Um+n—1
UmUn _ Um+n

elde edilir. Benzer sekilde;

u, U u, U

n n-1 m m—1

UnUm _ _Un+1 Un :||:Um+1 Um :|

n+1~" m+1 n~m n+l n~ m-1

uvu,.+U, U, UU, +U, U

n~ m+l n-m n—1~"m-1

Juv.v,.+uU, U,U,+UU }

n-1

dir. Es. 2.48°de Es. 2.41 kullanilirsa;

UnUm _ |:Un+m+1 Un+m :|
Un+m Un+m—1

UnU m __ U n+m

elde edilir. Es. 2.47 ve Es. 2.49 birlikte diisiiniildiigiinde;

UllUm — UmUn — UlH—m

yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi, Es. 2.43 ile verilen U" matrisinin determinantini hesaplayalim:

20

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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detU" =U,, U

n+l1~" n-1

_u? (2.50)

dir. Es. 2.50°de, Es. 2.36 kullanilirsa;

detU" =(~1)" @2.51)

bulunur. Yani detU" #0 dir. O halde U" matrisinin ters matrisi olan U™ ‘den

bahsedebiliriz.

Cizelge 2.3 °te n=0,%x1,£2,+3,... tamsayilar1 ve a pozitif tamsayilar1 icin U"

matrisleri ve U™ ters matrisleri verilmigtir.

Cizelge 2.3. U" ve U™ Matrisleri

n 0 1 2 3 4

3 2
(a +2a a +1j a*+3a’+1 a*+2a
a’+2a a’+1

u" 10
01

U—n 1 O
01

—a a*+1 a+1 —(d’+2q)
a*+1 —(a’+2a) —(@+2a) a*+3a*+1

Cizelge 2.3 ten de goriilecegi lizere k pozitif tamsayillart i¢in n=2k+1
aldigimizda; U" matrisinin tersi bulunurken, esas kosegen tizerindeki elemanlar yer

ve isaret degistirir. Yani;

U2k+1:|:U2k+2 Uz:m} (2.52)
Uy Uy
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matrisinin ters matrisi;

[ |:_U2k Usin } (2.53)
U2k+1 _U2k+2

dir. Benzer sekilde, k pozitif tamsayilart icin n =2k aldigimizda; U" matrisinin tersi
bulunurken, esas kosegen lizerindeki elemanlar yer degistirir, diger kosegen

izerindeki elemanlar ise isaret degistirir. Yani;

Uzk _ {Uzml U2k } (254)
U2k U2k—1

matrisinin ters matrisi;

U2k = |:U2k—1 _UZk} (2.55)
_UZk U2k+1

dir.
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3. SIMETRIK HiPERBOLIK U VE V FOKSiYONLARI
3.1. Hiperbolik Fonksiyonlar

y=e" ve y=e " fonksiyonlarini1 g6z Oniine alalim. Bu iki fonksiyon yardimiyla yeni
fonksiyonlar tanimlanabilir. Bunlar; sinh:R — R tanimlanan siniis hiperbolik

fonksiyonu,

nx —nx

sinhnx:% 3.1)

vecosh: R — [1, oo) tanimlanan cosiniis hiperbolik fonksiyonu;

—nx

cosh nXZ% (3.2)

dir. Es. 3.1 ve Es. 3.2°de argiiment glnz secilirse, hiperbolik fonksiyonlarin
o

ozellikleri ile Fibonacci ve Lucas dizilerinin oOzellikleri arasinda ¢ok yakin bir

benzerlik oldugu [14] ‘te gosterilmistir. (Burada 7 ve o ; Fibonacci dizileri icin
tamimlanan x* = x+1 Karakteristik denkleminin kokleridir.) Biz de bu bélimde U,

ve V_dizileri ile hiperbolik fonksiyonlar arasindaki benzerlige deginecegiz.

Es. 3.1 ve Es. 3.2°de argiimenti gln% secersek (@ ve B Es. 2.3 karakteristik

denkleminin kokleridir.)

) e
sinhnx =
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2
_ 1 all _ ﬂll
) 1
(of3)?
2
sinh = ZV9 ¥4 “2"+4 (33)
i
ve
Elnz —ﬂlng
e? Pye?
coshnx =
2
1 1
{ a Jzﬂ ( a J—zﬂ
- + .
) "B
2
_ l all + ﬁll
2 i"
coshnx = % (3.4)
i

dir. Es. 3.3 ve Es. 3.4 kullanarak hiperbolik fonksiyonlarla U, ve V, dizileri

arasindaki baz iligkileri asagidaki gibi verebiliriz:
1) cosh nx +sinh nx = ™

LJ’_U” ’a2+4:an+ﬁn+an_ﬁn

2i" 2i" 2i" 2i"
L+ UNa’+4 2a"
21" 2i" 2"
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V +U Na’>+4 =2a" (Es. 2.27)
ii) coshnx—sinhnx=¢e¢™

‘/n Un a2 +4 B an +ﬁn an _ﬁn

21" 21" 20" 21"
V, UnNa’+4 28"
21" 21" 21"
V. -UNa*+4=2p" (Es. 2.28)

iii) cosh’nx+sinh”nx =1

2

{LT— N+ | v2 UZ(a+4)

21'11 21'11 4(_1)11 4(_1)11
(@ +4)U-V;

- Es. 2.29
] (—1)”“ (Es )

=1
iv) Hiperbolik fonksiyonlarla ilgili,
sinh (m+n) x+cosh (m+n) x = 2sinh mxcosh nx
sinh (m+n) x—cosh (m+n) x =2 cosh mxsinh nx

cosh (m+n) x+cosh (m—n)x =2 cosh mxcosh nx

cosh(m+n)x—cosh(m—n)x =2sinh mxsinh nx

esitlikleri ile daha once dogrulugunu gosterdigimiz;
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U, +(-1)'U,., =UV, (Bs. 2.30)
v,.,-(-1)"'Uv,, =vVU, (Es. 2.31)
Vi +(=1)"V,, =V, V, (Es. 2.32)
Vo —(=1)"V,_, =(a*+4)U,U, (Es. 2.33)

esitlikleri arasinda dikkat ¢ekici bir benzerlik vardir.

v) sinh 2nx = 2 sinh nx cosh nx
cosh 2nx = cosh®+sinh* nx

U, =UV (Es. 2.34)

n-n

2V.

2n

=V>+(a*+4)U; (Es. 2.35)
vi) sinh (n+1) xsinh (2 —1) x - (sinh nx)* = 5(~1)"

U, U, -U!=(a"+4)(-1)" (Es.2.36)

n+1~" n-1

3.2. Simetrik Hiperbolik Fonksiyonlar

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi x* = x+1 ’in pozitif kokii olan 7 =

1+\/§,
2

yi kullanarak k& =0,%+1,42,43,+ 4... tamsayilar1 i¢in Fibonacci ve Lucas dizilerini

asagidaki sekilde diisiinebiliriz:
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2k —2k
LT a=2k
V5
F,=
TZkH _T—(2k+1) (35)
—— n=2k+l
J5
*+c n=2k
L= ko, o (3.6)

Es. 3.3 ve Es. 3.4’te tamsay1 degiskeni k yerine, reel degerli x degiskeni alindiginda
stirekli hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlar [15] ‘te asagidaki sekilde

tanimlanmistir:
Hiperbolik Fibonacci siniis fonksiyonu;

TZ): _ T—Zx

sF (x) =5 (3.7)

dir. Hiperbolik Fibonacci cosiniis fonksiyonu;

1_2x+1 + T—(Z)H—l)

cF(x)= T (3.8)
dir. Benzer sekilde, hiperbolik Lucas siniis fonksiyonu;

sL(x)=7>"" =g~ (3.9)
dir. Hiperbolik Lucas cosiniis fonksiyonu ise;

cL(x)=7"+77 (3.10)
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dir. [15]’te Es. 3.7-Es. 3.10 ile tanmimlanan fonksiyonlar; Fibonacci ve Lucas

fonksiyonlarim siirekli fonksiyonlara doniistiirmesi agisindan dnemlidir.

Es. 3.5, Es. 3.6 Binet formiilleri ve Es. 3.1, Es. 3.2 klasik hiperbolik fonksiyonlar

araciligiyla hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarmin farkli bir formu olan

simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarim tanimlayabiliriz [15]. Buna

gore simetrik hiperbolik Fibonacci siniis fonksiyonu;

dir. Simetrik hiperbolik Fibonacci cosiniis fonksiyonu;

T+

cFs(x)= 75

dir. Simetrik hiperbolik Lucas siniis fonksiyonu;

sLs(x)=7"—7""

dir. Simetrik hiperbolik Lucas cosiniis fonksiyonu ise;

cLs(x)=7"+77"

dir.

@3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Es. 3.11-Es. 3.14 simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlar: ile klasik

Fibonacci ve Lucas fonksiyonlar1 arasinda agagidaki gibi bir iliski vardir [15].
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sFs(n); n=2k
F = 3.15
" |cFs(n); n=2k+1 G-13)

cLs(n); n=2k
L= (3.16)
sLs(n); n=2k+1

Bu kisimda, daha 6nce verdigimiz U, , V, dizilerinin genel formiilleri ve klasik

hiperbolik fonksiyonlar araciligiyla tanimlanan baz1 fonksiyonlari ifade edelim.

Es. 2.3 karakteristik denkleminin pozitif kokii olan «a’y1 kullanarak
k=0,%1,%£2,43,.... tamsayilar1 i¢in Es. 2.8, Es. 2.24 ile tammlanan U, ve V,

dizilerini asagidaki formda yazabiliriz:

2% -2k

Y

Va' +4

U, = (3.17)

2k+1 —(2k+1)

@ X =2k+]
Va' +4

at+at o n=2k

— (3.18)

n a2k+1 _ a—(2k+1); n= 2k +1

Es. 3.17 ve Es. 3.18’de k tamsayr degiskeni yerine reel sayilarda deger alan x
degiskenini kullandigimizda siirekli hiperbolik U ve V fonksiyonlarim asagidaki

gibi tamimlayabiliriz:
Hiperbolik U siniis fonksiyonu;

2x _ 2%
sU(x)=2 =% (3.19)

Na'+4
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dir. Hiperbolik U cosiniis fonksiyonu;

2x+1 —(2x+1)

cU(x)=%—*% (3.20)

2
va“ +4

dir. Hiperbolik V siniis fonksiyonu;

sV (x) =o' —a > (3.21)
dir. Hiperbolik V' cosiniis fonksiyonu ise;

cV(x)=a"+a™ (3.22)

dir. Es. 3.15-Es. 3.22; Es. 2.8 ve Es. 2.24 ile tammmlanan U, ve V, dizilerini siirekli

fonksiyonlara doniistiirmesi agisindan onemlidir.

Es. 3.17, Es.3.18 genel formiilleri ve Es. 3.1, Es. 3.2 klasik hiperbolik fonksiyonlar
araciligiyla Es. 3.17-Es. 3.22; hiperbolik U ve V fonksiyonlarini farkli bir formda

yazabiliriz. Buna gore simetrik hiperbolik U siniis fonksiyonu;

X —X

sUs(x) =2 =% (3.23)
a’+4

dir. Simetrik hiperbolik U cosiniis fonksiyonu;

cUs(x)=2 X% (3.24)

Na’+4

dir. Simetrik hiperbolik V' siniis fonksiyonu;
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sVs(x)=a* —a™ (3.25)

dir. Simetrik hiperbolik V cosiniis fonksiyonu ise;

cVs(x)=a'+a* (3.26)

dir. Boylelikle simetrik hiperbolik U ve V fonksiyonlar1 ile U, ve V, dizileri

arasinda k =0,%1,%£2,%3,...tamsayilar1 icin asagidaki gibi bir iliski kurulabilir.

sUs(n); n=2k
U = (3.27)
cUs(n); n=2k+1

cVs(n); n=2k
V = 3.28
" |sVs(n); n=2k+1 (:28)

Simetrik hiperbolik U, V fonksiyonlar1 ve hiperbolik fonksiyonlar arasindaki bazi

iligkileri asagidaki teorem ile verelim.

3.1. Teorem

Simetrik hiperbolik U ve V fonksiyonlari ile klasik hiperbolik fonksiyonlar arasinda

asagidaki bagintilar vardir:

i) sUs(x) = 2 sh[(Ina)x] (3.29)
a’+4

i) cUs(x) = ch[(Ina)x] (3.30)

a’+4
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iii) sV (x) =2sh[(In a)x] (3.31)
iv) ¢Vs(x)=2ch[(Ina)x] (3.32)
Ispat

i) Es. 3.1 klasik hiperbolik siniis fonksiyonunda argiimenti (In&)x olarak secersek;

2 2 e(lna)x _e—(lna)x
———sh|{(na)x|=
Ja’ +4 [ ] \/a2+4 2
_x-—a
Na* +4
=sUs(x)

Benzer sekilde diger 6zelliklerin dogrulugunu gosterebiliriz.

3.3. Simetrik Hiperbolik U ve V Fonksiyonlarmmn Ozellikleri

Simetrik hiperbolik U, V fonksiyonlarmin ozelliklerini ve bu fonksiyonlarin

birbirleriyle olan iliskilerini asagidaki teoremlerle agiklayalim.

3.2. Teorem

Simetrik hiperbolik U ve V fonksiyonlar1 icin x — o vex — —co oldugunda

asagidaki esitlikler yazilabilir.

i im U (2x+) (3.33)
e sUs(2x)



Ispat
a4 a—(2x+1)
cUs(2x+1 2
1) li ( ) =1 2(1 +f|-2
o= gUs(2x) o= —at
a’+4
a2x+1 + a—(2x+1)

=
a2x+1 +a—(2x+1)
o . cUs(2x+1 2
i) lim ( ): m zfl +ix
o= gUs(2x) o= o -a
a’+4
a2x+1 +a—(2x+1)

= Xll)rgo aZx _ a—Zx

. a—Zx—l (a4x+2 +1)

oo a—z)c (a4x _1)

33

(3.34)

(3.35)

(3.36)



. sVs(2x+1) @t — g
iv) lim — ~ -
X—— CVS(2X) a x_a x

a—2x—1 ( a4x+2 _1)

a(a' +1)

3.3. Teorem

Simetrik hiperbolik U fonksiyonlariyla,
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U,,=aU,_ +U,

n+2 n+l

rekiirans bagintisina benzer asagidaki bagintilar yazilabilir.

i) sUs(x+2)=acUs(x+1)+sUs(x) (3.37)
i) cUs (x+2) = asUs (x+1)+cUs(x) (3.38)
Ispat

a)H—I + a—()H—I) aX _ a_X
i) acUs(x+1)+sUs(x)=a +[ J
\/a2+4 \/a2+4

_aa™ taa T ot a7t
\/ a’+4

a' (aa+1)-o *(1-aa™)

Na®+4

a)ﬁ—l _ a—()ﬁ—l) ax + a_x
ii)asUs(x+1)+cUs(x)=a +[ J
\/a2+4 \/a2+4

_aa™ —aad ' +at+at
\/ a’+4

a (aa+1)+a*(1-aa™)

Na®+4
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3.4. Teorem

Simetrik hiperbolik V' fonksiyonlariyla,

14

n+2

=aV

n+l

+V,

rekiirans bagintisina benzer asagidaki bagintilar yazilabilir.

i) sVs(x+2)=acVs(x+1)+sVs(x) (3.39)
ii)cVs(x+2)=asVs(x+1)+cVs(x) (3.40)
Ispat

i) acVs(x+1)+sVs(x)= a(a“l +0!_(“1))+(0!)‘ —a™)

(x+1) +ax _a—x

=aa™ +ao”
=a (aa+1)-a ™ (1-ac™)
=a'a’-aa”

~(x+2)

— ax+2 —a

=sVs(x+2)

ii)asVs(x+1)+cVs(x)=a (0!”+1 —a ™ )+ (a"+a)
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(x+1)

=aa™" —aa""+a +a"

=a (aa+1)+a ™ (1-aa™)
— ava _ a—xa—Z
—(x+2)

— ax+2 —a

=cVs(x+2)

3.5. Teorem

Simetrik hiperbolik U fonksiyonlar1 arasinda,

UIH—IUn—l - Ulf = (_1)”

bagintisina benzer asagidaki bagintilar vardir.

D) cUs (x+1)cUs (x=1)~[ sUs(x)] =1 (3.41)
ii) sUs (x+1) sUs(x—1)~[cUs(x) ] =-1 (3.42)
Ispat

1)

x+1 —(x+1) x—1 —(x—l) X _ X 2
antetaneo-LonT = | < H
a a a

L a+ad+rara -t +2—a”
a’+4
a2
a’+4

l+aa+l-aa' +2
a’+4




d+a(a-a')
- a’+4
_a’+4

a’+4
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3 a)ﬁ—l _a—()ﬁ—l) ax—l _a—(x—l) ax +a—x 2
i) sUs (x+1) sUs (x=1)=[ cUs (x)] = -
[ ] \/a2+4 \/a2+4 \/a2+4
—(’+a?+2)
- a’+4
[1+aa+1-aa™ +2}
- a’+4
—_4+a(a—a‘1)]
- a’+4
_ a’+4
a’+4
=-1
3.6. Teorem
Simetrik hiperbolik V fonksiyonlar1 arasinda
V2n _‘/112 = 2(_1)ll+1
bagintisina benzer asagidaki bagintilar mevcuttur.
DeVs(2x)=[sVs(x)] +2 (3.43)
i) Vs (2x) =[eVs(x) ] -2 (3.44)



Ispat

D [sVs(x)] +2=(a'—a™) +2
= -2+a " +2
— cVs(2x)

i) [eVs(x)] —2=(a"+a) 2
=a” +2+a -2
_ cVs(2x)

3.7. Teorem
Simetrik hiperbolik U ve V fonksiyonlar1 arasinda,

u,,+u, =V

n+l n-l1 n

bagintisina benzer asagidaki bagintilar vardir.
i) cUs(x+1)+cUs(x—1)=cVs(x)
i) sUs (x+1)+sUs (x—1) = sVs(x)

Ispat

a)ﬁ—l +a—(x+1) ax—l +a—(x—1)

i) cUs(x+1)+cUs(x-1)=
Ja* +4 Ja* +4

a(a+a')+a (a+a™)

B Na* +4
_aNa+d+aa' +4
Va’ +4

39

(3.44)

(3.45)
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Vo (o va)
\/a2+4

=(a"+a™)

=cVs(x)

O e gl gD
Ja* +4 " Ja* +4
a(a+a')-a*(a+a™)
:axm—a‘xm
Ja* +4

Ja* +4(a'-a™)
Ja* +4

(e a)

i) sUs (x+1)+sUs(x—1) =

=sVs(x)
3.9. Teorem
Simetrik hiperbolik U ve V fonksiyonlar1 arasinda,
aU,+V =2U, ,

bagintisina benzer asagidaki bagintilar mevcuttur.

i) acUs(x)+cVs(x)=2cUs(x+1) (3.47)

i) asUs (x)+sVs(x) =2sUs(x+1) (3.48)



Ispat

i) acUs(x)+cVs(x)=a

\/az +4 \/az +4
ax +a—x a)ﬁ—l +ax—1 +a—x+1 +a—(x+1)
\/az +4 \/az +4
a)ﬁ—l +a—(x+1) ax +a—x ax—l +a—(x—1)
= a
\/a2+4 \/a2+4 \/a2+4

=cUs(x+1)+acUs(x)+cUs(x—1)

=2cUs(x+1)

X —X

24

2
a

S

ii)asUs (x)+sVs(x)=a

+
~n

g (a-a)(a+at)
\/az— 2

X

S
S

+
N
Q
+
N

=

—(x+1)

S
Q

N a)ﬁ—l + ax—l _a—x+1 —a

a’+4 a’+4

N ax—l _a—(x—l)

2

a)ﬁ—l _a—()ﬁ—l) N ax _a—x
= a
a +4

Na'+4

=sUs(x+1)+asUs(x)+ sUs

a’+4

—_ N

x—1)

=2sUs(x+1)

3.9. Teorem

Simetrik hiperbolik U ve V fonksiyonlar1 arasinda,

ch® (x)=sh*(x)=1

41
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bagintisina benzer asagidaki bagintilar mevcuttur.

D[ cUs(x)] ~[sUs(x)] = a;:-4 (3.50)
i[eVs(x)] ~[svs(x)] =4 (3.51)
Ispat
i) [cUs(x)]z —[sUs(x)]z = [Of/atf“ J _[Of/a:f4 J

o +2+a -t 42—

- a’+4

4

Ca’+4

2

ii) [ch(x)]z —[ch(x)]z = (0!" + 0!_)‘)2 —(05)‘ —05_")

=a”+2+a P - +2-a

3.10. Teorem

Simetrik hiperbolik U ve V fonksiyonlar1 arasinda,
ch(x+y)=ch(x)ch(y)+sh(x)sh(y)
ch(x—y)=ch(x)ch(y)-sh(x)sh(y)

sh(x+y)=sh(x)ch(y)+sh(y)ch(x)
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sh(x—y)=sh(x)ch(y)—sh(y)ch(x)

bagintilarina benzer asagidaki bagintilar mevcuttur.

i) cUs(x+y)=cUs(x)cUs(y)+sUs(x)sUs(y) (3.52)
a’+4

i) - 4cUs(x—y):cUs(x)cUs(y)—sUs(x)sUs(y) (3.53)
a +

iii) - 4sUs(x+y)=sUs(x)cUs(y)+sUs(y)cUs(x) (3.53)
a +

iV)\/afﬁsUs(x—y)zsUs(x)cUs(y)—sUs(y)cUs(x) (3.54)

V) 2¢Vs(x+y)=cVs(x)cVs(y)+sVs(x)sVs(y) (3.55)

vi) 2¢Vs(x—y)=cVs(x)cVs(y)—sVs(x)sVs(y) (3.56)

vii) 2sVs (x+y) = sVs(x)cVs(y)+sVs(y)cVs(x) (3.57)

viii) 2sVs(x—y) =sVs(x)cVs(y)—sVs(y)cVs(x) (3.58)

Ispat

)

o +at | +a a-a|a-a’
cUs(x)cUs(y)+sUs(x)sUs(y)—[\/mj[mj+(\/a2+4 j(\/a2+4j
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B a)ﬁ—y +ax—y +a—x+y +a—(x+y) +ax+y _ax—y _a—)ﬁ—y +a—(x+y)
a’+4
2™+t
- a’+4
-2 cUs(x+y)
a’+4
i)
a+at | +a”’ a-a'\a -a”’
cUs(x)cUs(y)—sUs(x)sUs(y)=[ j( j—( j( j
\/a2+4 \/a2+4 \/a2+4 \/a2+4
B ax+)' + ax—y +a—x+y + a—(x+)') _ax+)' +ax—y +a—x+y _a—(x+)')
a’+4
2 +ar)
B a’+4
2
= cUs(x—y
a’+4 ( )
1i1)
a-oa|a+a”’ a-a’|la+a”
sUs(x)cUs(y)+sUs(y)cUs(x)z[ J[ J+[ j[ j
\/a2+4 \/a2+4 \/a2+4 \/a2+4
a)ﬁ—y + ax—y _a—)ﬁ—y _a—(x+)') + a)ﬁ—y _ax—y + a—x+)' _a—(x+)')
- a’+4
2(ax+y _ a—()ﬁ—y))
- a’+4
= sUs(x+y)
a’+4
1v)

sUs(x)cUs(y)—sUs(y)cUs(x) =[ %j(% j_(oja:fz: j(i{/ajij
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—x+y

—ad " g+ — T
a’+4

a’+aT -«

2(0!)6_}' —a )

a’+4

-2 sUs(x—y)
a’+4

v) cVs(x)cVs(y)+sVs(x)sVs(y)=(a"+a)(a’ +a ) +(a' —a™) (' —a™)

x+y X

=a+a7+a +a " +a o —a Y
2 a)

=2cVs(x+y)

vi) cVs(x)cVs(y)—sVs(x)sVs(y)=(a*+a ) (e +a)-(a' —a™) (e -a™)
— a)ﬁ—y +ax—y +a—x+y +a—(x+y) _a)ﬁ—y +ax—y +a—x+y _a—(x+)')
(a7 vart)

=2cVs(x—y)

vii) sVs(x)cVs(y)+sVs(y)eVs(x)=(a —a ) (e’ +a " )+(a’ - )(a" +a™)

—x+y

— a)ﬁ—y + ax—y —a _a—()ﬁ—y) +ax+y _ax—y + a—x+)' _a—(x+)')

— z(ax+)' _ a—()ﬁ—y))

=2sVs(x+y)

viii) sVs(x)cVs(y)=sVs(y)cVs(x)=(a' —-a ) (e’ +a7)-(a' - )(a +a™)

—x+y

— a)ﬁ—y +ax—y —a _a—()ﬁ—y) _ax+)' +ax—y _a—x+)' +a—(x+y)
— 2( a — a—(x—y))

=2sVs(x—y)
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3.11. Teorem

Simetrik hiperbolik U ve V fonksiyonlarinin tiirevleri asagidaki gibidir.

(lna)" sUs(x); n=2k
[cUs(x)]" = 60,
(Ina)" cUs(x); n=2k+1

() (Ina)" cUs(x); n=2k
(Ine)' sUs(x); n=2k+1
o |(Ine@)" sVs(x); n=2k
i) [ evs (x)]" = 56
(Ina) cVs(x); n=2k+1
o |(ne@) cVs(x); n=2k
iv) [sVs(x)]( )= 56
(Ina)" sVs(x); n=2k+1
Ispat
i-ii) [cUs(x)] = [“X ta j
a’+4

_o'lnho-o"ha
\/a2+4

a'-a
=ho
(\/a2+4 J

=InasUs(x)




_a'ha+o ' na
\/a2+4

a+a”
=hao
[\/a2+4 J

=InacUs(x)

[cUs(x)]” = [ln asUs(x)],
=In alnacUs(x)

=(Ina)’ cUs(x)

[sUs(x)]” = [ln acUs(x)],
=In alnasUs(x)

=(In@)’ sUs(x)
Tiirev almaya devam edersek;

(lna)" sUs(x); n=2k

[cUs(x)](”) =

(Ine) cUs(x); n=2k+1

(lna)" cUs(x); n=2k

[sUs(x)](”) =

(Ine)" sUs(x); n=2k+1

esitlikleri elde edilir.

» 7

iii)-iv) [cVs(x)] =(a' +a™)

=a’'lha-ao " Ina

47



=na(a' -a™)

=InasVs(x)

/7

[svs(x)] =(a"—a™)
=a'lna+a ' Ina
=lna(a +a™)

=InacVs(x)

[ch(x)T = (ln asVs(x)),
=InalnacVs (x)

=(Ina)’ cVs(x)

[sVs(x)T = (ln ach(x))’
=lnaln asVs(x)

=(Ina)” cVs(x)

Tiirev almaya devam edersek;

(lna)" sVs(x);
cVs(x ") =
[ ( )} (lna)" cVs(x);
[svs(x)}(”) _ (lna)" cVs(x);

(ne)" sVs(x);

esitliklerini elde ederiz.

48
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3.12. Teorem

(rcos@+risin@)" =r"(cosnf+isinné)

“De Moivre Formiilii“ne benzer olarak simetrik hiperbolik U ve V fonksiyonlar

icin agagidaki esitlikleri yazabiliriz.

i)[cUs(x)isUs(x)]nz[\/a?ﬁj [ cUs(nx) % sUs(nx) | (3.64)
ii) [ch(x)isVs(x)T =(2)" [ch(nx)isVs(nx)} (3.65)
Ispat

i) Ozelligin dogrulugunu n iizerinden tiimevarimla gosterelim.

n=1 icin,

cUs(x)isUs(x)z[ 22 j[cUs(x)i‘sUs(x)}

a +4
esitligi dogrudur.

n=k icin Es. 3.64’lin dogru oldugunu kabul edelim. Yani;

[cUs(x)isUs(x)]k z[ 2 j _ [ cUs (kx)#sUs (kx) |

a’+4

esitligi dogru olsun. O halde, Es. 3.64’lin n =k +1 i¢in dogrulugunu gosterelim.
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[cUs(x) * sUs()c)T+1 = [cUs(x) * sUs(x)}k [cUs(x) tsUs (x)}

:[ 2 j_[cUs(kx)isUs(kx)}[cUs(x)isUs(x)}

a’+4
:[ 2 jk_l(a’“+a"“+akx—a‘“j(ax+a‘x+0f—a‘*j
Ja* +4 \/a2+4 B \/a2+4 \/a2+4 B \/a2+4

akx+x +akx—x +a—kx+x +a—(kx+x) N akx+x _akx—x +a—kx+x _a—(kx+x)

k-1 —
(2 Ja* +4 Ja* +4
akx+x +akx—x _ a—kx+x _ a—(kx+x) akx+x _ akx—x _a—kx+x + a—(kx+x)

+
Va' +4 Na' +4
[ 2 j’f—l i ( o 4 a—(kx+x)j ( o 4 a—(kx+x)j
= 2| F————m |12 ———r—
a’+4 L Na'+4 Va’ +4

:[ 2 Jk (cUS[(k+1)x]%sUs[ (k+1)x])

+

Boylece Es. 3.64’iin dogrulugu gosterilmis olur.

ii) Ozelligin dogrulugunu n iizerinden tiimevarimla gosterelim.
n=1 icin,

cVs(x)%sVs(x)=2"[cVs(x)£sVs(x)]

esitligi dogrudur.

n=k icin Es. 3.65’in dogru oldugunu kabul edelim. Yani;

|:CVS (x)x sVs(x)}k =(2)" [ch(kx) * sVs(kx)}
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esitligi dogru olsun. O halde, n =k +1 i¢in Es. 3.65’in dogru oldugunu gosterelim.

[ch(x)i‘sVs()c)}k+1 = [ch(x)isVs(x)T [ch(x)isVs(x)}
=2 cVs(kx) £ sVs (kx) ][ cVs(x) £ sVs(x) |
=k [(0{’“ +a ™) x(at —0{"‘*)] [(0{* +a ) t(af —0{‘*)]

akx+x +akx—x +a—kx+x

— 2k—1
ta

kx+x —kx+x —(kx+x)

+a " ot g M —

kx+x —kx+x kx—x —kx+x —(kx+x)

+a" - - g — P — Y

— okl |:2(akx+x ) ) i‘Z(CKkHX —aq ko )]

=2 (cVs[ (k+1)x | sVs[ (k+1)x])

Cizelge 3.1." de U, ve V, dizileri arasindaki bagintilarla simetrik hiperbolik U ve V
fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar karsilastirilmistir. Cizelge 3.2.°de ise klasik
hiperbolik fonksiyonlar arasindaki bagmtilarla simetrik hiperbolik U ve V

fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar karsilagtirilmasgtir.



Cizelge 3.1. U, ve V Dizileriile Simetrik Hiperbolik U ve V Fonksiyonlarinin

Karsilastirilmasi

U ve V Dizileri Arasindaki
Bagintilar

Simetrik Hiperbolik U ve V Fonksiyonlar1
Arasindaki Bagntilar

=aU_,,+U,

n+2 n+l
n+l
=(-)"U

U
U,
U U, ~U>=(-1)
U

—n

=U:, +V’

2n+1 n+l

V.,=aV +V

n+2 n+l

V. =(-1)"V

i —n

B

\<

3

Vo -Vi=

n

(a® +4)(-1)""

. z(a +4)U”

~

3

+V,

—1 n—.

V”+(a2+4)U

=2V

n-1

V2 4V =(a*+4)U

2n+1

sUs(x+2)=acUs(x+1)+ sUs(x)

cUs(x+2)=asUs(x+1)+cUs(x)

cUs x+1)cUs(x—1)—[sUs(

(

(
sUs (x+1)sUs (x=1)~[ cUs(x)] =1

( O =1

( =[cUs(x+1)] +[sUs(x)]

(2x+1)=[sUs(x+1) ] +[cUs(x) ]
sVs(x+2)=acVs(x+1)+sVs(x)
cVs(x+2)=asVs(x+1)+cVs(x)
sVs(x) =—sVs(=x)
cVs(x)=cVs(-x)
[sVs(x)] +2=cVs(2x)
[eVs(x)] —2=cVs(2x)
[sVs(x)] —sVs(x+1)sVs(x—1)=a*+4
cVs(x+1)eVs(x=1)-[cVs(x) ]| =a® +4
sVs(x+1)+sVs(x—1)=(a’ +4)sUs(x)
cVs(x+1)+cVs(x—1)=(a’ +4)cUs(x)

asVs(x)+(a®> +4)cUs =2cVs(x+1)

acVs(x)+(a*+4)sUs =2sVs(x+1)
[sVs(x+1)}2 +[sVs()c)}2 =(a’ +4)cUs(2x+
[CVS(X+1):|2 +[CVS()C):|2 =(a’+4)sUs(2x+

1)
1)




Cizelge 3.2. Klasik Hiperbolik Fonksiyonlarla Simetrik Hiperbolik U ve V
Fonksiyonlarinin Kargilagtirilmasi

Klasik Hiperbolik Fonksiyonlar
Arasindaki Bagintilar

Simetrik Hiperbolik U ve V' Fonksiyonlar:
Arasidaki Bagintilar

el (x) - sh (x) =1

ch(x y) =ch(x)ch( ) sh(x)sh(y)
sh(xy)=sh(x)ch(y) sh(y) ch(x)
ch(2x) = ch* (x)+ s’ (x)

sh(2x)=2sh(x)ch(x)

[t} =)

h(x) n=2k

ch(x) ;n=2k+1

[sh(x)]m :{sh(x) n=2k

B sh(x) sn=2k+1
{ch(x) n=2k

ch(x) ;n=2k+1
sh(x) ;n=2k

.4

[cUs (x):r —|:sUs (x):' =

T a+4

[ch (x):'1 - [sVs (x):'1 =4

ﬁcUs (xi y) =cUs (x)cUs (}) tsUs (x) sUs(y)

ﬁsl}s(xi y): sUs(x)cUs(y)isUs(y)cUs(x)
2cVs(xty)=cVs(x)cVs(y)£sVs(x)sVs(y)

25Vs(xxy)=sVs(x)cVs(y)£sVs(y)cVs(x)

ﬁcUs (2x) = |:cUs (x):r + |:sUs (x):r

\/a}j sUs(2x) = sUs(x)cUs(x)

2cVs(2x)= [ch ()c):'1 + |:sVs ()c):'1

sVs(2x)=sVs(x)cVs(x)

o _ [ne] sUs(x) sn=2k+1
et o] {[] e
o _ [Ina] cUs(x) sn=2k+1
ot ] —{[M],, ol
o |[Ine] sVs(x) in=2k+1
T b
f.cUs (x)dx :{[m “] sUs(x) sn=2k+1
[na]" cUs(x) ;n=2k
f,.sUs(x)d ={[1““]: cUs(x) sn=2k+1
[Ina] sUs(x) sn=2k

[Ina]” sVs(x) ;n=2k+1

f.cVs(x)dx :{[m a]” cVs(x) sn=2k

[na] cVs(x) sn=2k+1

f,sVs(x)dx =
[lna]” sVs(x) ;n=2k

53
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3.4. Genellestirilmis Altin Matrisler

(2x2) tipindeki Fibonacci matrisini diisiinelim.

b (3.66)
10 '

ne N olmak iizere, Es. 3.66 ile verilen matrisin n. kuvveti;

Q
I

Qn _ EH—I F;z (3 67)
- F;z n-1 .
dir [2-16].

Es. 3.67°de ke Z" igin n=2k ve n=2k+1 alindiginda ise sirasiyla;

Q2k _ |:F2k+1 F, } (3.68)
F  Fy

0%+ = |:sz+2 sz+1} (3.69)
Fpa Fy

matrisleri elde edilir. Es. 3.68 ve Es. 3.69 ile verilen matrislerin elemanlarini Es. 3.15,

hiperbolik Fibonacci fonksiyonlarindan secersek;

2k _ ch(2k+1) st(2k) (3.70)
| sFs(2k)  cFs(2k-1) ‘
2kl _ st(2k+2) ch(2k+1) 371)
| cFs(2k+1)  sFs(2k) ‘
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matrislerini elde ederiz. Es. 3.70 ve Es. 3.71 ile verilen matrislerde, tamsay1 k

degiskeni yerine reel degerli x degiskenini alirsak; elemanlar1 x degiskeninin siirekli

fonksiyonlar1 olan matrisleri elde ederiz. Bu matrisler [16] "da;

0% = cFs(2x+1)  sFs(2x) 372)
| sFs(2x)  cFs(2x-1) '
0P = sFs(2x+2) cFs(2x+1) 3.73)

| cFs(2x+1)  sFs(2x) .

olarak tanimlanmig Altin matrislerdir. Agiktir ki; Es. 3.72 ve Es. 3.73 ile verilen

matrisler, Es. 3.67 ile verilen matrisin tanim kiimesini siirekli hale getiren bir

genellestirmedir. Altin matrisler bircok matematiksel 6zellige sahiptir. Ornegin x :i
alindiginda Es. 3.72 ile verilen matris asagidaki gibidir.

) )

0° = (3.74)

el (1)

1

Burada Q2 matrisiyle kastedilen Q matrisinin karekokii yani \/é degildir. Sadece

sasirtict bir Fibonacci 6zelligidir[16].

Biz de bu boliimde [16]’da tamimlanan Altin matrislerin bir genellestirmesini

tanimlayacagiz.

Es. 2.43 ile verilen U" matrisini diistinelim.
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U" matrisinde, ke Z* olmak iizere, n=2k ve n=2k+1 secersek;

p | Yma U (3.75)
Uy Uy

U2 = Usyvo Uy (3.76)
Uy Uy

olur. Es. 3.75 ve Es. 3.76 ile verilen matrislerin elemanlarini, Es. 3.27 ile

tanimladigimiz simetrik hiperbolik U fonksiyonlarindan secersek, k =0,+1,42,13,...

icin;

U = cUs(2k+1)  sUs(2k) 377
| sUs(2k)  cUs(2k—1) ‘
e | SUs(2k+2) cUs(2k +1)
v~ = (3.78)
cUs(2k+1)  sUs(2k)

matrislerini elde ederiz. Es. 3.77 ve Es. 3.78’de k tamsay1 degiskeni yerine reel
degerli x degiskenini secersek; elemanlar1 x degiskeninin siirekli fonksiyonlart olan

Genellestirilmis Altin Matrisleri elde ederiz.

U = cUs(2x+1)  sUs(2x) (3.79)
| sUs(2x)  cUs(2x-1) '
s | SUs(2x+2) cUs(2x+1)
U~ = (3.80)
cUs(2x+1)  sUs(2x)
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Bu matrisler [16] ’da tanmmlanan Altin matrislerin @ pozitif tamsayilart i¢in bir

genellestirmesidir.

Belirtmek gereklidir ki; Es. 3.79 ve Es. 3.80 ile tanimladigimiz Genellestirilmis Altin
Matrisler; Es. 1.43 ile verilen U" matrisinin tanim kiimesini siirekli hale getiren bir

genellestirmedir.

Es. 3.79 ve Es. 3.80 ile tamimladigimiz Genellestirilmis Altin Matrislerin
determinantlarin1 hesaplayalim. Es. 3.41 ve Es. 3.42 geregi;

detU** :cUs(2x+1)cUs(2x—l)—[sUs(2x)}2 =1
detU>"' = SUS(2X+2)SUS(2X)—[CUS(2X+1):|2 =-1

dir. U* ve U’ matrislerinin determinantlart sifirdan farkli oldugu icin bu

matrislerin ters matrislerinden bahsedebiliriz.

U = cUs(2x—-1) —sUs(2x) 3.81)
| —sUs(2x)  cUs(2x+1) '

S —sUs(2x)  cUs(2x+1) 3.8)
| cUs(2x+1)  —sUs(2x+2) '

dir. Simdi U™ ve U~**" matrislerinin sirastyla U> ve U>*' matrislerinin ters

matrisleri oldugunu gosterelim.

aprar cUs(2x+1)  sUs(2x) || cUs(2x-1) —sUs(2x) Clay ap,
vty _{ sUs (2x) cUs(2x—1)M—sUs(2x) cUs(2x+1)}_le1 azj
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a, :CUS(2X+1)CUS(2X—1)—[SUS(2X):|2
a,, =—cUs(2x+1)sUs (2x)+cUs(2x+1) sUs (2x)
a, =cUs(2x+1)sUs(2x)—cUs(2x+1) sUs(2x)
a, z—[sUs(Zx)}2 +cUs(2x—1)cUs(2x+1)

Burada a, ve a,, elemanlarin sifira esit olacagi agiktir. Es. 3.41 geregi;

dir. O halde;

UZXU—ZX — 1 O
0 1

bulunur. Yani U™, U** matrisinin ters matrisidir.

U@ — I
01

esitliginin dogru oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.

Belirtmek gereklidir ki U?>* ve U™ matrislerinin ters matrisleri bulunurken;
simetrik hiperbolik U siniis fonksiyonlarimin bulundugu kosegendeki elemanlar yer
ve isaret, simetrik hiperbolik U cosiniis fonksiyonlarimin bulundugu kosegendeki

elemanlar ise sadece yer degistirir. Ciinkii siniis tek, cosiniis ise ¢ift fonksiyondur.
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4. BIR KRIPTOGRAFIK UYGULAMA

4.1. On Bilgiler

Eski caglardan beri haberlesmede gizlilik, {izerinde durulan 6nemli bir kavramdir.
Gizlilikten maksat; ilgili mesaji alicisindan baska kimsenin anlamamasidir. Gizli
haberlesme yaklagik olarak 4000 yil 6nce kullanilmaya baslanmis, 6zellikle askeri ve
diplomasi haberlesmelerinde 6n planda tutulmus ve modern savaglarda 6nemli rol
oynamistir. {1k olarak eski Misirlilarin hiyeroglif yazilarimin bazilarinda karsilasilan
sifreleme daha sonra Ibranilerin kitaplarindaki belirli kelimelerde goriilmiistiir. 2000
yil 6nce Eski Roma Imparatoru Julius Ceasar, “Ceasar Sifreleme* olarak bilinen
simetrik anahtar sifrelemenin klasik bir 6rnegi olan basit yerine koyma sifrelemesini

haberlesmelerinde kullanmustir.

Rager Bucon; 1200’lerde sifreleme icin metotlar gelistirmeye baslamig, Leon Albert;
1460’ larda sifreleme tekerlegi tasarlamis, 1585 yilinda Blaise De Vigenere kriptografi
tizerine bir kitap yayinlamis ve polialfabetik yerine koyma metodunu vermistir. 1790
yilinda “Jefferson Silindiri* gelistirilmis, 1860’1l yillarda Wheatstone; polialfabetik

sifre olusturmak i¢in ortak merkezli iki daireden olusan bir makine icat etmistir.

II. Diinya Savasi’nda Almanlar, sifre makinelerinin dnemli bir sinift olan Engima
Rotor  makinelerini  kullanmislardir.  Giiniimiizde  elektronik  bankaciligin
yayginlasmasi ve elektronik ticaretin kullanilmaya baglanmasi; gizliligi bu alanda da
on plana c¢ikarmistir. Dolayisiyla kriptolojiye biiyiik capta bir ilgi dogmustur.
Bilgisayarlarin hizli bir sekilde yayginlasmasi, haberlesme sistemlerinin gelismesi,
0zel sektoriin de dijital formda bilgiyi koruma ve giivenlik saglama istegini
beraberinde getirmigtir. 1970’lerin basinda IBM’de caligmaya baslanan ve ABD
Teknoloji Standartlart Enstitiisit NIST tarafindan her dort yilda bir giivenligi

onaylanan “Veri Sifreleme Standardi“ DES; bilinen en iyi kriptolojik mekanizmadir.

Kriptolojinin en giiclii gelismesi, Diffie ve Hellman’in “New Directions in

Criptography* isimli kitaplar1 yaymlandiginda olmustur. 1978’de Rivest Shamir ve
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Adleman, RSA olarak ifade edilen ilk acik anahtar sifreleme ve imza tasarisini
bulmuglardir. RSA tasarisi, zor matematiksel problemlere dayanir. Giiglii ve pratik

acik anahtar tasarilarinin bir bagka sinift 1985°te El Gamal tarafindan bulunmustur.

Konuyla ilgili bazi terminolojileri aciklayalim:

Gizlilik sistemlerinin bagli bulundugu bilim dalina kriptoloji denir. Kriptografi ise;
gizlilik sistemlerinin tasarim ve araglariyla ilgili olan, kriptolojinin 6zel bir pargasidir.
Gizli sekle gevrilecek metin acik metin, birtakim 6zel doniisimler uygulayarak acik
metindeki harfleri ve ya sembolleri degistirme islemi sifreleme; sifrelenmis metin de
sifre metin olarak adlandirilir. Sifre metnin tekrar anlasilir hale getirilmesine desifre
etme denir. Sifreleme; acik anahtar sifreleme ve simetrik(gizli) anahtar sifreleme
olarak ikiye ayrilir. Sadece sifrelemede kullamilan, desifrelemede kullanilmayan
anahtar acik anahtar; hem sifreleme hem de desifre etmede kullanilan anahtar ise
simetrik anahtardir. Sifreleme anahtarlarim1 bilerek desifreleme anahtarlarini;

desifreleme anahtarlarini bilerek de sifreleme anahtarlarini bulmak miimkiindiir.

A:= Tamml alfabe olarak adlandirilan sonlu bir kiimedir.

M:= Mesaj uzayr olarak adlandirilan sonlu bir kiimedir. Tamimli bir alfabenin

sembollerinin siralanigindan olusur. Her bir eleman agik metin olarak adlandirilir.
C:= Sifre uzayr olarak adlandirilan bir kiimeyi gosterir. Tanimlanmis alfabeden
olusur. Fakat bu alfabe M i¢cin tamimlanmig alfabeden farklidir. Her bir elemani sifre
metin olarak adlandirilir.

K:= Anahtar uzay1 olarak adlandirilir. K’nin her bir elemanina anahtar denir.

Vee K i¢in E : M— C olarak gosterilen birebir Orten fonksiyonu gifreleme

fonksiyonu olarak adlandirilir.
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Vde K i¢in, D,: C—M olarak gosterilen birebir orten fonksiyonu desifreleme
fonksiyonu olarak adlandirilir. Buna gore; meM mesajjna E, fonksiyonunun
uygulanma islemine m mesajimin sifrelenmesi, ce C sifresine D, fonksiyonunun

uygulanma islemine de c sifresinin desifrelenmesi denir.

Bir sifreleme tasarisi; sifreleme fonksiyonlarinin bir kiimesi {E,:ee K } ve
{D,:de K} Kkiimelerinden olusur. Burada Vee K i¢in D,=E~  yani
D,(E,(M))=m olacak sekilde bir tek de K vardir. e ve d’ ye

sifreleme/desifreleme anahtar cifti denir ve (e,d) ile gosterilir.

(e,d) anahtar ¢ifti hakkinda 6nceden bir bilgisi olmaksizin iigiincii bir sahis bazi

denemelerle sifre metne karsilik gelen acik metni c¢ozerse, sifreleme tasarisi

kirtlabilirdir denir.

Acik anahtar sifrelemenin sagladigi en onemli yararlardan biri dijital imzadir. Dijital
imzalar mesajin gercekten istenilen gondericiden geldigini dogrulamak icin kullanilan

bir iglemdir.
4.2. U Kriptografik Metot

Bu bolimde [16]’da ¢ahsilan Es. 3.72 ve Es. 3.73 Alun Matrisleri ile bu

matrislerle terslerinin bir uygulamasi olan Altin Kriptografik Metot’un bir
genellestirilmesinden bahsedecegiz. Bu yeni kriptografik metot Es. 3.79 ve Es.
3.80 ile tanmimladigimiz Genellestirilmis Altin Matrisler ile bu matrislerin

terslerinin bir uygulamasi olarak karsimiza ¢ikar.

Baslangi¢ mesaji, pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olan dijital bir sinyal olarak
karsimiza ¢iksin. Dijital telefon, dijital televizyon, dijital 6lctim sistemleri gibi bircok

dijital sinyal 6rnegi vardir.
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m,,m,, My, m, , My, M, N,... “.1)

Vi>1igin m >0 4.2)

Es. 4.1 ile verilen dijital sinyalin heackerlardan koruma problemi genellikle

kriptografik metotlarin uygulamalariyla ¢oziiliir.

Genellestirilmis Altin Matrislerin bir uygulamas1 olan U Kriptografik Metot’u

tanitalim.

Es. 4.1 ile verilen dijital sinyalin ilk dort elemanim segerek M (2x2) kare matrisine

yerlestirelim.
M — ml 1 m12 (4 3)
m, My

Belirtmek gereklidir ki, m,,m,,m,,m, elemanlarmin M matrisine yerlestirilmesi

41=24 farkli sekilde yapilabilir. Bizim secimimiz bu 24 farkli permiitasyondan

herhangi birisidir. Boylece kriptografik korumamn ilk adim1 m,, m,,m,,m, elemanlar1

icin P(i=1,2,...,24) permiitasyonlarindan herhangi birinin se¢imidir.

Kriptografik korumanin ikinci adimi ise a pozitif tamsayisinin belirlenmesidir. Daha
sonra, belirlenen « tamsayisi icin Es. 3.79, Es.3.80; Genellestirilmis Altin Matrisleri
ile bu matrislerin ters matrisleri teskil edilir. U Kriptografik Metot’a gore sifreleme
icin Es. 3.79, Es. 3.80 ile tanimladigimiz matrisleri; desifreleme i¢inse Es. 3.81,

Es. 3.82 ile tanimladigimiz matrisleri kullaniriz.

Cizelge 4.1. ile U Kriptografik Metot’un sifreleme ve desifreleme algoritmalari

verilmistir.
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Cizelge 4.1. Sifreleme ve Desifreleme Algoritmalari

Sifreleme Desifreleme

2x __
MU —El(x) EI(X)U_ZX:M

MU = E, (x) Ez(x)U_(ZXH) .y

Cizelge 4.1.den goriilecegi iizere U Kriptografik Metot’un sifreleme/desifreleme
algoritmalar1 matris ¢arpimina baghdir. Burada U** ve U>"'; sifreleme matrisleri,
E (x), E,(x) ; sifre metinler, U™, U " ise desifreleme matrisleridir. Bu
algoritmalardaki x degiskenini kriptografik anahtar olarak kullanabiliriz. Boylece x

anahtarinin alabilecegi degerlere bagli olarak M mesaj metninden E(x) sifre

metnine sonsuz ¢oklukta doniisiim yapilabilir.

U kriptografik metotta K:{E.,a,x,c/s} ; P permiitasyonlar1, pozitif a tamsayisi,

reel degerli x degiskenleri ve ¢ veya s sembollerinden herhangi biri olmak {izere
dort kisimdan olusur. K anahtarindaki ¢ veya s sembollerinin se¢imi, Cizelge 4.1. ile

verilen sifreleme/desifreleme algoritmalarinda kullanacagimiz U matrisine baghdir.

Sifreleme/desifreleme igin U** kullamlacaksa K:{R.,x,a,c} anahtarini, U

kullanilacaksa K={R.,x,a,s} anahtarini tercih edecegiz.

Cizelge 4.1. ile verilen sifreleme algoritmasim kullanarak M matrisinden E(x)

matrisini; desifreleme algoritmasini kullanarak da E(x) matrisinden tekrar M

matrisini elde etmeye caligalim.



U sifreleme;

MUZX{m“ mlz}{cUs(zxﬂ) sUs (2x) }{e“ e”}:E(x)

my, m,y, | sUs(2x) cUs(2x-1)
dir. :Burada,

e, =my,cUs(2x+1)+m,,sUs(2x)
e, =m, sUs(2x)+m,cUs(2x—1)
ey, =my,cUs (2x+1)+m,,sUs(2x)
ey, =y, sUs (2x)+ my,cUs (2x—1)

dir. U desifreleme ise;

e, ey |l —sUs(2x) cUs(2x+1)| |d, d,

E(x)U‘z":{e“ elz}{cUs(zx—l) —sUs(Zx)}:{dn dlz}:D(x)

dir. Burada,

d,, =e,cUs(2x—1)—e,sUs(2x)
d, =—e, sUs(2x)+e,cUs(2x+1)
d, =e,cUs(2x—1)—e,,sUs(2x)

d,, =—e,sUs(2x)+e,cUs (2x+1)

64

“44

4.5)

(4.6)

.7

(4.8)

(4.9)

(4.10)

@.11)

4.12)

(4.13)
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dir. Es. 4.10-Es. 4.12 ile verilen matris elemanlarin1 hesaplarken Es. 4.5-Es. 4.8, Es.

3.41 ve Es. 3.42’yi kullanirsak;

d,=e, [mlcUs(2x+ 1)+ mzsUs(Zx)]cUs(2x—1)—
[mlsUs (2x)+ mzsUs(2x)] sUs (2x)

=m, [cUs(2x+ 1)cUs(2x-1) —[sUs (2x)]2J+
m, [sUs(2x)cUs (2x=1)=cUs(2x—1)sUs (2x)]

d, =my

bulunur. Benzer hesaplamalarla;

dy, =m,
d, =my,
dy, =my,

bulunabilir. Es. 4.14-Es. 4.17 nin Es. 4.9’da kullanilmasiyla;

ol £}z 2

my —n,,
elde edilir.

U Kiriptografik Metodu bir 6rnekle agiklamaya ¢aligalim.
Omek

Alfabemizdeki harfleri sirasiyla 1’den 29’a kadar olan tamsayilarla esleyelim

4.14)

4.15)

(4.16)

4.17)
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Cizelge 4.2. Alfabemizdeki Harflerin Kodlanmasi

A B C ¢ D E F G G H 1 1 71 K L
1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15

M N o 60 P R S S T U U V Y Z
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

U Kriptografik Metot’a gore sifreleyecegimiz mesaj kelimesi “OZGE” olsun. Bu
mesaj, Cizelge 4.2."ye gore m=19 29 8 6 olarak kodlanir. m mesajin1 2x?2 tipindeki
M matrisine yerlestirelim. U Kriptografik Metot’a gore bu islem 4!=24 farkl

sekilde yapilabilir.

A P, P, P,
(19 29] (8 19 6 8 29 6
18 6] 16 29 29 19 19 8

B F, P, K
(29 197 19 8 8 6 6 29
|8 6] |6 29 29 19 19 8

F, I R, B,
(19 29] (8 19 6 8 29 6
16 8] 129 6 19 29 8 19

B, R, R Ry
(29 19] (19 8 8 6 6 29
|6 8] 129 6 19 29 8 19

P17 P18 P19 PZ()
(8 29] (6 19] (29 8] 19 6
119 6 | 18 29 |6 19 29 8

P, P, P, P,

24
[19 6] (8 29] (6 19] 29 8
19 6
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M matrisi 7. permiitasyon olsun.

8 6
M =
{29 19}

a porzitif tamsayisimt 2, x reel sayisim 1, sifreleme matrisini U** segerek U

5 2
Kriptografik Metot’un K = {P7 ,2, l,c} sifreleme anahtarini ve U? = { ) J sifreleme

matrisini olusturabiliriz.

Cizelge 4.1."deki sifreleme algoritmasini K anahtarina uygun olarak kullandigimizda;

MU2_8 615 2
129 192 1

52 22
E=
{183 77}

sifre metnini elde ederiz. Boylece, m=19 29 8 6 mesaj kelimesinden e=52 22 183 77

sifre kelimesini elde etmis olduk.

E matrisinin elemanlarin1 mod 29 *a gore diizenleyelim.

52=23 (mod?29

( )
22=22 (mod29)

183=9 (mod29

( )
77=19 (mod29)

Elde ettigimiz sonuglar i¢in Cizelge 4.2."yi kullamrsak, “OZGE” mesajinin “SSGO”

olarak sifrelendigini gérmiis oluruz.
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Alicy, Cizelge 4.1.°deki desifreleme algoritmalarini kullanarak E sifre metninden M

mesaj metnine ulagmaya calisir. Alicinin desifreleme icin kullanacagi anahtar,

I(:{P7 ,2,1,c}, sifreleme i¢in kullandigimiz anahtarla aynidur.

Alicy, Cizelge 4.1.°e gore;
Lo 152 221 2
U?=
183 77||-2 5
8 6
M =
29 19

mesaj metnine ulagir. K anahtarinda yer alan 7. permiitasyonu dikkate aldiginda, M
matrisinden m= 19 29 8 6 mesaj kelimesine ulagir. Cizelge 4.2.”ye gore desifre edilen
mesaj “OZGE” dir.

Belirtmek gereklidir ki sifreleyecegimiz mesaj kelimesi dort uzunluklu parcgalara
ayrilarak mesaj matrisine yerlestirilir. Eger mesaj matrisine yerlestirilecek kelimenin
uzunlugu dortten azsa dolgu yontemi kullamlabilir. Ornegin; sifreleyecegimiz kelime

“AZ* ise bu kelime mesaj matrisine “AZZZ* olarak yerlestirilebilir.

4.3. U Kriptografik Metodun Kontrol Elemanlari

Cizelge 4.1. ile verilen sifreleme algoritmalarini kullanarak E (x) ve E,(x)

matrislerinin determinantlarini hesaplayalim.

det E, (x) = det| MU | =det M detU™* (4.18)

det E, (x) =det [MUZX“] =det M detU > (4.19)

esitlikleri yazilir. Es. 4.18 ve Es. 4.19°da Es. 3.41 ve Es. 3.42’yi kullanirsak;
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det E, (x) = det M (4.20)

det E, (x) = —det M 4.21)

olarak bulunur. Boylece Es. 4.20 ve Es. 4.21, U Kriptografik Metot’un ilk kontrol

eleman olur.

U Kriptografik Metot'un diger kontrol elemanlari ise E(x) matrisinin elemanlar:

arasindaki bagmtilardir.

Secilen pozitif x reel sayist icin Es. 4.2 nin kullanilmasiyla Es. 4.10-Es. 4.13;

e,cUs(2x—1)—e,,sUs (2x) >0 (4.22)
—e,,sUs (2x)+e,cUs (2x+1)>0 (4.23)
e,,cUs (2x—1)—e,,sUs (2x) >0 (4.24)
—e,,5Us (2x)+ey,cUs (2x+1)> 0 (4.25)

esitsizliklerine doniisiir. Es. 4.22 ve Es. 4.23’{in birlikte diisiiniilmesiyle;

sUs (2x) cUs(2x+1)

———<e¢, < 4.26
cUs(2x—1) s sUs (2x) (420

€12

esitsizligi elde edilir. Es. 4.26’da x — o icin Es. 3.33’{in kullanilmasiyla;

e, = e, 4.27)
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yaklagik esitligi bulunur. Benzer sekilde Es. 424 ve Es. 4.25’in birlikte

diistiniilmesiyle;
sUs (2x) cUs(2x+1)
e,————<e, <e,————— 4.28
2 cUs(2x—1) S sUs(2x) ( )
esitsizligi elde edilir. x — o icin Es. 3.33’{in kullanilmasuyla;
€ = Uy, 4.29)

yaklasik esitligi bulunur.

x degiskenini negatif reel sayilardan secersek x— —coicin Es. 3.34’iin

kullamlmasiyla Es. 4.27 ve Es. 4.29;

e, =——e, (4.30)
(04
1

e, =——e, “4.31)
(04

yaklasik esitliklerine doniisiir.

Boylece x — « i¢in Es. 4.27 ve Es. 4.29 ile verilen yaklasik esitlikler ile Es. 4.20 ve
Es. 4.21; x — —oo icin Es. 4.30 ve Es. 4.31 ile verilen yaklasik esitlikler ile Es. 4.20
ve Es. 4.21; U Kriptografik Metot’un kontrol elemanlar1 olarak karsimiza cikar.

4.4. Hata Bulma ve Diizeltme

U Kriptografik Metot, E sifre metninde olusabilecek hatalar1 bulmak ve diizeltmek

icin farkli bagintilar kullanir. Mesaj matrisine uygulanan Cizelge 4.1.’deki sifreleme

algoritmalar1 sonrasinda olusabilecek herhangi bir hataya kars1 Es. 4.20 veya Es. 4.21
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kontrol bagintis1 olarak rol oynar. E sifre metninin alictya gonderilmesi sirasinda
olusabilecek herhangi bir hataya karsi1 ise pozitif x reel degerleri i¢in Es. 4.27 ve Es.
4.29, negatif x degerleri icin Es. 4.30 ve Es. 4.31 ile verilen yaklasik esitlikleri

kontrol bagintis1 olarak rol oynar.

detE#detM ise E matrisi hatalidir. ilk hipotezimiz alictya gonderilen E

matrisinde tek hata olmasidir. £ matrisinde 4 farkl tek hatanin olacagi aciktir.

Burada k,[,m,n elemanlari bozulmus(hatali) elemanlardir. Es. 4.27, Es. 4.29 veya
Es. 4.30, Es. 4.31 ile verilen yaklasik esitlikleri kullanarak bu hatalar1 diizeltmeye

calisiriz. Kontrol bagintilarim saglayan coziimler elde edemezsek hipotezimizi

degistirmek zorunda kaliriz.
Ikinci hipotezimiz E sifre metninde iki hata olmasidir. E sifre metninde [J =6
farkli iki hata mevcuttur.

Ornek olarak asagidaki iki hataya sahip E matrisini inceleyelim.

[k kontrol eleman1 Es. 4.20 veya Es. 4.21 kullanilarak asagidaki cebirsel denklemleri

yazabiliriz.

ke,, —le,, =detM
ke,, —le,, =—det M (4.32)
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Ikinci kontrol elemam olarak Es. 4.27 veya Es. 4.30’u kullanarak k ve [ arasinda

asagidaki bagintilar1 yazabiliriz.

k=—I (x——o) (4.33)

Belirtmek gereklidir ki, Es. 4.32 ile verilen denklemler diafont denklemlerdir ve
sonsuz ¢Oziime sahiptir. Biz bu ¢oziimler arasindan Es. 4.33 ile verilen yaklasik
esitlikleri saglayan ¢oziimleri arayacagiz. Bulacagimiz ¢oziimler kontrol bagintilarim
saglamazsa E sifre metninde {i¢ hata oldugu sonucuna variriz. Benzer yaklasimlarla
E sifre metnindeki tiim {ic hataya sahip durumlar tespit ederek bu hatalar1
diizeltebiliriz. Bu durumda da ¢oziimlerimiz kontrol bagintilarini saglayan ¢oziimler
degilse ya det M hatalidir ya da E sifre metninde dort hata vardir yani E sifre metni

diizeltilemez durumdadir.

m mesaj kelimesinin aliciya gonderilmesi sirasinda, E sifre metninde olusabilecek

hatalar1 nasil bulup diizeltecegimizi, asagidaki drneklerle aciklayalim.

Ormnek

52

Bekledigimiz mesaj, K:{P7,2, l,c} anahtar1 ile E :{183

22 ,
; olarak gelmis olsun.

detM =-22 olduguna gore; E sifre metnindeki hatayr bulup diizelterek, mesaj

kelimesine ulagalim.

Sifreleme anahtar1 K:{P7,2, l,c} oldugundan, E sifre metnindeki hatayr bulup

diizeltmek icin Es. 4.20, Es. 4.27 ve Es. 4.29 kontrol bagmtilarin1 kullanacagiz.

[k kontrol bagintis1 Es. 4.20’ye gore;

det E =-3662 #-22=detM
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oldugundan E sifre metni hatalidir. Diger kontrol bagitilar1 Es. 4.27 ve Es. 4.29°a

gore;

52=(1+42)22

183 = (1++/2)7

olmahdir. Fakat Es. 4.29’un saglanmadigi agiktir. Bu durumda e, veya e,,

elemanlarinin hatali1 olabilecegini tespit ederiz. Hipotezimiz ilk olarak, E sifre

metninde tek hatanin varligina iliskin kuralim.

Kabul edelim ki, e,, elemani hatali olsun. O halde e,,;
detE=detM
e,,6,, —e,e, =detM

_ &6, —detM 4.34)

612

21

denklemi ile Es. 4.29 ile verilen kontrol bagitisim1 saglayan pozitif bir tamsay1 olmak

zorundadir.
Es. 4.34’e gore;

527422

e, =17,545¢ Z*

oldugundan kabuliimiiz yanhstir. Bu durumda e,, elemaninin hatali oldugunu kabul

ederiz. e, ;

_e,e, tdetM
22 T

(4.35)

e
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denklemi ile Es. 4.29 ile verilen kontrol bagmtisim saglayan pozitif bir tamsay1 olmak

zorundadir.

Es. 4.35’¢ gore; e, =77€ Z* dir. Aym zamanda, %22,376z1+\/§ olup, Es.

4.29 ile verilen kontrol bagintist da saglanir.

Cizelge 4.1.deki desifreleme algoritmasimm K anahtarmma uygun olarak

kullandigimizda;
5 52 2201 -2
U™?=
183 77||-2 5
8 6
M =
29 19

M mesaj matrisine ulagiriz. K anahtarindaki 7. permiitasyonu dikkate aldigimizda;

m=19 29 8 6 mesaj kelimesine ulasiriz.

Ormnek

52

Bekledigimiz mesaj, K:{P7,2, 1,c}anahtart ile E= LS

2
olarak gelmis olsun.
77

det M =-22 olduguna gore; E sifre metnindeki hatayr bulup diizelterek, mesaj

kelimesine ulagalim.

Sifreleme anahtari K:{P7,2, l,c} oldugundan; E sifre metnindeki hatay1 diizeltmek

icin, Es. 4.20, Es. 4.27 ve Es. 4.29 ile verilen kontrol bagintilarini kullanacagiz.
[k kontrol bagintis1 Es. 4.20’ye gore;

det E =3968 # 22 =det M
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oldugundan, E sifre metni hatalidir. Diger kontrol bagintilar1 Es. 4.27 ve Es. 4.29’a

gore;

52=(1+2)2
18~ (14+2)77

yaklasik esitliklerinin ikisinin birden saglanmadigr agiktir. O halde, E sifre metninde

en az iki hata vardir.

Hipotezimizi ilk olarak, E sifre metninde iki hatanin varligna iliskin kuralim. Es.
4.27 ve Es. 4.29 kontrol bagmtilarimn ikisi birden saglanmadigindan, hatali elemanlar

E matrisinin her iki satirinda da birer tanedir. Bu durumda, E sifre metninde

2\(2 .
e =4 farkli iki hata vardir.

[lk olarak e, ve e,, elemanlarinin hatali oldugunu diisiinelim. ¢, ve e,,;

2242
(2 :Tm (436)
o, =22F 770 +277e“ 4.37)

denklemleri ile Es. 4.27 ve Es. 4.29 ile verilen kontrol bagintilarim1 saglayan pozitif

tamsayilar olmak zorundadir.

Es. 4.36 ve Es. 4.37 den;

77, —2e, =—22 (4.38)

1
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diafont denklemi elde edilir. (77,-2)=1 ve 1|-22 oldugundan, Es. 4.38’in

tamsayilarda ¢éziimii vardir.

1=77.1+(-2)38

-22=77(-22)+(-2)(-836)

olup, e, =22 ve e, =836 Es. 4.38’in bir ¢oziimiidiir. Ayrica e Z igin;

e, =-22-2t (4.39)
e, =—836+77t (4.40)

olacak sekilde, sonsuz ¢oklukta (e,,e,,) ikilisine ulagabiliriz. e, ve e,, in pozitif
tamsay1 degerleri i¢in 7€ [(—oo,—l 1) u[l 1,00)J olmalhdir. Es. 4.29 ile verilen kontrol

bagintisina gore;
ey =(1+42)2

yaklasik esitliginin de saglanmasi gerekir. Bu durumda e, =5’tir. Fakat Es. 4.39’a
gore, e, =51 saglayan te€ Z bulunamaz. Benzer durum, Es. 4.29 kontrol bagintisini

kullanarak Es. 4.40 i¢in de goriilebilir. O halde, kabuliimiiz yanlistir.
e, ve e, hataliolsun. e, ve e, ;

4026 = ¢ ,e,,

denklemi ile Es. 4.27 ve Es. 4.29 ile verilen kontrol bagintilarim1 saglayan pozitif

¢Oziimler olmak zorundadir.
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4026’ y1 asal carpanlarina ayirirsak;

e,6, =2.3.11.61 (4.41)

olur. Ayrica Es. 4.27 ile verilen kontrol bagintisina gore;
52=(1+2)e,

olmaldir. Es. 4.41°1 dikkate aldigimizda e, =22dir. Bu durumda e, =183 bulunur.

Es. 4.29 ile verilen kontrol bagintisina gore;
183~ (1++2)77

yaklasik esitligi de saglanir. Boylece E sifre metnindeki hatalar1 tespit etmis ve

diizeltmis oluruz.

U Kriptografik Metot’un desifreleme algoritmasini kullanirsak; m=19 29 8 6 mesaj

kelimesine ulasiriz.
Ornek

52 2
Bekledigimiz mesaj, K:{P7,2,1,c} anahtar1 ile E:LS 7} olarak gelmis olsun.

det M =-22 olduguna gore; E sifre metnindeki hatayr bulup diizelterek, mesaj

kelimesine ulagsmaya ¢alisalim.

Sifreleme anahtar1 K:{P7,2, l,c} oldugundan, E sifre metnindeki hatay1 diizeltmek

icin Es. 4.20, Es. 4.27 ve Es. 4.29 ile verilen kontrol bagintilarini kullaniriz.

[k kontrol bagintis1 Es. 4.20’ye gore;
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det E =328 %-22=detM

oldugundan E sifre metni hatalidir. Diger kontrol bagintilar1 Es. 4.27 ve Es. 4.29’a

gore;

52z(1+ﬁ)2
18=(1++2)7

yaklasik esitliklerinin her ikisinin de saglanmadigi aciktir. Bu durumda E sifre
metninde en az iki hata vardir. Her bir hata durumu bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi
incelenirse, bulunan c¢oziimlerin Es. 4.20, Es. 4.27 ve Es. 4.29 ile verilen kontrol
bagintilarin1 saglamadigi goriilir. Bu yiizden hipotezimizi E sifre metninde ii¢

hatanin varligina iligkin kurmaliy1z.

4
E sifre metninde, [3j =4 farkli {i¢ hata olma durumu vardir.

Kabul edelim ki E matrisinin e,,, e;, ve e,, elemanlar1 hatali olsun. e, ,, e, ve e,,;
e,e, —Te, =22 (4.42)

denklemi ile Es. 4.27 ve Es. 4.29 ile verilen kontrol bagintilarim1 saglayan pozitif

tamsayilar olmak zorundadir.

(1=7)=1 ve 1|22 oldugundan Es. 4.41’in tamsayilarda ¢oziimii vardr.

1=1.8+(=7)1

22=1.176+(=7)22
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olup, e,e, =176 ve e, =22 Es. 4.42°nin bir ¢oziimiidiir. Ayrica t€ Z icin;
e,e, =176t (4.43)
e, =22+t (4.44)

olacak sekilde sonsuz ¢oklukta (e,,,e,e, ) ikilinse ulasabiliriz. ¢,,,e,, ve e,, pozitif

tamsayilar olacagi i¢in te€ [—2 1, 25] olmalidir. Es. 4.29 ile verilen kontrol bagintisina

gore;
e, = (1 +2 ) 7
olmalidir. O halde,
e, =17
dir. Bu durumda Es. 4.42;

17e,,—7e 22

2" e =

diafont denklemine doniisiir. Bu denklem bir 6nceki ornekte oldugu gibi ¢oziiliirse,

bulunan e, ve e, degerlerinin Es. 4.27 ile verilen kontrol bagintisin1 saglamadig:

goriiliir. Kabuliimiiz yanlistir.

e,,e, Ve ey hataliolsun. e, e, ve e, ;

52e,, —e,e,, =22 (4.45)
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denklemi ve Es. 4.27, Es. 4.39 ile verilen kontrol bagmtilarin1 saglayan pozitif

tamsayilar olmak zorundadir. Es. 4.27 ile verilen kontrol bagintisina gore;
52=(1+2)e,

olmalidir. O halde,

e,=22

dir. Bu durumda Es. 4.45;

52e,,—22e, =22 (4.46)

diafont denklemine doniigiir. (52,-22)=2 ve 2|-22 oldugundan Es. 4.46’mn

tamsayilarda ¢oziimii vardir.

2=523+(-22)7

—22=52(-33)+(-22)(-77)

olup, e,, =—33 ve e, =—77; Es. 4.46’mn bir ¢dziimiidiir. Ayrica te€ Z igin;
e, =—33-11It (4.47)
e, =—17-26t (4.48)

olacak sekilde sonsuz coklukta (e,,e,,) ikilisine ulasabiliriz. e, ve e,, pozitif

tamsayilar olacagi icin t € (—oo,—4] olmalidir. Es. 4.29 ile verilen kontrol bagintisina

gore;
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€ = (1+\/§)€22
olmaldir. r=-11 secersek, Es. 4.47 ve Es. 4.48’e gore;
e, =183

=77

22

bulunur. Boylece FE sifre metnindeki hatali elemanlar1 tespit etmis ve diizeltmis

oluruz.

U Kiriptografik Metot’un desifreleme algoritmasim kullanarak m= 19 29 8 6 mesaj

kelimesine ulasiriz.
4.5. Sifreleme ve Desifreleme Zamam

Es. 4.4° e gore sifreleme ¢, ,e,,,e elemanlarinin hesaplanmasindan olusur.

11> 7122 21’622

Es. 4.5-Es. 4.8’e gore her bir elemamn hesaplanmasi i¢in iki ¢carpma ve bir toplama

islemi gereklidir. Boylece tiim sifreleme zamani;

T, =8At, +4At, (4.49)

olarak yazilir. Burada Az ; bir carpma isleminin zamam ve A, ise bir toplama

isleminin zamanidir.
Benzer sekilde Es. 4.10-Es. 4.13’ii kullanarak tiim desifreleme zamanz;

T, =8Ar +4Ar, (4.50)

olarak yazilir.
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Es. 4.32 ve Es. 4.33; bize U Kriptografik Metot’un ¢ok hizli bir metot oldugunu
gosterir. Yani U Kriptografik Metot [16] ile verilen Altin Kriptografik Metot’a

benzer olarak reel zaman araliginda dijital sinyallerin kriptografik korunmasini saglar.
4.6. Kriptografik Korumanin Gelistirilmesi

Sifreleme ve desifreleme ciftlerini kullanarak kriptografik korumay: gelistirebiliriz.

Sifrelemenin ilk adim1 anahtar1 kullanmaktir.
K, ={P,a,,x,c/s} (4.51)

anahtar1 degisken degerler alabilen herhangi bir P permiitasyonu, herhangi bir g,
pozitif tamsayisi, herhangi bir x, reel sayis1i ve ¢ yada s semboliinden olusur.
Sifreleme sonucunda E(P,a,,x,c/s) matrisini elde ederiz. E(P,a,,x,c/s)

matrisini kullanarak sifrelemenin ikinci adimin1 gergeklestirebiliriz. Bunun icin,
K, ={P.a,.x,.c/s} (4.52)

kriptografik anahtar1 kullanilir. Burada P,, F, den farkli bir permiitasyon; a,, a,” den

farkl bir pozitif tamsay1 ve x,,x, den farkl bir reel sayidir. K, ve K, anahtarlarim

kullanarak elde edilen yeni sifre matrisi;
E(EZ{Pi,al,xl,c/s;Pj,az,xz,c/s}) 4.53)
dir.

n farkli E,Pj,...,Pk permiitasyonlarini, a,,a,,...,a, pozitif tamsayilarim ve

X, X,,...,x, reel degiskenlerini kullanarak elde edilen kriptografik anahtar;
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K, ={P.a.x.c/5;P.a,.x,.cls;..;P,a,.x,cls} (4.54)

dir. Cizelge 4.1. ile verilen sifreleme algoritmalarini kullanarak E=E(K) sifre

matrisini elde ederiz.

Desifreleme i¢in ise kriptografik anahtar K, den elde edilen ters kriptografik anahtar

K" i kullaniriz. Yani;

n

K::{Pk,a X c/s;Pr,an_l,xn_l,c/s;...;Pj,az,xz,c/s;Pi,al,xl,c/s} (4.55)

n’’'n?

ters kriptografik anahtar1 desifreleme icin kullamilir. Boylece D = D(K ‘1)

desifreleme matrisini elde etmis oluruz.
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5. SONUC

Modern bilim son yillarda Fibonacci sayi teorisi ve altin oranla aydinlanmaya bagladi.
Teorik fizik, geometri, astronomi ve bilgisayar bilimlerinin vazge¢ilmez yapist olan

hiperbolik fonksiyonlar ve matrisler bu ¢alismayla yeni bir boyut kazandi. Keyfi a
pozitif tamsayis1 i¢in teskil edecegimiz U, dizileri, U" matrisleri ve simetrik
hiperbolik U fonksiyonlar1 ile Fibonacci sayr teoriye katki saglamak sunulan

calismanin temel amacidir. Ayrica [16] "da bahsedilen Altin Kriptografik Metot’un

bir genellestirilmesi olan U Kriptografik Metot; U, dizileri, U" matrisleri ve

simetrik hiperbolik U fonksiyonlarinin bir uygulamasi olarak karsimiza ¢ikar.

U Kriptografik Metot birka¢ yonden [16] "da bahsedilen kriptografik metottan daha

iyi sonug verir.

i) U Kriptografik Metot’'un anahtari K={Pi,a1,xl,c/s} olmak tiizere dort, Altin

Kriptografik Metot’un anahtar1 K:{Pi,xl}olmak tizere iki par¢adan olusur. U
Kriptografik Metot’ta eklenen yeni degisken keyfi a pozitif tamsayisi ile K anahtari,
sifreleme ve desifreleme matrislerinin sonsuz cesitlilikteki secimine imkéan saglar.
Oysaki Altin Kriptografik Metot’ta Q** veya Q**"' ile Q7> veya Q """ matrisleri
olmak {izere bir tek cesit sifreleme/desifreleme matrisi vardir. Ayrica, Altin
2x41

Kriptografik Metot’ta sifreleme ve desifreleme matrisi olarak Q°* veya Q

matrislerinden hangisinin kullanilacagi belirsizdir. Bu durum sifreleme ve

desifreleme islemleri sirasinda problemlere yol acar. U Kriptografik Metot’ta ise K
anahtarina eklenen c/s semboliiyle sifreleme ve desifreleme islemleri icin U** veya

U*>**' matrislerinden hangisinin kullamlacag: belirlenmis olur.

ii) U Kriptografik Metot’ta mesaj metin ile sifre metin matrislerinin determinantin
kiyaslayan Es. 4.20, Es. 4.21’in yam sira; sifre metnin elemanlarini kiyaslayan pozitif

x degerleri icin Es. 4.27, Es. 4.29; negatif x degerleri icin Es. 4.30, Es. 4.31 yaklasik
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esitlikleri kontrol bagintist olarak rol oynar. Altin Kriptografik Metot’ta ise sifreleme
ve desifreleme algoritmalarini kontrol eden, sifre metin ile mesaj metin matrislerinin

determinantlarini kiyaslayan bir tek kontrol bagintis1 vardir.

iii) Sahip oldugu kontrol bagintilar1 vasitasiyla U Kriptografik Metot, bir sifre metin

matrisinde meydana gelebilecek bir, iki ya da ii¢ hatanin diizeltilmesine imkén saglar.

matrisinde 2* —1=15 farkli hata olma durumu vardir. U Kriptografik Metot;

4 4 4
[1 j+ [J + [3} =14 farklh hatayr diizeltmeye imkan sagladigindan % =%93,33

diizeltilebilirdir. Bu ise U Kriptografik Metot’'un diger kriptografik metotlara

nazaran daha iyi calisigin1 gosterir. Ciinkii son yilarda gelistirilen asimetrik
kriptoloji [17] ’de  ¢ok karmasik sifreleme ve desifreleme algoritmalar

kullanmildigindan, sifreleme ve desifrelemenin hatasiz elde edilemeyecegini garanti

eden bir teori ileri siirer.
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