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TANJANT MANIFOLD UZERINDE
METRIKLER, KONNEKS1YONLAR VE EGRILER

(Yiiksek Lisans Tezi)

Aysel TURGUT
- GAz1 UNiVERsiTESt
FEN BiLIMLERt ENSTiTUSU
fubat 1989

bz

Diferensiyellenebilir bir manifold {lzerindeki bir
Riemann metriginden ve lineer bir konneksiyondan yarar-
lanarak, bu manifoldun tanjant manifoldu {izerinde elde
edilebilen temel metrikler ve konneksiyonlarin bir si-
niflandirilmasi yapilmigtir. Ayrica manlfold {izerinde ve-
rilen herhangi bir edriye tanjant manifold lizerinde kar-
g1lik gelen horizantal 1lift, dogal 1lift ve izdiiglirlilebi-
liy egrilerin yiiksek mertebeden egrilikleri hesaplanarak,
orijinal eéri ile arasindaki iligkiler incelenmisgtir.



METRICS, CONNECTIONS AND CURVES
ON TANGENT MANIFOLD

(M, Be, Thesis)

Aysel TURGUT
GAZI UNIVERSITY
INSTITUTE OF BCIENCE AND TECHNOLOGY
February 1989

ABSTRACT

The main metrics and connections on the tangent
manifold of a differentiable manifold, which can be ©
obtained from a Riemannian metric and a linear connection
on the manifold, were classified. In addition, higher
order curvatures of the horizontal 1lift, natural lift
and projectable~cﬁrves on the tangent manifold corres-
ponding to any given ocurve on the manifold were calcula-
ted and so the relationships with the orilginal curve were
studied.
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'"ESEKKUR

Bu qallgmayl hazirlarken, dederli vakitlerini esir-
gemeden bana ayiran, biitlin g¢aligmalarimi titizlikle ince-
leyen, hey adimda bilgimine bagvurdugum Hayin Hocam

Dog. Dr. Erdogan ESIN'e minnet ve glikranlarimi arz ederim.
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Sembol

M

T

T )

g9 (M)
Tp(M)

T

SEMBOLLER

Anlam

Herhangi bir c>- manifold.

M ﬁzerinde‘tanlmll reel de§erli c -sinifin-
dan diferenmiyellenebilir fonksiyonlarin ce-
biri.
M lizerinde tanaimli vektdr alanlarinin modii-
1i.

M {izerinde tanimli l-formlarin modili.

M nin herhangil bir p noktasindaki tanjant
uzayzi.

M lizerinde (r,s)-tipinden tensdr alanlari-
nin modiilil, |

M {izerinde bir konneksiyon.

v konneksiyonunun bilegenleri.

vV konneksiyonunun torsiyon tensorii.
Torsiyon tensdriinlin bilesenleri

Vv konneksiyonunun edrilik tensdr alanai.
Edrilik tens8riinlin bilegenleri.

M ﬁzerinde bir Riemann metri§i.

Riemann metriginin bilegenleri.

M nin tanjant demeti.

M nin tanjant manifoldu.

T™™ nin z noktasindaki tanjant uzayai.

TM lizerinde tanimli vertical vektdr alan-

larainin modili,



Sembol Anlam

ontinuuint St ey

Hﬁr%(TM) TM {izerinde tanaimli horizental vektdr alan-
larinin modiili.

Pl TM dzerinde tanimli izdidglirtlebilir vektdr
alanlarinin moddld.

T ) (TM) -€J9(M) cebirinin vertical 1ift'i.

{fé(TM) T™M {izerinde tanimli vektdr alanlarinin

{fg(M)—moadlu.
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BOLUM 1

TEMEL YAPILAR

1.1. Vektdr Demetleri !
1.1.1. TANIM (Vekt8r demeti (vector bundle)):

E,M,F C - manifoldlar, =, : E > M 8rten bir ¢ -ds-

nliglim olmak lizere 7 (E, wé, M, F) siskemi agagidaki

B
ti¢ 6zelligi sagliyorsa rm'ye bir (diferensiyellenebilir)

vektdr demeti denir:

Vi) M nin bir agik 8rtisi {Ua}rxel olmak lizere,

(rp 0 ¥ )(x,y) = x 3 x €U, yEF

olacak bigimde sl/u: U, xF > 'n’El (u,) diffeomorfizmler-

rin bir {y } o, ailesi vardir ;

V,) W¥XEM igin, ﬂﬁ?{(x)} = a7l (x) = F, ve F reel

vektO8r uzaylaradir;

Vi) ¥x€EM ve Va €I (I bir indis olilmlesi) igin,

Vo x P FFy déniistimler) lineer izomorfizmler olacak
’

bigimde e nin bir {(Ua' wa)}ael sistemi vardir (1l).

T = (B, Tgr M, F) bir vektdSr demeti olsun. Bu

E
durumda E'ye total uzay veya demet uzayi, e doniiglimiine

dogjal projeksiyon, M'ye baz uzayi ve F ye de 1lif modeli

veya standart 1if denir. Ayrica D = {LUG, wa) }aeI sis-

-1~ T C
Y ukows - grelid harulo
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temine 7'nin lokal ayrigmasi veya lokal koordinat temsil-
cisi ve herhangi bir x €M igin n3l(x) = F, - {u€E|r(u) = x}
cﬁﬁlesine x {izerinde bir 1lif denir. Ayrioa, ﬁgl(x) E'de
bir kapali imbedded altmanifolddur ve E total uzayi

e (x) 1liflerinin ayrik birlesimidir.

1.1.2. TANIM (Asik&r demet (trivial bundle)):

TE = (E, “E' M, F) bir vekttr demetl olsun. Efer

E=MxF ve “E birincl igzdligiim fonksiyonu ise, TE'ye bir

agikdr demet depir (1),

1.1.3. TANIM (KRimitlanmig demet) 1

7E = (B, “E' M, F) bir vektdr demeti olsun. O.c M

bir agik altmagifold olmak {izere TEIo = (nEI(O), vEIO,O,F)
ddrtliisi bir vektt6r demetl olup bu vektdr demetine kisit-
lanmig vektar'demeti denir; burada "E‘o » Tp'nin wEI(O)

agik cilimlesi {izerine kasitlanmigidair(1).

VD -

1.1.4. TANIM (Alt vektdr demeti (Subbundle)):

TE = (E, ﬂE' M, F) ve 7

vektdr demeti olsun. Efer,

El =_~:(E|' nEll M" F') iki

i) M' = M

ii) ¥x€ M' igin F* l1ifi F lifinin bir alt vektSr
uzayi; '

(iii) j ¢ &' » € inclusion donilisimll diferensiyelle-

nebilir;

ise7'E. vektdr demetine TR vektdr demetinin bir alt vek-

t6r demeti deniz (1).



1.1.1. ORNEK (Tanjant demet) :

»gir n-boyutlu M C"-manifoldununvherhangi bir p nok-
tasindaki tanjant uzaya Tp(M) ve M'nin bltiin p noktalarin-

daki Tp(M) tanjant uzaylarinin ayrik birlegimi

™ = U T (M)
: peM P

olsun TM den M manifoldu lzerine ¥z €TM igin w(z) = p
gseklinde tanimli ¥ kanonik projeksiyon d8nligtimii ile bir-
likte 7. = (TM, 7, M, ") a8rtlist bir vektdr demetidir.

™
Bu demete M'nin tanjant demeti denir:- (1).

TE = (E, Tt M, F) bir vektdr demetl olsun. Bir

'HTE:TE»E

ddniliglimii ¥z €E ig¢in ﬂéﬁ () = TZ(E) gseklinde tanimlan-

sin. Bu durumda

TE = U TZ(E)
z€B

olmak iizere T __, = (TE, , E, R® *T) asrtliisit bir vek~

TE "
t8r demeti olup, bu E manifoldunun tanjant demetidir;

burada r = boy F dir.

1.1.5. TANIM (Vertical altuzay ve vertical tanjant

vektdr)

TE = (E, LI M, F) bir vektdr demetl olsun, ¥z €E
igin

vV, (E) = ker(w, | ) = {AzlAzeTZ(E), nE*[z(Az) = 0}

vektdr uzayina, TZ(E) tanjant uzayinin vertical altuzayi

-3



ve VZ(E) nin elemanlarina da vertical tanjant vektdrler

denir (1).

E fizerinde vektdr alanlarinin modiildJ}(E) = X(E)
- olmak ﬁzere,Aef’T%(E) olsun. ¥z €E igin A €V (E) ise

A'ya vertical vektdr alani denir ve :Aevfyé(E) yazilair,

l1.1.1. TEOREM 1

ryg = (VE, Tyn, B, RT) ddrtliisd r,, nin bir alt vek-

VE v
t0r demeti olup, burada

B

“VE = U V'Z(E), "

"1 =
s om 1ol (2) V_(E)
e E ve ' "E|[vE’ "vE z

dir (1).

1.1,6. TANIM (Vertical altdemet) 1

= m
Tve - (VEr Tyg

tical altdemeti denir (1l).

’ E,]Rr) vektSr demetine TE'nin ver-

Vektdr uzaylarainain (ya da modiillerin) direkt top-
lamina benzér bir kavramda vektdr demetlerinin Whitney
toplami adi verilen toplamidir. 7; ve 7, herhangi iki
vektdr demetl ve 7 da bu iki demetin Whithey toplami

olan bir vektdr demeti yani

' W
TUTlQ 1'2

olsun. Bu durumda F,r,F,r1 ve FTz ¢ Sirasiyla, TeT, Ver

nin lif'leri olmak lzere

-3 v
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dir; burada e, adi direkl toplami g8stermaktedir.

1.1.7. '"TANIM (Horirzontal altdemet) :

e = (e, T M, F) bir vektdr demetl ve

TVE (VE, TR’ E, IRr) rm‘nin vertical altdemeti olsun.

Bu durumda

olacak bigimdeki *HE vektr demetine Tp'nin horizontal

altdemeti ?enir (1.

Tanimindan (HE, Tpr B, R™) seklinde olup,

HE H

burada

a1

= o m ™
HE= U H (E), "pu '”E'HE' THE

(z) = H_(E)
VA ¢

dir. Ayrica ¥z €E ig¢gin

13

T, (E) = H (E) o V_(E), TH ;gE (H,(EY® V_(ll)) = HE ® VE

yaz:l.labili'r.\ H, (E) ye ’I‘z(m) nin horizontal altuzayi ve
elemanlarina horizental tanjant vektdrler denir, BG'\T%) (E)
olsun, ¥z €E igin Bz eHz(m) ise B'ye horizontal vektdr
alani denir veB el ’3’8 (E) yazllir. B8ylece herhangi bir

ce J}(E) igin, '

.C =B+ A; BE ’H#\’]-(l)(m), AGV'J%(E)

yazllabilmekte olup B ve A'ya, sirasiyla, C nin horizon-

tal ve vertical bilegenleril denir ve

B = h(C), A = 8(C)

-5=



gbsterimleri de kullanilir. Boylece

7 hm =T oahm e Yrpm

dir.

1.2. Tanjant Demet

1.1.1 8rnek ile verilin r., = (TM, =,M, Rr"?) tan-

jant demetini g&zdniine alalim.

l1.2.1. TEOREM 1

TM total uzayi 2n-boyﬁ£luéb;r c*> manifolddur(2).
3

1.2.1. TANIM (Tanjant manifold) :

TM C“-manifolduna, M'nin tanjant manifoldu denir

(1.

(U,x) ikilisi, M C™-manifoldu igin bir harita ol-
sun U c M bir agik altolimle oldujundan, g~ !(U) = U' clim-
lesi TM'nin bir agik altoilmlesl olur. U Uzerindeki lokal

koordinat sistemi x = (xl,...,xn) olmak llzere,

i
U' ¢ TM =™ ®U C M

vi\ E

R

diagrami dedigsmeli olacak bilgimde,

vl v cm R (L <1 <n)

reel dederli fonksiyonlarini g8zdniine alalim. Bu durum-

da herbir ze U' igin



i

vitz) = (x* o m(z) = xn(z)) = xFp)

dir. Ayraica

g cmm - m (1 < i <n)

reel degerli fonksiyonlari da herbir z €U' igin

-

vn4fi(z) = dxi(z) = z(xi)’: z'nin i- inci bilegeni

‘ RN
olarak tanimlansin. Bdylece,

vi = xi onv, 1€ 1i<n
(1.2.1)

vn4-i(z) = dxi(z), z €U’

sistemi elde edilir. Bu sistemi kaisaca {v}, v = (vl,..;vzn)

gseklinde gOsterecek olursak, {v} sistemi, TM ig¢in bir
(lokal) koordinat sisteml ve (U',v) ikilisi de TM igin
bir (ktkal) harita olur. 1 < 1 < n olmak Uzere vn+ia yi

ile gbsterilirse, TM'nin lokal koordinat sistemi

{v} = (Vi:Vn+i) = (xivyi) = (x11~~-lxnlyll°"°lyn)= (x,y)

seklinde ifade edilir. (xi,yi) gseklindekl gbsterimde xi,
xi o 7 anlamindadir, (xi,yi) sistemine, (xi) den indir-
genmis (lokal) koordinat sistemi denir. TM'nin herhangi

bir z noktasindaki tanjant uzayi T (TM) nin bir bazi
9 0 l
14
Bii (z) ayi z

dart bazi denir.BSylece herbir Aze TZ(TM) elemani

{ ; 1 <41 <€ n} olup buna TZ(TM)'nin stan-

2n

A, =3 A%z) 2

n i ) n
2 TOAT(z) A 4 oz a2

i=2 X r(z) 4i=2 ayi z

=

Gl ave

seklinde yazilabilir. Ayrica TM iizerindeki C° vektor

-7-.



alanlarinin modﬁlﬁj%(TM) ile g8sterilecek olursa, fré(TM)
. i) a
nin standart bazi da { ’ 4 1 <1< n} olup burada-
axt’ ayt
ki -QI, *ET o m anlamindadir.
i 4 X

TM 2n- boyutlu pir ¢ -manifold oldugundan

CPTM o= U TZ(TM)
z2€TM

olmak fizere 7., = (TTH, 7™, R>®) dsrtltst bir vektdr

demetidir (2). « vekt8r demeti TM'nin tanjant demeti

TTM
olup, M'nin ikinci tanjant demeti olarak da adlandira-

lir.

1.2.2. TEOREM :

n-boyutlu bir M C“-manifoldu, TM tanjant manifol-

dunun altmanifolduna diffeomorfdur.

ISPAT :

OGETP(M) olmak lizere, M' = {(p,o)[pGEM}.cﬁmlesi

T™M nin bir altmanifoldudur.

j + M~> M CTM
p * (p, o)

seklinde tanimlanan inclusilon ddniiglimiinii g8zdniine ala-
lim. j bir diffeomorfizmdir. Ayrica j(M), 'M de bir im-
mersed altmanifolddur. Genellikle j(M) = M' ile M manifol-

du 6zdeglenebilir.



1.3. Tanjant Demete Lift'ler

1.3.1. vertical Lift'ler :

M {izerinde (r,s) tipinden tensSr alanlarinin modii-
lﬁ'J:(M) ve TM lizerinde (r,s) tipinden tensdr alanlarainin

modﬁlﬁf]i(TM) ile g¥sterilecek olursa,
Tmy = = TLm ve M) = = TZ(mm
r,s r,s

olmak iizere, T (M) cebirinden J(TM) cebirine sabit katsa-
yilara g8re bir igine lineer izomorfizm olan vertical

operatdrli agagidaki Szelliklerle karakterize edilir (3):
vl)" s, T€JL(M) igin (5 ® T)V=5V & T

v2) £€T°(mM) = C (MMR) ig¢in, £V = £ o =y

v3); £e T0(M) igin, (af)Y = a(£%);

v4)  £€ TY(M) ve X € Jl M) = x (M) igin

o f i
iy H

‘ n
V(e @f)) = (x£)V, 1 (df) = =

i=1 0x

~dir. Burada ¢ lineer d8niglimii T (M) den J(TM) igine olup
agagidaki 6zelliklerle karakterize edilir :

v1) s e'yg(m) ve T €T(M) igin,
t(seT =@s) et + (-1)%sVe (tm) ;
t2) £ e’Jﬁ(M) igin, +f = O ;

v3) £ e M) igin, ¢ (df) = Af € TI(TM) = C"(TH, R);

dir. Ayrica ¢ (Jg(M))C 7§_1(TM)°Tiir. Bazen «(df) yeri-

ne 3f gtsterimi de kullanilair.

e



1.3.1.1. OZELLIKLER :

F9e .00, XeTLay, weTlay =x" M)

olmak lizere

1) (£.)V = £.¢"V

0
n
2) x¥= 2 xtom __a_i_
=1 oy Xi o
3) (2pVe 2, (07 = %Y
o0x 0 .
Y
5 1 - .
4) X €Ty (TM) = x (TM) bir vertical vektdr alanldlr.@
X= Z xi -2-—1 H . |, yani dxi(x) = 0 dir.
i=1 Yy pas ‘
v n v i
5) w = X (wi) ax™ : (w; o 0)
i=1

6) (dlxi)V - axt e'jg(TM)

7) @e ’3“1) (TM) bir vertical l-formdur. é:%

n i

= o dxt 1 (@ 0) dir.
v & i
8) (fw)¥ = £Y ¥
n h 9 i v © ©
9) F = p> Fy —F ©® dx e’]’% (M) igin F" :
h,i=1 X h
Fi onwn O
iy 3 i 0
10) G = z G‘i dx” @ dx~ T, (M) ig¢in,
Jri=1 J
' G., O™
ji o)
gV
o) 0

11) ¢V (x7,¥") =0

~10-



n
12) H= I glih ai ® ah GT%(M) igin,
h,i=1 o x X
v o) 0
H ih
o} H oW
13) s, TETF(M) igin, (s + )V = gV + oV
14) [x¥, Y1 = o dir (3).
1.3.1.1. TEOREM :
v v
f:E'TTS(M) igin ——1§——— =-31% o ve afi = 0
2(x"on X oy

dir.

IspaT :

Bir f e‘]g(M) fonksiyonu igin vertical liftinin
tanimi geredince herbir z e TM igin fv(z) = £(w(2)) ya-

zilabilir. BOylece,

£z, o2 2™, 22 = B (rl(z) .1 (2))

£V (v 1(2) 4 eee (@) 0 2) 0 R (@) = £6E (1 (2)) 0 X 0 (2)))

£ (x10 1) (2) yuee, (POm) (2),¥1(2) 400 e ¥™(2)) = E(x1(n(2)),..., 5 (n(2)))

egitliklerinden herbir z€TM ve 1 < i < n igin

a£v _ af afY | _ af _
' (]
a(xio ) |2 axi m(z) ayi 2 ay™ |7(2)
elde edilir. O halde
£V _ af 3EY _
d(x* or) oaxt ' 2yt

dix.

~11-



1.3.2. Complete Lift'ler :

T (M) den T(IM) ig¢ine sabit katsayilara gdre bir
lineer izomorfizm olan complete operatdrll agagidaki Ozel~-

liklerle karakterize edilir (3) :

s® e T + 8V & 1%

c1y S, TeT(M) igin, (S @ TC

c2) £ el igin, £5=1 (AF) = 3Ly

!

3) £ eT0() igin, @DC = a(£%)

c4) £ eJIW) ve X eTL (M) igin x°(£%) = x6)°.

1.3.2.1. OZELLIKLER :
£,9 eFiM), X, Y e 7t (M), we (M) olmak Hizere,

1) (£.9)¢ = £°.97 + £V.¢°

n n
2) x°= z (x"om L + 3z ML

=3

9 c 9
3) | ) =

ax% ;;I
4) (£x)% = £ xV 4+ £Y x©
5) (xB)Y = xV(£°)

6) [x°,¥1 =1x,917 = 1X7,¥%,1x°,¥9 = 1x,¥]°

7 X, Yeyl(m) igin X = ¥ dir.<e> X(£% = ¥(£%)
dir. '

n ' n
8) w = I jw, dx + 2 (w, 0O n)dyi: (dw, w,om)
i i i i
i=1 i=1

9) (fw)€ = £° &V + £Y &°©

-12-



10) (@(X)}Y = oV (x%) = «CxV), (%% = (w(xN)€

11) (@x™ € = ag?

12) &,8 e T (TM) igin =8 air.<>3x% = §(x% dir.

i c F? o 0
13) FEJ[ (M) igin, F°
th Fh o
i i
G G o
14) 6 €T0(M) igin, 6 i i
15) ¢°(x%,¥%) = (a(x,¥))°
e o Hj'h o T
16) H € J2 (M) igin, H
ih ih

H o = dH
17) s, T € (M) igin (s + T)® = g% + €
18) S, T € Trg(TM) olmak tzere, Xl,...,xsiifr%(M),

igin E(x‘l’,...,xg) = T(X],...,X5) ise § = F dir (3).

1.3.2.1. TANIM (izdliglirilebilir (projectable)

vektdr alani):

Bir X E;Ié(TM) igin eger % - x° vertical vektdr
- alani olacak bigimde bir X € gl (M) varsa. X:vektsr alani=
na izdiligliriilebilirdir ve X vekt8r alanina X nin izdigli-

mii denir, w*(§)~m X vazilair (3).

T {izerinde izdﬁsﬁrﬁlebilir vektdr alanlarinain clim-
lesi P:ré(TM) ile g¥sterilecekdir. Ayrica agagidaki-
lerin her biri izdiiglirlilebilir vektdr alanlari ig¢in bir

karakterizasyondur :

-13~



4

1) Xe JL (M) olmak Hizere: V£ € To(M) igin,

%(£V)eJ0 M) ise.¥ izdllglirtilebilir bir vektdr alani-

dar.
n n
2) %= %' -2 4+ 3z e Tl
i=a X i=a '
olmak lizere ‘;(ié-’)“g (M) ise ¥

izdtistirtilebilir bir vek-
t8r alanidair.

1.3.3., Horizantal Lift'ler

T (M) denJ (TM) ig¢ine sabit katsayilara gdre bir

lineer izomorfizm olan horizantal operatdrii agagidaki

6zelliklerle karakterize edilir (3)

H1)

s, TE€TM) igin, (s MmT =g e’ + sV o 1H

7 H2) £ EgJlm iqin, = o

H3) seT(M) igin, 8% =% - v g

olup, V M manifoldunun lineer bir konneksilyonu ve ayri-
ca v operatdrii ise,

v ;’J‘z(m) -*'J'g_l(TM)

i -o.i j Aj

vie) =38 F yE-d_e..8-2_ sadie..0ake
Jl"':'s Iyl oy ¥ .
e, @ @IS

A3 j
k < s geklinde tanimlamir, dx X ile tenstr garp:mdadka_nol-
madidil anlatilmak istenmigtir. Burada Vﬁs = p (VS) dir.

1.3.3.1. OZEILIKLER 3

- n
feglon, xeglin, v el ve r*i‘ -2 y* i
- =l

-14-



olmak {izere,

n n ' Xho ™
y = s @onde+ 2 rihon o .
=2 3x h'i=l By - Z(Ph Xi)O'ﬂ'

i=1 1

2) V) = x(e))nY, 9% = (=x)H

A \H 2 . n 3
3) | )=-—-—I' z (r Oﬂ)'—K
axt X h=1 i By
n
g @M -ayt 4 oz (o maxt = sy"

i=1
1. 5) X e gl(rM) olsun. ¥ horizantal vektdr alanidir.&H

dir.

- n
8§h(x) - xo+h + I (P? o 7) -0

i=2

n n
6) o= & 2 (P? wh) o dxi.+ z (wi o n)dyi
|yl n
{agnf:(z (I‘? wh) o wio'n)
h=21
7) W (xY) = (N, B (x%) = (v, %)
8) wi(x) =0 h
Fi o (0]
H
9) FeJ (M) igin, F':| n ‘
1 _phty ot h
1:: ( Pt Fi+ri Ft) o Fio'rr
=1 R
nt t
. til(PjGti+ FiGjt)O'n' Gjio'n
10) G efrg(M) igin, G
: Gji o o
' O Hji o7
11) H eﬁT%(M) igin, ut, n
Hjio ™ E(-I‘g Hti-l‘i HJt)O'n

t=1

12) s,TeTM) igin, (8 + P = g 4 o

13) s €J2(M) veya TJLlM) ve xl,...,xse'x},(ni) igin,

-15~



H
a) SV(X1'..-'XI;) = (S(X]_,ooopxs))xl
p) sPxY reeesXY) = 0

H v H

H, H H :
©)  ST(KiseearKe 1o Xis KpyoveessXg) = (S(Xy,..0,% )Y

£’ Tt

(burada t = s, 8 - 1,...,1 dir)

a std,..xh) = (S(Xy,...,x Y air (3).

-

M manifoldu {izerinde lineer bir konneksiyon V ol-
sun. Bu durumda ¥X, Y € j%(M) igin

J.Yy =y

X YX + [X,Y]

geklinde tanimli ¥ da, M Uzerinde lineer bir konneksiyon-
dur. V nin bilesenleri ng ve V nan bilegenleri P?i olmak
ﬁzere'f‘"g‘i = F?j dir. v, M de bir simetrik lineer konnek-
siyon ise V.ile Vv, M {izerinde ayni lineer konneksiyonlar-

dir.

1.3.3.2. OZELLIKLER :

VX,Yezzré(M) ve ¥ nin eyrilik tensdr alani R olmak
lizere,

a) 1x¥,%% = 1x,¥)7 - (0¥ = - (07

b) (X,¥] = (v 4 1x,x)Y = (5,07

o) X,y o= xy - v Rex,v))

seklindedir. REjer v, M lzerinde s%metrik} lineey konnek-

siyon ise, !

a) [xV,¥ = —(vx)7

b)) [%%,¥Y] (VXY)V

-16~-



ey 1xL,y = i x, v P —nmex,n))

dir (3).

1.3.3.1. TEOREM :

Herhangi bir X e T (TM) tanjant vektdrdl igin

+YY

o JH
X =X n(2z)

z m(2)

olacak bigimde tek olarak belirtilmig Xﬂ(z)e;Tﬂ(z)(M),

Y T )(M) tanjant vektorleri wvardir,

m(z) € m(z

ispaT

m: ™M - M olmak lizere, z €TM igin nJFiTZ(?M)A:T“(Z)(M)

lineer doniiglimiiniin HZ(TM) ye kisitlanmigi olan

~n*? HZ(TM) : Hz(TM) - Tﬂ(z)(M)

N -
AZ xw(Z)

ve M manifoldu {izerinde verilen bir y lineer konneksiyo-
nunun konneksiyon doniigiimii K:TTM > TM olmak lizere, z € ™™
ig¢in KZ:TZ(TM) - T“(z)(M) lineer doniigiiminiin VZ(TM) ye

kisitlanmisi olan

K : V?(TM) I Tn(z)(M)

Z VZ(TM)
Bz > Y1r(z)

ddniislimleri lineer izomorfizmlerdir. Ayrica,

: T )(M) - HZ(TM)

Hn(z) 7 (z

- H
X'u(z) Xﬂ(z)

-17~-



horizgntal 1lift operatdxil ile

Yﬂ'vr(Z): T n(z) (M) > v, (TM)
v
Yoz 7 Ynz2)

vertical 1ift operatdriinin de lineer izomorfizmler oldu-

gu kolayca gOriilebilir,.

Herhangi bir izEETz(TM) tanjant vektSri igin,
X = 3z 2 S (1.3.3.1)
XZ h(Xz) 4-0(Xz) .

yazilisi tek tlirldi olup, TZ(TM)= HZ(TM) -] VZ(TM) den

dolayi iz nin horizantal bilegeni h(ﬁz)GEHZ(TM) ve ver-
X e % = A 'L9~ =

tical bilegeni 0(XZ) VZ(TM) dir. h(XZ) AZ' (XZ) ﬁz

diyelim. Bu durumda lineer izomorfizmler altinda

. _ Loy JH
(Hrz) © "z |HZ(TM))"Az’ = Xz
7 (1.3.3.2)
~ _ v
(Vn(z) ° K IVZ(TM>) (By) = Yitz)

olacak bigimde tek olarak belirtilmig x“(z), Y“(z)e T“(z)(M)
tanjant vektdrleri vardir. BOylece (1.3.3.1) ve (1.3.3.2)

den izomorfik anlamda, herbir z € TM igin

ord H

o~ v
Xu(z) X + ¥

w(z) n(z)

yazilabilir,

1.3.3,1. SONUG :
TM {izerindeki herhangi bir X vektdr alani igin
k= xH+ g
olacak big¢imde, M lizerinde X ve Y vektdr alanlari vardar.

-18-



M lizerindeki reel deferli c’ fonksiyonlarainin hal—
kasa CTé(M) nin vertical 1lifti olan halkayi ffg(TM) ve
<Py (M) de TY(TM) - modlild T}(TM) ile gdsterelim. Bu
durumda herhangi bir £€ T9(M) igin £’ €T0(TM) dir. Bir
X GﬁTé(M) vekt8r alaninin lift'leri de ff%(TM) nin ele-
manlaridir, Ayrica izdiglriilebilir vektdr alanlarinan

ctimlesi "€y} (M) de T 0(TM) - moduldir.

1.3.3.1. UYARI :

Calismanin bundan sonraki bblﬁmlerinde, kisalaik

igin,

l) Tekrar edilen alt ve {list indis ya da alt ve iist

indisler lizerinden toplam alinacaktir. Urnedin :

1

xi

i 2
1 axi

)
(X = X ) =
axt 1

Il

seklinde diiglinlilecektir,

2) Sesz:(M) tensdr alaninin TM ye liftlerinin

bilegenlerinde, |

ilgo.i v iloo.i il't.i

S. T =(§. .r) om = S. T

31...38 Jlootjs Jl...Js
ifadesi kullanilacaktair.

1.4, Adapte Gati

1.4.,1. TANIM (Adapte gati)

n-boyutlu bir ¢”~manifold M, bir haritasai (U,xh)
ve M lizerinde lineer bir konneksiyon V olmak ilizere, M

-19-



manifoldunun X(i) e'FiI n-tane lokal vekt8r alanlarainin
0xX

T™ ye horizental ve veptical liftlerinin (xh, yh) indir-~

genmis koordinatlara g8re ifadesi,

h
v 5 0
H i v
X(i) : . ve x(i): )
-1 §
. i i

-~

- dir. Bdylece elde edilen 2n~tane lokal vektSr alanlara
TM lizerinde bir baz olugturmakta olup

H

H
{XI’..?' Xn ?

\4 v
X-l,...,xn}

veya kisaca {X?i), XYi)}sistemine ™ (veya n-{(U) = U")
izerinde V lineer konneksiyonuna gtre adapte gati denir

(3).

Herhangi bir xf?jé(M) vektdr alaninin TM ye lift'le-
rinin adapte gatiya g&re bilegenleri,
h h

0 X X
Xv : , xc : , XII .
xh ykvkxh o
geklindedir. Burada V Xh = 3 xh + I‘h.x:J dir.

k k kj

l.4.1. TEOREM :

2n-boyutlu ¢” tanjant manifold TM ve TM nin vek-

t6ér alanlarinin modﬁlﬁndh (xi,yi) indirgenmis koordinat-

] ), ;
lara gbre standart bazi {—_I ’ —EI} ve adapte gatis:i
dx iy
9 ]
{(———)H, —)Y} olsun. Bu durumda;
3 i i
X X

1) Bir X vektdr alaninin adapte gatiya gbre ifa-
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(h(X))*

%= m@nt: gt + @ @2 Y
’x &t

olsun. Bu durumda X vekt8r alaninin standart baza gdre

bilegenleri,

= mant
l<i<n

- st - I"}’(h(i))j N

fieklindedir.
L, 1
2) Bir X vektdr alaninin standart baza gbre ifa~

. desi
oot |
ii 3‘1 +§n+i ] .

ox Yy §n+i

% =

olsun. Bu durumda X vekt8r alaninin adapte gatiya gdre
bilegenleri,

Nt = &

et - s+l r%it-"

seklindedir,

ispaT

1) Bir X vektdr alaninin vertical bilegeni

3(%) = (¥t - JL) = (X' 25 ve horizontal bile-
oy
geni,
h®) = @ Ly - 12y - @2 - 1l
axt __5 x ay3
oldugundan,
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%= m@ET 2« (et - et 2
ax oY

dir. X vektdr alaninin standart baza gdre ifadesi,

olmak {lizere,

=i i F sn+l ¥y 1 i J -
X~ (h(X 0, + [X' = (0 (X . (X 2 _ =90
L (h(X))™] ;;E [ (0 (X)) "+ ?( (X)) -1 Syl
dir, Bu durumde,

= maEnt

. s Nt - rg(hmﬂ'

dir.
2) Bir X vekt8r alani standart baza gdre veril-
sin.
axt (%) = dxi(ﬁj—ig T o I ija; - g
ax ay?
ve

i

axt (&) = axt (X + o) = axtm(®) = Nt

ifadelerinden (h(¥))! = %' bulunur.

Li, o i, d i..k, d i
syt (—2=) = ay (25) + riaxt L5 = 1y
ax’ IxX k axj b
ve
i
8y (__3__5) = dyi(-i-a-) + I‘]j{'dxk(—-a—j-) = 6;.‘
oy 3y dY:

egitliklerinden yararlanarak,

i

syt (X) = ry P §"*’i

ve
-22-



syl (X) = syt (h(®) + 0(X)) = ayte (X)) = 8GN

pulunur. O halde, (3(X))} = 33 + PJ% X3 air.

1.4.2. TEOREM 1

M {izerinde bir Vv lineer konneksiyonuna gdre, U' de
bir adapte g¢dta {X?i), in)} olsun. Bu durumda

{x?i)' in)} adapte gatinin duali {(dx(i?)v' (dx(i))H}

dir 3).

M lizerinde temel bazi tens®br alanlarinin TM ye

lift'lerinin adapte gatiya gbre bilegenlarini verelim.

N (o} k
1. a:é*T?(M) igin, wvz(wi o), wi (y Vs wi)
H s _ ]
w s (O wi) dir. Burada kai' akwi ‘kiwj dir.
2. Fel(M) igin,
0 0] F? o) F? 0
\'4 c H '
F: r Pt n |7 Fe
h k h F h
Fy o] YV Fy i o] Fy
dir.
3. GEJ)(M) igin,
G 0 ykv G G o) G
v ji o k7 ji 3l u ji
G r G r Gt
0 0] Gji 0 Gji 0]
dir.
4. HET3FM) igin,
0 0 0 pld o wmdl
: ' n; ' HH:
0 gli gt ykvkn)i it o
dir.



1.5. Manifold Uzerinde Metrik Kavrami :

1.5.1. TANIM (Yari-Riemann Metrlyl ve Yari-Riemann

Manifoldu)

Diferensiyellenebllir bir manifold M olsun. Bir

g: Thon xJlon STl asntstnd,

(1) 2-lineer (bilineer),
(ii) Simetrik,

(iii)Dejenere olmayan (nondegenerate),

ise g ye M {lizerinde blr yari-Riemann metrigi (veya met-
rik tensdr) ve (M,g)lkilisine de bir yari Riemann mani-

foldu denir (4).

(i) sartindan g nin bir (0,2)-tensBr alani oldu-
gu, (ii) sartindan g ye kargilik gelen natris (gji) ise,
(gji) nin simetrik yani her i,j ig¢in gji = gij oldugunu,
(1i1) sartindanda sabit tutulmus bir X F Y5 (M) ve her
‘Y E'j%(M) i¢in g(X,Y) = O ise X = O olmnsi gerektigini
anliyoruz. Ayrica simetrik gE?Jg(M) tenaBr alaninin (iii)
gartini saglamasi ile (gji) matrisinin regliler olmasai,

yani det(gji) # 0 olmasyi denktir.

1.5.2., TANIM (Riemann Metrigi ve Riemann Manifol-

du)

Diferensiyellenebilir bir manifold M olsun. Bir
o0
gt THon x gion —S5 yY(M) dsntstnd,
(i) 2-lineer,

(ii) Simetrik,
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¢iii) Pozitif = tanamla;

ise g ye M lizerinde bir Riemann metridi ve (M,g) ikilisi
de bir Riemann manifoldu denir (4). l

(1ii) sartaindan, sifirdan farkli her X E'j%(M)

igin g(X,X) ® 0 olduju anlagilmaktadir.

s

1.5.1. SONUG ¢

(M,g) ikilisi bir Riemann manifoldu olsun. Bu du-

rumda;

1) g dejenere de§ildir.

2) g pozitif yarai~-tanimlidir; yani her X €J} (M)
igin g(X,X) = O dir.

3) g ye karsgsilik gelen matris (gji) olmak ilizere
det (gji) > 0 dar.

4) M nin bir haritasi (U,x"), 1 < h-< n, olmak

i

lizere g = gji dxj ® dx™ geklinde yazilabilir wve burada

)
oxX
5) Her bir peM i¢gin, g metridi Tp(M) tanjant uza-

- C
s Tp (M) pr(M)-——*—IR; gp(XP,Yp) = (g(X,Y))

= ol. 0 :
gji = g 3. axi)' gji = gij dir.

i ind
y1 Uzerinde, g, |p
seklinde bir ig¢ garpim fonksiyonu tanimlar. BSylece xb:(aj),

Yp:(bi) tanjant wvektdrleri igin gp(xp,Yp) = gjiajbi dir.

6) q: TFim-> TYM), a(X) = g(X,X); seklinde ta-
nimla g doéniisimii, g sim;trik bilineer formuna kargilik ge-
len kuadratik form'dur, f‘e'Jg(M) i¢in, q(fx)a.fzq(x)#sfq(k)
oldugundan é bir tens8r dedildir. q ya M manifoldunun g¢iz-
gi element'i denir ve klasikde ds? ile gBsterilir.

q= gji dedxi yazilabilmekte olup, burada axd ile dxi
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arasindaki iglem fonksiyonlarin garpim lglemidir. Ayrai-
ca manifoldun ¢izgi element'i verildigdinde, VX,YYGE’X%(M)
igin g(X,Y) = %—[q(x + ¥) - g(X) - q(Y)] polarizasyon &z-
degligi ile M lizerinde g metrik tensdril elde edilir.

i .

1 i ® dx

_ j } y_
7) g = gjidx ® dx” = 945 dx™ @ dx gjidx

dir.

1.6. Manifold tlzerinde Konneksiyon Kavrama

1.6.1. TANIM (Lineer konneksiyon) 1

Bir C'*manifold M ve bir v: 1 (M) x T} > T L)
dbniliglimli verilsin. EJer her X,Y,ze:ré(M) ve VfETYg(M)
ig¢in,

) Vegx Y= £ W, ¥

(K3)  Vy(£Y) = X(£)Y + £v,¥

(Ky)  Vy(Y + 2) = v,¥ + v,2

X

ise, v ya M lizerinde bir lineer konneksiyon denir (4).

M nin bir haritasa (U,xh) olsun. Bu durumda

v — = O _..H
2 axi 34 oxX

a%? '
yazilabilir ve burada Dgi ler vy nin (xh) koordinat sis-
temine gdre bilegenlerl (Christofifel sembolleri) dir.

EJer Fh ler diferensiyelléﬁebilir ise v lineer konnek-

Jji
siyonu diferensiyellenebilirdir. Bu galigmada konneksi-

yonlar diferensiyellenebilir, yani F?iesfrg(M) alinacak-
tir.
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1.6.2., TANIM (Metrik konneksiyon) :
(M,g) bir Riemann manifoldu ve
v TIon x T > THM)
M {izerinde lineer bir konneksiyon olsun. Eger,

o -

(Ks) Vg = O veya her X e"af(l, (M) igin vyg
ise v ya M lizerinde bir metrik konneksiyon denir (4).

Yukaridaki tanimda VX,Y,Z*e‘}%‘M) i¢in g nin X e
gBre kovaryant (tensdr) tilirevi !

(vg9) (¥,2) = X(g(¥,2))- g(V,¥,2)- g(¥,V,7)
oldugundan,

X(g(Y,2)) = g(V4Y,2) + g(¥,V,2)

ifadesi (Ks5) sartina denktir.

1.6.3. TANIM (Torsiyon tensdrii) 1

Diferensiyellenebllir bir manifold M ve M {lizerin-

de lineer bir konneksiyon V olsun.
T s TL00 x g ion 2RSS o

T(X,¥) = V,¥-V X = [X,Y]

seklinde tanimlanan vektdr deferli tens®re M lizerinde
tanimliy v lineer konneksiyonunun torsiyon tensdrii denir

(4).
Burada [X,Y] Lie garpimi, erzfrg(M) ig¢in,

[x,¥] (f) = X(Yf) - Y(X£)

geklinde tanimladair.
...2'7-.



M tizerinde bir Vv lineer konneksiyonunun torsiyon
tensdrti T olsun. T nin 1rg(M) - bilineer olduju tani-
mindan agiktir. Ayrica TF%(M) xfTé(M) den>ﬁY%(M) ye 2-1i-
neer ddniiglimlerin uzayai Lz(ﬁré(M), TTé(M);TT%(M)) ile
ﬁr;(M) izomorf olduklaraindan, T vektdr deferli tensﬁrﬁy
ni

T 2 DM x Ty x TL> T

geklinde M lizerinde (1,2) - tipinden bir tensdr alani

olarak da:dlisiinebiliriz. 'Boylece

r=mt 2_8 gx @ ax
NEP

i

3 ) _ oh ]
yazilabilir. Buradan T(~—3 i ——I) = Tji ;;H

X 0x
T?i bilesenleri ile V nin P?i bilegenleri arasinda
h _ h
3 T
rik yani T(X,¥Y) = - T(Y,X) dir. T(X,Y) ye,f]’cl)(M) de X

olup, T nin

T - F?j bagintisi vardir. Ayraica T antisimet~-

ve Y ile belirtilen torsiyon Otelemesi (translation) denir.

l.6.4. TANIM (Simetrik konneksiyon) :

Diferensiyellenebilir bir manifold M ve M lizerin~
de bir V?lineer konneksiyonun torsiyon tensSrii T olsun.
T = O ise V lineer konneksiyonuna simetrikdir denir. Ba-
zen simetrik yerine sifir torsiyonlu ya da torsjyonsuz

ifadeler de kullanilir (4).

M iizerinde simetriﬁﬁﬁff V lineer konneksiyonunun
bilegenleri olan P?i € ?Tg(M) fonksiyonlari simetrik,
yani F?i = F?jiﬁir. BOylece M lizerinde (xh) lokal koor-
dinat sistemi igin,
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v o _ v )
—iv axi ”-EI Oxa
3 xJ ox

olucr.

1.6.5. TANIM (Riemann konneksiyonu) :

(M,g) bir Riemann manifoldu ve
ve JLOon x I =+ Y
M {izerinde bir metrik konneksiyon olsun, Hfer,

(Kg) V simetrik

ise, Vv ya M lizerinde Riemann konneksiyonu (veya Levi-

Civita konneksiyonu) denir (4).

l.6.1. TEOREM 3

Bir Riemann manifoldu {izerinde Riemann konneksi-

yonu tekdir (4).

1.6.6. TANIM (Efrilik tensbr alani) :
M {izerinde lineer bir konneksiyon V olsun.

R: Y5 (M) x JL) ~ LTI, L)

” R(XIY)'Z‘::‘R(XIY'Z‘)- [VX'VY] Z - V[X’Y]Z
T VxVy?% T VyV%% < Vig,y) 2
geklinde tanimlanan vekt8r deferli tens¥ea V lineer

konneksiyonunun egdrilik tensdr alani denir (4).

=20~



l.6.1. UYARI :

v,M izerinde Riemann konneksiyonu ise R ye Vv
Riemann konneksiyonunun Riemann edrilik tensSr alani

denir.

M lizerinde v lineer konneksiyonunun edrilik ten-
s8r alani R olsun. Lokal koordinatlara glire

= h i a k j i Py )
R Rkji ;;K ® dx” @ dx’ ® dx~ vyazilabillr. Bdylece R,
M Uzerinde (1,3) - tipinden bir tensdr alanidir. Bura-

dan ’

|
"2 2 2 h @

R(——= , ) - —_—
I 7 axl ax® Rkji'axh

h

olup, R nin Riji bilegenleri ile v nin Pji bilegenleri-

arasinda,

h _ h _ h h 2 _ b 2
Regr = %5%ak = 24lgk % Tyelin ~ VieFix

bajintisi vardir. Ayrica VX,YG{U%(M) ig¢in R(X,Y)=-R(Y,X)
yani joi =~R£ij dir. 1T&(M) nin bir endomorfizmi olan
R(X,Y) ye, X ve Y ile belirtilen T} (M) nin ejrilik

transformasyonu veya edrilik operatdrii denir.

Eer "V simetrik lineer bir konneksiyon ise, bu

durumda

6 (R(X,Y)Z) = R(X,Y)% + R(Y,2)X + R(B,X)Y = O

yani,

b h h }
Ry Rk T Rakg T 9.

dir. Bir bagka ifade ile,



o (R(X,¥)2) = o{VyT) (Y,2)} + olT(T(X,¥),2)} = O
olup, burada
(VXT)(Y,Z) = VX(T(Y,Z))-T(VXY,Z)-T(Y, VXZ)

dir. Ayrica o((J.R)(Y,2)) = O egitligi ¥X,¥,z€ Tl (M)

i¢in yazilabilir.
1.6.2. TEOREM
M bir C“Lmanifold ve V ile V' de M ilizerinde fark-
11 iki konneksiyon olsun. Bu durumda,
. 1 1"“ 1

B(X,Y) =V

<Y - v'}f.' Y

seklinde tanimli B ddniigiimii Tré(M) dederli 2-kovaryant

tensdrdiir (1).

l.6.3. TEOREM
M bir Cf-manifold,v M lizerinde herhangi bir, lineer
konneksiyon ve
Vi) x T > T (m)
bir ddniigiim olsun. Bu durumda,
(v=v*) € gl = L2(FLon, T imy Jim)

ise V', M lizerinde bir lineer konneksiyondur (1).

- 1.7. Manifold tzerinde Bir Egrinin Egrilikleri:

n-boyutlu bir Riemann manifoldu (M,g), M lizerin-
de bir Riemann konneksiyonu V, Riemann metrigi
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g = gjidxj ® dxi‘ve M nin bir haritasa (U,xh) olsun. M

lizerinde yay parametresi s olan bir a3 ICR=>M
a(s) = (al(s),...,a"(8))=((xlo a)(8) .., (k"0 a) (8))

efrisini g&zbniine alalim. o nin birim tedet vektdr alana
i

T = a(s) = -a-ﬁ— ';—I dir.
'E. X
o boyunca T nin kiiretilmig vektdr alana
v = {dzah + I‘h daj dat y 0
J
T ye dik oldugundan VTT = k;V; dir. Burada V;, T ye dik

(VTT nin dodrultusunda) bir birim vektdr alanidair.

o boyunca V; in tlretilmig vektdr alani birisi T
,ve V4 cinsinden diJeride T ve V; 'e dik iki bilegene ay~

rilirsa
VTV1= (VTVI)I + (VTVI)Z

seklinde yazilabilir. B8ylece (VqoV1) 2 =KkoVyvaeve

VT Vl - "'le + szz

elde edilir, burada V,,V; e dik bir birim vektdr alani-

dir.

a boyunca V, nin tilretilmig vektdr alani VTV2 yi
birisi T, V; ve V, cinsinden digeride bunlara dik iki

bilegene ayrilirsa
seklinde yazilabilir. B8ylece,
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v Vz = ~k2V1 + k3V3.

T
elde edilir; burada V,3,V, e dik bir'birim vektdr alani-

dir.

Bu diiglinceye devam edilirse, ki(l < i < n-1)lerden
higbiri sifir olmamak lzere T = VorVipens Vo g seklinsc
de n-tane ortonormal vektSr alani elde edilir. Bunun

igin a boyunca Vi nin tiiretilmig vekt8r alani Vv , bi-

Vi
risi T, VieeoosVy cinsinden digeride bunlara dik iki bi~

legene ayrilirsa,
VpVy = (pVyda + (VgVy),

gseklinde yazilabilir. B8ylece

(VTV:I.)2 = k1+1 Vita
VpVy T TRgVio, * ki+1vi&$-1' ko = k‘n':o’ O<i<n-l

elde edilir; burada V lere dik bir birim vektdr

i+2! Vi
alanaidar.

Bu gekilde elde edilen ortenormal

fT = VO,VI'UQO’Vn_l}

sistemine a edrisinin Frenet gatisi ve ki ye de a nin

i-inci edriligi denir.
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BULUM 2

TANJANT MANIFOLD UZERINDE
METRIKLER

n~- boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold M,
M tizerinde lineer bir konneksiyon V ve M lzerinde bir
Riemann metrigi g = gjidxj ® dg} : (gji) olsun. Bu du-
rumda TM {izerinde tanlmlanabile; baglica metrikler ve
(xh,yh) indirgenmisg koordinatlardaki ifadeleri sunlar-
dir : |

H h

_ ,.h 3 i
l) g = (Pjghi + l‘igjh)dx @ dx

J i
+ gjidx @ dy
j i
+ gjidy ® dx
ve matris gOsterimi
h i h
g, {T4% + Ti9%5n 941
gji o

olmak lizere gH yva g nin TM ye horizontal lifti denir (3);

burada
h _ h R h 3
' axE

olup, gH bir pseudo-Riemann metrigidir.

2) g® = agjidxj ® axt

ve matris g&sterimi

~-34-

3 i 3
+ gjidx ® dy~ + gjidy ® dx

i



ngi gji

gji o

olmak lizere gc ye g nin TM ye complete 1ifti denir (3);
. 9.
_ . k,. _ i c
burada agji = Y (akgji)' akgji = —;ii olup, g~ bir

pseudo-Riemann metrigidir.

qg. 0
v 3 i 31
3) g = gjidx ® dx H

o o0
olmak lizere gv vye, g nin TM ye vertical lifti'denir (3).

gv TM lizerinde yalnizca bir simetrik bilineer formdur.

D h_k k

= j ol j i
4) g (gji + ghkPjPi)dx ® dx~ Fjgkidx ® dy

K :
+ Pigjkdyj ® ax® + gjidyJ ® dy* ,
4ok k
g ¢ 4
T194x 941

olmak lizere gD ye g nin TM ye diagonal 1lifti (Sasaki
1lifti, indirgenmis metrilk veya Sasaki anlaminda metrik)

denir (5). gD bir Riemann metrigidir.

Eer M lizerinde g metriginin bir pseudo-Riemann
metridi olmasi halinde de gD yine TM de bir Riemann met-
rigidir.-

5) g nin TM ye vertical ve complete liftlerinin
toplami, TM tanjant manifoldu {izerinde,

v C = ve . + j ® i + j@ i
g tg =g (gyy * 294y)dx7 ® Ax™ + gy dx @ dy
+ gjdy) @ axt

®
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g + 39.
ve il ji qji

944 0

olup, g¥® bir pseudo~Riemann metrigidir (3).

6) g nin TM ye vertical ve horizantal liftlerinin

toplami, TM tanjant manifoldu {izerinde,

v H _ _vH h h j i
9" +9 =9 = (94 +Iy9, + gy,)dx & dx
3 i 3 i
+ gjidx ® dy + gjidy ® dx
h h
- gji + Fjghi + Pigjh' gji
g :
gji 0

metridini tanaimlar. QVH bir pseudo-Riemann metrigidir (3).

- h h 2

- 3 i
7) g = (Figjh + ljghi + . righz)dx ® dx

i

h .
.ghi)dxj ® dy~ + (gji + Piqu)dyj ® daxt

+  (gyy + Ty

h h h o n
+ gjidy ® dy= :

L
gji + Pigjl gji

de, TM ilizerinde bir pseudo-Riemann metrididir (3).

8) TM lizerinde,

ho 2 i Fh

J
g'= gthjridx ® dx’ } ghi dx” @ dy

3 i
+ gjidy @ dy



h & h
Tne T3l Tnily
g' :
h
93nT1 944

egsitligiyle tanimli g' yalnizca simetrik blr bilineer

formdur (3).

2.1. UYARI :

i) Buradaki s®z konusu TM lizerindekl biitiin met-

. _ h _ _h
riklerde gji = gji o ve Fji Pji o dir.

11) “FL(TM) nin standart bazi { —— ,...,—
Cavl v

olmak {izere, genelde TM {izerinde bir metrik 1 < A,B < 2n

}

on

igin GBAdVB & avh seklindedir.

iii)gY ve g' nin her ikiside dejenere olduklarin-
dan TM lizerinde birer metrik olugturmazlar. Her ikisi

de birer simetrik bilineer formdur.

iv) Eger V lineer konneksiyonu M Uzerinde bir
- metrik konneksiyon (yani vg = 0O) ise,  bu durumda g nin
vy ya gbre kovaryant tiirevi olan
Vg = (vkgji)dxJ ® dxi -] dxk
h

PP h '
tensdriiniin ngji = akgji ijghi Pkigjh bilegenleri

. . . _ ph h
" her k,j,1 i¢in sifir olacadindan, akgji lkjghi + rkigjh

yazilabilir. BOylece gH = gc elde edilir. (Genelde, ya-
ni V nan lineer bir konneksiyon olma durumunda,

gH = g€ -V, g oldufuna dikkat ediniz.)



v) gD pseudo-Riemann metrigi, vX,V € ﬁfé(TM) igin,
g2(Z, D) = g(n, (R, 1, (D)) + g(R(X),K(D))

seklinde ifade edilebilir. Burada 7 tanjant demetinin
projeksiyon doSniiglimi ve K, v lineer konnoaksiyonunun kon-

neksiyon doniiglimiidiir.

- Simdi bu metriklerin adapte gatiya gdre ifadele-
rini verelim. (Burada da V,M {izerinde lineer bir konnek-
siyon olarak alinmaktadir.)

0] g.
i 31

i

1) gH gjidxj @ sy + gjisyj s.dxi :

gji o

2') g = (kakgji)dxj ® dxi + gjidx3 ® syi

k-
Y ngji gji
+ gjisYJ @ dxl . |
gji 0
g. 0
3') g¥ = gjidxj ® dxi s ( 3i o)
0
941 o
4') gD = gjidxj ® dx* + gjiayj 3 ayi':
5') ¥ = (g, + yFv,9.0dx) & axt + g, axTesyl
ji k<3ji ji :
+ kv
gji Y kgji gji
+ gjiSyJ O'dxi;:
gji 10

Eer v metrik konneksiyon ise gVc ile gVH gakigair.
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6') g'H = gjidxj ® ax! + g, ax) @ ay!
9asyq S
i i Jd Ji
+gji8y ® dx—
gji o
7') § = g,,ax) ® syl + g 5y7 @ axt
ji ji
3 @ 5yt ° s
. + gjiay @5y
gji gji

Eer V metrik konneksiyon ise g = gc + g' dir.

0 0
8') g' = gjiISyj ® syl ;
\© 931

geklindedir.

M iizerinde bir Riemann metriginin ''M ye diagonal
liftinin TM lizerinde bir Riemann metridl oldudunu, is-

pat teknigini vermek am@ici ile g&sterelim,

2.l. TEOREM :

M iizerinde bir g Riemann metriginin TM ye diago-

nal 1lifti gD, TM izerinde bir Riemann metrigidir.

IsSPAT :

i) gD nin adapte ¢atiya gdre ifadesini ve dxi,

ayi lerin Trg(TM)-lineer oldugunu g&zdnllne alirsak,

vX,¥,Z2 € Jl(tM) ve vEe J0(TM) igin,

PEEX+N,7 = (gjidxjsdxi tgyey) @ syl EEX+D,2)
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= gy a0 (EE + Dax'(@ + gy5y3 EE + Moyt (@D

= f(gjidx ® dax~ + gjisy @ 8y™) (X,R)

+ E(gjidxj @ dxi + gjiayJ ® ayi§(§,z)

D~~

= T°(X,2) + E g% (Y, D)

dir. BOylece gD l1-inci bilegene gdre lineerdir, gD nin
Z-incibilesenegare lineerligini gtstermeye gerek yok-

’ . D
tur. Clinki gD nin simetrik oldugu gbsterildigi zaman g

nin 2-inci bilegene g8re de lineer oldufu ortaya gikar.

11) g° simetriktir. Cinkdl ¥X,¥ € IH(mM) igin,

P& D = g axtDad @ + g oy Doy @

]

g, 587 (Dax (R + g, 3y Doyt (R

D~~
= g (Y¥,X)
dir,

iii) gD nin pozitif tanimli olduldunu gdstermek
igin olmayana ergi y®ntemini kullanalim.

gD pozitif tanaimli olmasain. Yani en az bir i vek-
t8r alani igin, gD(i,ﬁ) % O olsun. O zaman gD(g;g) <0
yani gD negatif yari tanimli olur. Bir negatif yari ta-
nimlis metrik igin det(gD ) € 0 dar. Oysa gD ye adapte

BA
gatiya gbre karsilik gelen matris,

gji 0

(ggA) :
0]
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ve det(ggA) > 0 oldugundan kabulimiiz yanlistir. O halde

'gD pozitif tanimladar.

2.2. TEOREM :

(M,g) bir Riemann manifoldu olsun. g nin TM ye
diagonal 1lifti gD, vi,?es:rg(TM) igin X 1le ¥ nin sira-
siyla horizontal ve vertical bilegsenleri h(X), h(¥) ve

0(%), 6(?) olmak {lizere
(X, = Pm(X), (D) + L E), o({®)

gseklindedir.

ispaT :

vX,¥€ Jl(mM) igin,

2@ ,n[) = gy (E) I mEn?
@@, 2 (@) = gy @i eEn?
g®(3(X),n(D) = P(n(K),8(H) = o

dir. Bdylece, X = h(i) + 0(%) ve ¥ = h(?) + 8(?) igin

? (X, %) = (X ,h(¥)) + LX) ,8(H))

+ g2 (3 (%) ,h(¥)) + g 8(X),5 (D))
= P (X),n(¥)) + P (X),0 (D))

elde edilir.
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BULUM 3

TANJANT MANIFOLD UZERINDE KONNEKBIYONLAR

n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M, M

de bir lokal koordinat sistemi (xh) ve M nin tanjant de-

meti ™ T (T™M, =, M,Zmﬂ) olmak iizere, 2n=boyutlu
™ = g Tp(M) diferensiyellenebilir manifoldunu g&z-
peM

6nline alalim. TM {izerinde (xh, yh) indirgenmig (lokal)
koordinat sistemine g8re bir € lineer konneksiyonunun
bilegenlerinin (Christoffel sembolleri) {'h., 1<A,B,C<2n

ile g8sterelim.

TM {izerinde herhangi iki §,§ vekt8r alanlarinin
indirgenmig koordinat sistemine gbre ifadeleri gdzdniine

alinirsa,
Vg & ()0 ¥y V.2,

R 5P + P
+ ¥ () X9y va}aﬁ

q.
+ %% _(¥P)a_ + R3FPY. o
q( ) p aa p
+ 3% _(¥P)a + X3PV, o-
seklinde olup, burada 3 = 2 ) 0= = A dir,
So¥ = TP, + (FadFor
V3T = (T T, *+ (V3¥) Top
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T =’{iq(aq(§h) +,'“f";p$?p +”q§?5)
+ ﬁq(aa(?h) +F§.‘IPYP +T~g§$?5),} by,
+ {fﬁq(aq(?ﬁ) + ngﬁp + “;595)
+ iﬁ(aa(iﬁ) + ngs?l’ + Ff‘:n_)s?f’)}oﬁ

dir.

TM {izerinde herhangi iki i,? vektdy alanlarinain

adapte gatiya gbre ifadeleri g&zdnline alinirsaj

TH = Ve ?®  + Tyyb @ + T 00 + T 2y0(D)
seklinde olup,

7,0 @ = 0@ @)Y EEIPEIY + 0@)7 Py 4 \V
Vﬂ(x)ﬂ(Y) = (8(X)) (aq) (9(¥)) (ap) + @Y INFT L6

(aq)v P
7 @h® = (ﬂ(i))q(aq)v(h(?'))p(ap)H + @) In@)P %‘(é )V(ap)H
L ® = (h(i'))qwq)ﬂw(v))P(ap>".+ (h(i?))q(ﬂ(Y))pV(: )H(ap)v
Tah® = @@ )" 0@)Pe )" + @) In@)PY ;(ap)ﬂ

(aq)

dir. Bir bagka ifade ile
S5 b B h _ kch q v
VX = (07 + L% Tq 3D 1(0p)

gseklindedir.
v lineer. konneksiyonunun torsiyon tensorii T olsun.
T nin indirgenmis koordinat sistemine g8re ifadesi,

s = mC .9 @.BG A
i TBA;:B_ dv av
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H
]
Q&
lo,
[
[o
HS
Q
@
[o N}
»
ko]
+
L)
32
=9
e
(e}
<
fto}
®
[o7]
»
Lo

P aXh oX
~h ) q P ~h 2 q P
+ -2 ®4d @ + P _ ® 4 ®
qu - X dy qu a-—}:H y dy
~h  :a q P L~ _a q p
+ 7 : ® dx* ® gx® + T. —<9- @ dy* ® adx
P b p,yh
~h 2 q P 4 b q p
+ o ® dx% ® + PR —15 ® ave ®
ap ;;F X dy '1‘q v \'4 dy

olup, TM lizerinde (1,2) tipinden‘bir tensbr alanidair,

V lineer konneksiyonunun edrilik tensdr alani K ol-

sun.ﬁ'ninAindirgenmis koordinat sistemine gdre ifadesi;

R = 'ﬁgBA 2 sav e avP @ av®
av.
R = iz]‘:qp - o ax* o ax¥ @ axP + ﬁll(-‘qp—a—;; & dy"e dx¥e axP
- ax
+ ®E ——-ahedkudyqadxp+'§;: = 1@bdxk@d}'<q<59<ilie'p
k3p ax P ax
~ ‘3 -k q P =h k ! P
+ R 2 eax® @ ayl @ = dy'® d d
Riss v y? @ dy +REqp-a—iE® y® dy" ® dx
+E L eareade af + B dre avF o ayleay’
Kgp ax kap ax
+ R -——athdx ® ax? e ax +R§qp—:;1:{@ dy” ® dx @ dx
+ "ﬁkhap 3_® ax* ® ay? ® axP + Reqs —F © ax*e ax%g ayP
3 yP Y |
+ “’R]}:-ﬁ 2-6 ax"e ayle ayP + E]%&p 2- e ay"e dayle ax®
3y oy
~h _ 3 k q P, W ke ay%e ay?
- 2-% dy" @ ax? e ayP + Rgo5 2y e dy e dy e d
qpa§~h v % v I‘qupays y @ dy“e dy

olup, TM lizerinde (1,3) tipinden bir tens8r alanidair. .

M lizerinde bir y lineer konneksiyonu verildiginde
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v dan yararlanarak TM lizerinde konneksiyonlar elde edi-
lebilir. Bundan sonraki kesimlerde bu konneksiyonlar ince-=

lecektir.

3.1. VH Konneksiyonu :

TM tanjant ménifoldunun yapisi gere§i, lizerinde ya-
pilan bazi iglemler herhangi bir manifold lizerinde yapilan
iglemlerden farklidir. Bazi teknikleri grebilmek agisin-
dan VH konneksiyonu ile 1ilgili ifadelerin ispatlari veri-
lecektir. Difer konneksiyonlarla ilgili ispatlarda ben-
zer yollar kullanilabileceginden, digerleri igin ispat

verilmeyecektir.

3.1.1. TEOREM :

M bir ¢ manifold M lizerinde lineer bir konneksi-

yon v olsun. Bu durumda ¥X,Y G:Té(M) igin,

H v H H
(i) v' Y =0 (i) v, Y =0

x’ xV .

H gv _ v, H M H
CEERLE ST CY vayH (V4 ¥)

sartlarini saglayan VH, TM lizerinde lineer bir konnek-
siyondur (vH konneksiyonuna, Vv nin TM ye horizantal 1if-

ti denir (3)).

ispaT :

1) ¥X,Y,% eg*; (M) igin,

va) vHv S vH JZ 0, V“vz" = 0 ve
X'+ ¥y (x +y) V. X
b vHvzv = O ifadelerinden,
Y

-45-



VHV Vz" = VHVZV + VHVZV
X'+ v X Y
dir.
by vi gt oyl G =0, v oo e
X" +vy (X +Y) X '
VH ZH = 0 ifadelerinden,
YV ,
VHV VzH = vHvzH + VHVZH
X +vY X Y
dir.
) VHH HZv - VH sz = (VX¥YZ)V VHHZV + vHHZV
X +Y (X +Y) ) X Y
dir.
ay v gt (V2?4 (vy2) ¥ = vioa® o v af
X+yY X Y
dir.
2) vx,Ye',)’g(M) ve fe';rg(M) igin,
a) VHV VYV = VH vYV = ve VHVYV = 0 ifade-
£°X (£X) X'
lerinden,
VH VYv _ vaHva
£9% X
dir,
b) VH YH = 0 ve vH YH = 0 iifadelerinden,
£V xV
VHV VYH = fV.vHvyg
£°x X
dir.
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H v H v v v_.H v
c) v Y = v, YW o (v X)) = £V Y
fva (fx)H £X XH
dir.
H H \H v H v_H H
d) v YU = (Ve X)) = £ (v YY) - £V Y
£VyH £X X xH
dir.
3) vx,YeJlm) ve £e T3 igin,
a) VHV(fVYV) = 0 ve Xv(fv) = 0 ifadelerinden,
X
H v,V V, Vi,V | VI v
VO (E'YY) = X' (£)Y + £V Y
X’V xv
dir.
p) vi (£Y¥") = 0 ve xV(£¥) = 0 ifadelerinden,
X
gl (vKH) y xv(fvz)YH + va” ¥
v | v
X X
dir.
c) Vi (eYY) = (v (59 = OV 4+ £ (7,17
X
= xHeVyyY 4 £y vV
X
dir.
ay VR e = e = xeEn Ve 4 e ®
X
= xH(fV)YH + vaHHYH
X
dir.
4) X, Y,z ey) (M) ig¢in,
H v v H v H v
a) Ve (Y + 2°)= 0,V .Y =0 ve VvV Z2 =0
xV xV xV
ifadelerinden
H v v H v H v
Vi (Y + 27)= VvV Y 4+ V 2
xV xV xV
dir.

o



p) v (% + 2% =0, vy =0 vo v 2" =0 ifa-
X X X
delerinden,
VHV(YH + gy = VHVYH + v“vzH
X X X
dir.
H oV Vy v . v v
c) VXH(Y + 27) (VX(Y + 7)) (VXY) + (VXZ)
H v H v
m 9Y 4+ v 7
xH xH
dir.
I G S N N U S A P o o A
X X X
dir.
Sonug¢ olarak v lineer bir konnekgslyondur.
3.1.2. TEOREM 1
M lizerinde bir VvV lineer konneksiyonun bilegenleri
ng ve VH nin indirgenmig koordinat sistemine g&re bile-
senleri HFSC 1 <A,B,C < 2n olmak iizere,
H.h h H.h H h H_h
r- =r re = r'- = Moo =
gp qp’ gap O a O g ©
Hph o _ .ph yth , Hoh  _ sh = Hph_ , HPE_ -
qp ap pkq ap ap qp gb
geklindedir.
IspaT :
H ) \'4 H s
d = ot B - = — = - -—
(q) 3q TPp ¢ (aq) 05 (ap) 35 To25

ve (ap)v = 3~ !-baz vekt¥r alanlarini gtzlniine alalim.

p
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H

v H . H.h h _
= D = - Hpl 5 4 Prla- =0
V(a )v(ap) Vaauwp © ap h gp h
q -
H.h H.h
I‘—- = I‘—'_ = O.
pulunur ve buradan 36 0 ve P
H H H h - H.h g.h .h '._
- - r ) = e 0 + - =T 0~-=0
Yo @p) = Yaglp 7 Tap’h 0 Tgpn* (TgpTap' s
q .
bulunur ve buradan Hfgp = Q ve Hrgp==rép
H v _ _H v H.h u.h h
) = 3. = (V. 23, 4+ T, =0 9¢
"o )H( p’ Vaq 5 s o) " Tap’h” "af "R ap 'h
q N
pulunur ve buradan HFgﬁ = Q0 ve HFgﬁ = ng.
H H H
v (3. )" = (v, 3_)
H''p a_"p
)
( q) q
ifadesinden,
Hph rb
gp y gp
H.h k h & .h h k h h .2
o+ -3 Iy =r;’or are - 3.T2 +r} 1
ap T Y (TkpTxp qs) " Y Oxlqp * Txe Tgp)
H.h h H_ h h _k h
bulunur ve buradan T =T v T =9I -~y R dir.
ap ~ Tap V¢ Tgp” ap ¥ “pkq

3.1.3. TEOREM

M {izerinde bir v lineer konneksiyonun torsiyon ten-

h
ap

siyon tensoril HT, indirgenmig koordinat sistemine gdre

s8rli T, bilesenleri T ve VH lineer konneksiyonun tor-

bilegenleri HTSC, 1 <A,B,C <2n olsun. Bu durumda;

a) WX,Y eg'(l) (M) ig¢in,
HpxV,¥v%) = o
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Brx¥, v = Tr,vY) = (rx, vV

I

HpxB, v = vl + o (R(x,v))
seklindedir,

b) HT nin indirgonmig koordinat alntemine gdére

bilegenleri, .

H_h h H h kah h .2 w2 h
T =T T = R - r.T  Ligl) LD

ap © “qp’  ap ¥ Ykup T e Tgpt Tq w5t TpTg,
HTh = HTh— = Th olup diger bilegenler| sifirdair.

ap qp ap

c) § lineer konneksiyonunun egrilik tensbr alana

=0 ise V! nin torsiyon tensdrii, v nin lorsiyon tensdrii-

2

niin horizantal liftidir,

1SPAT

a) ¥X,Ye Té (M) ig¢in,

v
HpxV,yY) = v”VYV -y X (xvY; = o
v g
X Y
dir.
frx?, v =-r 0¥+ (n, Y - 1x,1Y =Tk,
dir.,
H H V _ v v v v
Txt,yY) = v,V - vV - 1xmY = (rx,)
dir. '
B vty = (o v-vex - 1%, v 4y Rz, )
= (T, e B+ b (R,
= vty + o (R,
gseklindedir.
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: v H 4 vV _ oA
b)(aq) = aag(aq) = 0 Pq 37 ,(ap) = 9=,

q - P

ve (ap)H = 3 —I‘ga§ vekt8r alanlaraini g&zdniine alalim,

p
H v v H . i1_h H h
T((aq) ’ (ap) ) T(aq,aﬁ) —;0 - qu =0 = T(-I-ﬁ
dir.
H v H, H _ ' v
T((aq) ’ (3p) ) T(aacap)-(T(aq'Dp)
H h H h h
dir.
H H v H v
B L - = T
T( ( q) .(ap) ) T(aq,ap) ( (aq.bp))
H,h H.h b
> Tagp =9 Tgp " Top
dir.
H H H H H H -
) ? - T R
T(( q) | p) ) ((aq) ' (ap) ) + v ( (aq,ap))
ifadesinden,
H_h h
T T
ap ap
H_h k,.% _h 8 _h k, h L =2h
- ry T ~ e -
Tap = ¥ TipTqr + TkqTsp) ¥ (e p ™ Reqp!
esitligi bulunur. Buradan,
H_h h H h 2 h s_h h .t k~h
T = T om o plpt 4 pPpt oo pilpt 4 ¢BR
ap Tap ® Tap T "pTqr T TqTsp T VtTap T ¥ Rkgp
H_h h, s s_h 8 h k~h
T i=—pr T+ p TP + y'R
ap Vs ap Pq sp 'p gs ¥ Rkap

bulunur.

-51-



v nin torsiyon tensdriinin TM ye hnrizontal 1iftinin

indirgenmig koordinat sistemine gdre bllegenleri,

~

H. h h H.h h_s s _h . 8. h
= m = i 4 +
(T )qp Tap’ (1 )qp Fqup ! Pqup FquS’

h

(TH)gp = (TH)ZE = qu olup diger billegenleri sifirdar.

"

c¢) Teoremin b gikkindan 79 nin torsiyon tensdril

HT nin bilegenleri ile v nin torsiyon tensoriinlin TM ye

horizental liftinin bilegenleri ayni oldugundan HT = TH

dir.

3.1.4. TEOREM 1

v lineer koonnekmsiyonunun edrilik tensdrii R, bile- =

2 nin edrilik. tens8ril HR, indirgenmisg

koordinat sistemine glire bilegenleri HHQAB

senleri Riqp ve v
1 <Aa,B,C,D<2n

olsun. Bu durumda,
a) ¥X,Y,% Ejré(M) i¢in,

Hr(x¥,y¥,z%) = o,

HpxV,¥V,z8) = o,

v. H v

HpxH,¢%,2Y) = 0 = Brx¥,¥H,2")

He(xH,vV,2%) = o = Hr(x",¥",2%)

H H H v
HR‘(X.lYH'ZV) = RH(XH'Y ’ZV) + ¥ V(ﬁ(XfY))Z

H H H _H H H

H RO, ¥, + VY R k1)

HexH,vH, zH)
seklindedir.

H

b) R nin indirgenmig koordinat mistemine gdre

bilegenleri,
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H_h h H_h m _h h_t H_h h
= = R - =
Brap = Fkap’ Fkgp k “mgp t"kqp’ Tkgp “kap
olup, diger bilegenleri sifirdair.
ISPAT :
a) V)"(’,?,’Z”e‘J‘%(TM) igin,
H. o ~ . HuHy HyHy H
RET,E) = Ty'et Y97y -Viy,mi?
dir.
HpxVyV,z%) = Hpx¥,vY,28) = o
oldudu agaiktar.
H H v v H v H. \'4
R(X7,Y ,27) = =9~ _(V,2) = 9V,&» ovv 2 =0
v X (Vy¥)
H H ,v _H H H H H
o X (VxY)
H v B v H v H v
R(X",Y ,2") = v _(v %) + v vZ = 0
LR gvyx)
H v H _H H H H H
R(X 1Y 42 y = ¥ (VLZ)Y  + 9,2 v Z° =0
- <V .¥ (VYX}V
Trox, 2y = v rym) Y - e vm V(e g )Y
X R 4 4 L
- H v
T ¥Rz, vn?
JH, H H _v i v
H H H _H H . H _H H A H
R(X",Y " ,2 o ¥ V&) =V Vo) = . z):
" L H H
VR, 1)
nH,1H_ H _H 1l H
dir.
H ' \'4 H L
-11 0 = ) 0 =9 =I''9.
b) R nin 3 nheer ve q) n’ ( q) a T’z
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WV 4 H 8
a == a'— a = a "‘l' a
( p) 57 ( p)

A4
P P g (ak) = ak' (ak) = 9, -T afﬁ

vektSr alanlarini gbz8nline alalim.

H 3V Vy m Hp(a~, 8-,0-) =
R((aq)v 4 (ap)'(ak) ) R(aqla 'ak) . 0

p
Hh _,. _HNf
®kap ~° T rap
H v v H, . H -
H_h u_h

Reas =9 ° Rugp

H H v AVYy -y -
R((2 ), (27, ()Y '35 0) =0

= H —
Reap ~ © REqp

H,, H vV ;. H
R((2 )75 (0,) 71 (2,)7)
H WV H NV v
RO )Y, )7 (2,)%)
H v H ZHY 4
R((aq)'r(ap) 1(ak)’)

) = (R(20,,00)7

p

H " H H vi o H_,.
R((@q) :(3p) r(9,)7) R(aq:a p

. H
v - o
+
v(R(aq,ap)) k
Hh _ . HAh _ -h
Reap™ 97 Brap qup

H,,;» H H H, . H _ v
R(G M, 0 )% 0™ R(D 120 ) 1Y (R (00,50 )

N, H _ H
e (R(aqlaplak)) 1'VD(R(aq,6p))(qk)
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egitliginden,

H_h h
. Rxap Rxap
- gh _phot
qup Fx Rukq FtReqp

bulunur ve buradan,

Hoh H H
= T R
kqp qup ve Rrap

dir.

3.1.5. TEOREM

V,M lizerinde lineer simetrik bir konneksiyon ve eg-

rilik tensdr alani R =2 0 ise Vnin TM ye horizantal 1lifti
VH, TM lizerinde simetrikdir,

IspaT

¥X,Y € {T; (M) igin,

[xV,yY] = VHVYV Y VHVXV
X Y
v yH o vH gV = ex)Y = %Y, v
xV Yn Y
ve
H H H JH _ _ no_ H
VXHY VX (Ve¥ = Vo X) [X,Y]
Y
dir. "
vX,Y Eﬁré(TM) igin [ X,¥] = V% ¥- Vg X oldugundan

H simetrikdir.
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3.1.1. UYARI :

V,M lizerinde simetrik bir konneksiyon iken VH, ™

tizerinde simetrik degildir.

"3.1.6. TEOREM :

(M,g) bir Riemann manifoldu ve V,M llzerinde g ye
gbre bir metrik konneksiyon olsun. Bu durumda agagidaki-
ler verilebilir.

1) VH, gH metridine gdre bir metrik konneksiyondur,

2) VH, gVH metridine gdre bir met;lk konneksiyondur,.

3) vH, gD metridine gbre bir metrik konneksiyondur,

4) VH, g metridine gdre bir metrik konneksiyondur.

IspPAT

¥X € '3'3(»4) ve VK € Y (M) ig¢in,

(1) v,k = (v, K)F

v v
dir.

1) ¥x eJl(m) igin.(3) den,
H H H
Vo9 * (vg9)™ = 0

yazilabilir. O halde ngu = O olup VH, gu ya gore bir

metrik konneksiyondur.

2) vxeJyl) igin,
H VH H
v g - v g
x© x©
dir. O halde VH,gVH ya glre bir metrik konneksiyondur.

v yH H _ v H _
+ Xcg = (v49) "+ (V49)" = O
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3) wx,v,z€ Fi igin, ¢°(¢¥,z%)  gP(¥H,2H
= (g2, PxVsth = o
dir.
a) xVi? Y,z 1 = x"[(g(¥,z2)V] =0,

gD(VivYV'ZV) =0 ve gD(YV, vHsz) =0 ifadelerinden,

- X
XV[gD(YV,Zv)]= gD(VHva,Zv) + gD(YV,VHVZV)
© X X
dirx.
by ®ig(vV,2M 1 = P (v Y, 2 4 oPe¥, v 2
X X
oldugu agiktair.
D : ;
o) x"IgP (¢, a1 = P (v, g (¥, T )
X : X

oldudunu kolayca gbrebiliriz.

(X[ g(¥,2)1)"

ay xHrgPv¥,z")]

(g(vy¥,2))7 + (g(¥,v,2))"
gD(VHHYV,ZV)4—gD(YV,VHHZV)
\x X

dir.

: H H _H
o) xMg%(xY,zh) = Pt Vi) 4+ PV, vh 2t
X X

oldudu agiktar.

£) x P,z = (xpgcy,21)Y

Pyt ¢ P ™
D, H H H b,,H H _H

GOV Y, B) + g (Y, s
I Tyl

n

dir.

Sonug¢ olarak VH, gD ye gbre bir metrik konneksiyon-

dur.
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4) wvy,z eglM) igin g(vV,2z%) = (g(v,2))V =",z
ve g(¥%,2%) = 0 dir. Bir 8nceki sikkin impat yoéntemiyle,
v? nin g meﬁ;iéine g8re bilr metrik konnekalyon oldugu ko-

layca gdriilebilir.

3.1.7. TEOREM :

(M,g) bir Riemann manifoldu~ve V,g ye gbre bir

Riemann konneksiyonu olsun. Bu takdirde Teorem-3.1.6 da
H

e

s6z konusu olan metriklere g&re v, TM lzerinde bir Riem{?MTM;

mann konneksiyonu degildir.

ISPAT .
VH, TM lizerinde bir simetrik konneksiyon olmadigin-
dan dolayi, s8z konusu olan metriklere glire bir Riemann

konneksiyonu degildir.

3.2. Y° Konneksiyonu

3.2.1, TEOREM :

v,M tizerinde lineer bir konneksiyon olsun. Bu du-
rumda ¥X,Y.€ J}(M) igin,

H

EH I A A

o 0, (1) vcvy

0

H

"
Lid

X
D 7o¥" = ()Y) (1v) 7oy (v 4 v (R(.,X)Y)

sartlarini saglayan vc, ™™ lizerinde lineer bir konnek-
siyondur. (Vc konneksiyonuna,v nin T™M ye «wonplete 1ifti

denir. (3)).

Bu teoremin iséatl Teorem 3.1.1 in Lupat teknigiy-
le gdriilebilir. Fakat bir diger ydntem ise} Teorem 1.6.3 ile
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Teorem 3.1.1 in birlikte kullanilmasi ile elde edilebi-
lir.

vx,Ye I} () igin, v° ¥®= (v.¥)€ olacak bigimde
X

T de bir tek V© lineer konneksiyonu vardir. Ayrica

c
X

‘ c . V gC ¢V - v
VoY V¥, VO Y (V4¥)

v X

dir.

3:2.'20 TEOREM = M

M {izerinde bir ¥ lineer konneksiyonunun bilegenle-
h
ap
legenleri 2% , 1< a,B,D< 2n olmak tizera,

ri T ve v©-nin indirgenmis koordinat sistemine gbre bi~

och o ph , cch 4 aph , cqgh  _ oh_,ph
ap . ap aqp : ap ap ap gp

gseklinde olup diger bilegenleri safirdar.

Teoremin ispati Teorem 3.1.2 nin ispat teknigiyle

n ile Vc konnek~-

gbriilebilir. Fakat bir difer y&ntem ise; V
siyonlari arasindaki fark tensOriiniin, indirgenmis koordi-
nat sistemine g6re bilegenlerinin hesaplanarak Teorem

3.1.2 nin kullanilmasaidair.

3.2.3. TEOREM :

Vv lineer konneksiyonunun torsiyon tensdriiniin T™™
ye complete 1lifti, vS nin torsiyon tensérlidlir. Ayrica
7 nin indirgenmig koordinat'.sistemine g8re ifadesi,

h _ ch (Tc)ﬁ. = 5l e b

h. . _h.
gp ap’ qp ap ' (T )ap

T

(%) -
ap ap

= (1)
olup, diger bilegenleri sifardar.
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3.2.4. TEOREM

V lineer konneksiyonunun egrilik tengdriiniin ™ ye
complete 1lifti, V€ nin edrilik tenséridilr ve R® nin in-

dirgenmig koordinat sistemine g&re bilegsnileri,

-

c\h = h [0} h = h
d
(R )kqp kap’ (R™) kqp Rkqp!
c,h o, h ¢, h T
R — = e = -— =3
(R yqp (R™) p (B %qp = Miup

olup, diger bilegenleri sifirdir,

3-2.5. TEOREM :

vV,M ﬁzérinde lineer, simetrik bir konneksiyon ol-
sun. Bu durumda V°© konneksiyonu TM lizerinde simetrikdir.

3.2.6. TEOREM

(M,g) bir Riemann manifoldu ve V,g ye gdre bir met-

rik konneksiyon olsun. Bu durumda agadirdakiler verilebi-

lir.
1) v°©, gH metfiéine gbre bir metrik konneksiyondur,
2) v°, gVH metrigine gdre bir metrlk konneksiyondur,
3) vc, gD metridina g¥re bir metrik konneksiyon:. .
degilair, . . .. . . | L
4) v°, g metri?ine g8re bir metrik konneksiyon
degildir. "

3.2.7. TEOREM t:

(M,g) bir Riemann manifoldu ve V,g ye gdre bir
Riemann konneksiyonu olsun. Bu durumda agafjidakiler ve-

rilebilir.
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1) Vc, gH metrifine gdre bir Riemann konneksiyonu- .

dur,

2) vc, gVH metridine gdre bir Riemann konneksiyo-

nudur,

3) vc, gD metrifine gdre bir Riemanti konneksiyonu
degildir,

4) v°, g metrigine g8re bir Riemanti konneksiyonu
degildir.
3.2.8. TEOREM 1@

(M,g) bir Riemann manifoldu olsun: ¢ nin TM ye
complete 1ifti g© ile gva.metriklerinin Rl emann konnek-
siyonlari aynidir (3).

3.2.9. TEOREM

M lizerinde bir v lineer konneksiyonunun egrilik

tensdr alani R olsun. ¥X,Y,Ze 7y} (M) igin,
1) v, (R(X,Y)) = (R(X,Y,2))7
2) »,(R(.,%,0)) = (R(Z,53¥))"7
3) »,(R(X,.,¥)) = (R(X,2,¥))"

dir,
3.3. v Konneksiyonu i

3.3.1. TEOREM

v,M lizerine lineer bir konneksiyon olsun. Bu du-

rumda ¥X,Y e ’\]’(1) (M) igin
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(1) v _¥¥ = o, (i) v ¥ = o,

XV . xV
(111) 7 ¥V = (v,0)V
¥ *
(iv) EXHYH = (V,Y - %T(X,Y))H)- % b (R(X,Y))

sartlarini sajlayan V, TM lizerinde lineer bir konneksi-

&

yondur (6).

3.3.2. TEOREM 1t

M {izerinde bir vV lineer konneksiyotiunun bilegen-
leri ng ve ¥V nin indirgenmig koordinat Wistemine gdre

bilesenlerifgc., 1 < A,B,C < 2n olmak Umere

~h h. ~ 1. h =h h. 1 k
= T - =T =
qu gp ~ 2.qp’ qu a?qp phq (Pks qp qup
-h _ h sh_ ah
Tap = Tgp’ Tes = qp

olup difer bilegenleri sifairdir.

3.3.3. TEOREM i

V¥ lineer konneksiyonunun torsiyon tensdrii T =0
dairx,

3.3.1. UYART :

¥ lineer konneksiyonunun TM izerinde simetrik ol-
masl igin M lizerinde v konneksiyonunun simetrik olmasi

gerekmez.

3.3.4. TEOREM 3

(M,g) bir Riemann manifoldu ve V,y ye gbre bir
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metrik konneksiyon olsun. Bu durumda TM {lunrinde V lineer

H

konneksiyonu; gH, gV ’ gD ve g metriklerinin hig¢ birine

g8re bir metrik konneksiyon dedildir.

3.3.5. TEOREM :

(M,g) bir Riemann manifoldu ve V,g ya gdre bir
Riemann konneksiyonu olsun. Bu durtmda V kunneksiyonu

vH

gH, g gD ve 5 metriklerinin hi¢ birine y8re bir Riemann

konneksiyonu degildir.

3.4. V' Konneksiyonu :

3.4.1. TEOREM :

v,M lizerinde lineer bir konneksiyon nlsun. Bu du-
rumda ¥X,Y e ’]’tl) (M) ig¢in

(1) v' ¥V =0, (44) v', ¥ = 0, (iii) vt = (7,07

X X

(iv)v;HYH= [ VY -‘%m(x,Y)lH - v (S(X,¥))

sartlarini saglayan v', TM lizerinde lineer bir konneksi-

yondur. Burada S; VX,Y,ZEJ’% (M) igin

1

S(X,V)2 = R(X, V)2 + 3 6. {R(X,Y) %)

seklinde tanimli M {izerinde bir tensdr alanidar (7).

3.4.2. TEOREM :

M {izerinde bir v lineer konneksiyonunun bilegenle-
h
gp
bilegenleri r‘gc, 1 < A,B,C < 2n olmak lzmre,

rir ve v' nin indirgenmig koordinat sintemine gbre
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peho_ph o lgh peb b , pell L ph ,
ap gap 2 “gp dp ap gp gp
h h k,. h h 1.h
' = - ) Il

r qp anp vy (Rpkq + Skqp ZFkS'qp)

olup, diger bilegenleri mifirdair.

3.4.3. TEOREM :

v' lineer konneksiyonunun torsiyon {ensérdi T' = O
dir.

3.4.1. UYARI :

V' lineer konneksiyonunun TM iizerindn simetrik ol-
masi igin M lizerindeki V konneksiyonunun nimetrik olma-

s1 gerekmez.

3.4.4, TEOREM

M lizerinde bir V lineer simetrik konneksiyonun
edrilik tens®dr alani R, V' konneksiyonunun egrilik ten-
s6r alani R' olsun. VX,Y,ZEE(T%(M) ig¢in,

R'(xV,¥V,2Y) = 0
r' (x¥,¥V,z% = o

rR' (xV,¥%,2Y) = o

v H _H

R' (xV,¥",2") = (R(X,Y,2))Y

Il

r' (xB,¥4,2Y) = (R(x,Y,2))Y

r' (x7, Y8, 2% = (r(x, v, 20 E - RN, D)

dir.
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3.4.5. TEOREM

(M,g) bir Riemann manifoldurve V,g ye gSre bir met-
rik konneksiyon olsun. Bu durumda TM ilizerinde v' lineer

H

konneksiyonu, gH, gV ' gD ve g metriklerinin hig birine

gbre bir metrik konneksiyon degildir.

¢

3.4.6. TEOREM :

(M,g) bir Riemann manifoldu ve V,g yn gdre bir
Riemann konneksiyonu olsun, Bu durumda V' konneksiyonu
gH, gVH, gD ve g metriklerinin hig¢ birine (8ré& bir Riemann

konneksiyonu degildir.

n

3.5. V [Konneksiyonu :

3.5.1. TEOREM
M lizerinde lineer bir konneksiyon V nlsun. Bu durum-
da ¥X,Y,U € T1(M) igin,

(W vy =0, (44) vyt = (T,
X X

0

" V= v
(iid) VXHY ‘ (vXY)

(1) vyt = vt 4 @0V (v )Y
X

sartlarini sajlayan ¢", TM Uzerinde lineer bir konneksiyon-

dur (8).

3.5.2. TEOREM

M iizerinde bir V lineer konneksiyomtiiun bilegenleri

ng ve V" nin indirgenmig koordinat sistemline gdre bile-

senleri P"QC, 1 <A,B,C < 2n olmak lzere,
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h h h h h h h
F L1} — P F"'— - r + T F" - ] P .
ap ap’ ap qap ap’ * ap ap’
- ‘ k3
h h k,.h h 2. h h ‘h'
r" = r - R - R - e 4 -3 T
ap ap ~ Y Ppkg 7 Rag) T TqTep TV (Tap) 0GTap

d
olup, diger bilegenleri saifairdar.

3.5.3. TEOREM :

M {lizerinde bir v lineer konneksiyonunun torsiyon
tenstrlii T, bilegenleri Tgp ve V" lineer konneksiyonun
n i
torsiyon tensdrli T, indirgenmlg koordinat Histemine gdre

bilesenleri T>
ilegenleri TBc

, 1 <A,B,C € 2n olsun. Bu durumda,
a) W¥X,Y,u€Tim) igin,

"
T(x¥,¥V)

=0
[1]
T(x®,vY) = (T(x,¥v))"
" K,
Tx?, v = (o, e + (eirx,v)un?
dir.
1]
b) T nin indirgenmig koordinat sistemine goére bi-
lesenleri,
"h h n'ﬁ llﬁ h
Tap ap, gp qp qp’
"h h % 2h oh h h h
T = =-p T + T T + R n +
ap FTap * Tqlap ¥ TpTqe * Bapk * Mpka * Fxap

olup dider bilegenleri sifardair.

3.5.4. TEOREM :

M {izerinde bir y lineer konneksiyonun edrilik ten-
sbr alani R, bilegenleri R&qp ve y" nin edrilik tensdr

alanai h, indirgenmis koordinat sistemine glire bilegenleri
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1"
RgAB' 1 <Aa,B,C,D < 2n olsun. Bu durumda,

a) ¥X,Y,z,ueTd (M) igin,

n
rR(xV,¥V,zV) = o

1] 1
r(xV,vV,z8) = o
" H V
R(X7,Y",27) = 0
" JH GV LH

Il

R(X7,¥Y,27) = ((v4T) (¥,2))"

n
r(xH,¥",zY)

i}

(R(X,Y,2))V

”n
r(xH,vH, zH)

il

(R(X,¥,Z20 T+ (R(U,1(X,¥)) 2
+ R(X,¥)T(U,2) + T(R(X,Y)Z,U) + R(v,U,¥)W=-R(v,U,X)2}"’
seklindedir.

"
b) R nin indirgenmig koordinat sistmmine gbre bi-

legenleri,
"h _ _h "h . h nh h. M h
= 2 = R == =y T, i/, == ¢ T
®ap = Fxap’ Fkap T Fkap’ Fxap p gk’ “kap q pk
"h _ _ . h. % h ,8 h s 8 ,h h __h
qup I‘J?,R‘qpk * szqup * quple * qup'sz * Rksp Rksq'ﬁ

olup diger bilegenleri sifairdir.

3.5.5. TEOREM

V,M lizerinde lineer, simetrik bir kohneksiyon ol-

sun. Bu durumda V", TM.Uzerinde simetrikdlr.

3.5.6. TEOREM

(M,g) bir Riemann manifoldu ve v,g ye gdre bir met-

rik konneksiyon olsun. Bu durumda v" konnmrksiyonuj;
gH, gVH, gD ve g metriklerinin hi¢birine ybre bir metrik
konneksiyon degildir.
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3.5.7. TEOREM 3

(M,g) bir Riemann manfioldu v,g ye gBre bir Riemann
konneksiyonu olsun. Bu durumda v" ile v° ktnneksiyonlara

ayni konneksiyonlardair.

3.5.8. TEOREM

(M,g) bir Riemann manifoldu ve v,g ye gdre bir
Riemann konneksiyonu olsun. Bu durumda agafirdakiler veri-

lebilir.
1 v", gH ya g8re bir Riemann konnsksiyonudur,
2) v", gVH ye g8re bir Riemann kontieksiyonudur,

3) v, gD ye gdre bir Riemann konnmnksiyonu degil-

i

dir.

4) v", g ye gbre bir Riemann konneligiyonu degil-

dir.

Teoremin ispatij; Teorem 3.2.7 ile Tavrem 3.5.7 ler

kullanilarak kolayca g&riilebilir..

3.6. v° Konneksiyonu :

3.6.1. TEOREM

M Hizerinde lineer bir konneksiyon y olsun. Bu durum-

da ¥X,Y,U€ Y§(M) igin,

(1) v ¥=o0 (11) v°VYH - %(R(U,X,Y))H
v - xV
(111) V;HY"_= (VxY)v + %‘-(R(U,Y,X))"

[«

(av) vy = (0t - 2REv,NY

o

>
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sartlarina saglayan V°, ™M {izerinde lines) bir konnek-

siyondur (9).

3.6.2. TEOREM 1

V,M lizerinde lineer bir konneksiyoll ve bilegenle-

ri ng olsun.v® nin indirgenmig koordinal eistemine g&-
. oA

re bilegenleri T

BC ! l < A,B,C,§ 2n olmak Uzere,
Pogp é'ng ¥ %(FSngp ¥ FéR;kq)' Pogp B R;kq
Fogﬁ -3 ngp' r°§§ o= r°§5 ’ Fogp " lgp - " Rokq”
Fogp - argp- %(S;PERékp * FéFZR;kq ¥ ykR&%P) B ykngq'
"% " Tap " % i
gseklindedir.

3.6.3. TEOREM

v,M {izerinde lineer bir konneksiyouiiih torsiyon ten-

s8rii T, bilegenleri Tgp ve y°

indirgenmig koordinat siptemine g&re bilegmnleri T

nin torsiyu tensdri T°,
oA
BC '’
1 <A,B,C € 2n olsun. Bu durumda,

a) W¥X,Ye€ ’\T(l, (M) 1igin,

o (xV,YV) = 0

o (xV,v%) = (r(x,yNV

o (xH, vy = (p(x, ¥ E + v (R(X,¥))-P(R(X,Y))

dir.

-69~-



b) T° nin indirgenmig koordinat slnlemine gbre bi-

lesenleri,
oh _ h obt hoo 4. h P k.~h _h
! = 0% =~ pld 4t 4 opielt g -
ap ap’ Tqp 2 gp qep T TpTaqe v Y (RegpReqp!
oh oh h
T =T " =T
dp g  agp

olup diger biiesenleri gifirdar.

3.6.4. TEOREM

M tizerinde lineer bir v konneksiyoin edrilik ten-

° olmak iizere,

s6rii R olsun. v° nin edrilik tensdr alani It
¥X,Y,Z,U eirg(M) i¢gin,

V vV ,V

R°(xV,Y",2") =0
RO (xV,v",2%) = (R(X,Y,2) + F R(U,X,N(U,Y,2))
~ FR(U,¥,1(1,%,2)) "
R®(x7,¢%,2") = -(3R(Y,2,X) + FR(U,Y,R(U,% )"

RO (x1,vV,zH)

1l

(FR(R(U,Y,2) ,X,0) +FR(X,%,¥)"

(3 (74R) (U, ¥,2)) "

o+

RO (x",v7,2Y) = (R(X,Y,2) 4 FR(R(U,2,Y) ,X,1I)

- FR(R(U,2,X),¥,00) Y + Z((V4R) (U,2,¥) = (V10 (U,2,x) "
RO (x7,¥%,2%) = 2((v,R) (x,¥,01)7 + (R(X,Y,H) + FR(U,R(Z,Y,0),X)
+ FR(U,R(X,%,U) ,¥) +ZR(U,R(X,¥,0),2))"

seklindedir,

3.6.5. TEOREM :

M iizerinde lineer simetrik bir konnchsiyon V' olsun.
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Bu durumda v°,TM lizerinde simetrik bir kinneksiyondur.

3.6.6. TEOREM :

{M,g) bir Riemann manifoldu ve v,y ye gSre bir met-
rik konneksiyon olsun. Bu durumda TM izt Inde v° lineer
simetrik konneksiyonuj g“, gVH, gD ve ¢ métriklérinin

hi¢ birine g8re bir metrik konneksiyon lnijildir.

3.6.7. TEOREM

(M,g) bir Riemann manifoldu ve v,y ye gbre bir
Riemann konneksiyonu olsun. Bu durumda ngndidakiler ve-

rilebilir.

l)Vo,gH metrigine gbre bir Riemann lionneksiyonu
degildir,

2)V°,gVH

metrigine gdre bir Riemani konneksiyonu
degildir,

3)V°,gD metrigine gbre bif Riemann konneksiyonu-
dur,

4)v°,§ metrigine gbre bir Riemann lonneksiyonu

degildir.

3.7. v* Konneksiyonu :

3.7.1. TEOREM

M {izerinde lineer bir konneksiyon V olsun.

vk, Y€ TH(m) igin,v'3¥ = vi¥ + B, ) (V) ve

0(v;(g)h(?)+ v a@hE) =o, h(v;(i)'ﬁ(i) u v;(§)-h(§)) -0

gartini saglayan VP, 7™M {izerinde lineer lilr konneksiyon-

dur. Burada, '_71_



28(%,9) = —2(aX,Y) + AT, %)) + (AGE, D) + a0, ()

+ (A X),s(Y)) + A@G((Y),¥(X)))

5
<
]

0x¥ = h(vy 2 (¥) + 97 b))
A(X,Y) = T§§ + ox?i = h(vgs (¥)) A '”Vf(’h&))
seklindedix (10).

3.7.1. UYARI :

¥X,Y€E Qré(M) igin v* konneksiyonunﬂu liftlerde al-

digar dedger,

, s v _ e H e v _ LV
¢ H _ NI |,
(1) 7 Y7 = ()7 = 3R

seklindedir (10).

3.7.2. TEOREM :

v,M {izerinde bir lineer simetrik kounheksiyon olsun,
Bu durumda kesim 3.3 de tanimli V konneknlyon ile v* kon-

neksiyonu, TM {izerinde ayni konneksiyonlniilir.
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BULUM 4

TANJANT MANIFOLD UZERINDE EGRILER VE EGRILIKLERY

2n-boyutlu TM tanjant manifold iizer|nde tanimlanan
Sasaki anlaminda gD Riemann metridi ile blrlikte (TM,qD)
Riemann manifoldu {izerinde Riemann konnekiiyonu v° ve

M {izerinde herhangi bir a edrisi verilmig olsun.
4,1. Horizantal Lift EJrileri ve lilf|lrilikleri

4.1.1. TANIM (Horizantal 1lift egriunl):

T™M lizerinde bir @§:ICR - TM

~N+41-

G(s) = (@1(8) .. es@(8) 8 T (8) yeuns FH(0))

i

((x0°8) (8) ..., (x"08) (5), (yl0 &) (8) y4s..} (¥ 0R) (8))

It

egrisi verilsin. Bu durumda,
1)a nin projeksiyonu o, vani o = o,

2)% nin tedet vektdr alani bir horisantal vektdr

alani,

sartlarini sadlayan @ edrisine, M manifoldu fizerinde bir

o edrisinin, TM ye hor¥zantal lift'i denii ve aH ile gbs-—

terilir (4).

4,1.1. TEOREM :

M {izerinde tanimlanan a egrisinin hlrim tedet vek-

tdr alani T olmak lizere o nin TM ye horivuntal 1lift'i
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aH nin teget vektdr alani,

~ daP o P da? 9
T = —=— + (-I'Y) = ——
ds axP q’ ds ayp

dir. Burada s ile, a edrisinin yay-paramet|esi gbsteril-

mektedir.

IsPAT :

cﬁi'hogizontalliftinin taniminin bir|{hei gartindan,

(ro o) (s) = a(s) ifadesinden (aH)h(s) = o(B)yeees
(aH)n(s) = an(s) bulunur. aH horizantal 1lillinin teget
~ p H,nt+p

vektdr alani, T = if 2 4 d(er)

S 5x

P ds
Tanimin 2-nci gartindan,

Beklindedir.
3y

H.ontp q
d(a) p do?* _ ,
__,___d_..s__._+]q_a.§.._o']_<p n
dir. O halde QH horizental liftinin tedet vektdr alani

~_ dP . p, da?
T = gs + (=T q) R seklindedir.

ayp
4.1.1. SONUG

aH nin tedet vektdr alani T ve a nin birim tegdet

vektdr alani T olsun.

1) =, (T) =T dir.
2) aHnln tefet vektdr alani, o nin hiirim tedet

vektSr alaninin TM ye horizental liftidir.,

3) T birim teget vektdr alanidar.

ISPAT :

1) o nin tejet vektS8r alani,

~ doP 0 p da?
T = —_—
ds xp g ds [S)



' ~ doP 2
seklindedir..Bu durumda =, (T) = ~—5— ~——— = I
* ds axP

-5,

o
dir.

2) o nin birim tefet vektdr alani Y' nin horizan-

P oy
tal lifti 78 = Sa_ Sa” 9 olup, 'reorem 4.1.1

den T = T dir.
3) E’hln normunun karesi,
ime = thiz=gP (e, = g(uym 0 v =1

olup, it birim vektdr alanadar.

M fizerinde bir o eyrisinin TM ye hnrizgntal 1ifti
olan aH edrisinin, TM ﬁzerindéki Frenet vaktdr alanlarai

ile yliksek mertebeden edriliklerini veraellm.

ot boyunca o nan tliretilmis vektWt alana
'VVTH ™= (v - L(r(r,T,0)Y, Uegion

seklindedir. TH birim tedet vektdr alani va v°, gD ye

gdre bir metrik konneksiyon oldugundan, g“(VOHTH, TH)==O
T _
ifadesi bulunur ve buradan V°HTH L qH dir, VOHTH dogrul-
T T

tusunda birim vekttr alani ;1 ve El = ﬂv°"THﬂ olmak lize-
T

TH

tedet vektdr alanina diktir.

re v° 78 = glgl seklinde olup 61 vektdr alani ™ birim

ot boyunca vi nin tlretilmis vektdy alani birisi
™ ve V) cinsinden digeri de ™ ve V, a dlk iki bilege-

ne ayrilirsa

ve ¥, = (V;HVI)I + (V;H91)2
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seklinde yazilabilir. (V;Hvl)z dogrultusiinda birim vek-

t8r alani V; ve &k, = ﬂ(Vgﬂvl)znl olmak Uanre,
"o ~ - ~  r~
(VTHV1)2 = kgvz

seklindedir."\vf2 birim vektdr alana %1 ve 1M pirim vek-

t6r alanlarina dik oldudundan,
V.V, = -k,TF + k,V,

dir.

of ‘boyunca 52 nin tliretilmig vektds alani birisi
m™,%,,V, cinsinden diferi de TH,¥, ve V, a dik iki bi-

legene ayralirsa,

ve v =(V°"7)1+(V°V)z
TH 2 TH 2 TH )

seklinde yazilabilir. (v°H$2)2 do§rultusiihda birim vek-
T

tér alana ?3 ve Eg = H(V;HGZ)ZH olmak Uzere,

~

oN —N
(VTHVz)z = k3Vj

seklindedir. 63 birim vektdr alana Gz,gl ve TH birim

vektdr alanlarina dik oldugundan,

0 ~ . -~ ~ r~

dir.
Bu diiglinceye devam edilirse, EB(l % B < 2n<91er—

den hig¢biri sifir olmamak lizere,

™ _ ¥ Voreead?

o’ 2n-1

seklinde 2n-tane ortanormal vektSr alani nlde edilir.
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Bunun i¢in aH boyunca ﬁﬁ nin tiiretilmig vel L¥r alana

V;HVB' birisi f%ﬁl,..,VB cinsinden digeridmn bunlara dik
iki bilesene ayrilirsa,

VOV, = (VO V), + (VO VL),
. pH B!1 pH B

geklinde yazilabilir. (VOHVB)Z dogrultusumla birim vek-
T

+t8r alani V + ve kB

ON
Bia 4y = H(VTHVB)ZH olmak llzere

(V;HGB)Z = Kt Vg4, 1<B* 2n-1

~

seklindedir. VB+l birim vektdr alani VB’VB»L""'Vi'Ve

™ birim vektdr alanlarina dik oldugdundan,

V;H'\;B = -k Vg_, *+ kg Vpy s ko= k, =0, 0<B<2n-1
dir.
Bu sekilde elde edilen ortanormal
(T = Vo, VeV, )
sistemine aﬂeérisinin Frenet gatisi ve in‘ye o nin

B-inci egriligi denir.

Simdi de M lizerinde bir @ edrisinily Frenet gatisz
ve yiiksek mertebeden eg§rilikleri ile ¢ nin WM ye horizen-
tal 1ifti off nin Frenet"¢atisi ve yliksek mitrtebeden eg-

rilikleri arasindaki bagintilari verelim,

4.1.2. TEOREM :

acedrisinin birim tedet vektdr alant T, o nin

T™ ye horizantal 1ifti of

TH olmak lizere,

nin birim tedet vnktdr alana
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o ,H
u*(VTHT ) = VTT

dir. (Bir diger ifade ile, bu hal igin w kinneksiyon

koruyan bjr donliglimdiir).

IsPAT

" (7T = g (7T - FRET,UY), vl

= rltegm ™

= VTT

.
ol

dir.

i ol

PR

4.1.3. TEOREM :

M lizerinde bir o efrisinin o(s) noktnpindaki Frefiet

gatisi {Ta = Vp

(s)

a(s)
1l € p € n-1 olmak {izere a nin p-inci egriliii kp ve d

nin TM ye horizantal 1lifti aH nin, uH(s) noklasindaki

Frenet g¢gatisa {E‘ = 50 ’ ?71 TR ,"7 . }
ot (=) sy aH(s) c 2071 Heg)

1 € B < 2n-1 olmak iizere aH nin B-inci edrillgi iB olsun.

1) uH nin ilk n-tane Frenet vektdrlej |l ile ilk

n-tane egdrilikleri g&zdnline alinsan. 1 € p « n-1 olmak

lizere,
k2) = K2 PETICAIEEE CNTL
lu (s) a(s) - TGH(S) o (s)
kp
~ 1 a(s)
= v — .,
"*(Vp . ) Ep pa(s)+ = Bp—i Ep =
o (s) Pl g H
o (8) o (s)
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o ~ y Agt1
v \ = (Vv ) + WS = B

m, ( )1 = A" —--
* gl Py Tats) Pa(s) a2 k q-1
H a(s) q -
a”(s) aH(s)
m, (v° v ) = (v A\ ) + B
* THH paH(s) 2 Ta(s) Py(s) 2 I
o (s)
g e 2 roa
pti p+1 p
aH(S) g(s)
dir. Burada;
B, =0veB_ =1 (v° v )= v, v,
’ Poov i P Ta(e) Pae
a(8) ©
p A +1
o p _:__3._.__ B i1 A '1 € IR
g=2 k a4 - q
a7 (s)
A = 2g((v \Y ) B) + IB i
’
P Ta(s) Pa(s) 2 p P
+ IR(v® \Y IPLE
ot Py
Hw) o (8
seklindedir.
2) aH edrisinin 0 € p < n-1 olmak Ukere '{}n-fp
| af(s)
Frenet vektdrleri ile in+p edriliklerini 1y6z6niline ala-
lim. Bu durumda, )
o _ 1
Ty { ntp. 4 ) = % Bh+p-1
© o (8) ntp| 4 '
i o (8)
N ._ pH A
T (7° V )1 =My v Y g3l g
nip . T e 1+ . -
THaH(s) H(s)~ a(s) o (s) e kql - g-1
o (s)



x, (V v ), = B_,:
* THH n+paH(s) 2 n+p
o (s)
k2 = A
ntpta| o n+p
a (s)
dir. Burada,
nt+p = “*(Voﬁ vn+p )= VT n-i
Ty H(s) a(s) o (H)
a (s)
n+p :
-3 g+l B__
g=2 k S
' o (s)
ve
- 2 0 P 2
An+p = “Bn+p“ + 1K(V H Vn+p Y
Tu ot (s)
a (8)
gseklindedir.
IspAT
Teoremin ispati timevarim ydntemiyle yapilacaktair.
1) off nin 1-inci e§riligi K, olmak fluere,
k2 = vy THH B2
ST H(s) a (s) * UK " (s)a (s)
+ g(R(V® T L ot ))
H H ll H
T g a (s) ll(s) a (s)
o (8)
2
= k + ° H 2
1 a(8) "K(VTH~ T ”H( ))u
H a (H
o (s)
dir.



aHnln aH(s) noktasindaki 2~inci Frenet vektdrii

Gl H iin projeksiyonu
a (s)

- 1 o H
w, (V ) = 7, (——— ¥ T )
ey % ol oH(s)

H aH(s)

a (8s)

ky
. k1 H (!(S) a(S)
a (8)

dir. off boyunca A H nin tlretilmig vektdriinlin l-inci
o (s)

bilegenin|n projeksiyonu,,

a, (v° v1 Y1 = (AlTH + ngl )
ot o (3) e s ot ()
a (8)
= MTye) T RebVig ) T (V'I'(:L(S)Vloz(s))1
Olup ll' ’\2 € IR dir.
m, (v° v Yo = m, (V° v )
* ‘I‘HH ]uH(S) 2 * THH 1aH(S)
o (H) o (8)
- g, (v° v, )
* 0 H " laH(S) 1
a (8)
= g, (v° \' ) + (v \' ) o=V v
et e To(s) als) - Ta(s) als)
a''(s)
= (v v ) + Bl
Toln) als)
olup burada,
By + m, (v° v, ) -V, V.
' R S YaH(s) To(s) als)
a (s)

dir.
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o 1)n 2-inci edrilidi :Ks olmak iizere,

~2 o ~ “ 2
k5| H < IV A )al - = ko +t oA
a”(s) THaH( oH(s) a(s)

dir. Burada

Ay = 2g((V,  V, Y20 B1) 4 1By1° + IR(VO Vg Jat?
a(s) als) T H a (s)
a (s)
seklinded| .,
p -~ | igin teoremin ispati verildi. $imdi p - 1

igin teolwvmin dodrulufunu kabul edelim.

aH nin uH(s) nokta31ndaki[p + #}dnci Frenet vektd-
tiiri ?b nin projeksiyonu,
a“(B)
v, (¥ ) = om (% T )
Py k | ™ H, , P teH(s)
a (H) P aH(s) a (s)
= :___l;__((VT v A )o + B -1)
K | i a(s) P la(s) p
Pl (s)
EPVP g - BP‘l
a(s) k
P aH(S)
k
olup Ep = gE—ELEL— dir,
I
P aH(S)
;p nin aH boyunca tliretilmig, vektdriiniin
H
a (8)

l-inci biluginin projggsiyonu,

7 (v° v ), = w (v° vV__ )+ A (V )
* THQH(u) paH(s) 1 * THaH(s) p luH(S) 1" "pti o« paH(s)
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= (Vv v )1

T P qg—-i
a(s) Fads) q
qlaH(s)

dir; 2-inci bilegeninin projeksiyonu,

m, (V v Yo = 7w, (V \'J )
oy Py * gl g Py
ca (8) a (s) e (8) o (s)
: - ’n’*(Vo %7 )]

H P
T H(s) oH(s)

=(V )z-I-B

v
Ta(s) pa(s) I

olup, B_ = m, (v° v )y =¥ v
P * H P T b
T uH(s) aH(s) a(s) Ta(n)

ST B
| G
q
ull(ﬁ)

dir. aH nin a(s) nokta31ndaki(p + g-inci ef|111iginin ka-

g=2 k

resi,
i;ﬂ = 1V, '\7p ) .02
o (s) T H(s) of(s)

— 0 et 0 |

= g(“*(VTH Vp . )z,ﬂ*(VTH VI’ . )2)
aH(s)" a (s) aH(s) a (s)

+ g(R(v° V.. Yor K(V° v, - )2)

™y Py TR Ty P

ol(g) o (s) L &H(é) a (s)
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Ez = k2 + A

p
P+1 aH(s) P+1 a(s)
olup,
A_=2g((¥V v )5 B )+1B I 2+ 1K(V° v ) 12
= AV ' !
P Ta(s) Pals) P P ! " paH(s) 2
o (1)
dir.
2) aH nin aH(s) noktasaindaki (n + 1)' lnci Frenet
vektdri V nin projeksiyonu,
n H
o (s)
m, (V ) = (= (v - )2)
* ) ' knl H T H = lu“(s)
a (s) o (s)
b ~ . ((VT Va -1 Yo + Bn—l)
an H o(s) o (1)
, o (8)
=§§ ~ - Bn 1
AR -
nlaH(s)
dir,
aH boyunca'ﬁn nin tiliretilmis vekt{}t alaninin
H
a (s)

l-inci Bileseninin projeksiyonu,

0 oo fo) ~
T (Vg Vo u 1 = m, (V4 Vo1 )
T aH(S) a (s) T aH(S) aH(H)
+ §n+1 H*(Vn . )
a (8)
n A +
a(s) " ra(s) =2 k g

d aH(S)

olup, 2-inci bilegeninin projeksiyonu,
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m, (v° v Yo = w, (V° v )= (v v )
* H n 2 * H n T n-1i 1
Tal(s) (e Tol(s) of(sy o8} 7 Tals)
n A +1
~ 2 —9= B
o=2 k El
q9 . H '
a (s)
“ . Bn ‘
olup, B_ = x, (v° v ) ~ v \'
n * TH g, Ta(s) N4 (s)
(!H(s) [+ (S) €2 N
n A
-z —ald_p
a2 k !
al
a (8)
dir.
H ¥ o X3
o' ninfp + J-inci eyriliyl k, ., olmnk tizere,
~2 _ o ~ 2
K+ = vy Vi )2
a(s) T nm E(s)
ca (8)
- 2 4 0 o 2 _
1B 12 + IR(7, A )12 = A
T aH(ﬂ)
a (8)
dir.

P = 1 igin teoremin 2-inci gikkainin |spati veril-
di. p -1 igin teoremin 2~-inci sgikki dogru ulsun.

o nin gH(s) noktasindaki (n + p + l1l)=inci Frenet

vektSri Vn+p . nin projeksiyonu,

1

. (v°. . v ),)

3 ~ 1. H n.‘ p-l: X 2
k b o H

a (8s) n+p|aH(s) aH(S) o (s)

. 1 -
= == B,gr l<p<n-l

x
el
a (s)

dir.
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of boyunca §£+P onin tiiretilmig VHktaﬁﬁhﬁn

o (8)
l-inci bilegeninin projeksiyonu,

~

< - 0
Vn ) = n*gv H A"/ )1

o
ﬂ*(V

H +p n+p-1.
T H . H
(!H(S) a (S) aH(S) o (S)
) + Rn+p+l"*(vn'fp{“ )
n+p. X +1 a (1)
= (VT Vn~l )1t = :T_EL——_—— B -
a(s) a(s) g=2 k q-=
gy -
o (s)

olup, 2~inci bilegeninin projeksiyonu,

~ o ~

0 , -
" U u Vh+p Yo =7 UV gy Vatp. )
T u aH(s) Ty a”(s)
a” (s) a”(s)
ntp A
-V Vo mE = 9tip |
a(s) a(s) g=2 k_ q
. o (s)
= Bn-l-p
dir.
aH nin (n + p + ])-:ani edriligi ; . olmak {izere
nt+p4 L !
%2 = v° ¥ 2
n+p+l| H I . Vn+p u(s))ZH
a (s) aH(s)
- IB. 2 + RK(v° v 12
IB ol 2 + & ( oE ntp |, )2
aH(s) o (s)
T Anyp
dir,

T™ tizerinde ol egrisinin 0 < p < n-1 nlmak lizere

‘in4p edrilikleri ile o efrisinin kp edrillkleri arasinda

bir baginti yoktur.
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Eder TM tanjant manifoldunu gVH yari~iliemann met-
rigi 1le birlikte diisiinecek olursak (M, g''') ikilisi

vH metridine gbre TM

bir yari-Riemann manifoldu olur. ¢
izerinde VH metrik konneksiyonunu gbzdniine nlirsak aga-

gidaki bilgiler elde edilir.

4.1.4., TEOREM :

T™ tzerinde bir o' horizental lift efrisini gdz-
6nline alalim. 1 < isnh~1 olmak lizere aH nln(i + y-inci

Frenet vektdr alana G;, i-inci egriligi ﬁi nlsun. Bu

durumda,

Ei = ki o 7w ve §i== V?
dir.

IspaT :

Teoremin ispata tlimevarimla yapilacaklir. aH nin
l-inci egriligi k,; olmak iizere,

X2 = H
k1 v H

Hy2 _ _VH H H .. .2
T Tl g ((VTT) ,(VTT) ) k¢ o

olup El =k, o7 dir.

1

o nin 2-inci Frenet vektdr alani Vi olmak lizere,

n.H_3

1 H 1 H 1
W= (=t (vmi-L1al-§
dir.
H g _
a nin i-l-inci egriligi ki-l = ki-l 0 7 ve
aH nin i-inci Frenet vektdr alana v H

fm1 O Vj-l olsun,
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(VTVi)Z vektdr alani T, Vl,...,Vi birlﬁ vektdr
alanlarina dik oldugundan gV§ metrigine gdron ((VTVi)Z)H
vektOr alani TH, V%,...,V? birim vektdr alnnlarina dik-

dir. Buradan,

H H H
olup,
(v B = ((gv™,
dir.

o nin i-inci edriligi ﬁi olmak iizere,

iy H
Ky =Ty vi_ 212 =g B vy 0 (rgvy ) ™) = kiow

olup ki = ki o dir,

o nln(} + l}dnci Frenet vektSr alani V, olmak iize-

re,
H_ 1 CH_LoH H
Vi = gV )2 =m0y Vi )2 7 Yy

dir.

4.1.2. SONUGC :

TM tizerinde bir g5 horizental 1lift edilsini g&z-

Sniine alalim. aH nin n-inci egdriligi En = Q dir.

IspaAT :

uH nin n~inci edriligi En olmak lizere,

T2 . H H s 2
kn “(VTH Vn-l)zn

H

AITE U AL P (LA A b PY

~-88~



o
N
i

= k2 -
kn o
=0

olup En = 0 dir.

4.2. 1lzdusiirtilebilir EJriler ve Egril lkleri

4.2,1. TANIM (izdliglirlilebilir edri) 1

TM fizerinde bir, o: I CIR - TM ejrisi verilmis ol-
sun. Bu durumda o = 7 O o olacak gekilde M ileki bir o
eérisine, TM de o egrisinin M ye izdiliglimli (}rojeksiyonu
veya projeksiyoh edrisi) ve o ya da-LgdﬁsﬁrHLebilir (pro-

jekte edilebilir) edri denir (3).
9 nin bilesenleri,

F(£)=((xlo a) (t),...(x"0 a)(t), (ylo @) (£) 4004, (y70.8) (1))

olup @ nin tedet vektdr alana

=~ _do® 2 L aa"*P o
dt Bxr dt ayp’

dir. ¥ nin t parametresini, genellidi bozmakHizin yay-

parametresi olarak diiglinelim.

4.2.1. SONUG :
o eyrisinin birimhte§et vektbr alananil projeksi-

yonu g egrisinin tedet vektSr alanidar.

IspAT :

4 egrisinin birim tedet vektdr alaniniil projeksi-

yonu
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0

dir.

4.2.2. SONUG

¥ izdliglirlilebilir efrisinin birim tedet vektdr ala-

ni T olsun. T izdiiglirilebilir bir vekt®r alani ise,

H

T=r 4w, wy.e Vgl (M)

4.2.1;y TEOREM :

=2

izdliglirlilebilir efrisinin birim tedet vektdr

alani T olmak iizere,

0 my —
n*(vE T) VT + Fy

)
W

°
ﬂ*(VTHWI + v

dir. Burada, F; 1(TH + W;)) seklindedir.

IspPaT :

o boyunca T nin tliretilmis vektSr alani,

(o}

v W

° & = (v,mE- Z(r(T,T,uN)Y + vO W + v2 (T8 + wy)
T T 2 . TH .. 1 ,

olup v2 E nin projeksiyonu,
T

7. (vOT) = ¢

+ o] o] H =
. T4 ow (VO VR (T W) =

W T+F1

T

T T T

dir. Burada F;= ﬂ*(v°

W, + V°1(TH + W;)) seklindedir.
T

H w

-90~-



4.2.2' TEOMM :

M lizerinde bir o efrisinin a(t) noktasindaki Frenet

gatisi {T } , 1< p< n-1 olmak

= Vo F A U 'V - .
(t) ; 9'(t) Ta(t)
izere o nin p-inci egriligi kp ve M ye izdliglimi o olan TM

lizerindeki izdiislirlilebilir egri’a nin, Frenet gatisi
(T = ¥ peeerVo } , 1< B < 2n-1 olmak iizere

% nin B-inci eériliéi'ﬁB olsun.

~

1Y % npan ilk p-tane Frere: vekifrlard 1 271 oetze

ne edrilikleri gbzdniine alinsin. 1 < p < n-1 olmak i{zere,

T‘% .= ’k% t oA,
a(t) a(t)

A, = 2g(vT,F;) + IF;12 + 1K(V2 T)12

7 k
1 P a(t)
v = . y
Ve T PR TR For T 3
P~ ol~
a(t) a(t)
v P g4
Ty (V v ) (v ) 4 39+l g
a(t) . q"a(t)
(v ¥ Yy = ¥ v )+ F
Ty PR T Ta(e) Pa(ey'2 PH
a(t)
K31 = k41 A4
dir. Burada,
oy p-1 A _
Fp = 'ﬂ* (V,S Vv -1 ) - VT Vp—l - 3 - g +1 Fq
| T’E (t) a(t) a(t) a(t) g=1 qurE(t)
ve

..gl_



AP_,_l = 291((\7T ) + IF

2
)Z’Fp+l p-i--.'].[l

v
a(t) Pa(t)
+IR(v® ¥ ), 17

~ g
Ta(t) a(t)

seklindedir.

2) & edrisinin 0 < p < n-1 olmak ilizere V
Py (e

Frenet vektdrleri ile E5-+p edriliklerini gdzdniine ala-
lim. Bu durumda,

-

— T
—-— iy

- . = ——
P n_’_p~ ¢ ~ n+p
a(t) k
PPlg(t)
~ n+p A
G A TIE T S AR FE R T ok
T~ a(t) a(t) afty -7 g=1 k ‘
a(t) q ‘&"(t)
° P~
~ P+
~2
k = A
n+p+1l 3 (t) n+p+1
dir. Burada,
. n+p=1.A 1
F = (v ¥ }- v V__ -z =g
n+p * T n+p"lﬁft) Ta(t) n 1a(t) =1 ¥ aq
31t a3 (1)
kq+1 eIR ve
a = IF 12 + IR(V2 ¥ )l 2
nt+ptl ntp+l e RHDoy (g 2
a(t)
seklindedir.
Teoremin ispati Teorem 4.1.3 ilin ispat ydntemiyle
yapilabilir.



4.2.3. TEOREM :

TM lizerinde gc yari-Riemann metrigini gdzdniline ala-
lim.

1) gc yve gbre metrik konneksiyon v© olmak iizere
TM {izerinde © edrisi geodezik ise @ nin M {lizerindeki pro-
jeksiyon efdrisi o geodezikdir (3).

2) gc ye gbre metrik konneksiyon VH olmak {izere
T™™ {izerindeki & edrisi geodezik ise @ nin M lizerindeki
Trojexsiyon egrisi o gazodszikdir.

4.2.2, TANIM (Dogal 1lift egrisi):

TM ilizerinde bir @ : I €IR - TM

B(8) = (al(E),ner, d®(8), S5 (0) .. A5 (6))

seklinde tanimlanan G eyrisine, M {izerindeki bir o edri-

sinin dogal 1lifti denir (3).

4.2.3. _SONUC :
Her doGal lift efrisi bir projeksiyon e§risidir

(3).

Projeksiyon egrileri ig¢in yapilan hersey dogal 1lift

egrileri i¢in de gegerlidir.

4.2.4. SONUGC ¢
M lizerinde bir geodezik egdri a olsun. Bu durumda-a
nin T™M ye dogal lift’eérisi“vc.konneksiyonuna”gére geode-

ziktir (3).
ugs,_
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