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lliskilerin Incelenmesi
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Bu tezin amaci, ortadgretim matematik O6gretmen adaylarinin limit ve
stireklilik kavramlart ile ilgili tek degiskenli fonksiyonlardaki sahip olduklar
kavram bilgileri ile ¢ok degiskenli fonksiyonlarda olusturduklar1 kavram

bilgileri arasinda bir iliskinin olup olmadigini aragtirmaktir.

Aragtirmada yar1 deneysel yontem (quasi-experimental research)
izlenmis olup, ¢alismalarda tek grup lizerinde zamanli test (6n ve son test)
uygulamalarina dayanan bir tasarim kullanilmistir. Bu yontemin tercih edilme
sebebi, yaklagik bir yillik bir veri toplama siireci gerektirmesidir. Burada
sonuglar1 sunulan deneysel ¢alisma, 2007-2008 / 2008-2009 egitim Ggretim
yillarinda ve toplam 10 haftalik bir siirecte gerceklestirilmistir.

Arastirmanin ¢alisma Orneklemi Ankara’da yerlesik bir {iniversitenin
matematik egitimi anabilim dali ortadgretim matematik 6gretmenligi 1., 2. ve
3. smif 6grencileri olarak belirlenmistir. Arastirmanin birinci boliimii 2007
Kasim ayinda ortaggretim matematik 6gretmen adayr 45 1. siif 6grencisi ile,
ikinci boliimii de 2008 Aralik aymnda 2. sinif 6grencisi olan ayn1 37 dgretmen

adaylart ile ylriitiilmistiir.



Ayrica aragtirmaya katki saglayacagi diisiiniildiigiinden, 2007-2008
ogretim yil1 sonunda topoloji dersini almis 22 3.sinif matematik O6gretmen
adayimna, herhangi iki topolojik uzay arasinda tanimlanmis reel degiskenli
fonksiyonlarin limiti ve stirekliligi hakkinda, agik uglu sorular igeren bir anket

caligmast uygulanmistir.

Toplanan veriler, nitel aragtirmanin baslica driintiileri belirleme, kodlama
ve kategorilere (temalara) ayirma islemlerini kapsayan “igerik analizi”
teknigiyle analiz edilmistir. Ayrica, gorlsiilen ve go6zlenen bireylerin
gortiglerini ¢arpict bir bigimde yansitmak amaciyla dogrudan alintilara yer

verilmistir.

Aragtirmada, adaylarin tek ve iki degiskenli reel fonksiyonlardaki limit
ve siireklilik kavramlari hakkinda edinmesi gereken asgari kazanimlar
belirlenerek, birer envanter olusturulmustur. Olusturulan envanter ¢alismalari
sonucunda birbiriyle ortiisen 9 kriter ele alinarak, adaylarin tek degiskenli
fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile ilgili kavram bilgileri ile ¢cok degiskenli
fonksiyonlarin limiti ve stirekliligine iligkin kavram bilgileri kiyaslanmis ve bu

bilgiler arasindaki iligkiler belirlenmistir.

Aragtirma siirecinde toplanan veriler kullanilarak, adaylarin tek ve iki
degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile ilgili kavram bilgileri
hakkinda bazi sonuglar ortaya konulmus, yorumlar yapilmistir. Ayrica,
adaylarin ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limit ve stirekliligi ile ilgili kavram
bilgilerini yapilandirirken, tek degiskenli fonksiyonlarda olusturduklar1 kavram
bilgilerinin etkileri ve adaylarin yiiriittiikleri matematiksel genelleme ve
soyutlama siireclerinde yasadiklar1 sikintilar ve sebepleri hakkinda yorumlar
yapilmistir. Arastirma bulgularn cergevesinde, literatiirle birlikte tartismalara
yer verilerek, hem uygulamaya hem de bu konularda arastirma yapmak

isteyenlere ve egitimcilere yonelik onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Ogretmen Adaylari, Tek Degiskenli Reel Fonksiyonlar,
Iki Degiskenli Reel Fonksiyonlar, Limit, Siireklilik
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The purpose of this thesis is to investigate whether there is a relationship
between the concept knowledge related to the limit and continuity of prospective
secondary mathematics teachers formed in one-variable functions and in two

variable functions.

In this research, quasi-experimental research method and a design based
on timely test applications (pre and last test) on a single group were used. The
reason for choosing this method is that it requires a data collection period of
nearly a year to find responses to the research problems. The results of
experimental study were presented here was carried out during the 2007-2008 /

2008-2009 academic years within a period of 10 weeks.

The sample of this study is selected among the 1st, 2nd and 3.
undergrade students of Mathematics Education Department of Education Faculty
of a public university in Ankara. The first part of the research was conducted to
45 prospective secondary mathematics teachers who attending their first year at
school during November-2007 and the second part were carried out by these 37
prospective teachers who participated in the first part of the research and they
were in their second year, in December 2008.



Additionally, to contribute the research, we addressed some open ended
questions to totally 48 third-year students who took topology course for to get
their views about the limit and continuity of any two real-variable, topologic and

spatially recognized functions.

The gathered data were analyzed by the “content analysis” comprising
the main patterns of the qualitative research including determination, coding and
categorizing. Direct citations were presented in order to reflect the opinions of

the individuals interviewed and observed.

Inventories were formed about the specified topics by determining the
minimum acquisitions that the students were required to get about the limit and
continuity concepts of one-variable and multi-variable real functions in the
studies. Nine criteria were examined in the inventory studies and it was
determined whether there was a relationship between each of the overlapping
competencies by comparing the competencies related to the limit and continuity
of the one-variable functions of the prospective teachers and those of the multi-
variable functions of the same candidates.

During the research, results were found out about the concept images of
the limit and continuity of the one-variable and bi-variable real functions of the
prospective teachers by using the data, and interpretations were made.
Interpretations were also made about the effects of the concept images the
prospective teachers formed related to these concepts in the one-variable
functions while configuring their concept images related to the limit and
continuity of multi-variable functions, and the problems the participants faced
during the processes of mathematical generalization and abstraction. Moreover,
within the framework of the research findings, discussions were made along
with the literature and some suggestions were presented both for the application

and the educators and those who want to research about these topics.

Key Words: Prospective Secondary Mathematics Teachers, one-variable Real

Functions, two-variable Real Functions, Limit, Continuity.
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BOLUM 1

GIRIS
Bu bolimde; “Problem Durumu”, “Problem Ciimlesi”’, “Alt Problemler”,

“Arastirmanm Onemi”, “Varsayimlar” ve “Sinirlamalar” alt basliklar1 ele alinmustr.

1.1. Problem Durumu

Matematigin konusu; sayi, nokta, kiime, geometrik sekiller, uzay gibi soyut
nesneler ve bunlar arasindaki iliskileri olusturmaktir. Matematik¢i, bu nesnelerin
ozelliklerini ve aralarindaki iligkileri ortaya ¢ikarma, genelleme ve ulastigi sonuglar
ispatlama ¢abasi igindedir (Yildirim, 1999). Dolayisiyla matematik, iligkileri bulma ve
ispatlama ¢alismasidir. Matematik; kendine 0Ozgli amag, yontem ve sonuglariyla

entellektiiel degeri yiiksek bir disiplin olarak algilanmalidir. Ozetle Matematik;

e Mantiksal iliskileri bulmak ve bu iliskileri anlamak,
e Bulunan bu iliskileri siniflandirmak ve bu iligkilerin dogrulugunu kanitlamak,

e Dogrulugu kanitlanan bu iliskileri genellemek ve hayata tasiyip uygulayabilmek

esaslar1 ¢ercevesinde ele alinmahdir (Mirasyedioglu, 2004). Baska bir ifadeyle,
matematik ardisik soyutlama ve genellemeler siireci olarak gelistirilen fikirler (yapilar)
ve bagintilardan olusan bir sistem olarak goriilmektedir (New South Wales Department

of Education and Australian Council for Educational Research, 1972).

Bu noktada matematikle ilgilenenlerin ve hatta matematik 6gretmen adaylarinin
matematikte var olan mantiksal iligkilerin farkinda olup olmadiklari, iliskilerin
dogrulugunu kanitlayabilme yeterliligini ne kadar sergileyebildikleri ve dogrulugu
kanitlanan bu iligkileri ne derece genelleyebildikleri ve soyutlayabildikleri sorusu

matematik egitimi arastirmacilar i¢in biiyiik merak konusu olmustur.



Bu aragtirmada da 06zel olarak segilen limit kavrami iizerinden matematik
Ogretmen adaylarinin matematiksel kavramlar arasinda var olan iligkilerin farkinda olup
olmadiklart ve mevcut kavram bilgilerini kullanarak ne derece soyutlama ve
genellemeler yapabildikleri konusunda incelemeler yapilmistir. Morali, Koroglu ve
Celik’in (2004) belirttigi gibi yapilan ¢alismalar, kavram olusumunun beynin soyutlama
yetenegine bagli oldugunu gostermektedir. Bu ylizden &grencilerin  soyutlama
yapabilme yeteneklerinin gelisimi, kavramlarin o6grenilmesi i¢in biiyilk Onem arz
etmektedir. Bu nedenle ¢alismada, Ogrencilerin limit ve siireklilikle ilgili kavram

imajlarinin tespitinin yaninda soyutlama ve genelleme yetenekleri de arastiriimstir.

Analizdeki en zor kavramlardan birisi olan limit, matematiksel 6n 6grenmeleri
iist diizey olan Ogrenciler i¢in bile 6grenilmesi gii¢ olan bir kavram olarak karsimiza
¢ikmaktadir. Bunun sebeplerinden birini  Sanchez (1996), “tirev ve integral
kavramlarinin gelisiminde limit kavraminin ne denli 6nemli oldugunun o&grenciler
tarafindan fark edilememesi” olarak ifade etmistir. Matematik egitimcilerinin ¢alismalari
limit kavraminin, 6grenciler tarafindan zor anlagilan, 6gretmenler tarafindan ise ortaya
konmasi zor olan bir kavram oldugunu gostermektedir (Sanchez, 1996). Ozellikle limit
kavraminin cebirsel tanimlanmasinda asir1 zorlanmalarin olmasindan s6z edilmektedir.
Yapilan bir arastirma, analiz derslerinde o6grencilerin genelde, bir fonksiyonun bir
noktadaki limitini sezgisel olarak anlamlandirdiklarini, buna karsilik 6zellikle limiti tam
olarak tanimlamada zorluk yasadiklarmi ortaya ¢ikarmistir (Francis, 1992). Yapilan
diger bir arastirma ise, limit kavraminin 6z olarak ne anlama geldiginin bilinmedigini,
kavramsal anlamda sikintilarin yasandigin1 ve 6grencilerin, limitin ne anlama geldigini

bilmeden, limit ile ilgili islemleri yapabildiklerini ortaya koymaktadir (Hofe, 1998).

Anlasilmast konusunda bu denli sikinti yasanan bir kavram olan limit, orta
Ogretim ve Universite 1. Sinif matematik dersi 6gretim programlarinin vazgegilmez
konular1 arasindadir. Ancak tiniversitelerin, mithendislik, temel fen bilimleri, matematik
ogretmenligi ve ekonomi gibi 6grencilerine daha ileri seviyelerde matematik bilgisi
sunan boliimlerde, matematik bilgi seviyelerini gelistirebilmek igin dgrencilerin daha
once hi¢ tanmismadiklar1 ¢ok degiskenli fonksiyonlar ve ¢ok degiskenli fonksiyonlarda
matematiksel analiz dersleri verilmektedir. Genel itibariyle ¢cok degiskenli fonksiyonlar
ve limit, analiz i¢in temel teskil eden kavramlardir ve bu kavramlar konu itibariyle

matematigin diger birgok alani i¢in (Karmasik Analiz, Fonksiyonel Analiz, ¢esitli



geometriler, Cebir vb.) zemin olusturmaktadir. Dolayisiyla, ¢ok degiskenli
fonksiyonlarda limit ve stireklilik kavramlarinin 6grenilmesinde yasanabilecek bir takim
sikintilar, bu kavramlar {izerine insa edilen diger konularin 6grenilmesi siirecinde daha
biiyilk problemler dogurabilecektir. Bu noktadan harcketle, tek degiskenli
fonksiyonlardan ¢ok degiskenli fonksiyonlara gecis siirecinin ilk halkasi olarak goriilen
iki degiskenli fonksiyonlarda, temel islem olarak kabul edilen limit kavraminin 6gretimi
arastirtlmasi gerekli bir konu olarak goriilmektedir. Matematik lisans 6grencilerinin ve
bilhassa 6gretmen adaylarinin fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile ilgili uygun kavram
imajlarinin olugsmasinda veya yapilandirilmasinda sadece tek degiskenli fonksiyonlarin
kullanilmasinin yeterli olmadig1 sdylenebilir. Bu nedenle bu tezde matematik 6gretmen
adaylarinin limit ve siireklilik kavramlar1 ile ilgili tek degiskenli fonksiyonlarda
olusturduklar1 kavram imajlar1 ile ¢ok degiskenli fonksiyonlarda olusturduklari kavram

imajlar1 arasinda bir iligkinin olup olmadig1 arastirilmistir.

1.2. Arastirmanin Problem Ciimlesi:

Matematik Ogretmen adaylarmin tek degiskenli fonksiyonlarla ¢ok degiskenli
fonksiyonlarin limiti-siirekliligi ile ilgili kavram imajlar1 arasinda ne tiir benzerlikler ve
farkliliklar vardir? Adaylar ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile ilgili
kavram imajlarin1 yapilandirirken tek degiskenli fonksiyonlarda bu kavramlarla ilgili

olusturduklar1 kavram imajlar1 ne 6l¢iide etkili olmaktadir?

1.3. Alt Problemler:

1) Matematik Ogretmen adaylarinin tek degiskenli fonksiyonlarin limit ve
stirekliligi ile ilgili kavram bilgileri ve kavram imajlar1 nelerdir?

2) Matematik Ogretmen adaylarmin iki degiskenli fonksiyonlarin limit ve
stirekliligi ile ilgili kavram bilgileri ve kavram imajlari nelerdir?

3) Matematik 6gretmen adaylar iki degiskenli fonksiyonlarin limit ve siirekliligi
kavramlarin1 yapilandirirken tek degiskenli fonksiyonlar i¢in bu kavramlarla
ilgili sahip olduklar1 kavram bilgileri ve kavram imajlar1 ne kadar etkili
olmaktadir?

4) Tek ve iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi kavramlarinin
yapilandirilmasinda ortaya ¢ikan temel zorluklar nelerdir?

5) Adaylarin yiiriittiikkleri matematiksel genelleme ve soyutlama siireclerinde

yasadiklar1 sikintilar nelerdir?



1.4. Arastirmanin Onemi:

Bu tezin amact matematik 6gretmen adaylarinin limit ve siireklilik kavramlar ile
ilgili tek degiskenli fonksiyonlarda olusturduklari kavram bilgileri ve kavram imajlar
ile iki degiskenli fonksiyonlarda olusturduklari kavram bilgileri ve kavram imajlari
arasinda bir iligkinin olup olmadigint arastirmaktir. Boyle bir aragtirmanin
fonksiyonlarda limit ve siireklilik kavramlarinin yapilandirilmasi caligmalar1 dikkate
alindiginda, literatiirde bir ilk oldugu sdylenebilir. Arastirma sonucunda elde edilecek
olan verilerin, tek ve ¢ok degiskenli fonksiyonlarda ve hatta en genel anlamda
fonksiyonlarin limit ve siireklilik kavramlarinin 6gretilmesi siirecinde egitmenler

tarafindan dikkate alindiginda 6nemli katkilar saglayacagi diistiniilmektedir.

Lise miifredatinda tek degiskenli ve reel fonksiyonlarin limiti, siirekliligi, tiirevi ve
integralleri gibi konular incelenip, bunlarla ilgili uygulamalar ele alinir. Bu
fonksiyonlara tek degiskenli denilmesinin sebebi bagimsiz degiskenin bir tane

olmasidir.

Giinliik hayatta kullanilan fonksiyonlarin bir¢ogu birden fazla degiskene baglidir.
Ornegin bir dikdortgenin alani, eni ile boyunun, bir silindirin hacmi taban alani ile

yiiksekligine, bir dikdortgen prizmanin yiizey alani {i¢ boyutuna baglhidir (Sekil 1).

h Z

X
X

A=x.y V=r2.h.r A=2(xy+yz+2x)
Sekil 1

Bu nedenle ¢ok degiskenli fonksiyonlarin uygulama alanlari, tek degiskenli
fonksiyonlara nazaran daha genistir. Uygulama alan1 bu kadar genis olan ¢ok degiskenli
fonksiyonlar, Analiz 1-2, Fonksiyonel Analiz, Vektorel Analiz, Diferansiyel Geometri,
Uygulamali Matematik gibi ilgili tim matematik alanlar i¢in temel olusturmaktadir.
Cok degiskenli fonksiyonlar iktisat, olasilik, istatistik, akigkanlar dinamigi ve elektrik
teorisinde ¢ok sik kullanilir (Balc1, 1996).



F=y =7

Yukarida verilen formiil, aralarindaki uzaklik R olan m ve M kiitleleri arasindaki
cekim kuvvetini ifade eder. Newton Kanunu olarak da bilinen kiitle gekim yasasi, ¢ok
degiskenli fonksiyonlara dair gilizel bir 6rnektir. F kuvveti; y-gravitasyon sabiti olmak

tizere, m, M kiitlelerinin ve R uzakliginin ii¢ degiskenli fonksiyonudur.

Ornegin iktisat teorisinde 6nemli bir yer teskil eden “iiretim teorisi” konusu,

tamamen ¢ok degiskenli fonksiyonlar ve bunlarin 6zellikleri {izerine kurulmustur.

Sekil 2: Uretim fonksiyonu ve kayitsizlik egrileri

Sekil 2’de iiretim fonksiyonunun grafigi, bireyin tiiketim tercihlerini gdsteren
kayitsizlik egrileri ve iireticinin liretim teknigi olanaklarmi gosteren esliriin egrileri

gorilmektedir. Burada sermaye K, isgiicii L ve iiretim ise q harfleriyle gosterilmistir.



q=q(K,L)=(-K*+6K*-2K)(-L +6L -2L)

Sekil 3: Uretim fonksiyonu

Sekil 3’te ise iiretim fonksiyonun grafigi goriilmektedir.

q=q(E,L)=-L +6I'-2L

20
15

10

: : - ' —L
0 1 2 3 4 5

Sekil 4: Uretim fonksiyonu-Sermaye (K) Sabit

Sekil 4’de K-Sermaye degiskenin sabit tutulmasi halinde, iiretim ile is giicli
arasindaki iligki goriilmektedir.



Sekil 5: Uretim fonksiyonu-Uretim (q) Sabit

Sekil 5’te q degiskenin sabit tutulmasi halinde {ireticinin iretim teknigi
olanaklarin1 gosteren es {rlin egrileri yani iiretim fonksiyonunun grafigi yer

almaktadir.

Sermaye
(Kavanoz)
B(8)
]
A(4) I
L i I
I
1
1 :
0 6 12 iggi_]c[‘j
(Meyve
Toplayanlar)

Sekil 6: Uretim teknigi

Sekil 6’e gore birinci durumda 1 birim sermaye ve 6 birim isgiicii kullanilarak,
4 birim regel iiretilmistir. Ayni sekilde ikinci durumda 2 birim sermaye — 12 birim
isgilici kullanilarak, 8 birim regel {iiretilmistir. Her iki {iretim siirecinde kullanilan
sermaye-isgiicli oran1 1/6°dir. Her iki iiretim siirecinde sermaye-isgiicii orani sabit

kaldigindan, liretim siirecini dogrusal olarak tanimlanir.



Yiiksek oOgretim diizeyinde matematik Ogrenenler, Ogrenimlerinin her
asamasinda "say1" ve "fonksiyon" gibi iki temel kavram ile daima karsilasirlar.
Fonksiyon kavraminin uygulamada ve st kavramlarin olusturulmasinda
kullanilabilmesi i¢in ona iliskin "limit", "tirev", "sireklilik" ve “integral”
kavramlarmin da 6grenilmesi gerekir. Ote yandan, "siireklilik", "tiirev" ve "integral"
kavramlarinin, dogrudan "limit" kavramina bagli oldugu da bilinmektedir (Sanchez,
1996). Yani, 6grenci "limit" kavramini tam olarak 6grenmeden, "stireklilik",
"tirev" ve ‘'integral" kavramlarini olusturmasi, Ogrenmesi ve bu kavramlari
kullanarak matematik tiretmesi ¢ok zor ve hatta miimkiin goziikmemektedir. Limit
kavramina bu gozle bakildiginda ileri seviyedeki matematik i¢in temel teskil
ettigini gormek hi¢ de zor degildir. Kisaca list diizey matematigin temeli olan limit
kavramu ile ilgili zihinde yapilandirilan yanlis kavram imaji ya da kavram yanilgilari
daha ileriki asamalarda matematigin anlasilmasi ve ilerletilmesi noktasinda sikintilar
dogurabilir. Yeni fikirleri mantiksal bir sekilde organize eden ve bunlar1 kesin ifade ve
cikarimlar vererek incelten, temkinli ve mantiksal bir biling etkinligi olan analiz islemi
yapmak i¢in Oncelikle lazim olan bilgilerin sentezi gerekmektedir. Bu yiizden limit
kavraminin tam &grenilmesi yani sentez edilmesi, matematikte analiz yapacak olan

ozellikle 151 matematik olanlar i¢in ¢ok dnemlidir.

Bir fonksiyonun bir nokta etrafinda nasil davrandigini, o nokta etrafindaki
noktalarda aldig1 degerlerle gozlemleyebiliriz. Burada limiti anlama ve 6grenmedeki
temel zorluk, iki nokta ayni olmadik¢a birbirlerine ne kadar yakin olabilecegini
zihninde canlandirma sorusudur. Bu sorunun cevabini ¢iplak gozle vermek miimkiin
degildir. Fonksiyonun incelenen nokta etrafinda miimkiin oldugunca fazla noktada
aldig1 degerler belirlenip, bu degerlerin hangi say1 etrafinda y181ldigin1 sezip, sezilen bu
saymin ger¢ekten limit olup olmadigi test edilerek limit tespit edilir. Ayrica

fonksiyonun incelenen noktada tanimli olmasi da gerekmez.

Biitiin fonksiyonlar i¢in limit kavraminin incelenmesinde ana fikir budur. Aslinda
bir fonksiyonun bir noktadaki limitinden bahsedildiginde 6grencilerin ayn seyi diisiiniip
diistinmedigini tespit etmek, o6grencilerin limit kavramini nasil yapilandirdiklarini
gérmek agisindan onemlidir. Ogrenci limit ve siireklilikle ilgili yukaridaki diisiinceyi
biitiin fonksiyonlar i¢in kullandiginda, bu kavramlarin anlasilmasinda sikinti

¢ekilmeyecegi matematikgiler ve matematik egitimcileri tarafindan sik¢a beyan edilir.



Matematik egitimi arastirmacilari, ozellikle st diizey matematigi anlama
stireclerinin bilesenlerini ve bunlarin birbirini etkilemesinin 6nemini fark etmislerdir
(Dreyfus, 1989). Dreyfus (1989) elemanter siirecler ile ileri matematiksel diisiinme
arasinda net bir ayrim s6z konusu olmasa da, iist diizey matematikte tanimlarin
soyutlanmasia ve genellemelere daha fazla odaklanmaya ihtiyag duyuldugunu ifade
etmektedir.

Soyutlama biligsel yapmin yeniden insasi siirecidir, matematiksel yapilardan
zihinsel yapilarin olusturulmasidir. Matematiksel nesneler arasindaki iligski zihinde
soyutlama faaliyeti ile kurulur. Soyutlama siireci genelleme ile yakindan ilgilidir.
Matematiksel genellemede bireysel bilgi yapisinin gelisimi s6z konusu iken, soyutlama

zihinsel yapinin yeniden kurulmasini gerektirir (Dreyfus, 1989).

Ozellikle matematik egitimi alan iiniversite ogrencileri lisedeki Ogrenimleri
boyunca hep tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve stirekliligi ile mesgul olmuslardir.
Ogrencilerin ¢ogu ¢ok degiskenli fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarm limiti ve siirekliligi
ile yiiksek 6grenimin ilk dénemlerinde tanisacaklar icin, tek degiskenli fonksiyonlar
icin onlarda var olan limit ve siireklilik hakkindaki kavram imajlarindaki degisimin,

soyutlamanin ve genellemelerin nasil gelistigini tespit etmek onemlidir.

Boylelikle limit kavramindan dikey geciste, 6rnegin "tiirev" ve "siireklilik" gibi iist
kavramlara gegisler daha kolay olabilecektir. Bunun sonucunda &grencilerin “limit
kavramin1" dogru yorumlayip, diger kavramlara geciste edindikleri yeni 6grenmeleri

rahat bir sekilde kullanabilecekleri diigiiniilmektedir (Bukova, 2006).

Matematigin yapisina uygun bir 6gretim su {ic amaca yonelik olmalidir (Baykul,

1995: 31°den Van de Walle; 1989:6).

1. Ogrencilerin Matematikle ilgili kavramlar1 anlamalarina
2. Matematikle ilgili islemleri anlamalarina
3. Kavramlarin ve islemlerin arasindaki baglarin kurulmasma ve anlasilmasina

yardimci olmak.



Matematik Ogretiminde iliskisel anlama; matematikteki yapilari anlama,
sembollerle ifade etme ve bunun kolayliklarindan yararlanma, matematikteki islemlerin
metotlarin1 anlama ve bunlar1 ifade etme, metot ve yontemleri, kavramlardaki

bagintilar1 ve iliskileri kurma olarak ifade edilebilir.

Matematikteki kavramlarin kendileri birer iligkidir. Bu iligkiler matematik ig¢indeki
baska kavramlarla da iliskili olmalidir. Matematikteki kavramlarin kazanilmasi ig¢in
6grencinin zihninde bu iliskilerin olusmasi gerekir (Baykul; 1995.33’den Van de Walle;
1989:7-8).

Iliskisel anlama 6gretime daha cok yiik getirir, daha ¢ok ara¢ kullanilmasina, gayret
sarf edilmesine ve 0gretmenin ¢aligmasini gerektirir; ayrica daha ¢ok zaman alir. Diger
taraftan O6grencilerin de 6grenmeye Ozellikle baslangigta daha ¢ok zaman ayirmalarini
gerektirir. Ancak bu tiir 6grenmenin 6grenci agisindan birgok faydasi vardir. Bunlar

asagidaki gibi 6zetlenebilir (Hiebert ve Wearne, 1993):

e Ogrenme zevkli hale gelir, grenciler grenmeden haz duyarlar,

e Ogrenilenlerin hatirlanmasi kolaylasir ve dgrenme daha kalic1 olur.

e Yeni kavramlar daha kolay O&grenilir, sonraki Ogrenmelerde baskasinin
yardimina daha az ihtiyag¢ goriiliir; kendi kendine 6grenme kolaylasir.

e Problem ¢6zme becerisi gelisir, bu alandaki basaris1 artar,

e Matematige olan kaygi azalir ve ona kars1 olumlu tutum gelisir.

Diger taraftan Ogrencilere matematik Ogretiminde iligkisel anlamaya dayali
kavramlari, islemleri ve bunlar arasindaki baglari kurmalarina yardimci olunabilirse,
matematikteki basarinin artmasi kagimilmaz olacaktir (Van de Walle, 1989; Baykul,
1997).

Bu acidan bakildiginda matematik Ogretmen adaylarinin limit ve siireklilik
kavramlar1 ile ilgili tek degiskenli ve c¢ok degiskenli fonksiyonlarda olusturduklar
kavram bilgileri ve kavram imajlar1 arasinda bir iligskinin olup olmadigini tespit etmek,
ogrencilerin ileriki donemlerde, konu hakkinda ve konu ile baglantili diger konularla

ilgili daha iyi ¢ikarimlar gelistirebilmeleri i¢in 6nem arz etmektedir.
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1.5. Varsayimlar:

Goriismeye katilan 6gretmen adaylarinin; gergek bilgi, duygu ve diisiincelerini

yansittiklari kabul edilmistir.

Istenmedik  degiskenlerin, sonucu degistirecek kadar etkili olmadig

varsayilmistir.

Kullanilan 6l¢gme araglarinin kapsam gegerliligi i¢in alinan uzman goriislerinin

yeterli oldugu varsayilmistir.

1.6. Tezin Smirhliklar::

1)

2)

3)

4)

5)

Arastirmanin c¢alisma evreni, bir devlet {iniversitesinin orta 6gretim fen ve
matematik alan egitimi bolimii matematik 6gretmenligi anabilim dalinda lisans

egitimi alan bir grup 6grenciyle siirlandirilmistir.

Arastirma, tek ve iki degiskenli fonksiyonlar i¢in tanimlanan limit ve stireklilik
kavramlar1 ve bu kavramlara dair adaylarin sahip olduklari bilgi diizeylerini,
onlarda bu kavramla ilgili olarak olusan kavram imajlarin1 ve adaylarin bu
kavramlar arasinda var olan iligki hakkindaki farkindaliklarini tespit etmekle

sinirlidir.

Arastirmanin uygulama safthast 2007-2008 / 2008-2009 o6gretim yillarinda

toplam 10 haftalik bir ¢alisma siirecinde tamamlanmustir.

Arastirmanin dayanaklar1 yurtigi ve yurtdisindan ulasilabilen kaynaklar ile

sinirhdir.

Arastirma; adaylarin secki dosyasinda yer alan araclardan (gozlem, miilakat,

¢oktan segmeli ve agik uglu sinavlar vb.) elde edilen verilerle sinirlidir.
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1.7. Tanimlamalar
Kavram Imaji: Zihinsel resimleri ve ilgili 6zellikleri ve siirecleri iceren konu ile

ilgili biitiin biligsel yap1 (Tall & Vinner, 1981).

Kavram Tanimi: Matematik toplulugunda kabul edildigi ve anlasildig: gibi formal
tamim (Tall & Vinner, 1981).

Formal tanim (formal yaklasim): Bir matematiksel kavramin evrensel olarak
kabul gormiis, matematik otoritelerince benimsenmis ve basili kaynaklara ge¢mis hali

ile tanimlanmasidir (Kabaca, 2006).

informal tamim (informal yaklasim): Matematiksel kavramlarim, bireyin kendine

has ctimleleri ile kendi anladig1 bigimde yapilan tanimlamalaridir (Kabaca, 2006).

Yigilma Noktasi: Ac R ve aeR olsun. a noktasinin her 6 —komsulugunda A
kiimesinin a dan farkli en az bir eleman1 varsa, bu a noktasina A kiimesinin bir

y1g1lma noktasidir denir. (Balci, 1996)

Komsuluk: £>0 ve aeR olsun, K = )é:|x—a|<g, x€ R kiimesine a nin ¢

komsulugu denir. (Balci, 1996)

Fonksiyon: A ve B iki kiime olsun. A’dan B ye olan bir f bagintis1 asagidaki
ozelliklere sahipse f ’ye A dan B ye bir fonksiyondur denir. (Balci, 1996)
) Her x € A i¢in (x,y) € f olacak sekilde B de en az bir y elemani1 vardir.

i) (xy)e f ve (x,2)e f = y=1zdir.

Genelleme: Bilginin yeniden yapilanmasi ve genislemesi demektir. Matematiksel

genellemede miimkiin oldugu kadar az temsille miimkiin oldugu kadar ¢ok sey anlatmak

hedeftir (Morman, 1981).

Expansive (genisleyerek) genelleme: Bilissel yapiy1r ve fikirleri degistirmeden
sadece genislemelerle yapilan genellemedir (Harel ve Tall,1989).

Reconstructive (yeniden yapilandirilmis) genelleme: Var olan biligsel yapiyi

yeniden yapilandirmay1 gerektiren genelleme (Harel ve Tall,1989).
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Soyutlama: Biligsel yapinin yeniden ingasi siirecini ve matematiksel yapilardan
zihinsel yapilarin olusturulmasi durumunu ifade eder. Matematiksel nesneler arasindaki

iliski zihinde soyutlama faaliyeti ile kurulur (Dreyfuss, 1991).

Generic (cikarimsal) soyutlama: Ogrencilerin vyiiriittiikleri bilissel genisleme
eylemlerinin kendilerini bir genellemeye gotiirdiigiinii fark etmeleri, bir soyutlama
islemidir, bu tiirden soyutlamalara generic (¢ikarimsal) soyutlama (Harel & Tall,1989)

denir.

Formal (yapisal) soyutlama: Generic (¢ikarimsal) soyutlamanin bir sonraki
asamasi olup, biligsel yeniden yapilanma gerektiren soyutlama tirtidir (Harel &

Tall,1989).
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BOLUM 2

KAVRAMSAL CERCEVE

2.1. Kavram Nedir?
Tiirk Dil Kurumu’nun Tiirkge sozliigiinde kavram; “Nesnelerin veya olaylarin ortak
ozelliklerini kapsayan ve bir ortak ad altinda toplayan genel tasarim, methum, kavrayis.

Bir nesnenin veya diisiincenin zihindeki soyut ve genel tasarimi” olarak agiklanmaktadir

(T. D. K. Tiirkge Sozliik, 2005)

Kavram bir goriis veya diistincenin, 6zellikle nesnelerin bir sinifinin genellestirilmis
halidir. Kavram, psikolojide tanimlandigi sekliyle birbirinden bagimsiz ¢esitli
elemanlarin bir biitiin olusturacak sekilde birlestirilmesinden dogan net bir fikirdir
(Guralnik, 1986). Morris (1996) kavrami, bir diisincenin zihindeki goriintiisii olarak
tanimlamigtir. Altun’a (2001) gore kavram; sozciik olarak “belirli ortak 6zellikleri
tagityan nesne ve olaylarin adidir”. Agi, licgen, yiizey, benzerlik, limit, tiirev vs. birer

matematik kavramlaridir.

Insan zihninde bilgi; kavramlar, kavramlar arasindaki iliskiler bu kavramlarm
iliskileriyle birlikte bir araya gelmesiyle olusan kurallardan olusmaktadir. Olaylarda,
stireclerde ve cisimlerde algilanan biitiinliige kavram denir (Novak 1983, Akt. Demirel
2005). Kavramlar, toplumsal olarak kabul edilmis sozciiklerin anlami olarak ifade
edilebilecekleri gibi ortak 6zellikleri olan nesne, olay, fikir ve davranislarin olusturdugu
smiflamalarin soyut temsilcisi olarak da ifade edilebilir. Dogustan getirilen herhangi bir
kavram yoktur (Albayrak, 2000). Dolayisiyla insanoglu kavramlar1 zihninde dogduktan

sonra dgrenerek yapilandirir.

Kavramlar; adlandirma, gdsterme ve tanimlama 6zelligine sahiptirler. Adlandirma
ve tanimlamalar bagka kullanimlariyla karsilikli anlama ve anlagmaya imkan verirler.
Bu ozellikleri nedeniyle de 6grenmenin vazgecilmez Ogelerinden biridir. Kavramlar,

O0grenme-0gretme  slireciyle  baglantili  kullanildiginda  birtakim  deneyimleri
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siiflandirmak ve bilgilendirmek gibi agik bir anlam kazanmaktadir (Beydogan 1998).
Kavram; algilamaya dayali oldugu i¢in bireyden bireye farklilik gosterebilir. Kavramlar
hem soyut hem de somut 6zellikleri ayr1 veya birlikte tasiyabilirler. Kavramlar farkl
kiiltiirler iginde farkli anlamlar tasidigr gibi, ayni kiiltiir igindeki bireyler arasinda bile

yasantilara bagl anlam farkliliklart gosterebilir (Beydogan, 1998).

Yaslari, gelisim diizeyleri ve hatta i¢cinde bulunduklar1 ortam ayni o6zelliklere
sahip olmasina ragmen ¢ocuklarin sahip olduklar1 kavramlar, hem kapsam hem de tiir
acisindan ayni degildir. Cilinkii ¢ocuklarda kavram gelisimini etkileyen pek ¢ok faktor
vardir. Bunlardan bazilari; duyu organlari, zeka, cinsiyet faktori, kisilik, yasantilar,
O0grenme firsatlari, cocuklara saglanan rehberlik diizeyi, yanhis anlamalardir

(Beydogan, 1998).

Kavram ile ilgili yukarida verilen ifadelerden yola ¢ikarak, kavramlara dair asagida
verilen ortak ozelliklerden bahsedilebilir;

e Belirli ortak 6zellikleri tasiyan nesne ve olaylarin adidir

e Dogustan getirilen herhangi bir kavram yoktur

e Kavram; algilamaya dayali oldugu i¢in bireyden bireye farklilik gosterebilir.

e Kavramlar hem soyut hem de somut 6zellikleri, ayr1 veya birlikte tasiyabilirler.

e Kavramlar farkl kiiltiirler i¢inde farkli anlamlar tasidig: gibi, aym kiiltiir i¢inde

yer alan bireyler arasinda bile yasantilara bagli anlam farkliliklar1 gosterebilir.

2.2. Kavram Bilgisi Nedir?

Kavramlar bilgi yapilariin ve anlam yapilandirmalarinin temel elemanlaridir.
Kavramsal bilgi ise iyi yapilandirilmis ve saglam iliskilendirilmis bilgi agidir.
Kavramsal bilgi, depolanmis ve izole bir bilgi parcasi degil, genis ve iyi yapilanmis bir
agin parcasidir. Buna gore kavramsal bilgi diizeyi; 6grencinin konuyu ya da kavrami
bilme, hakkinda fikir yiiriitebilme diizeyidir (Rittle-Johnson ve Koedinger, 2002; Star,
2002). Dolayisiyla kavram bilgisi matematiksel kavramlarin kendilerini ve bunlar
arasindaki iliskileri kapsar. Diger bir deyisle matematiksel kavramlarin kendileri birer
iliskidirler, bu iliskiler baska kavramlarla iliskilidir. Ornegin; dogru tanimsiz elemandir,
fakat noktalardan olusmustur. O halde dogru kavrami nokta kavramiyla iliskilidir. Daha

iyl bir deyisle dogru kavrami, bir noktalar iliskisidir. Sayilar arasindaki biiyiikliik,
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kiigiikliik kavramlar1 da sayilar arasinda birer iliskidir. Bu 6rnekler matematikteki biitiin
kavramlara genellenebilir (Hiebert, 1992). Dolayisiyla kavram bilgisi birey tarafindan
igsel olarak olusturulmus anlaml iligkilerdir. Kavram bilgisinde anlam 6nemlidir. Birey
var olan bilgilerini kullanarak yeni bilgiyi zihninde yapilandirir, yeni bilgiyle
biitiinlestirerek icsellestirilir. Kavram bilgisi sadece kavrami tanimak veya kavramin
tanimini ve adin1 bilmek degil, ayn1 zamanda kavramlar arasindaki karsilikli gegisleri ve
iliskileri gorebilmektir. Tek bir kavram kendi basina bir anlam ifade etmez. Kavram
kendisinin anlaminm tasidigir grupla iliskilendirilirse s6z konusu kavramla ilgili anlam
ortaya ¢ikar. Ne zaman yeni bilgi eski bilgi ile uygun bir sekilde iliskilendirilebilir ve
uzlastirilabilir ise o zaman s6z konusu kavramla ilgili anlama meydana gelir (Skemp,

1971).

Kavramsal bilginin diislinceler, gercekler ve yontemler arasinda iliski kurmak
anlamina geldigi fikri yeni degildir. Brownel, Polya, McLellen ve Dewey gibi
arastirmacilarin klasiklesmis calismalarinda da yer almistir. Matematiksel 6grenme
izerine ¢alisan hemen her arastirmaci, anlamanin bilgi pargalar1 arasindaki iliskiyi fark
etmek oldugu goriisiinde birlesmektedirler. Bir matematiksel diisiince, yontem veya
gercek, mevcut bilgilerle giiclii ve ¢ok sayida baglanti kurulabiliyorsa tam olarak
anlagilmistir. Bu diislinceyle kavramsal anlama tizerine yapilmis ¢alismalarda savunulan
ortak fikir, anlamanin bilgi parcalar1 arasindaki iliskinin farkina varilmasi oldugudur.
En basit tanimlamayla kavramsal anlama, bir matematiksel diisiince, gercek ya da
yontemin kisinin kendi i¢inde yapilandirdig: i¢sel agimin bir parcast haline gelmesidir

(Hiebert ve Carpenter, 1992; Novak ve Gowin, 1998).

Ozetle kavramsal bilgi; kavramin tanimi ve ozellikleri ile ilgili diisiinme bi¢imini
degisik sekillerde ortaya koyabilme, bunu yaparken terim, sembol ve isaretleri yerinde
kullanma, tamim ve uygulamalarda matematiksel ilkeleri kullanabilme, kavramlari
ornekleme-karsi ornek verebilme, kavram ve ilkelerin ortak ve ayrik yanlarim
belirleyerek karsilastirma yapabilme, kavramlarin degisik bi¢imlerinin ve kullanim
alanlarinin matematiksel model ve yapilar ile baglantilarin1 kurabilme, sonucu tahmin
etme ve aciklayabilme gibi kazanimlar1 igcermektedir (NCTM, 2000). Buna gore
kavramsal bilgi baglaminda yeterli gelisimi saglamis olan &grencinin; muhakeme ve
iletisim becerisi de kavramin tanimi, iligskilendirilmesi ve sunumu sirasinda ortaya

¢ikacaktir.
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2.3. Islem Bilgisi Nedir?

Islem bilgisi, onu meydana getiren iki ayr1 kisimla birlikte aciklanmaktadir. Islem
bilgisinin birinci kismim1 matematigin sembolleri ve dili olusturur. islem bilgisinin
ikinci kismui ise kurallari, matematiksel problemi ¢ézmek icin kullanilan bagintilari,
somut nesneler iizerindeki islemleri, gorsel diyagramlari, zihinsel hayalleri veya
matematiksel sistemimizin standart olmayan diger nesnelerini igerir (Hiebert ve
Lefevre, 1986).

Ogrenciler islemsel bilgilerini; uygun islemi secip dogru bicimde uygulama;
sembolik yontemler ve somut modeller kullanarak islemin dogrulugunu ispatlama;
problem durumun gerektirdigi 6l¢iide islemi degistirme veya genisletme davranislariyla
sergilerler. Islemsel bilgi genellikle dgrencinin problem durumu uygun bir algoritmik
stiregle iliskilendirmesi, bu stireci dogru sekilde uygulamast ve sonuglart bu problem
durum agisindan agiklayabilmesi ile yansir (Porter ve Masingila, 2000; Camacho,
2002). Daha agik bir ifade ile kavramsal yapilarda islemlerin algoritmik bir yapisi
vardir. Islemin énemli bir ézelligi de bir biitiin olarak diisiiniilmesidir. Islemler siraya
konularak mantikli adimlarla yiiriitiilir ve sonuca gidilir. Ornegin 3 ile 2’nin
toplanmasinda 3’e once 1 eklenip 4’lin, sonra tekrar 1 eklenip 5’in elde edilmesi bir
islemdir. Bu islem her defa 1 eklenerek adim adim gerceklestirilmistir. Islemlerin adim
adim olmasi, bir islemin bilgisayar programlariyla gerceklestirilmesine benzetilebilir.
Bilgisayarda, islemin programi bilgisayarin hafizasina yiiklenir ve her defasinda adim
adim gerceklestirilir. Program yiiklendikten sonra bilgisayarin “islem bilgisi”ne sahip
oldugu ve o islemi yapabilecegi kabul edilir. Bu benzetme bizi, matematikte dort islemi
yapmanin siire¢ olarak mekanik bir olay oldugu sonucuna gotiiriir (Van de Walle,
1989). Gergekten bazi 6grenciler dort islemi dogru olarak yapabildikleri halde, bu
islemlerle problem ¢6zmede biiyiik zorluk ¢cekmektedirler. Bunun sebebi, mekanik olan
islemlerin 6grenilmis, fakat islemlerin anlamlarinin kavranmamis olmasidir. (Kabaca,

2006)

Dolayisiyla 6zet olarak islemsel bilgi; temel aritmetik islemleri uygulayabilmek,
gereken islemi uygun olarak se¢mek ve kullanmak, herhangi bir durum ile ilgili
muhakeme yapabilmek, karsilasilan bir problem durumun ¢6ziim basamaklar1 arasinda
baglantilar1 kurmak, karsilastirmak ve iliskilendirmek, ¢evrede goriilen ya da sunulan

bir durumu hesap yapmadan tahmin etmek ve yorumlamak; geometrik yap1 olusturmak,
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grafik cizebilmek, onlar1 okuyabilmek, siralayabilmek; problem c¢oziimiinde verileri
degistirebilmek ve genisletebilmek, sembolik ya da somut modeller kullanarak
yontemin dogrulugunu ispatlayabilmek gibi kazamimlar1 icermektedir. Ogrencinin bu
kazanimlar1 ortaya koyabilme diizeyi; kavramsal olarak belli ilkelere bagli olan
islemlerin uygunlugu hakkinda muhakeme edebilme, kullandigi farkli yontemleri ve
altinda yatan nedenleri iligkilendirebilme ve ¢Oziimiinii uygun matematiksel dili
kullanarak sunabilme becerilerinin gelisimi ile dogru orantiidir NCTM, 1991; CIAI,
2003).

2.4. Kavramsal ve Islemsel Bilgiler Arasindaki Iliskiler

Kavramsal ve islemsel iligkiler arasindaki bagi kurma, uygun kavramlari temsil
etmede ve agiklamada Kkurallar ve islemler bilgisini kavramlara uygun, anlaml bir akil
yiiriitme ve semboller temeline oturtmadir. (Hiebert ve Levefre, 1986). islemsel bilgide,
bir kavram ya da islemin nedenini bilmeye gerek gormeden yalnizca nasil
kullanilacagini bilmek durumu s6z konusu iken, kavramsal bilgide kavrama durumu 6ne
cikmaktadir (Baki 1998). Bir matematiksel siire¢ olusturuldugunda, adimlar anlaml
olmal1 ve her adimin nigin o sekilde yapildig: agiklanabilmelidir. Diger bir deyisle, her
adimin o kavramla ilgisi kurulabilmelidir. Islem bilgisinin kavramsal temellerinin
kazanilmamas1 ve islem bilgisiyle kavramlar arasindaki iligkinin kurulmamasi,
modellerin kurulamamasina, islemlerin nerede kullanilacagina karar verilememesine
sebep olur. Bu da o6zellikle problem ¢ézmede basarisizlik seklinde kendini gosterir.
Geleneksel matematik 6gretiminde, bir islemler bilgisi olan hesaplama becerisi 6n
planda tutulmustur. Matematigin dogusunda ve tarihi gelisiminde de bdyle olmustur.
Hatta matematigin ilk kullanilis1 da sadece hesaplama amacina yonelik olmustur.
Ancak, tarihi silire¢ ig¢inde matematikte Onemli gelismeler olmus, matematik
hesaplamanin ¢ok &tesine gitmistir. Ogretimde, dzellikle problem ¢dzme becerilerinin
kazandirilmasinda hesaplama becerisi yaninda, model kurma 6n plana ¢ikmistir. Bu
durum, matematik alaninda 6grenme-0gretme siireclerinde iliskisel anlamanin 6nemini

artirmaktadir (Hiebert ve Levefre, 1986).

Matematikte kalici ve islevsel bir 6grenme ancak islemsel ve kavramsal bilginin
dengelenmesiyle miimkiin olabilir. Matematikte kavramsal bir 6grenmenin agirlikta
olmasi gerekirken islemsel 6grenmeye daha ¢ok agirlik verilmistir. Yani matematikte

islemsel ve kavramsal dgrenme dengelenmemistir. Islemsel ve kavramsal grenme
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dengelenmediginden konular kavrama diizeyinde 6grenilememistir. Ogrenciler igin asil
zor olan anlatilan konularla ilgili kavramlarin 6grenilmesidir, algoritmik hesaplamalarin
Ogrenilmesi degildir. Buna ragmen, Amerika da ki Ogrenciler basta olmak iizere
diinyadaki 6grencilerin hemen hemen biitiin matematiksel deneyimleri hesaplamalardan
ibarettir (Sabella ve Redish 1995: 1-6). Okullarda yalniz islemsel bilgiyi gerektiren
alistirmalar {izerinde fazla duruldugu goriilmektedir. Oysa hem islemsel bilgiyi hem de
kavramsal bilgiyi gerektiren problemler ile ders anlatilirsa matematik dersinde

kavramsal bilgi ile islemsel bilgi dengelenmis olur. (Aksoy, 2007)

Matematik kavramlar1 soyut yapilari sebebiyle yanlis anlasilmasi olasi
kavramlardir. Bu kavramlar 6grenilirken, neyi neden yapacagini bilme anlamina gelen
iliskisel anlama gerceklesmezse Ogrencide kavram yanilgilari ya da kavramla ilgili
giicliikkler olusabilmektedir (Skemp, 1978). Anlamli 6grenmenin gergeklesebilecegi bir
o6grenme ortami olusturmak yerine 6grencilerin bazi kural ve algoritmalar1 ezberlemeye
yonlendirilmesi, islemsel ve kavramsal bilgilerin iliskilendirilmemesi gibi sebeplerle
kavramlarin tam olarak anlagilmasi giiclesmekte ve hatta kavram yanilgilar1 ortaya
cikabilmektedir (NCTM, 2000). Anlaml1 6grenme, 6grenenin var olan birikimiyle yeni
bilgi arasinda bir iliski kurmasi halinde gerceklesir ve ancak 6grenenin zihnindeki
semalarla yeni bilginin baglantisinin kurulmasi saglanirsa olusur (Ausubel, 1960). Bu
sebeple matematigin temel kavramlarinin zihinde iyi yapilanmasi, daha sonra
ogrenilecek tist diizeydeki kavramlarin da zihinde 1yi yapilanmasim kolaylagtiracaktir.
Boylece zihinde olusacak kavramsal yapilar, kavramsal analizi ve dogru sonug

¢ikarmay1 hizlandiracaktir (MEB, 2005a).

Matematik 6gretiminde hem islemsel bilgi hem de kavramsal bilgi 6nemli rol
oynamaktadir. Ancak okullardaki matematik 6gretimine bakildiginda daha ¢ok islemsel
bilgi iizerinde durulmaktadir. Islemsel bilgi ile kavramsal bilgi arasindaki iliskiyi
olusturamayan ogrenciler matematiksel kavramlar1 yanlis algilamakta ve matematik
ogretiminde cesitli giicliikkler yasamaktadir (Ersoy & Erbas, 2003). Bu nedenden otiirii
ogrenciler matematige karsi olumsuz tutum gelistirebilmekte ve dolayisiyla
matematikteki akademik basarilari olumsuz etkilenebilmektedir. Bu yiizden 6grencilerin
matematiksel kavramlar1 6grenme siiregleri iyi analiz edilerek, bu siiregte 6grencilerin
karsilagtiklar1  gligliikler belirlenerek bunlarin  giderilmesine yo6nelik c¢aligmalar

yapilmalidir.
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Vygotsky, kavramlarin iki sekilde kazanildigini belirtmektedir. Vygotsky’ye
gore kavramlar, kendiliginden (spontenous) ve kendiliginden olmayan (scientific)
sekilde kazanilir. Vgotsky, “spontenous” kavramlarin 6grencilerin zihinsel gelisimleri
gibi adim adim gelistigini, “scientific” kavramlarin ise sozel bir tanimlama ve bu
tanimlamanin kullanimiyla olustugunu belirtmekte ve ikinci tip kavramlarin, birinci tip
kavramlarin olusumundan daha sonra gelistigini sOylemektedir. Matematiksel
kavramlar ise “scientific” kavram tipine girmektedir (Aktaran: Lansdell, 1999).
Matematiksel kavramlar, temel matematiksel diisiincenin olugsmasi ve gelismesinde aktif

bir rol iistlenirler (Toumasis, 1995).

Ogretmenler, matematiksel kavramlarin bir zincir halkas1 gibi birbirleriyle
baglantili oldugu gergegini gézden uzak tutmamalidirlar. Ogrenciler agisindan bu
halkada olabilecek kopmalarin ileri matematiksel kavramlarin 6greniminde zorluklara
neden olabilecegi ve bu durumun da 6grencilerin matematige karsit olumsuz bir tutum

gelistirmelerine yol agabilecegi gozden kacirilmamalidir (Swadener ve Soedjadi, 1988).

Bu sebeplerden dolayr kavramlart 6greten Ogretmenlerin, matematiksel
kavramlar1 kullanirken dikkat etmeleri gereken hususlar1 Lansdell (1999) su sekilde

siralamigtir:

1) Matematiksel kavramlarin farkli igeriklerde farkli anlamlara geldigi
unutulmamali,

2) Ogrencilerin 6gretilen kavramlar1 anlaylp anlamadiklarini degerlendirmek igin,
Ogrenilen kavrami kendi ifadeleri ile tanimlamalarina imkan vermeli

3) Ogretilecek kavram ile dgrencilerin gegmis birikimlerinin uyumunu saglayacak

ortamlar hazirlanmali

Bu calismada ogrencilerle yapilan uygulamalarda, kavramlarin dogru
Ogrenilmesi i¢in yukarida belirtilen hususlar dikkate alinmistir. Yontem boliimiinde de
gortilecegi gibi, “limit ve siireklilik kavramlarinin farkli igeriklerde farkli anlamlara
geldigini hissettirmek™ icin derste Ogretici tarafindan adaylara tek ve ¢ok degiskenli
fonksiyonlar ic¢in limit ve siireklilik hakkinda bolca 6rnekler verilmis, konu ile ilgili
gorseller ve bilgisayar destekli 0gretim metodu kullanilmistir. Ayrica Ogretici ¢ok

degiskenli fonksiyonlar i¢in limit ve siireklilik konusuna gegcmeden 6nce tek degiskenli
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fonksiyonlarin limiti ve stirekliligi konusunu 1 ders boyunca tekrar ederek “6gretilecek
kavram ile Ogrencilerin ge¢mis birikimlerinin uyumunu saglayacak ortamlar”
hazirlamistir.  “Ogrencilerin ~ dgretilen  kavramlari  anlaylp  anlamadiklarini
degerlendirmek igin, 6grenilen kavrami kendi ifadeleri ile tanimlamalarina imkan
vermek” adina derslerden sonra 6grencilerden tek ve ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in

limit ve siireklilik kavramlarini kendi ifadeleri ile yeniden tanimlamalari istenmistir.

2.5. Kavram Tanimm ve Kavram imaji

Kavram tanimi ve kavram imaji matematik egitiminde yaklagik 30 yillik bir
geemise sahip terimler olup, giiniimiizde hala birgcok ¢alisma tarafindan
kullanilmaktadir. Bu konuda yazilan ilk detayli makale 1981 yilinda Tall ve Vinner
tarafindan kaleme alinmistir. Bu ¢alismada yazarlar kavram tanimi ve kavram imaji
terimlerini agiklamigs ve terimleri Ozellikle limit ve siireklilik konulan ile
orneklendirmislerdir. Daha sonraki yillarda bu ¢aligsma kayram imaj1 konusunda en ¢ok
referans alan kaynak olagelmistir (Bingolbali ve Monaghan, 2008). Tall ve Vinner
(1981) bu terimleri ele aldiklar1 caligmalarinda kavram tanimini bir matematiksel
kavrami tanimlamak i¢in 6gretmen/ders notlari/ders kitabi tarafindan kullanilan kelime

ve sembollerin sunuldugu form olarak ifade etmislerdir.

Kavram imaj1 bir matematiksel kavramla iligkili olarak bireyin zihninde olusan
biligsel yapilarin tiimii seklinde ifade edilmektedir (Tall ve Vinner, 1981). Bu imajlar
bireysel olup kisiden kisiye degismekle birlikte zihinde olusan kavrama dair cesitli
resimler, kavramin 6zelliklerine iliskin algilayislar, kavrami cagristiran ¢esitli kelime
ve/veya kelime gruplarini icermektedir (Bingolbali ve Monaghan, 2008). Kavram imaj1
Ogrencinin matematiksel kavramla karsilasmis oldugu cesitli durumlarda edinmis
oldugu tecriibeler ile sekillenir. Burada belirtmek gerekir ki kavram imaj1 matematiksel
acidan dogru olmak zorunda degildir. Bir 6rnekle agiklamak gerekirse, 0grencilerin
stirekli fonksiyonlarin grafigini diislinlirken sahip olduklar1 kavram imaji, giinliik
yasantilarinda bu kelimenin kullanimina dayali olarak gelisen, hi¢ bir aralik ya da

kesintinin olmadig: grafikler seklinde olabilmektedir.

Vinner’in (1983) yaptig1 gibi, eger fikrimizi diyagramlar halinde sunmak
istiyorsak, biligsel yapimizdaki iki ‘hiicre’ye basvururuz. Birinci ‘hiicre’ kavram tanimi

ve ikinci ‘hiicre’ de kavram imaji hiicresidir. Ik hiicre ve hatta bazen ikisi de bos
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olabilir (Kavram imaji hiicresi, herhangi bir anlamlandirma ile kavram ismi
birlesmemigse bos olarak diisiiniilebilir. Kavram tanimi anlamsiz bir yolla hatirlandiysa
bu durum olusabilir). Bu iki hiicre arasinda belli bir iligki olmasina ragmen bu iliski
bagimsiz olarak sekillendirilmistir. Bir 6grenci ¢esitli durumlarda bir¢ok grafik gérmek
suretiyle koordinat sistemi hakkinda kavram imaji olusturabilir. Bu kavram imajina
gore, iki eksen birbirini dik keser. Matematik dgretmenleri koordinat sistemini birbirini
dik kesen iki diiz ¢izgi olarak tamimlayabilir. Bunun sonucunda 3 durum ortaya
¢ikabilir:
1. Kavram imaji, koordinat sisteminin eksenleri arasinda dik a¢i yokmus gibi
degisebilir. (Yeniden yapilandirma — uyum / reconstructivism-accommaodation)
2. Kavram imaj1 oldugu gibi kalabilir. Kavram tanimi hiicresi bir siireligine
O0gretmenin tanimlamasini igerir fakat kisa bir siire sonra unutulabilir ve
ogrenciden koordinat sistemini tanimlamasi istendiginde, 6grenci eksenlerin
arasindaki dik agidan bahsedebilir. (Formal tanim 6ziimsenmemis durumdadir.)
3. Iki hiicre de oldugu gibi kalabilir. Ogrenciye sunuldugunda dgretmenin tanimini
tekrardan sOyleyebilir fakat biitiin diger durumlarda 6grenciler, birbirine dik iki

ekseni diigiintirler (Vinner, 1991).

Benzer bir siire¢, kavramla ilk defa tanimi yardimi ile karsilasildiginda geger.
Burada kavram imaji hiicresi bostur. Birgok ornekten ve agiklamadan sonra bu hiicre

tamamen dolar. Ama bu tamamen kavram tanimini yansitmaz (Vinner, 1991).

Kavram imajiyla kavramin edinildigi diisiiniiliir, sezgisel olarak kavram tanimi
kavramin anlagilmasini garantilemez. ‘Anlama’ nin kavram imajina sahip olmakla
gerceklestigi diisiiniiliir ve ‘kesin anlam’ kelimelerle birlesir. Ornegin ‘bilmek’, verilen
bir kiimenin kuvvet kiimesinin o kiimenin tiim alt kiimelerinin kiimesi olmasiysa,
‘anlamak’, verilen bir kiimenin kuvvet kiimesini olusturabilmektir. Kuvvet kiimesi imaj1

bazi kiimelerin kuvvet kiimelerinin ne oldugunun hatirlanmasini igerir (Vinner, 1991).

Giinliik yasantimizdaki ev, araba, elma gibi bircok kavram tanimlama i¢cermez.
Diger bir yonden, bazi1 kavramlar tanimlarini icermelidir. ‘Orman’ kelimesi bir ¢ocuga
‘birgok agacin birlikte olmasi’ seklinde soylenebilir. Tanimlar bu sekilde kavram
imajma yardimci olurlar. imaj olustugunda (sekillendiginde) tanim istenilir duruma

gelir (Vinner, 1991). Teknik igerikli bir durumda tanimlarin énemli bir rolii vardir.
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Sadece kavram imajinin sekillenmesine yardim etmedigi gibi biligsel bilgiye sahip
olmada da yardimci olur. Kavram tanimi kavram imajinin kisiyi yaniltabilme ihtimaline

kars1 kisiyi korur (Vinner, 1991).

Bu ¢alismada ele alinacak olan limit ve siireklilik ile ilgili 6grencilerin sahip
olduklar1 kavram imajlar1 aslinda kavram yanilgilar1 hakkinda da bilgi vermektedir. Bu
yoniiyle 6grencilerin  sahip olduklari imajlarim1  kavram yanilgilar1  seklinde
degerlendirmek de miimkiindiir. Limitin ge¢ilemeyecek bir simir olarak algilanmasi,
limit hesaplamanin fonksiyonda yerine koyma islemi ile eslenmesi, limitin istendigi
kadar kesin yapilabilecek bir deger oldugu seklinde anlagilmasi limit kavramina dair
kavram imajlarina Ornek olarak verilebilir. Bu sekildeki algi ve anlayiglar limit

kavramina ait imajlar olarak degerlendirilebilirler.

Ingilizce'de yaygin olarak "misconception" seklinde isimlendirilen "kavram
yanilgis1" terimi genellikle literatiirde bir konuda uzmanlarin (expert) tizerinde hemfikir
olduklar1 goriisten uzak kalan alg1 ya da kavrayis (conception) olarak kullaniimaktadir.
Diger bir deyisle bir alan ya da konudaki uzman algidan uzaklagan algilar (Hammer,
1996) olarak ele alinmaktadir. Dolayisiyla kavram yanilgisi denildiginde uzmanlarla
Ogrenciler arasindaki temel algi farklar1 diisiiniilmektedir (Smith, diSessa ve Roschelle,
1993).

Kavram yanilgilari; onyargili fikirler, bilimsel olmayan inanclar, kavramsal
yanlis anlamalar, konugma dilinden kaynaklanan yanilgilar, dogal olaylara dayali
yanilgilar olarak cesitlere ayrilir (National Academy of Sciences/ National Research
Council 1997). Kathleen (1994) yaptigi c¢alismada kavram yanilgilarini, giinlik
hayattaki deneyimler ile kazanilan yanlis kavramlar ve Ogretim boyunca kazanilan
kavram yanilgilari olarak iki temel sinifa ayirmaktadir. Deneyimlerle kazanilan kavram
yanilgilar1 6grencilerin dnceki bilgilerini kullanarak mantiksal yorumlar yapmalarindan
kaynaklanmaktadir. Ogretim boyunca kazanilan kavram yanilgilarinin temelinde ise
ogrencilerin  Onceki bilgilerinin yetersiz olusu, yeni Ogrendikleri kavramlarin,
formiillerin ve terimlerin benzerligi, 6gretim yontemlerinin konuya uygun olmamasi

yatmaktadir (Bilgin ve Geban, 2001).
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Bu c¢alismada “kavram” ig¢in nesnelerin ya da olaylarin ortak ozelliklerini
kapsayan ve ortak ad altinda toplayan soyut ve genel fikir, “kavram yanilgis1” i¢in ise
bilimsel olarak dogru kabul edilmeyen ancak ogrencilerin kendilerine has bigimde

anlamlastirdiklar1 kavram tanimlar: kullanilacaktir.

Fishbein (1987) ii¢ ¢esit matematiksel bilgiden bahsetmektedir.

» Bigimsel (bir bilginin 6yle oldugunu bilme [knowing that]-'iki tek saymin
toplamu cifttir' gibi),

» Algoritmik (bir bilginin ya da kuralin nasil isledigini bilme, asamalarini
aciklama [knowing how] - iki tek saymin toplamini iki tane 2n+l sayisinin
toplami1 seklinde ele alip sonucu degerlendirebilme)

» Sezgisel bilgi (matematiksel c¢okluklarla ilgili ilkel anlamda fikir ve
goriiglerimiz, zihinsel modeller - '¢arpma daima carpilandan biiyilik sonug verir'

(Graeber, Tirosh ve Glover, 1989) seklinde bir modele sahip olmak gibi).

Fischbein'e (1993) gore bu ii¢ bilgi arasindaki uyumsuzluk kavram yanilgilarinin
olusumuna sebebiyet vermektedir. Bu noktadan hareketle bilgi cesitleri arasindaki
uyumsuzlugun ya da bu uyumsuzluga eklenmeye calisilan yeni bilginin kavram
yanilgilarina sebebiyet verdigini goz Oniinde tuttugumuzda, bu uyumsuzluklari
tetikleyen ya da bunlara sebep olan Ogretim stillerinin benimsenmemesi gerektigi
sonucuna varilabilir. Matematigin birikimli bir bilim dali olusu, baska bir deyisle daha
onceden edinilmis bilgilerin kullanilmas1 matematik egitiminin basariyla yiiriitiilmesi
icin kavram yanilgilarinin saptanmasi ve giderilmesi geregini dogurmaktadir.
Yanilgilar, bireyin yanlis inanc¢lar1 ve deneyimleri sonucu ortaya ¢ikan davranislardir.
Dogal olarak yeni bilgiler, yanilgilarin {izerine insa edilirler ve daha 6nceden sahip
olunan 6n birikimler yeni kavramlarin da yanlis 6grenilmesine neden olabilirler (Baki,
1998). Bu nedenle, bu caligmada adaylarm iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve
stirekliligi ile ilgili kavram imajlarini (yanilgilarini) tespit etmeden dnce bunlarla iliskili
olan tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi hakkindaki kavram imajlari

arastirilmastir.
2.6. Genelleme ve Soyutlama Siiregcleri

Matematik egitimi alan tiniversite 68rencileri lisedeki 6grenimleri boyunca hep tek

degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile mesgul olmuslardir. Ogrencilerin ¢ogu,
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cok degiskenli fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile yiiksek
ogrenimin ilk donemlerinde tanisacaklari igin, onlarda var olan tek degiskenli
fonksiyonlarin limit ve siireklilik hakkindaki kavram imajlarindaki degisimin,
soyutlamanin ve genellemelerin nasil gelistigini tespit etmek bu kavramlarin

yapilandirilmasinda 6nem arz etmektedir.

Soyut, soyutlama ile elde edilen, varligit maddeden hareketle insan zihninde
gerceklesen demektir. Soyut (Ing. abstract ) terimi, somutun (Ing. concrete ) ziddi gibi
kullanilir (Tirk Dil Kurumu Sozligii). Giiniimiizde matematik, ardisik soyutlama ve
genellemeler siireci olarak gelistirilen yapilar ve bagitilardan olusan bir sistem olarak
goriilmektedir (New South Wales Department of Education and Australian Council for
Educational Research, 1972). Buradan hareketle genel anlamda matematik, soyut

diisiince lriintidir, denilebilir.

Soyut kavramlarin kazanilmasi zordur. Matematigin O0grencilere zor gelmesinin
sebebi belki burada yatmaktadir. Okul matematigi, dogru oldugu bilinen sabit kurallar
ve teknikler biitiiniinlin ig¢sellestirilmesi ile edinilen bir sistem olarak goriilmektedir
(Beurk, 1982). Orta 6gretimde 6gretilen matematik ile {iniversite matematigi arasinda
net bir ayrim s6z konusu olmasa da iiniversite matematigi, tanimlarin soyutlanmasina ve

cikarimlara daha fazla odaklanir (Tall, 1991).

Birgok arastirmada, ogrencilerin genellikle lineer cebirde algoritmik (islemsel)
kabiliyete sahip olduklar1 gosterilmistir. Carlson, matrislerin  ¢arpimlarinin
hesaplanmasi, tanimlarin yapilmasi ve lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii gibi basit
algoritmik islemlerde &grencilerin hata yapmadiklarini ifade ediyor. Fakat biraz daha
soyut kavramlar olan; lineer bagimsizlik, uzay, alt uzaylar ve lineer doniisiimlere
geldiklerinde, dgrencilerin hata yapmaya basladiklarini belirtmistir. Ogrenciler igin asil
zor olan algoritmik hesaplamalarin 6grenilmesinden ziyade, anlatilan konularla ilgili

kavramlarin 6grenilmesidir (Sabella ve Redish, 1995).

Baska bir arastirmada; ankete katilan 6grenciler, iiniversite matematigini “gergek
matematik” olarak niteliyorlar, orada “ni¢in” sorusunun énemli oldugunu ve detayli bir
matematik yapildigim1  belirtiyorlar. Ogrencilere goére, dershane ve liselerdeki

matematik, detaya inmeden sorular1 ¢ézmekten ve dogru cevabi bulmaktan ibaret.
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Ogrencilere sadece gerekli formiillerin ve temel bilgilerin nasil ezberleneceginin
ogretildigini belirtiyorlar; tniversiteliler, bu tip bir egitimin yliksekdgrenimde
kendilerine problemler ¢ikardigini, {iniversitede matematik basarilarimin diistiiglinii ve
tiniversite matematigini ¢ok soyut bulduklarini, ispatlaymiz, yorumlayiniz, gosteriniz

seklinde sorulardan hi¢ hoslanmadiklarini ifade ediyorlar (Bastiirk, 2005).

Dolayisiyla tiniversite matematiginin gerektirdigi soyutlamalara, ¢ikarimlara yani
genellemelere orta Ogretimde Ogrenciler pek alistk olmadiklari igin tiniversitede
gordiikleri matematigin kendilerine zor geldigi diisinmektedirler. Peki, bu soyutlama ve
genelleme siireclerinde 6grencilerin biligsel yapilarinda ne tiir degisiklikler meydana

gelmektedir?

Soyutlama bilissel yapinin yeniden insasi siireci, matematiksel yapilardan zihinsel
yapilarin olusturulmasidir. Matematiksel nesneler arasindaki iliski zihinde soyutlama
faaliyeti ile kurulur. Soyutlama siireci genelleme ile yakindan ilgilidir. Matematiksel
genellemede bireysel bilgi yapisinin gelisimi s6z konusu iken, soyutlama zihinsel

yapinin yeniden kurulmasini gerektirir (Dreyfuss, 1991).

Universitede dgrencilerin matematiksel tecriibelerinin gelisimi ile genelleme ve
soyutlama yetenekleri de gelisir. Eger bir 6grenci matematiksel genelleme ve soyutlama
yapma yetenegini gelistirirse matematiksel diisiinmenin ileri seviyelerine ulasir. Bu
genelleme ve soyutlama yetenegini kazanma, ileri matematiksel egitimin tek ve en
onemli hedefidir (Tall, 1991).

Bir zihinsel faaliyet olan soyutlama olgusunun en 6nemli asamasi matematiksel
genelleme siirecidir. Genelleme matematikte ileri adimlar atilmasina imkan saglar.
Matematiksel genellemede miimkiin oldugu kadar az temsille miimkiin oldugu kadar
¢ok sey anlatmak hedeftir. Thomas Morman’in ifadesiyle genelleme, bilginin yeniden

yapilanmasi1 ve genislemesi demektir (1981,60).

Tabii ki burada tiimevarimdaki gibi maddesel anlamda bir genisleme kastedilmiyor.
Yani O0rnek olarak, “bu zamana kadar gordiigiim tiim kargalar siyahtir, dyleyse tiim
kargalar siyahtir” seklinde bir genelleme degil. Burada onemli olan genellestirilmis

climleler ve teoremlerden ziyade, genellestirilmis bir teorinin yepyeni aciklayici bir
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giice sahip olmasidir. Reel sayilarin karmagik sayilara genislemesi bir tiimevarim
degildir, aksine kavramsal bir ilerlemedir (Morman, 1982). Matematigin felsefik
problemleri adli kitabinda Vlademir N. Molodsij genelleme asamalarini soyutlama
olgusunun en 6nemli adimi olarak géormektedir. Genelleme ayni zamanda matematikte
ileri adimlar atilmasia imkan saglar. “Analitik geometri, Oklid geometrisine gére daha
soyuttur. Analitik geometride geometrik sekiller bir koordinat sistemi iizerinde cebirsel
metotlarla incelenebilmektedir. Boylece analitik geometri ile Oklid geometrisinde
degismez kabul edilen kurallarin aslinda kendi i¢inde birbirleri ile bagintili olduklar1 ve
bir biitiinliik arz ettikleri kesfedilmistir. Buradan hareketle Oklid geometrisinde
¢ozillemeyen bir silirli geometrik problem, analitik geometri ile ¢oziilebilmistir”

(Molodsij, 1977)

“Genelleme” ve “soyutlama” terimleri, matematikte kavramlarin olusum siireglerini
ve bu siireglerin sonucu olan {iriinii belirtmek icin kullanilir. Ornegin vektdr uzay:
kavrami, iki veya ti¢ boyutlu lineer denklem ¢oziimlerinin, n boyuta genislemesinin
baglamdan soyutlanmas: ile ortaya ¢ikmistir. Bunu yaparken ¢ok farkli zihinsel objeler
tiretilir. Dolayisiyla siireg, R" genellemesi ve bir F cismi tizerindeki bir V vektor uzayi
soyutlamas1 sekilde Ozetlenebilir. R" genellemesine her biri tekrarlanan aritmetik
siireclerin uygulanmasiyla aciklanan R*’den R?’ye, R*’den R®’e ve bdyle devam eden
koordinat geniglemeleriyle ulagilabilir. V vektdor uzayr soyutlamasi aksiyomlarla
tanimlanan farkli bir zihinsel objedir (Molodsij, 1977). Dolayisiyla genellemede sadece
anlagilmig stireglerin bir genislemesi yapilirken, soyutlamada yogun bir zihinsel

reorganizasyona (yeniden sekillenme) gereksinim vardir.

Aksiyomatik bir yapr kurarak vektér uzaymi tanimlama bir soyutlama siirecidir,
ancak vektor uzaymin ozelliklerinin incelenmesi sonucu bir takim teoremler gelistirilir.
Biligsel olarak bu yalnizca sonug¢ ¢ikarma siireci degil, 0grencilerin soyut objeleri

olusturma siirecidir.

Harel ve Tall (1989) matematiksel genelleme ve soyutlama siireglerini, siireg
sonunda bireyin biligsel yapisinda meydana gelen degisimlere goére kategorize
etmislerdir. Buna gore Harel ve Tall (1989) ¢alismalarinda, 6grencilerin bilissel yapisini

ve fikirlerini degistirmeden sadece genislemelerle yapilan genellemeyi “expansive
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(genisleyerek) genelleme”, 6te yandan var olan biligsel yapiyr yeniden yapilandirmay1
gerektiren genellemeyi ise “reconstructive (yeniden yapilandirilmis) genelleme” olarak
tamimlamiglardir. Dolayisiyla R" genel vektor uzayr soyutlamasi hem reconstructive
(yeniden yapilandirilmig) genelleme hem de expansive (genisleyerek) genelleme

gerektirir.

Expansive (genisleyerek) genelleme, kalabalik siniflar ile ilgilenmek gerektiginde
adapte edilebilecek iyi bir 6gretim teknigidir, ¢linkii 6grencilerde ¢ok yogun bilissel
degisim gerektirmez. Ornegin 6grenciler iki degiskenli lineer denklem sistemlerinin
¢Oziimiinii bulma siirecini, li¢ ve daha ¢ok degiskenli lineer denklem sistemlerin
¢oziimii icin genisletebilirler. Expansive (genisleyerek) genelleme kolaydir, ¢ilinkii iyi
bilinen bir siire¢ daha genis bir baglama uygulanir. Expansive (genisleyerek) genelleme
Ogrencinin zihnini bilissel yapiyr degistirmeden soyutlama yapmaya gotiiriir.
Ogrencilerin yiiriittiikleri bilissel genisleme eylemlerinin kendilerini bir genellemeye
gotiirdliglinii fark etmeleri, bir soyutlama islemidir, bu tiirden soyutlamalara generic
(¢ikarimsal) soyutlama (Harel & Tall, 1989) denir. Generic (¢ikarimsal) soyutlama
daha c¢ok matematiksel uygulamalarla ugrasanlar tarafindan yiiriitiillen bir zihinsel
faaliyettir. Formal (yapisal) soyutlama ise generic (¢ikarimsal) soyutlamanin bir sonraki

asamast olup, bilissel yeniden yapilanma gerektirir.

Bir takim girdi ve ¢ikt1 verileri arasinda var olan bagintidan yola ¢ikarak, verilen
baska girdilerin ¢iktilarinin neler olmasi gerektiginin tahmini fonksiyon fikrinin
dgrencinin zihninde canlanmasim saglar. Ozel durumlardan yola gikarak daha genel bir
ifadeye ulasildig1 i¢in 6grenci, tahmin etme silirecinde fonksiyon kavramini zihninde
olustururken generic (¢ikarimsal) soyutlama yapmis olur. Ancak bu durumdan hareketle
ogrencinin Ornegin Ozel fonksiyonlarin varligini kesfetmesi ve 06zel fonksiyon
orneklerinde gordiigli genellik sonucu, fonksiyon tanimindan yola c¢ikarak O6zel
fonksiyonlar i¢in yeni bir tanimlama yapmas1 formal (yapisal) soyutlamaya bir 6rnek
olarak verilebilir. Dubinsky, bu gecisi Piaget in ¢ergevesinden “reflective soyutlama”

olarak formiile eder (Tall,1991).

28



2.7. Limit ve siireklilik kavramlarinin matematiksel yapilari
2.7.1. Tek degiskenli reel fonksiyonlarda limit ve siireklilik

Tammm 1. : Ac IR, f:A— IR bir fonksiyon ve a da A ciimlesinin bir y1gilma
noktasi olsun. Her &£ >0 i¢in eger 0 < |X - a| < ¢ oldugunda |f (x)— L| <& kalacak
sekilde & sayisina bagli bir 6 >0 sayisi bulunabiliyorsa X, a’ya yaklastiginda ya da
baska bir ifadeyle “X, a’ya giderken” f ’nin limiti L ’dir denir ve

lim f(x)=L
x—a

yazilir.

Limit ile bir fonksiyonun belirli noktalarda nasil davrandigi incelenir. Tanim 1. “bir
f fonksiyonu i¢in X, a’ya yaklasirken f(x)’in limiti nedir?” sorusunun cevabini
verir. Yani X, a’ya ¢ok ¢ok yaklastiginda, f(x)’in belli bir sayiya ¢ok ¢ok yakin olup
olamayacaginin, oluyorsa hangi sayiya ¢cok cok yakin olacaginin karsiligidir. Burada
belirtmek gerekir ki “ X, a’ya giderken” demek, “X, a’ya yaklasirken ama X, a’ya esit
olmadan a’ya yaklasirken” demektir; ¢iinkii f fonksiyonu a’da tanimli olmak zorunda

degildir.

Limitin yukaridaki formal taniminda {izerinde durulmas: gereken en 6nemli kavram

komsuluk kavramidir. Tanim 1. sozel olarak asilinda sunu ifade etmektedir: Eger f
fonksiyonunun x, a’ya yaklagirken limitinin degeri L ise, L ’nin istendigi kadar kiigiik
bir komsulugu, yani € —&,L+¢ i¢in a’mn bir delik komsulugu, yani @—3J,a+3_
vardir ki bu delik komsulugun f altindaki goriintiisii L ’nin segilen komsulugu i¢inde

yer alir.
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L+t'

L F ———

Sekil 7: Tek Degiskenli Reel Fonksiyonlarda Limit

Sekil 7°de de goriildiigii gibi f fonksiyonunun limitinin L olmasi demek, &

degeri ne kadar kiiciik secilirse se¢ilsin, L ’nin ¢ komsulugu i¢ine kalacak sekilde a
‘nin & yarigapl bir delik komsulugu bulunabilir demektir.

Tammm 1.1. : Ac IR, f: A— IR bir fonksiyon ve a € A olmak iizere,
f fonksiyonu a noktasinda siireklidir < Ve >0 i¢in 36 > 0 vardir, oyle ki Vx € A
i¢in
|x—a|<5:>|f(x)—f(a)|<g dir. *)
Tanim 1.1. bir fonksiyonun belirli bir noktada siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli
sartin ne oldugunu ifade ediyor. Tanima gore her & >0 i¢in (*) kosulunu saglayan en

az bir 6>0 bulmaliyiz. Bu & sayist ¢ ve a’ya gore degisebilir ancak X ’ten

bagimsizdir. Bir f : A— IR fonksiyonunun bir ae A noktasinda siirekli oldugunu
kamtlamak i¢in, Once herhangi bir &£>0 sayis1 segilir. Sonra Xe€ A igin
|f(X)— f(a)|<6‘ esitsizliginin saglanmasi i¢in X’in a’ya ne kadar yakin olmasi
gerektigi arastirilir. Bunun igin genellikle |f(X) - f(a)| ile oynayarak ifadeyi, iginde
|X — a| bulunan bir ifadeden daha kiiciik hale getirmek gerekir. Burada belirtmek gerekir

ki a noktasi tanim kiimesinin bir elemant olmak zorundadir.

Tanim 1.1.’den yola ¢ikarak bir fonksiyonun belirli bir noktada siirekli olmasi i¢in

gerek ve yeter sartlari sdzel olarak su sekilde ifade edebiliriz;
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1. f fonksiyonu a noktasinda tanimli olmali, yani a noktast f fonksiyonunun
tanim kiimesinde olmak zorundadir.

2. lim f(x) mevcut olmalidir.
X—a

3. lim f(x) degeri fonksiyonun a noktasindaki degerine esit, yani
X—a

lim f(x) = f(a) olmaldir.

Eger yukaridaki ii¢ sart saglaniyorsa f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir.

Eger bir fonksiyon tanim kiimesindeki tiim noktalarda siirekli ise bu fonksiyona “siirekli

fonksiyon” denir.

2.7.2. 1ki degiskenli reel fonksiyonlarda limit ve siireklilik
Tamm 2. : Ac IR* €, b: A kiimesinin bir yigilma noktast ve f de A iizerinde
taniml1, reel degerli bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonunun Q,b: noktasindaki limiti | dir & Ve >0 igin 36 >0 oyle ki
A kiimesinin Q,b: noktasinin ¢ —komsulugunda bulunan tim ¢, y: noktalar1 i¢in

f(x,y) degerleri | ’nin & —komsulugunda bulunur (Sekil 8).

f fonksiyonunun Q,b:noktasmdaki limiti | ise bu

lim f(x,y)=I
(x,¥)—=>(a,b) ( y)
bi¢iminde gosterilir.
I ¥
{+ET
I
1Ta,%)

{—et

-
D) 0 %
. 5y 57

Sekil 8: Iki Degiskenli Reel Fonksiyonlarda Limit

¢, b: noktasinin 6 —komsulugunda bulunan noktalar i¢in
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J(x-2a)* +(y-b)* <5

bagintis1 saglanir.

|x—a|<\/(x—a)2 <\J(x-a)2 +(y—b)?

ve

|y —b <y(y-b)? <y/(x—a)? +(y—b)*

oldugundan \/ (x—a)® +(y —b)? <& bagintisin1 saglayan her €, y: noktalar1 i¢in

x—a| <& vely—b|<s

olur. Buradan hareketle, €,y noktasi €,b _ye yeter derecede yakin oldugunda X ’in a
’ya, y’nin b’ye yeter derecede yakin olacagi sonucu g¢ikar. O halde |x—a| <o ve

ly—b| <& oldugunda

\/(X—a)2 +(y—b)? <82 +5% =257

olur ki bu da x’in a’ya, y’nin b’ye yakin olmasi durumunda €,y 'nin €b_

noktasina yakin olacagini gosterir.

O zaman Tanim 2. yerine asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 2.1. : Ac IR? (a,b: A kiimesinin bir y1gilma noktas1 ve f de A iizerinde

tanimli, reel degerli bir fonksiyon olsun.

im f(x,y)=1<Ve>0 i¢in 36>0 &yle ki [x—a]<5 ve |y—b/<s

(x,y)—>(a,b)

bagimtisin saglayan, tanim kiimesindeki tiim €,y _noktalarr igin | f (x,y) —I| < £ dur.

( I)Im( ) f(x,y) =1 ifadesi “ €y noktalar1 @b ’ye yaklasirken f ’nin limiti |
X,y)—>(a, - -

’dir” bigiminde okunur. Burada “yaklagsma” s6zctigiinden anlagilmasi gereken sey @, b:

’nin komsulugunda bulunan ve gittikce @, b:’ye daha yakin segilen €, y: noktalar1 i¢in
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f(x,y) degerlerinin | sayisina yaklasacagidir. Burada Q,b: noktasina yeter derecede

yakin olan tiim noktalar g6z oniine alinir (Balci, 1996).

“ &, y: noktast y = g(x) egrisi boyunca (i,b: noktasina yaklasiyor” climlesinin
anlami da Q,b: noktasindan gecen Yy =g(x) egrisi lizerinde, gittikce Q,b:’ye
yaklasan €, y: noktalar1 goz oniline alintyor” demektir. Bu durum egri iizerinde (i,b:
noktasma dogru yon belirterek gosterilir (Sekil 9-a). Ornegin “(0.0) noktasina y = 2x
dogrusu boyunca yaklasiliyor” climlesinin anlami “y =2x dogrusu iizerinde (0.0)

noktasina yakin olan €,y = (x,2x) noktalari géz éniine alintyor” demektir (Sekil 9-b).

W ¥

= y‘,‘

oo i

aj b)

Sekil 9: Iki Degiskenli Reel Fonksiyonlarda Limit-Yaklasim

Iki degiskenli bir fonksiyonun bir Q,b: noktasindaki limit arastirilirken su

hususlara dikkat etmek gerekir (Balct, 1996).

1. Fonksiyon (i,b: noktasinda tanimli olmayabilir. Fakat Q,b: noktasi tanim

kiimesinin bir y1gilma noktasidir.

2. | limiti varsa bu ((,y: noktasinin Q,b: noktasimna yaklasma seklinden
bagimsizdir. Yani €, y: noktasi (i,b: noktasina hangi egri boyunca yaklasirsa
yaklagsin | limit degeri degismez. Eger &, y: noktasinin Q,b: noktasina
yaklasma yoluna gore limit degeri degisiyorsa fonksiyonun Q,b: noktasinda

limiti yoktur.

Tanmm 3. : Ac IR? Q,b: A kiimesinin bir yigilma noktasi ve f Q,b: de tamiml

ve lim f(x,y)= f(ab) ise f fonksiyonu @b de siireklidir denir.

(x,y)—>(a,b)
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Eger f fonksiyonu A tanim kiimesinin her noktasinda siirekli ise A da siireklidir
denir.

Su halde bir fonksiyonun bir @, b: noktasinda siirekli olmasi igin
1. f, €, b: noktasinda tanimli
2. f’nin, @, b: noktasinda limiti var

3. Iim f(x,y)=f(ab)

(x,y)—>(a.b)
olmalidir (Balc1, 1996).

2.8. Limit ve Siireklilik Kavramlarimn Ogretimi ile ilgili Yaym ve
Arastirmalar
Bu boliimde limit ve siireklilik kavramlarinin 6grenilmesi ile ilgili yurt i¢i ve yurt

disinda yapilan 6nemli akademik ¢aligmalardan bazilar1 6zet olarak ele alinacaktir.

2.8.1. Limit ve Siireklilik Kavramlarinin Ogretimi ile ilgili Yurt Disinda

Yapilan Cahigsmalar

Matematik egitiminde yaklasik 30 yillik bir ge¢gmise sahip olan kavram tanimi ve
kavram imaj1 terimlerine ilk kez Tall ve Vinner (1981), konuyu limit ve siireklilik
hakkinda ytriittiikkleri bir calisma ile iliskilendirerek aciklama getirmislerdir. Bu
calismalarinda Tall ve Vinner (1981) kavram tanimini “6gretmen-ders notlari-ders
kitab1 tarafindan kullanilan ve kavrami agiklayan kelime ve sembollerin toplami”
olarak, kavram imajin1 ise, “bir kavram ile ilgili olarak 6grencinin zihninde olusturdugu
gorintii” olarak ifade etmiglerdir. Calisma sonucunda su ifadeyi kullanmislardir:
“Matematikte karsilastigimiz birgok kavram, formal olarak tanimlanmadan ve karmasik
biligsel yapisina kavusmadan 6nce kismi olarak da olsa kisilerin zihninde mevcuttur. Bu
calismada biz bu olayr 6zel olarak limit ve siireklilik kavramlar1 iizerinde analiz

edecegiz.”

Calismalarinda Tall ve Vinner, 70 tniversite 1. smf &grencisine bir anket

3

uygulamuslardir. Ogrencilerden oncelikle lim X

x->1 x—1

=3 ifadesinin ne anlama geldigini

aciklamalar1 ve lim f (X) = ¢ ifadesinin tanimini bildikleri gibi yazmalar1 istenmistir.
X—a
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Tanim sorusuna dinamik cevap veren 31 6grencinin tamami, cevap vermeyen 21
ogrenci gibi, 6rnege de dinamik bir yaklasim sergilemislerdir. Dogru formal tanim
veren yalnizca 4 6grencinin de 1’1 6rnege dinamik yaklasim ile cevap vermistir. Yanlis
formal tanim veren 14 Ogrencinin de yalnizca 4’ii 6rnek i¢in formal tanimlamalarini
kullanirken, 10 tanesi dinamik yaklasimla 6rnegi cevaplandirmiglardir. Bu 6grenciler
icin, tanimin zihinlerinde farkli bir goériinlim, kavramin ise daha farkli bir goriiniim
olusturdugunu anlayabiliriz. Yanlis bir tamim yaptiklarindan, kavram tanimi
goriiniimiiniin zayif ya da hatali oldugu anlasilmaktadir. Ayrica limit kavraminin
goriintiistiniin, tanimin zihinlerinde olusturdugu goriintii ile catisma halinde oldugu veya

baglantisiz oldugu da anlasilabilir.

Hofe (1998), oOgrencilerin limit kavraminda yasadiklar1 problemleri inceledigi
calismasinin sonucunda ana problemin; matematiksel icerigin grafik ve aritmetik
temsilleri, islem ve nesne, statik ve dinamik yorum ve sezgisel fikirler ile matematiksel
0zellik alanlarinda yasandig1 sonucuna varmis ve normal bir genel matematik dersinde

bu alanlara fazla 6nem verilmedigini belirtmistir.

Williams (1991), bir {iniversitede genel matematik dersine katilan 341 6grenci ile
lizerinde kisa bir anket calismasi yiiriitmiistiir. Ogrencilerden, limit ile ilgili 6 ifadenin
dogru ya da yanlis oldugunu isaretlemeleri ve hangi ifadenin limiti en iyi tanimladigini
se¢gmeleri istenmistir. Williams daha sonra ankete katilanlar arasindan 6zellikle informal
tanimlar1 isaretleyen bes 6grenci se¢mistir. 7 haftalik bir donem boyunca her katilimci
ile 5’er kez goriisiilmiistiir. Her biri yarimsar saat siiren goriismelerde goriismeci
tarafindan sunulan durumlara bagl olarak, 6grenciler limit goriislerini agiklamiglardir.
Daha sonra, mevcut kavramlarindaki giicliikklere dikkat ¢eken ve gorislerini
degistirmeye yonelik konulari igeren limit problemleri tizerinde ¢alismislardir.
Ogrenciler ile yapilan son goriismede ise, Williams ogrencilere daha &nceki
goriismelerde sergiledikleri limit goriiglerini ortaya koymus ve bu gorisleri nigin
degistirdiklerini ya da degismediler ise neden degistirmediklerini sormustur. Bu
goriismelerden sonra, Williams 6grencilerin limit goriisleri ile ilgili baz1 genellemeler
yapmistir. Williams’a gore, ogrenciler basit ve pratik limit modellerini matematiksel
tanimlardan daha Onemli goriiyorlar, ¢linkii Ogrenciler icin basit ve pratik limit

modelleri smavlarda basarili olmak icin yeterli goriilmektedir. Ogrenciler pratik
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bilgilerine (siirekli fonksiyonlarda yerine yazma, c¢arpanlara ayirima, sadelestirme,
eslenik kullanma ve L’Hopital kuralin1 uygulama gibi...) kavramsal bilgilerinden daha

¢ok 6nem atfediyorlar.

Davis ve Vinner (1986) Urbana’daki bir lisedeki son sinif 6grencileri ile limit ve
stireklilik kavramlarmin gelisimi iizerine bir ¢alisma yiiritmuslerdir. Davis ve Vinner
bu calismalar1 ile 6gretimdeki degisikligin umduklar1 kadar basariy1 etkilemedigini
tespit etmislerdir. Davis ve Vinner, bekledikleri sonucu alamayinca, égrencilerde limit
ve siireklilik kavramlarmnin nasil gelistigine dair bir calisma yiiriitmiislerdir. Ogrenciler
genel matematik dersinin ilk senesinde, teorem ispatlamada, tanimlari ifade etmede,
hatali tanimlara yonelik 6rnekler tiretmede 6nemli bir hakimiyet gostermislerdir. Daha
sonraki okul yilinin ilk giiniinde, 15 6grenciye kendi sezgileri ile bir dizinin limitini
tanimlamalar1 ve tam bir formal tanim vermeleri istenmistir. Cevaplarin, hi¢ de bir yil

once gostermis olduklari anlayislart yansitmadigini gormiiglerdir.

Arastirmacilar, 6grencilerin yeni bir kavram 6grenmelerine ragmen, bu kavram ile
ilgili eski zayif bilgilerini kullanma egilimi i¢inde olduklarini, limit ile ilgili sorular
okulda 6grendiklerini kullanarak degil, eski zayif bilgilerini kullanarak cevapladiklarini

gozlemlemislerdir.

Sierpinska (1987) “Beser Olarak Ogrenciler ve Limit ile Ilgili Epistemolojik
Engeller” adl1 calismasinda sectigi bir grup 6grencide bilimsel bilgi, sonsuz kavrami ve
fonksiyon kavramu ile ilgili eksiklikleri belirtmis ve limitle ilgili eksikliklerin bilimsel
bilgi, sonsuz kavrami, fonksiyon kavrami ve reel sayr kavrami kaynakli oldugunu

vurgulamaistir.

Graham, Ferrini-Mundy ve Lauten (1994), ikisi bir lisede ileri seviye genel
matematik dersi alan, ii¢li de bir {iniversitede ilk donem genel matematik dersi gérmekte

olan 5 ¢grenci ile goriisme teknigini kullanarak bir ¢alisma yiiriitmiislerdir.

Graham ve arkadaslari, ¢alismalarinda baslica

» oOgrencilerin, fonksiyon ve limit kavram goriiniimleri inceleme;

» bu kavramsal alanlardaki anlayisin birbirleri ile nasil iligkili oldugunu kesfetme;
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konularin1 amag edinmislerdir.

Calisma sonucunda Graham ve arkadaslar1 (1994) 6grencilerin limit hakkindaki
kavram goriiniimiiniin formal tanimdan uzak, dinamik bir goriiniim sergiledigini, rapor

etmislerdir.

Cornu (1981), yaptig1 bir ¢alismada limit kavraminin 6grenciler i¢in matematikte
sonsuzluk kavramiyla karsilastiklart ilk ve konu ile ilgili sorulara net bir cevap

veremedikleri tek konu oldugunu ortaya koymustur.

Monaghan (1991), “Limit Kelimesinin Algilanmasiyla ilgili Problemler” adl
calismasinda limit 6grenimi ve Ogretimi sirasinda kullanilan dilin etkisi iizerinde
calismistir. Calisma sonucunda limit kelimesinin ¢ogunlukla 6grenciler tarafindan bir
siir olarak disiiniildiigli goriilmiistiir. Yaklasma kelimesinin, bir seyin baska bir seye
dogru en sonunda ulasma fikri ile hareket etmesi, yakinsama kelimesinin ise iki siirekli

nesnenin birlesmesi olarak 6grenciler tarafindan algilandig1 gortilmiistiir.

Gilman (1997) tarafindan yapilan, “Analiz Dersindeki (Calculus) Giigliikler” adli
calismada limit tanimimnin, tanimdaki niceleyiciler nedeniyle Ogrenciler tarafindan

anlagilamadigi belirtilmis ve limit tanimina alternatif bir tanim verilmistir.

Dubinsky ve arkadaslar1 (1996), calismalarinda limit kavrammin o6grenciler
tarafindan nasil algilandig ile ilgili literatiir ¢aligmalarinin sentezine yer vermislerdir.
Limitin informal ve dinamik olarak algilanmasi tizerindeki goriisleri degerlendirmisler
ve dinamik anlayisin 6grenciler tarafindan daha kolay algilandigina ve bu anlayisin

formal tanimi1 yapilandirma yoniinde bir engel olarak goériildiigiinii rapor etmislerdir.

Przenioslo (2004), bir fniversitenin matematik boliimiinde okuyan 2. sinif
ogrencilerinin limit kavram goriintiileri iizerine bir ¢alisma yiiriitmiistiir. Calismada
Przenioslo 0Ogrencilere komsuluklar, yaklasim, X, noktasinda tanimli olma, X,
noktasindaki limitin f( ) ile esit olmasi kavramlar1 iizerine odaklanilmis agik uglu
sorularin agirlikta oldugu bir smav uygulanmistir. Onemli sonuclardan biri olarak,

Ogrencilerin bazi1 kavramlar1 tanimlama ile ilgili sorular1 dogru cevaplandirdiklari,
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ancak bunlar1 problem ¢o6ziimlerinde uygulamaya aktarma konusunda sikinti

cektiklerini gozlemistir.

Todorov (2001), “Klasige Déniis: Sonsuz Kiigiiklerle Limit Ogretimi” adli
calismasinda; limitin -9 ile verilen klasik tanimina alternatif olarak, tahmini bir limit
deger gerekmeksizin L limitinin tek olarak belirlenebilecegini gosteren yeni bir limit

tanimi vermistir.

Barbé, Bosch, Espinoza ve Gascon (2005), tarafindan yapilan bir arastirma

sonucuna gore dgrencilerin, limit kavramini olugturmada yasadiklari sorunlarin,
» fonksiyonun bir noktadaki limitini hesaplamada,
» fonksiyonun bir noktadaki limitinin varligini gostermede,
» limitin fonksiyonla iligkisini kurmada

ortaya ¢iktigini gostermektedir.

Szydlik (2000), “Matematiksel Inanclar ve Bir Fonksiyonun Limitini Kavramsal
Anlama” adli calismasinda 6grencilerin Analiz dersini uygulanilan, hatirlanilan yontem
ve gerceklerin bir koleksiyonu olarak gordiiglinii ve bu yontem ve gerceklerin altinda
yatan teoriye deger vermediklerini ve bunlart anlamaya ¢alismadiklart sonucuna

varmistir.

2.8.2. Limit ve Siireklilik Kavramlarimn Ogretimi ile ilgili Yurt icinde
Yapilan Cahismalar
Ulkemizde limit 6gretimi ile ilgili yapilan akademik ¢aligmalardan bazilar1 asagida

Ozetlenmistir.

Bukova (2006) doktora tez c¢alismasinda yapilandirmaci 6grenme yaklasiminin
gerceklestirildigi siniflarda, “limit kavraminin” 6grenilmesindeki 6gretim siirecinde,
farkli 6grenme araglarindan ve teknolojiden yararlanmanin, etkisini aragtirmistir.

Arastirmada, limit kavraminin olusturulmasina katki saglayacak, “Yapilandirmaci
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Ogrenme Yaklasimi” ile uyumlu bir dgrenme ortami olusturmak ve olusturulan bu
ortamin Ogrencilerin limit kavrami ile ilgili basarilarina, matematige yonelik
tutumlarina, yasam ile okulu iliskilendirmelerine, bilimi tanimalarina, 6grenmeyi
O0grenmelerine, sorgulayarak ogrenmelerine, iletisim kurarak o6grenmelerine ve

matematiksel diistinmelerinin gelisimine katkisinin belirlenmesi amaglanmistir.

Arastirmada elde edilen verilerden, tasarlanan yapilandirmaci 6grenme ortaminin,
limit kavraminin olusturulmasi ve 6grenilmesinde ¢ok yonlii olumlu katki sagladigi
ortaya ¢ikmistir. Deney grubu deneklerinin okul ile yasamu iligkilendirme, 6grenmeyi
ogrenme ve iletisim kurarak 6grenme yaklasimlarinin kontrol grubuna gore daha olumlu
olduklar1 goriilmiis ve iki grup arasinda istatistiksel olarak anlamli farkliliklar
belirlenmistir. Buna karsin, deneklerin matematige yonelik tutumlar1 arasinda
istatistiksel olarak anlamli bir fark bulunamamistir. Deneklerin limit kavrami ile giinliik
yasam arasinda bir Olgiide iliski kurabildiklerini, limit kavramini farkli yonleri ile
tanimlamada ve gorsel yapidan hareketle, limit kavramini anlamlandirma sikinti
yasamadiklar1 ortaya c¢ikarilmistir. Buna karsin, delta-epsilon yaklasimini kullanarak
fonksiyonun bir noktasindaki limitinin varligini ispat etmede bir dlgiide zorlandiklar
gorilmistiir. Deneklerin matematiksel diisiinme gelisim diizeylerinin karsilastirilmasi
ile deney grubundakilerin bu alanda gelisimlerinin daha ist diizeyde oldugu
belirlenmistir. Bunu yaninda olusturulan 6grenme ortaminin deneklere sosyal yonden de

katki sagladig1 goriilmiistiir.

Akbulut (2004) “Limit Ogretimi ve Kavram Yanilgilarr” isimli yiiksek lisans
tezinde geleneksel yontemlerden farkli olarak gelistirilen etkilesimli 6gretim
stratejisinin biligsel alanin, kavrama ve uygulama basamaklarini kapsayan limit
kavraminin 6gretimine olan etkisi ve bu siiregte ortaya c¢ikan kavram yanilgilarim

arastirmigtir.

Akkoyunlu, Giiler, Ugurel ve Alan (2003) “Ortadgretimde Limit Kavraminin
Olusturulmasma Yonelik Bir Calisma” adli calismalarinda limit kavraminin
olusturulmasinda degisik bazi yaklasimlarla bu sikintilarin giderilmesi ve daha 1yi bir
Ogretimin gerceklestirilebilmesi amacglanmaktadirlar. Bunun i¢in de bazi 6gretim

yaklasimlarini kisaca tanitarak goriislerini sunmuslardir.
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Karaca (2006) doktora tez galismasinda limit kavraminin 6gretiminde bilgisayar
cebiri sistemlerinin ektisini arastirmistir. Bu aragtirmada, genel matematik konularinin
temel yapr tas1 olarak nitelendirilebilecek olan limit kavraminin 6gretiminde Bilgisayar
Cebiri Sistemlerinden Maple programinin kullaniminin etkileri incelenmistir. Bilgisayar
Cebiri sistemlerinin etkisini gézlemlemek amaci ile secilen iki aragtirma grubundan
birisine sadece yapilandirmaci 6gretim ilkelerine gore ders verilirken, diger grup ayni
zamanda Maple programi yardimi ile arastirmaci tarafindan gelistirilen yazilimlardan
yararlanmistir. 28 ders saati siiren bir ders anlatiminin ardindan son testler ve son tutum
Olgegi uygulanmig, elde edilen nicel veriler uygun parametrik ve non-parametrik

istatistik testleri ile analiz edilerek bazi nitel verilerin de destegi ile yorumlanmuistir.

Colak (2002) yiiksek lisans ¢alismasinda, iki farkli egitim durumunun limit
ogretimine etkisini karsilagtirmistir. Bu arastirmada geleneksel yontemden farkli olarak
geligtirilen egitim durumunun Ogrencilerin limit kavramini 6grenmelerine etkisi
incelenmistir. Arastirma sonucunda, geleneksel yontem ile limit kavrami verildiginde
ogrencilerin “limit” kavramu ile ilgili problemleri ¢ozebildikleri gozlemlenmistir. Ancak
limitin formal tanimin1 ve yaptiklari islemin ne anlama geldigini bilmedikleri de
saptanmistir. Geleneksel yontemden farkli olarak verilen egitim durumu ile limit
kavrami verildiginde ise Ogrencilerin kavramlar ile islemler arasinda bag kurduklari,
yaptiklar1 islemin ne anlama geldigini bildikleri, bilgiyi ezbere 6grenmedikleri

saptanmistir.

Aztekin (2003) “Repertuar Cizelge Teknigi ve Limit Konusuna Uygulanmasi”
isimli yliksek lisans c¢aligmasinda, Repertuar ¢izelge tekniginin limit konusuna

uygulanmasini arastirmistir.

Durmus (2004) tarafindan yiiriitiilen bir baska calismada, limit, tiirev ve integral
gibi fonksiyonla iligkili kavramlarin, gilinlik yasamda wuygulamalar1 dikkate
alinmadigindan, ogrenciler tarafindan ezberlenmesi gereken konular yigini olarak
gortldiikleri belirtilmektedir. Bu nedenle, s6z konusu kavramlar 6grenciler i¢in higbir
somut anlami olmayan, soyut ve gereksiz olarak goriilmektedirler. Yani bir baska
deyimle s6z konusu kavramlar, iceriklerinden dolay1 degil ele alinis sekilleri nedeniyle

zor kavramlar olarak goriilmektedirler.

40



Barak (2007) “Limit Konusundaki Kavram Yanilgilarinin Belirlenmesi” isimli
yiiksek lisans tezinde, ogrencilerin limitin -8 teknigi ile verilen tanimi, fonksiyonun
bir noktadaki limitinin varligi, sagdan ve soldan limit kavramlari, limit ve siireklilik
kavramlar1 arasindaki iligki, bir fonksiyonun bir noktada tanimli olmasi, fonksiyon
grafiklerinin ¢izimi, sonsuz kavraminin anlagilmasi ve islemlerde kullanilmas: ile ilgili

kavram yanilgilarina sahip olduklarini belirlemistir.
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BOLUM 3

YONTEM
Bu boéliimde arastirmada kullanilan modele, segilen 6rnekleme, veri toplama
siirecine, deneysel calisma siireci ve verilerin analiz yontemlerine iliskin agiklamalara

yer verilmistir.

3.1. Arastirmanin Modeli

Arastirmada yar1 deneysel yontem (quasi-experimental research) kullanilmistir
(Cohen, Manion ve Morrison, 2000). Bu yontemi gergek deneysel yontemden ayiran tek
fark 6rneklemin rastgele atama ile olusturulmamasidir. Bu ¢alismada tek grup iizerinde
Oon ve son test uygulamalarina dayanan bir tasarim kullanilmistir (Robson, 1998;
Karasar, 1999). Deneysel yontemde amag; bir arastirmada degiskenleri (nicel olarak
Olgiilebilen ve farkli degerler alabilen ozellikler) olgebilmek ve bu degiskenler

arasindaki sebep sonug iligkilerini ortaya ¢ikarmaktir (Cepni, 2001).

Bu arastirma tek gruptan olugmustur ve gruba zamanli testler ydntemi
uygulanmistir. Arastirma problemlerine cevap aramak ig¢in VYiriitilen g¢alismalar
yaklagik bir yillik bir siireci kapsamaktadir. Zamanli testler yonteminde denenmeye
baslandiktan itibaren isin seyrine ve karakterine uygun olarak belli periyotlarla testler
yapilarak her testin Ol¢iimleri ayr1 olarak kaydedilir ve verilerdeki degisimler ya da
iligkiler istatistiksel islemlerle ve grafiklerle tespit edilir (Cebeci, 2002). Arastirmada
bagimli degiskenler, tek degiskenli ve ¢ok degiskenli reel fonksiyonlarda limit ve
stireklilik kavram imajlar1 olup, bagimsiz degisken ise bu iki degisken arasindaki iliski
olarak tespit edilmistir. Ogrenci basarisin1 5lgmek igin arastirmac tarafindan gelistirilen

akademik basar1 6l¢egi kullanilmistir.
3.2. Arastirmanin Deseni

Burada sonuglar1 sunulan deneysel ¢alisma, 2007-2008 / 2008-2009 egitim 6gretim
yillarinda, toplam 10 haftalik bir siirecte gerceklestirilmistir.
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Arastirmanin birinci boliimiinde matematik 6gretmen adayr 1. simif 6grencilerinin
tek degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi hakkindaki kavram bilgilerini,
kavram imajlarin1 ve bunlarin sebeplerini ortaya koyabilmek i¢in, 6nce Kasim-2007
ayinda Analiz-1 dersi kapsaminda ytriitiilen tek degiskenli reel fonksiyonlarin limit ve
stirekliligi konulu dersler takip edilmistir. Derslerin teorik ve uygulamali anlatimlar
ikiser derste ve toplam 12 saatte tamamlanmistir. Derslerin islenis sekli, derste
uygulanan Ogretim teknikleri ve Ogrencilerin derslerde sergiledikleri tutumlar
arastirmacit tarafindan dikkatle not edilmistir. Derslerin bitiminde adaylarin bilgi
diizeylerini 6l¢mek igin adaylara konu ile ilgili bilgi testleri ve agik uclu sorular
yoneltilmistir. Adaylarin agik uglu sorulara verdikleri cevaplar incelendikten sonra,
sorulara verdikleri cevaplarin sebeplerini arastirmak i¢in arastirmaya katilan 7 6grenci

ile miilakat yapilmstir.

Arastirmanin  ikinci bolimiinde birinci boélimdeki arastirmaya katilan ve
arastirmanin yapildig1 tarihte artik 2. sinif 6grencisi olan O6gretmen adaylar ile ¢ok
degiskenli reel fonksiyonlarm limiti ve siirekliligi hakkindaki adaylarin kavram
bilgilerini, kavram imajlarin1 ve sebeplerini ortaya koyabilmek i¢in Aralik-2008 ayinda
Analiz-2 dersi kapsaminda yiiriitiilen ¢ok degiskenli reel fonksiyonlarin limit ve
stirekliligi konulu dersler takip edilmistir. Derslere baslamadan o6nce O6gretmen
adaylarina tek degiskenli reel fonksiyonlarin limit ve siirekliligi kavramlar1 hakkinda
tekrarlar verilmis ve ¢ok degiskenli reel fonksiyonlarin limit ve siirekliligi hakkinda
fikirleri sorulmustur. Daha sonra bu kavramlarla ilgili egiticiler tarafindan 2 ders ve
toplam 4 saat olmak tizere teorik, yine 2 ders ve toplam 4 saat olmak iizere uygulamali
dersler yiirtitiilmiistiir. Derslerin islenis sekli, derste uygulanan 6gretim teknikleri ve
Ogrencilerin derslerde sergiledikleri tutumlar arastirmaci tarafindan dikkatle not edilmis
ve videoya kaydedilmistir. Derslerin bitiminde 6grencilere konu ile ilgili bilgi testleri
verilmis ve acik uglu sorular yoneltilmistir. Daha sonra arastirmayi desteklemesi
acisindan, adaylarin kavramlarla ilgili fikirlerini daha derin ve ayrintili analiz edebilmek

icin aragtirmaya katilan 6 6grenci ile miilakat yapilmistir.
Ayrica arastirmaya katki saglayacagi diisiiniildiigiinden, 2007-2008 6gretim yili

sonunda topoloji dersini almig 48 3. sinif matematik 6gretmen aday: ile bir uygulama

yapilmistir. Bu c¢aligmada adaylara reel degiskenli, herhangi iki topolojik uzayda
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tanimlanmig fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi hakkinda acik uglu sorular sorularak,

konu ile ilgili adaylarin fikirleri alinmigtir.

Ozet olarak arastirmanmn deneysel deseni Sema 1’de verildigi sekilde

olusturulmustur.

HAZIRLIK ASAMASI

PLANLAMA ASAMASI

MULAKAT

3. SINIFLARLA
YAPILAN
UYGULAMA

MULAKAT

ILK UYGULAMANIN
DEGERLENDIRMESI

IKINCI UYGULAMANIN
DEGERLENDIRMESI

SONUC VE BULGULAR

Sema 1: Arastirmanin Deseni

3.3. Veri Analiz Yontemi
Toplanan veriler, nitel arastirmanin baglica Oriintiileri belirleme, kodlama ve

kategorilere (temalara) ayirma islemlerini kapsayan “i¢erik analizi” teknigiyle analiz
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edilmistir. Ayrica, goriisiilen ve gozlemlenen bireylerin goriislerini ¢arpici bir bigimde
yansitmak amaciyla dogrudan alintilara yer verilmistir. Elde edilen bulgular
diizenlenmis ve yorumlanmis bir bigimde okuyucuya sunulmustur. Arastirmanin bu
boliimiinde yer alan igerik analizinde Microsoft Excel programinda yer alan 6zet tablo

fonksiyonundan da yararlanilmistir.

3.4. Calisma Evreni ve Orneklem

Aragtirmanin ¢alisma evreni Ankara’da yerlesik bir iiniversitenin matematik egitimi
anabilim dali 1., 2. ve 3. smif 6grencileri olarak belirlenmistir. Arastirmanin 1. kisminda
2007-2008 Ogretim yilinda 1. smifta 6grenim goren 45 Ogrenci ile ilk uygulama
gerceklestirilmis, bunlar arasindan secgilen 7 6grenci ile miilakatlar yapilmustir. Ilk
uygulamanin amacin1 desteklemek ve planlamaya yardimei olmasi igin yiiriitiilen bir
baska caligmada ise 2007-2008 6gretim yili iginde 3. smifta 6grenim goren 22 kisilik bir
Ogrenci grubu secilmistir. Bu 6grencilerin 6zellikle topoloji dersini almis olmalarina
0zen gosterilmistir. Burada amacg, 6grencilerin topoloji dersinde islenen limit ve
stireklilik kavramlarini, daha 6nce (1. ve 2. Sifta) gordiikleri tek ve ¢ok degiskenli
fonksiyonlarda limit ve siireklilik kavramlariyla iligkilendirip iliskilendiremediklerini

Olgtimlemektir.

Arastirmanin ikinci kismi 2008-2009 6gretim yilinda 2. siif 6grencisi olan ve
aragtirmanin birinci kismina katilan 37 6grenci ile yiritiilmistiir. Bu ¢alismada ve ilk

calismalarda yer almig 6 6grenci ile tekrar miilakatlar yiirtitiilmistiir.

Calisma icin segilen iiniversitenin matematik egitimi konusunda iilkenin en iyi
tiniversitelerinden biri olmasi nedeniyle, arastirmaya katilan tiim 6grencilerin matematik
ve matematik egitimine kars1 tutumlarinin {ist seviyede ve homojen oldugu

disiiniilmektedir.

3.5. Tek Degiskenli ve iki Degiskenli Reel Fonksiyonlarin Limiti ve Siirekliligi
Hakkinda Matematik Ogretmen Adaylarimin Kavram Gériintiilerinin Tespiti ile
flgili Veri Toplama Araclar

Arastirma iki asamadan olusmaktadir. Arastirmanin ilk boliimiinde adaylarin tek

degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi hakkindaki kavram imajlari, ikinci
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asamada ise adaylarin iki degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve stirekliligi hakkindaki
kavram imajlar1 ortaya ¢ikarilmigtir. Burada ‘zamanl testler’ ve ‘tek grup On test-son

test” yontemleri kullanildig1 i¢in arastirmalarda veri toplama kaynagi olarak,

> Ontest

> Biligsel Diizey Belirleme Testleri
> Yar1 Yapilandirilmig Goriismeler
> Envanter Calismasi

> Dersteki Gozlemler

> Ogrenci Giinliikleri

gibi araclardan faydalanilmistir.

Bu arastirma tek gruptan olusmustur ve gruba zamanli testler yoOntemi
uygulanmistir. Arastirmanin iki ana problemi olan “Matematik 6gretmen adaylarinin tek
degiskenli fonksiyonlarla ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limiti-siirekliligi ile ilgili
kavram imajlar1 arasinda ne tiir benzerlikler ve farkliliklar vardir?” ve “Cok degiskenli
fonksiyonlarm limit ve stirekliligi ile ilgili kavram imajlarin1 yapilandirirken adaylarin
tek degiskenli fonksiyonlarda bu kavramlarla ilgili olusturduklar1 kavram imajlar1 ne
Olciide etkili olmaktadir?” sorularina cevap bulabilmek i¢in adaylarin tiniversite
1.sinifta isledikleri tek degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve stirekliligi kavrami nasil
yapildirdiklarin1 ve 2.smifta iki degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve stirekliligi
konularii zihinlerinde nasil olusturduklarimi gézlemlemek gerekiyordu ve bunun i¢in
de yaklasik 1 yillik bir siirece ihtiya¢ oldu. Zamanl testler yonteminde calismalara
baglandiktan itibaren igin seyrine ve karakterine uygun olarak belli periyotlarla testler
yapilarak her testin Olgiimleri ayr1 olarak kaydedilir ve verilerdeki degisimler ya da
iligkiler istatistiksel islemlerle ve grafiklerle tespit edilir (Cebeci, 2002). Bu aragtirmada
uygulanan yonteme en uygun ve arastirmanin problemine cevap verebilecek veri

toplama araglar1 kullanilmistir. Bu araclarla ilgili 6zet bilgiler asagida verilmistir.

3.5.1. On Test

Arastirmanin 1. boliimiinde adaylarla herhangi bir 6ntest ¢alismasi yapilmamuistir.
Calisma grubu, ayni liniversitenin ayni sinifinda 6grenim goren matematik 6gretmen
adaylar1 oldugu icin adaylarin heniiz 1. sinifta matematik bilgi seviyelerinin homojen
ve tek degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi hakkinda belli seviyede bir

onbilgiye sahip olduklar1 varsayilmstir.
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Aragtirmanin 2.bolimiinde adaylarin iki degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve
stirekliligi hakkindaki onbilgilerini gorebilmek amaciyla agik uglu 2 sorudan olusan bir
Ontest yapilmasi uygun gorilmiistiir. Bu baglamda arastirmanin 1. boliimiinde iiniversite
1. smif 6grencisi olan ve aragtirmanin 2. bdliimiinde 2. simif 6grencisi olarak Analiz 2
dersinde ¢ok degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi konusunu gorecek
Ogrencilere, derse baslamadan once diizlemde tanimli fonksiyonlarin bir noktadaki
limiti ve stirekliligi hakkindaki goriisleri soruldu. Ayrica dgrencilere ayni test iginde 3
boyutlu 6klid uzayinda tanimli bir fonksiyonun belirli bir noktada limitinin var olup
olmadigina, siirekli olup olmadigina karar verebilmek i¢in fonksiyonun hangi ayirt edici
ozelliklerinden yararlanilabilece§i sorusu yoneltildi. Calisma tamamlandiktan sonra
yapilan derste Ogrencilere Ogretim gorevlisi tarafindan tek degiskenli reel
fonksiyonlarda limit ve siireklilik kavramlar1 tekrar hatirlatildi ve ardindan iki
degiskenli fonksiyonlarin tanim ve goriintii kiimeleri ile grafikleri hakkinda bilgiler

verildi. Daha sonra 6grencilerden tek degiskenli reel fonksiyonlar icin verilen limitin

£€=0 tapmum iki degiskenli fonksiyonlar i¢in bir kagida yazmalar1 istenmistir. Bu
ontest Ogrencilerin derse hazir bulunusluluklarin1 ve adaylarin mevcut bilgilerini
kullanarak yaptiklar1 genellemelerde ne derece basarili olduklarint 6lgmek igin

arastirmaci tarafindan kullanilmstir.

3.5.2. Bilissel Diizey Belirleme Testleri

Biligsel diizey belirleme testlerinden ilki, Ogrencilerin tek degiskenli reel
fonksiyonlardaki limit ve siireklilik kavramlari hakkindaki bilissel diizeylerinin
belirlenmesi amaciyla, ilgili kavramlarin derste islenmesinin ardindan adaylara
uygulanan ve agik uglu 9 klasik sinav sorusundan olusan bir testtir. Test arastirmaci ve
danisman tarafindan gelistirilmis ve testin limit ve siireklilik konusundaki kapsam

gegerliligi konusunda ti¢ farkli uzmanin goriisii de alinmastir.

Ayrica bu arastirmanin birinci boliimiinde arastirmaya katki saglamasi amaciyla
uygulanan bir bagka biligsel diizey belirleme testi, topoloji dersini almis adaylarin
limitin topoloji dersinde verilen tanimi ile limitin £—0 teknigi ile verilen tanimi
arasinda bir iligki goriip géoremedikleri hakkindadir. Aragtirmaci ve danigsman tarafindan

gelistirilen bu testte adaylara 5 adet agik u¢lu klasik soru yoneltilmistir.
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Arastirmanin 2. boliimiinde kullanilan bilissel diizey belirleme testi, ¢cok degiskenli
reel fonksiyonlarin limit ve siirekliligi dersi islendikten sonra 6grencilerin konu
hakkindaki biligsel diizeylerinin belirlenmesi amaciyla, arastirmaci ve danigsmani
tarafindan gelistirilmis 4 klasik simnav sorusundan olusan bir testtir. Testin limit ve
stireklilik konusundaki kapsam gecerliligi iki farklt uzman tarafindan basarili

bulunmustur.

Arastirmanin 1. ve 2. bolimiinde kullanilan testlerde yer alan sorular ve adaylarin
bu sorulara verdikleri cevaplar, adaylarin tek degiskenli ve iki degiskenli reel
fonksiyonlarn limiti ve siirekliligi hakkindaki kavram imajlarinin tespiti amaciyla

“Bulgular” boliimiinde tek tek ele alinarak incelenmistir.

3.5.3. Yan Yapilandirilmis Goriismeler

Arastirmanin birinci kisminda adaylarin tek degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve
stirekliligi konusundaki kavram imajlarin1 ve kavram bilgilerini ayrintili olarak
belirlemek igin 7 aday ile yar1 yapilandirilmis yiiz yiize gorisme teknigi kullanilmistir.
Uygulanan testlerin sonuglar1 arastirmaci tarafindan her aday icin ayri ayri hazirlanan
dosyalara yazili olarak kaydedilmistir. Her Ogrencinin cevaplart kendi iginde
karsilagtirilmig, 6grencinin konu ile ilgili bilgi diizeyleri, olusan kavram yanilgilar1 ve
ogrenme zorluklarinin neler oldugu arastirilmistir. Daha sonra arastirma problemine
uygun olarak sorular1 cevaplamada sikinti yasayan ve kavram yanilgisi olduguna ve
ogrenme zorlugu ¢ektigine inanilan adaylar belirlenerek bu adaylarla goriismeler
yapilmistir. Gorlismede sorulan sorularin, kolay anlasilir olmasi, dogrudan amaca
yonelik olmasi, acik uclu olmasi, yonlendirici olmamasi, ¢ok boyutlu olmamasi,
alternatifinin de bulunmasi, farkli tiirden sorularin da bulunmasi, sorularin mantik

diizeninde belirlenmesi ilkelerine uyulmaya calisilmistir (Yildirim ve Simsek, 2000).

Bu arastirma siireci boyunca goriisme yapilan aday sayist 7°dir. Adaylarla yapilan
goriismelerde cihaz ile kaydetme ve not alma yontemleri kullanilmistir. Yapilan
goriismelerde cihaz ile goriismeyi kaydetmeden oOnce goriisiilen kisiden izin alimp,
goriismelerin yalnizca arastirma amaciyla kullanilacag: giivencesi verilmistir. Miilakat
yari-yapilandirilmig formatta olup, adaylarla yapilan goériismelerde anket ¢alismasinda

kendilerine yoneltilen sorulara vermis olduklar1 cevaplar tekrar ele alinarak, hatal
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cevaplar irdelenmis ve onlarin bu sorulardaki zorlanma sebepleri tizerinde durulmustur.

Gortigmeler her bir 6grenci igin 1015 dakika arasinda stirmiistiir.

Aragtirmanin ikinci kisminda 6grencilerin iki degiskenli reel fonksiyonlarin limiti
ve stirekliligi konusundaki kavram goriintiilerini ayrintili olarak belirlemek icin 6
Ogrenci ile yart yapilandirilmis yiiz yiize goriisme teknigi kullanilmistir. Adaylarla
yapilan goriismelerde cihaz ile kaydetme ve not alma yontemleri kullanilmistir. Yapilan
goriismelerde cihaz ile goriismeyi kaydetmeden Once goriisiilen kisiden izin alimp,

goriismelerin yalnizca arastirma amaciyla kullanilacag: giivencesi verilmistir.

Uygulanan testlerin sonuglar1 arastirmaci tarafindan her 6grenci i¢in ayr1 ayrn
hazirlanan dosyalara yazili olarak kaydedilmistir. Her 6grencinin cevaplar1 kendi iginde
karsilastirilmis, 6grencinin konu ile ilgili bilgi diizeyleri, olusan kavram yanilgilar ve
ogrenme zorluklarinin neler oldugu arastirilmistir. Daha sonra arastirma problemine
uygun olarak sorular1 cevaplamada sikinti yasayan ve kavram yanilgisi olduguna ve
ogrenme zorlugu cektigine inanilan 6 6grenci ile goriismeler yapilmistir. Arastirmanin
birinci boliimiinde uyulan akademik ilkelerin tamamina bu goriismelerde de uyulmasina

0zen gosterilmistir.

3.5.4. Envanter Calismasi

Bu kisimda tek degiskenli reel fonksiyonlardaki limit ve siireklilik kavramlari
hakkinda adaylarin edinmesi gereken asgari kazanimlar belirlenerek 12 madde halinde
listelenmistir. Adaylardan elde edilen veri toplama araglari (bilissel diizey belirleme
testleri, yari yapilandirilmis goriisme sonuglari, derslerdeki gozlemler ve &grenci
giinliikleri) bu arastirma i¢in tekrar degerlendirilmis ve gerekli kodlamalar yapilarak
adaylarin konu hakkindaki diistinme tarzi ve bilgi seviyesi ortaya konulmaya
calisilmistir. Bu amacla bu kisimda miilakat sonuglar1 ve bilis diizeyi belirleme testi
verileri degerlendirilen toplam 13 Ogrencinin arastirma bulgulari, arastirma siireci de

dikkate alinarak tekrar incelenmistir.

Arastirmanin ikinci bolimiinde ise iki degiskenli reel fonksiyonlardaki limit ve
stireklilik kavramlar1 hakkinda ogrencilerin edinmesi gereken 10 asgari kazanim
belirlenmistir. Ogrencilerden elde edilen veri toplama araglar1 bu arastirma igin tekrar

degerlendirilmis ve gerekli kodlamalar yapilarak 6grencilerin konu hakkindaki diigiinme
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tarzi ve bilgi seviyesi ortaya konulmaya calisiimistir. Bu amagla arastirmanin 1.
bolimiiniin sonunda envanter ¢alismasinin yapildigi 13 dgrencinin bu boliimde de konu
hakkinda elde edilen arastirma verileri (0n test, bilissel diizey belirleme testleri ve yari

yapilandirilmig goriismeler) tekrar incelenerek, degerlendirilmistir.

Sonug olarak, envanter caligsmalar ile tek ve iki degiskenli fonksiyonlardaki limit
ve siireklilik kavramlar1 hakkinda adaylarin bilissel diizeyleri tespit edilmek istenmistir.
Bunun i¢in ¢alismanin her iki boliimiinde de yer alan ve yazili uygulamalarin tamamina
katilan 13 adayn biligsel seviyelerinin tespiti i¢in kavramlar hakkinda gelistirilen asgari
kazanimlar tablosunda yer alan maddeler her bir 6grenci i¢in puanlandirilmistir.
Boylelikle adaylarin tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi
hakkindaki kazanimlar1 Olgiilebilir hale gelmistir. Ayrica her iki asgari kazanim
tablosunda yer alan 9 madde birbiriyle ortiismekte, yani tek degiskenli fonksiyonlarin
limit ve siirekliligi ile ilgili asgari kazinimlardan 9 tanesi iki degiskenli fonksiyonlarin
limiti ve stirekliligi kavramlart i¢in de kullanilabilmektedir. Bu sekilde iki ¢alisma
sonunda ortaya c¢ikan sonuglar birbiriyle kiyaslanabilir olmus ve c¢alismanin ana
sorularindan olan “Matematik 6gretmen adaylar1 ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limit ve
stirekliligi kavramlarin1 yapilandirirken tek degiskenli fonksiyonlar i¢in bu kavramlarla
ilgili sahip olduklari kavram imajlar1 ne kadar etkili olmaktadir?” ve “Adaylarin
yurtttiikleri matematiksel genelleme ve soyutlama siireclerinde yasadiklar1 sikintilar

nelerdir?” sorularina cevap verebilmek daha kolay hale gelebilmistir.

3.5.5. Dersteki Gozlemler

Analiz-1 ve Analiz-2 dersi kapsaminda limit ve siirekliligi konu alan 4 teorik ve 4
uygulama dersi arastirmaci tarafindan takip edilerek, dersler esnasinda gozlemlenen
ogrenci ve Ogretim eleman1 davraniglart ile konu hakkinda yapilan tartigmalar not

edilmistir.

3.5.6. Ogrenci Giinliikleri
Giinliikler 6grencilerin Analiz 1-2 derslerinin, islenis bigimi ve 6grenme ortamu ile ilgili

diisiincelerini ifade ettikleri kii¢lik notlardan olusturulmustur.
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BOLUM 4

BULGULAR

4.1. Tek degiskenli reel fonksiyonlardaki limit ve siireklilik kavramlari

hakkindaki bulgular

4.1.1. Bilissel diizey belirleme test bulgular:
Bu bolimiin bu kisminda; adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve
stirekliligi kavramlari ile ilgili kavram bilgileri ve kavram imajlarina iliskin arastirma

verilerinin istatistiksel ¢oziimlemeleri sonucunda elde edilen bulgulara yer verilmistir.

Arastirmada ara¢ olarak 9 soruluk bir anket kullanilmistir. Bu calismada yer alan

sorularin her biri, soru sirasina gore tek tek analiz edilerek yorumlanmuistir.

1) Limit sdzciigiini duydugunuzda akliniza gelen ilk sey nedir? Bu s6zcligiin sizde

neleri ¢agristirdigini yaziniz.

Tablo 1: 1. soruya verilen gruplandirilmig cevaplarin dagilimi

1. Soruya verilen cevaplar Toplam YV ladelik
Dagilim
1 |Yaklagsma 30 67%
2 | Sinir 9 20%
3 | Epsilon-Delta, Komsuluk 3 7%
4 | Belirlilik 1 2%
5 | Matematigin en zor konusu 1 2%
6 |OSS 1 2%
Genel Toplam 45 100%
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1. soru ile adaylarin limit kelimesini duyduklarinda akillarma gelen ilk sey
ogrenilmek istenmistir. Tablo 1 Ogrencilerin 1. soruya verdikleri gruplandirilmis
cevaplar1 gostermektedir. Bu tablo incelendiginde arastirma grubundaki adaylarin
%67 sinin, “Limit” sozciiglini duydugunda ilk aklina gelenin “Yaklagma” terimi
oldugu goriilityor. “Yaklagsma” diyen grupta toplanan cevaplar ayrintili ele alindiginda

asagidaki tablo ortaya ¢ikmaktadir.

Tablo 2: “Yaklagsma” cevap grubunun ayrint1 tablosu

Cevap Grubu Ayrinti Toplam Yizdelik Dagilim
Tanim 25 83%
Yaklagsma
Kavram 5 17%
Toplam 30 100%

Bu tabloya gore “Yaklasma” cevabini veren grupta yer alanlarin %83 niin,
“Yaklasma” kelimesini aciklayici bir tanim vermek istedikleri goriilmektedir. Ancak bu
cevaplar arasinda yer alan hicbir tanim matematiksel olarak bir anlam ifade

etmemektedir.

'DL'M* 5610\'%&'\:' G\Ujék:fuMéc sldene  gelen “yolda ymo 'dir. Rir Jortosige -
D o\é(s' X do‘&;enrda nere R d::klozhg\ o9 aldima .

Sekil 10: 1. Soruya “Yaklagsma” cevabin1 veren gruptan bir cevap 6rnegi

Buradan, adaylarin matematik 6gretmen aday1 olarak iizerlerinde tasidiklar: kimlige
uygun tarzda formal tanimlar vermeye gayret gosterdikleri, ancak “limit” ile ilgili
formal bir tanima tam vakif olmadiklarindan, tanimi tamamen s6zel olarak ifade etmeye

calismis olabilecekleri sonucu ortaya ¢ikmistir.
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Tablo 1°da “Sinir” cevabini verenler grubunda yer alanlar (%20), “limit”i hep bir
siir belirlemek ya da belirli bir sinirli aralikta ¢alismak seklinde diistindiiklerini ifade

etmislerdir.
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Sekil 11: 1. Soruya “Sinir” cevabini veren gruptan bir cevap 6rnegi
Limit kelimesini duyduklarinda akillarina gelen ilk sey “Epsilon-Delta” ya da
“Komsuluk™ kavramlari olan sadece 3 6grenci (%7) bulunmaktadir. Adaylarm, limitin
epsilon-delta kavramlan ile ifade edilen tanimu ile ilk kez lise son sinif ve iiniversite

siralarinda karsilastiklart diisiiniiliirse, sadece 3 adayimn aklina bu kavramlarin gelmesi

dogal karsilanabilir.
2) Sizce limit kavrami neden ortaya atilmistir? Diislincelerinizi yaziniz.

Tablo 3: 2. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi

Yuzdelik
2) Soruya verilen cevaplar Toplam
Dagilim
1 | Yaklasik sonug elde etmek igin. 19 42%
2 | Bilmiyorum. Daha 6nce hig distinmemistim. 7 16%
3 | Matematiksel analiz yapabilmek igin. 5 1%
4 | Sonsuz kavramini somutlastirmak igin. 5 1%
5 | Fonksiyonun sireksiz oldugu bdlgeleri ortadan kaldirmak igin. 4 9%
6 | Dairenin alanini bulmak igin. 1 2%
7 | Hayati daha iyi anlayabilmek igin. 1 2%
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_ Yiizdelik
2) Soruya verilen cevaplar Toplam .
Dagilim
8 | Karmasik matematiksel ifadeleri kolaylagtirmak igin. 1 2%
9 | Mihendislik hesaplarinda ise yaradigi igin. 1 2%
10 | Bir sayinin en yakin komsulugundaki noktalarin degerlerini bulmak igin. 1 2%
Genel Toplam 45 100%

2. soru ile O&grencilerin limit kavramimin neden ortaya atildigt hakkindaki
diistinceleri alinmak istenmistir. Tablo 3 incelendiginde adaylarin %42’sinin limit
kavraminin yaklagik sonug elde etmek i¢in ortaya ¢iktigini diisiindiigiinii gormekteyiz.
Bu sonug¢ aslinda, 2. soruya verilen cevaplarin altinda yatan diisiincenin 1. soruya

verilen cevaplarda aranabilecegini gostermektedir.
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Sekil 12: 2. Soruya “Yaklasik sonug elde etmek i¢in” ve “Sonsuz kavramini
somutlastirmak i¢in” cevabini veren gruplardan birer cevap 6rnegi

Limit kavramini agiklarken “yaklagsma” kavramini kullanmak dogru kabul edilebilirdir,

ancak “yaklasik sonu¢ elde ekmek igin” limit kavraminin ortaya atildigimi sdylemek
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biraz zordur. Bu nedenle “yaklasik” kelimesini kullanan adaylarin 1. soruya ne cevap

verdiklerini incelemenin faydali olacag: diisiiniilmektedir.

Tablo 4: 1. soruya “yaklagma” cevabini verenlerin 2. soruya verdikleri gruplandirilmis

cevaplari
1) Limit
sb6zcuguni . .
9 ) o Yizdelik
duydugunuzda 2) Sizce limit kavrami neden ortaya atilmistir? Toplam 5
) Dagihm
akliniza gelen ilk
sey nedir?
Yaklagik sonug elde etmek igin. 15 50%
Bilmiyorum. Daha énce hi¢ duginmemistim. 5 17%
Matematiksel analiz yapabilmek igin. 4 13%
Dairenin alanini bulmak igin. 1 3%
Yaklasma Karmasik matematiksel ifadeleri kolaylastirmak igin. 1 3%
Mihendislik hesaplarinda ise yaradigi igin. 1 3%
Bir sayinin en yakin komsulugundaki noktalarin degerlerini bulmak 1 39%
icin. °
Fonksiyonun sureksiz oldugu bélgeleri ortadan kaldirmak igin. 1 3%
Sonsuz kavramini somutlastirmak igin. 1 3%
Genel Toplam 30
100%

Tablo 4’ten goriilmektedir ki 1. Soruya, “yaklagsma” gruplandirilmig cevabini veren
adaylarin (%50) yarisi, yaklasma kavramimi “yaklasik sonu¢ elde etmek” seklinde
diistinmektedir. Ayrica bu gruptakilerin %17 ise 2. soruya “Bilmiyorum. Daha 6nce hig
diisinmemistim.” seklinde cevap vermislerdir. O halde 2. soruda “yaklasik sonug elde
ekmek i¢in” limit kavraminin ortaya atildigini diisiinen adaylarin yarisinin diisiincesinin

altinda aslinda “yaklagma” kelimesinin yattig1 soylenebilir.

2.soruya “Bilmiyorum. Daha once hi¢ diisiinmemistim.” seklinde cevap veren

toplam 7 6grenci (%16) bulunmaktadir.
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3) Bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin var olmasinin 6nemi sizce ne olabilir?

Tablo 5: 3. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilim1

Yuzdelik
3) Soruya verilen cevaplar Toplam
Dagihm
1 | Fonksiyonun o noktadaki yaklagik degerini verir. 12 27%
2 | Bir fikri yok. 10 22%
3 | Fonksiyonun o noktada tanimli oldugunu goésterir. 7 16%
4 | Fonksiyonun o noktada surekli oldugunu gésterir. 6 13%
5 | Fonksiyonun o noktada sinirli oldugunu gésterir. 3 7%
6 | ileri matematiksel iglemler yapilabilir. 3 7%
7 | Daha kolay ¢6zUmler elde edilebilir. 2 4%
8 | Fonksiyonun nasil hareket ettigini belirtir. 2 4%
Genel Toplam 45 100%

3. soru ile 6grencilere limitin 6nemi hakkindaki diisiinceleri sorulmustur. 3. soruya
“yaklasik deger bulma” cevabini verenlerin %27 ile en basta yer aldigin1 gérmekteyiz.
Bu soru hakkinda herhangi bir fikir beyan etmeyen adaylar %22 ile 2. sirada yer
almaktadir. Ayrica uzman goriisiine gore sadece; bu soruya verilen cevaplar arasinda
yer alan, “Ileri matematiksel islemler yapilabilir.” (%7) ve “Fonksiyonun nasil hareket

ettigini belirtir.” (%4) ifadeleri dogru kabul edilebilir cevaplardir.
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Sekil 13: 3. Soruya verilen cevaplardan birka¢ 6rnek

Burada ilk 2 soruya verilen cevaplarla, bu soruya verilen cevaplar arasindaki

tutarliligin incelenmesinde, adaylarin disiincelerinin ¢ikis noktasinin arastirilmasi

acisindan fayda bulunmaktadir.

Tablo 6: 1. ve 3. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin matrisi

1) Limit 3) Bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin var olmasinin énemi sizce ne olahilir?
Sﬁzc{iﬁ'ﬁnﬁ Daha Fonksiyonun leri Fonksiyonun | Fonksiyonun Fonksiyonun
) Efi ) .

duyduﬁunuzda "ku:ila\y Fonksiyonun | o noktada mstematiksel o n"nktal.:la o noktada Il3|r. o noktadaki Genel

K i goziimler | nasil hareket sinirl iclem siirekli tznimh fikri | yaklasik Toul
aKiiniza geien N I§lemier oplam

g glde | etiiginiverir. | aldugunu Jahili oldugunu oldugunu | yek.|  deferini b

P . apilzhilir.

ik sey nedir? | edienilir pisterir. Vi giisterir. pisterir. Verir.
Yaklagma 1 2 1 2 H 4 4 ] 0
Sinir 2 1 3 2 1 9
Epsilon-Delta 1 1 2
Belirllik ' 1
Komsuluk 1 1
Matematigin en zor
konusu 1 1
055 1 1
zenel Toplam Z Z 3 3 i 7 10 12 45

Bu tabloya gore, 3. soruya “yaklasik deger” cevabimi veren 12 adaydan 9’unun

(%75) 1. soruya “yaklagma” ile cevap verdikleri ve 3. soruya cevap vermeyen 10
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ogrenciden altisinin (%60) ise bir fikir beyan etmedigi gozlemlenmektedir. Bu iki

grubun toplami 45 kisilik ¢aligma evreninin %33 {inli teskil etmektedirler.

Ayrica limit sdzciigiinii duydugunda aklina gelen ilk sey “OSS” olan adaymn 3.

soruya cevap vermemesi de dikkat ¢ekicidir.

Tablo 7: 2. ve 3. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmig halinin matrisi

3) Bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin var
2) Sizce limit kavrami olmasinin 6nemi sizce ne olabilir?
neden ortaya atilmigtir?
Diisiincelerinizi yaziniz. Fonksiyonun o Genel
Bir fikri yok. noktadaki yaklagik
L Toplam
degerini verir.
Bilmiyorum. Daha 6nce hig 5 3
distinmemigstim.
Yaklasik sonug elde etmek
rarastesonts 2 10 12
icin.
Genel Toplam 5 10 15

Tablo 7’ den 2. ve 3. soruya ayni anda cevap vermeyen 3 aday oldugu, ayrica 3.
soru i¢in bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin var olmasinin 6nemini “Fonksiyonun o
noktadaki yaklagik degerini vermesi” ile izah eden 10 aday oldugu goriilmektedir. Yani
3. soruya bu sekilde cevap veren 12 adaymn 10°u 2. soruya benzer bir sekilde “Yaklasik
sonug¢ elde etmek icin” seklinde cevap vermistir. Bu nedenle adaylarin limit ile

“yaklasik sonug elde etme” arasinda yanlis bir bag kurduklar1 sdylenebilir.

4) Asagida grafigi verilen fonksiyonun x=4 deki limitini belirlemek igin yapilmasi

gerekenleri yaziniz.
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Tablo 8: 4. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi

. Yuzdelik
4.Soruya verilen cevaplar Toplam .
Dagihm
1 | Sag ve sol limitlerinin ayni olmasi gerekir. 37 82%

5 x=4 noktasinin bir O komsulug@u igindeki her noktanin goriintisd, f(4)=L 4 0%
(1]

noktasinin € komsulugunun icine dismelidir.

: Fonksiyon x=4 de devam etseydi de@eri ne olurdu diye bakilir. O deger limit 1 29
degeridir denir. °

4 | x 4'e yaklagirken f(x) 1 e yaklasiyor. 1 2%

5 | xler 4 e yaklagirken ama x=4 degil, her x i¢in bir f(x) bulunmasi gerekir. 1 2%

6 x=4 noktasinda sag ve sol tirevlerinin var ve ikisinin de degeri ayni olmasi ] 29
halinde limit vardir. °

Genel Toplam 45 100%

4. soruda siirekli olmayan ve siireksizlik noktasinda limiti mevcut olan bir
fonksiyonun limiti sorulmustur. Bu sayede “tek degiskenli bir fonksiyonun bir noktada
sagdan ve soldan limitini bulma, eger sagdan ve soldan limiti var ve esit ise (diyelim ki
L) bu fonksiyonun o noktada limiti vardir ve L’dir” bilgisine sahip olup olmadiklar1
Olciilmeye calisilmistir. Tablo 8 incelendiginde, adaylarin %82 sinin grafigi verilen bir
fonksiyonun siireksizlik noktasindaki limitini bulmak igin, fonksiyonunun o noktadaki
sag ve sol limitinin esit olmasi1 gerektigini savunmustur. Bu cevap limitin tespiti
konusunda kullanilan bir kuralin ezberden disa vurumu olarak goriilebilir. Ayrica
adaylarin sag ve sol limitleri nasil bulacaklarii bilip bilmedikleri de buradan

¢ikartilamaz.
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“x=4 noktasiun bir ¢ komsulugu igindeki her noktanin goriintiisii, f(4)=L
noktasimnin € komsulugunun igine diismelidir” cevabini veren 4 6grenci (%9), limitin

tanimindan yola ¢ikarak limitin bulunabilecegini 6ne siirmiiglerdir.

Ayrica 3, 4 ve 5 numarali cevaplart veren 3 Ogrenci, grafik iizerinden x=4
noktasinda fonksiyonun limitini belirlemeye ¢alisirken daha ¢ok sezgilere dayali hareket

etmislerdir.

Bir 6grencinin verdigi “x=4 noktasinda sag ve sol tiirevlerinin var ve ikisinin de
degeri ayni olmasi halinde limit vardir” seklindeki cevap ise higbir sekilde kabul

edilebilir degildir.
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Sekil 14: 4. Soruya verilen cevaplardan birka¢ 6rnek

5. Soru i¢in asagidaki yonerge verilmis ve yine asagida verilen tanima gore diger

sorularin cevaplandirilmasi istenmistir.

5) Limitin asagidaki tanimini1 géz oniine alarak asagidaki sorulari

cevaplandiriniz.
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Tanmm: AcC R, f : A— R bir fonksiyon ve a da A climlesinin bir y1gilma

noktasi olsun.

Her & > Oigin eger |X — a| < ¢ oldugunda | f(x)— L| < ¢ kalacak sekilde en az bir

0 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa x, a ya yaklastiginda f nin limiti “L” dir denir ve

lim f(x)=L
X—>a
yazilir.
a) Tamimdaki ¢ neyi temsil etmektedir?
Tablo 9: 5-a. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi
. Yuzdelik
5-a) Sorusuna verilen cevaplar Toplam .
Dagihm
1 | f(x) in komsulugunu 14 31%
2 | L limit degerinin bir komsulugu 13 29%
3 | Limitini bulmak istedigimiz x noktasinin bir komgulugu. 7 16%
4 | Bir fikri yok. 4 9%
5 | Bir aralig! temsil eder. 2 4%
6 | Kiglk bir sayiy! ifade eder. 2 4%
7 | Pozitif bir sayiyi ifade eder. 2 4%
8 | Komsuluk 1 2%
Genel Toplam 45 100%

Bu soru ile limitin tanimindaki & semboliiniin adaylar i¢in ne ifade ettigi
sorgulanmak istenmistir. “f(x) in komsulugu” cevabim1 veren oOgrencilerin (%31),
anlatmak istedikleri seyi tam olarak ifade edemedikleri anlasilmaktadir. 2, 5, 6, 7, 8
numarali cevaplar kabul edilebilir cevaplardir. Ancak 3 numarali cevap kabul edilebilir
bir cevap degildir. 3 ve 4 numarali cevabi veren 11 aday, toplam %25’lik bir dilimi

temsil etmektedir.
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Sekil 15: 5-a. Sorusuna verilen cevaplardan birka¢ 6rnek

b) Tanimdaki & neyi temsil etmektedir?

Tablo 10: 5-b. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmig halinin dagilim1

] Yuzdelik
5-b) Sorusuna verilen cevaplar Toplam 3
Dagilim
1 | x=a nin komsulugu 23 51%
2 | X'in komsulugunu 12 27%

3 | f(x) in komsulugu

4 | L nin komsulugu

5 | Komsuluk 2 4%
6 | Aralik 1 2%
7 | Epsilon gibi bir sayi. 1 2%
Genel Toplam 45 100%

Bu soru ile limitin tanimindaki ¢ semboliiniin adaylar i¢in ne ifade ettigi

sorgulanmak istenmistir. Bu tabloda 3 ve 4 numarali cevab1 veren 6grenciler (%14)

dikkat ¢ekmektedir, ¢iinkii ¢ sembolii i¢in verilen “f(x) in komsulugu” ve “L nin

komsulugu” seklindeki cevaplar hicbir sekilde kabul edilebilir degildir.
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Sekil 16: 5-b. Sorusuna verilen cevaplardan birkag¢ 6rnek
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Tablo 11: 5-a ve 5-b sorularina ayni anda yanlis cevap verenler

5-a) Tammdaki ¢ neyi temsil | 5-b) Tanimdaki & neyi temsil
) Toplam
etmektedir? etmektedir?
Bir fikri yok. f(x) in komsulugu
Limitini bulmak istedigimiz x | ') I komsulugu
noktasinin bir komgulugu. L nin komsulugu
Genel Toplam 5

Tablo 11’ de 5-a ve 5-b sorularinin her ikisine birden yanlig cevap veren aday
sayilarin1 gostermektedir. Tabloya gore bu 5 adayin (%11) limitin taniminda & ve &
nin neyi temsil ettiklerini veya goérevlerinin ne oldugunu kesinlikle anlamadiklari

sOylenebilir.

¢) Tanimda yer alan “here >0 ile kastedilen nedir? Burada neden “her”
kelimesi kullanilmigtir, bunun yerine “en az bir” ifadesi kullanilamaz

mi1? Agiklaymiz.
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Tablo 12: 5-c. sorusuna verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi

) Yuzdelik
5-c) Sorusuna verilen cevaplar Toplam
Dagihm
1| Kural buttn epsilon degerleri igin saglanmal. 13 29%
2 | Kural butln pozitif reel sayilar i¢in saglanmal. 10 22%
3| Yok 6 13%
4 | Komsuluk negatif olamayacagindan & > 0 olmalidir. 4 9%
Kullaniimaz, ¢tinki bir teoremin dogrulugu ispatlanirken tim
5 | durumlar g6z énuinde bulundurulur. En az bir durumu 4 9%
saglamamasi teoremi gurttur.
Kullanilmaz ¢linkii € ne olursa olsun sonucun ayni ¢gikmasi
6 4 9%
gerekir.
7 | Kullanilmaz, ¢linkii her € degerini en az bir 0 saglamalidir. 2 4%
€ burada f(a) nin komsulugu icin & ye bagl olan bir
8 | degiskendir. Bu yiizden her deger olabilir, o yiizden en az bir 1 2%
denilmez.
9 | Limit bulunurken ¢ keyfi segildigi icin butiin degerler olabilir. 1 2%
Genel Toplam 45 100%

Tablo 12’ de limitin tanimi igerisinde yer alan “her £ > 0 ifadesinden 6grencilerin
ne anladiklar1 sorgulanmak istenmistir. Tablo12 de 1, 5, 6, 7 numarali cevaplarin,
tanimda yer alan “her” kelimesinin anlam1 dogrultusunda verildigi anlagilmaktadir. Bu
cevaplar1 veren toplam 23 6grencinin (%50) “her £ > 0 ifadesinin tanimda ne gibi bir
rol oynadigint tam olarak anladiklari sdylenemez. Ayrica 2 ve 8 numarali cevaplar
konuyla ilgili goziikmemektedir (%22). Ayrica higbir fikir beyan etmeyen toplam 6
aday bulunmaktadir (%13). 4 numarali cevab1 veren 4 adayin (%9) cevaplar tutarsiz ve

alakasiz bir cevap olarak nitelenebilir. Burada sadece “Limit bulunurken ¢ keyfi
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secildigi i¢in biitiin degerler olabilir” cevabini veren 1 adayin vermis oldugu cevap

beklenen dogru cevaplar arasinda yer almaktadir.

C) Tamm g?f@é’. F £>O0 baydk olacals_
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Sekil 17: 5-c. Sorusuna verilen cevaplardan birkag 6rnek

d) “Enazbir 6 >0 sayis1” ile ne kastedilmektedir?

Burada neden “en az bir” kelimesi kullanilmigtir? A¢iklayimniz.

Tablo 13: 5-d sorusuna verilen cevaplarin gruplandirilmig halinin dagilimi

. Yizdelik
5-d) Sorusuna verilen cevaplar Toplam 5
Dagilim
X—a| <O esitsizligini saglayan mutlaka bir delta (O ) vardir.
, |x=4 witslzligint saglay (9) 23 51%
Ama daha fazla da olabilir.
2 | YOK 12 27%
3 Epsilona (€ ) bagli bir delta (5) buldugumuz igin en az bir 0>0 3 7%
0
ifadesi kullanilir.
4 O anin bir komsulugu oldugu igin dyle bir O segmeliyiz ki f(a) nin & 2 49
(]
komsulugu iginde kalabilsin.
5 O ninen kicuk degerini bulabilirsek buyuk bir o komsulugu icin zaten 2 49
0
bulabiliriz.
6 En az ile kastedilen, limit noktasina yaklasmamizda en kiigik o 2 49
(]
komsuluguna goére L degerine yaklasiriz.
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' Yiizdelik
5-d) Sorusuna verilen cevaplar Toplam .
Dagilim
7 En az bir O > O limiti alinmak istenen, noktanin civarinda fonksiyonun 1 20
(1]
orada tanimli olmasi gerekir.
Genel Toplam 45 100%

Tablo 13’ de limitin tanimi igerisinde yer alan “En az bir ¢ > 0 sayis1” ifadesinden

adaylarin ne anladiklar1 sorgulanmak istenmistir. Toplam 45 adayin yer aldig1 calismada

23 aday (%51), “En az bir §>0 sayist” ifadesi ile limitin varlig1 i¢in [x—a| <&

esitsizligini saglayan mutlaka bir delta (9 ) olmasi gerektigini savunmustur. 3 dgrenci
(%7) 6 ’nin ¢ ‘a baglh bir deger olmasi gerektigine vurgu yapmis ancak neden “En az
bir & >0 sayis1” olmasi gerektigini agiklayamamuglardir. 2 aday verdikleri 4 numarali
cevaplari ile yine ¢ ’'nin ¢ ‘a bagli bir deger olmasi gerektigine vurgu yapmis, ancak bu
kez f(a) degerini L limit degeri ile esdeger tuttuklar1 gézlemlenmistir. 5 ve 6 numarali
cevaplar1 veren 4 aday (%S8), “en az bir 6 >0 sayis1i” ile ¢ ’nin en kiigiik degerinin
aranmasi gerektigini savunmuslardir. Son olarak 1 aday ise “en az bir 6 >0 sayis1”
ifadesi ile limitin arandig1 nokta civarinda fonksiyonun tanimli olmas1 gerektigini ileri

strmiistiir.
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Sekil 18: 5-d. Sorusuna verilen cevaplardan birkag¢ 6rnek)
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Tablo 14: 5-c ve 5-d sorularina verilen cevaplarin kiyaslanmasi

5-d) “En az bir ¢ > Qsayist” ile ne kastedilmektedir?

Burada neden “en az bir” kelimesi kullanilmistir?
5-c) Tamimda yer alan ‘“her & >0~ ile

Agiklaymiz.
kastedilen nedir? Burada neden ‘“her”
L . 1 2
kelimesi kullanilmistir, bunun yerine “en az
bir” ifadesi kullanilamaz m1? Agiklayiniz. ‘X - a‘ < J esitsizligini saglayan
mutlaka bir delta ( o ) vardir. YOK
Ama daha fazla da olabilir.
1 | Kural bitiin epsilon degerleri igin saglanmal. 8 2
2 | Kural bitiin pozitif reel sayilar igin saglanmal. 4 3
3 | Yok 5

4 Komsuluk negatif olamayacagindan € >0 3
olmalidir.

Kullanilmaz, ¢linki bir teoremin dogrulugu
ispatlanirken tim durumlar g6z 6niinde
bulundurulur. En az bir durumu saglamamasi

teoremi guritar.

Kullanilmaz ¢iinkii e ne olursa olsun sonucun

ayni gcikmasi gerekir.

Kullanilmaz, ¢uinkl her epsilon degerini en az
bir delta saglamalidir.

Tablo 14’ de 5-c ve 5-d sorularina verilen cevaplarin kiyaslanmasi yapilmustir.
Burada dikkat gekici nokta, adaylarin 5-c sorusuna verdikleri cevabin altinda yatan
diisiinceyi 5-d sorusunu cevaplarken de kullanmis olmalaridir. Burada, her iki soruya da
verdikleri cevaplar arasinda net bir paralellik kurulabilen adaylar goze ¢arpmaktadir.
Tablo 5.4.’deki veriler analiz edilirken 5-a sorusuna verdikleri cevaplar i¢in “1, 5, 6, 7
numarali cevaplarin, tanimda yer alan “her” kelimesinin anlami dogrultusunda verildigi

anlasilmaktadir.” yorumunda bulunulan adaylarin 5-d sorusuna verdikleri cevaplar
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incelendiginde 16 6grencinin yine “en az bir” ifadesinden yola ¢ikarak x—a| <o

esitsizligini saglayan mutlaka bir delta (6) vardir. Ama daha fazla da olabilir.”
ifadesini kullandiklar1 ve 4 adaymn de 5-d sorusunu cevapsiz biraktigi goriilmiistiir.
Ayrica her iki soruyu da cevaplandirmayan 5 aday vardir. 5-c¢ sorusuna 2 numarali
cevabr veren 3 aday 5-d sorusuna cevap verememistir. Bu durum 5-C sorusunu
cevaplandirip, 5-d sorusuna cevap yazmayan toplam 12 adayin 5-c sorusunu
cevaplandirirken konu hakkindaki bilgi anlaminda kendilerine olan glivenin tam

olmadigi seklinde yorumlanmustir.

e) |X - a| <0 esitsizligi ne anlam tagimaktadir? Agiklayniz.

Tablo 15: 5-e sorusuna verilen cevaplarin gruplandirilmig halinin dagilimi

. Yizdelik
5-e) Sorusuna verilen cevaplar Toplam 5
Dagilm
1 | x=a noktasinin delta (O ) komsulugunu ifade eder. 14 31%
2 | YOK 9 20%
3 | xin delta (O ) komsulugu demektir. 9 20%
4 | Xin a’ya sagdan ve soldan O kadar uzakligidir. 4 9%
5 | a noktasina delta (O ) kadar uzaklikta olan noktalar kimesi 4 9%
6 Tanim kiimesinden segilen x ve a nin farkinin mutlak degeri segilen delta 4 9%
dan kiiiktir. °
7 | a noktasina yaklasirken o komsulugu igerisinde olundugunu ifade eder. 1 2%
Genel Toplam 45 100%

Tablo 15° de 5-e sorusu ile verilen [x—a| <& esitsizliginin dgrenciler igin ne ifade

ettigi irdelenmek istenmistir. Burada “x in delta komsulugu” cevabimi veren 9 aday
(%20) ifadelerinde, hangi x noktasinin komsulugu oldugunu belirtmemislerdir. 4.
siradaki “x’in a’ya sagdan ve soldan d kadar uzakligidir.” cevabini veren adaylarin, X ve

a degerlerini iki sabit ve O y1 ikisi arasindaki uzaklik olarak gordiikleri anlagilmaktadir.
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Ayrica bu soruya 9 aday (%20) cevap verememistir. 1 numarali cevap tam olmamakla

birlikte dogru kabul edilebilir. 6 numarali cevap matematiksel sembollerle ifade edilen
[x—a| <& esitsizliginin sézel anlatimi oldugundan kabul edilebilir bir cevaptir. 7

numarali cevabin yanlis oldugunu savunmak giictiir ama beklenen cevap degildir.
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Sekil 19: 5-¢. Sorusuna verilen cevaplardan birkag 6rnek

f) | f(x)- L| < ¢ esitsizligi ne anlam tagimaktadir? Aciklayiniz.

Tablo 16: 5-f sorusuna verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi

_ Yiizdelik

5-f) Sorusuna verilen cevaplar Toplam .
Dagilim

1 | YOK 10 22%

2 | L nin epsilon (€ ) komsulugunu ifade eder. 7 16%

3 | f(x) in epsilon ( € ) komsulugunu ifade eder. 5 1%

4 | L nin (&) komsulugu igindeki f(x) leri tanimlamaktadir. 5 11%

5 | f(x) in L ye (€ ) kadar uzaklikta olmasidir. 5 11%

6 |y sayilarinin da (L-e;L+e) araliginda oldugunu gdsterir. 3 7%

. Tanim kiimesinden segilen x ve a nin f fonksiyonundaki 3 79

degerlerinin farkinin mutlak degeri segilen epsilondan kiguktur. °
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. Yuzdelik
5-f) Sorusuna verilen cevaplar Toplam .
Dagihm
8 f(x) den "L" limitini ¢ikardigimizda elde edilen sonucun mutlak degerinden 3 79
KiigUiktir. °
9 | Bir araliktan bahsedilmektedir. 2 4%
10 | L nin sinirlarini (L-e;L+e) verir. 1 2%
11 | Limit degerimize ( € ) kadar yaklastigimizi soyler. 1 2%
Genel Toplam 45 100%

Tablo 16° da |f (x) - L| < ¢ esitsizliginin adaylar i¢in ne anlam ifade ettigi sorusuna

adaylarin verdikleri gruplandirilmis cevaplar yer almaktadir. Bu tablo incelendiginde
soruya cevap yazmayan 10 adayin (%22) varligi dikkat ¢ekicidir. Ayrica bu soruya 1,
3.5.7 ve 10 numarali cevaplart veren toplam 28 adayin (%62), 5-f sorusuna beklenen

cevaplarin disinda cevaplar verdikleri gozlemlenmistir.
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Sekil 20: 5-f. Sorusuna verilen cevaplardan birkag¢ 6rnek

9

g) Tanmimdaki L-sayisi neyi temsil etmektedir. Bunu “fonksiyonun grafigi’

kavramini kullanarak agiklaymiz.
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Tablo 17: 5-g sorusuna verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi

Yuzdelik
5-g) Sorusuna verilen cevaplar Toplam .
Dagihm
1 | L limiti ifade eder. 15 33%
2 | L sayisli, x a ya yaklagirken f(x) lerin yaklastigi sayidir. 10 22%
3 | L sayisi f(x) in a daki limitidir. 7 16%
4 | L tanim kiimesindeki a nin f fonksiyonundaki degeri yani L=f(a) 7 16%
5|YOK 6 13%
Genel Toplam 45 100%

Tablo 17’ de limitin tanimdaki L-sayisinin neyi temsil ettigi sorusuna adaylarin
verdikleri gruplandirilmis cevaplar goriilmektedir. Soruya 1, 2, 3 numarali cevaplari
veren toplam 32 adayin (%71) cevaplart bu soruya karsilik beklenen dogru cevaplar
arasinda degerlendirilebilir. 7 aday (%16) limiti, fonksiyonun a noktasindaki deger
olarak yani, L=f(a) olarak gormektedirler. Ayrica bu soruya cevap veremeyen toplam 6
aday (%13) bulunmaktadir.
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Sekil 21: 5-g. Sorusuna verilen cevaplardan birkag¢ 6rnek
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h) Su ana kadar verdiginiz cevaplarin bir 6zeti olarak bir fonksiyonun bir

noktadaki limitinin ne oldugunu kendi ifadelerinizle agiklayiniz.

Tablo 18: 5-h sorusuna verilen gruplandirtlmis cevaplarin dagilimi

Yizdelik

5-h) sorusuna verilen cevaplar Toplam .
Dagihm

Bir fonksiyonda x sayilari x=a noktasina yaklasirken f(x) lerin yaklastigi sayiya,
1 y! y yaklas (x) yaklastigi sayty 13 299

f(x) in x=a daki limiti denir.

2 | Limitin tanimina yakin ifadeler. 12 27%

3 Bir fonksiyonda istenen bir degere sagdan ve soldan yaklasildiginda fonksiyon 9 20%
(o]

ayni degeri gosteriyorsa bu degere x in limiti denir.

4 | Cevap yok. 7 16%
5 | L fonksiyonun x=a noktasinda aldigi degerdir. 3 7%
6 | Bir civardaki sayilarin gériintiilerinin gittigi yer civaridir. 1 2%
Genel Toplam 45 100%

5-h) sorusunda adaylarin bu ¢alismada limitle ilgili olarak verdikleri cevaplarin bir
Ozeti olarak bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin ne oldugunu kendi ifadeleriyle
aciklamalar1 istenmistir. Tablo 18, 5-h) sorusuna verilen gruplanmis cevaplar
gostermektedir. Bu tabloya goére 13 aday (%29) limitin tanimin1 sadece kendi
ifadeleriyle “Bir fonksiyonda x sayilari x=a noktasina yaklasirken f(x) lerin yaklastigi
saytya, f(x) in x=a daki limiti denir.” seklinde vermislerdir. Bu ifadede “yaklagim”
kelimesinin limitin taniminda basrolii oynadig1 goriilmektedir. 12 aday (%27) limitin
tanimiyla ilgili agiklama yaparken, limitin tanimma yakin tanimlar vermislerdir. “Bir
fonksiyonda istenen bir degere sagdan ve soldan yaklasildiginda fonksiyon ayni degeri
gosteriyorsa bu degere x in limiti denir.” cevabimi veren 9 aday (%20) i¢in bir
fonksiyonun bir noktadaki limiti i¢in, o noktada sag ve sol limitlerin var ve esit olmasi
yeterli goriiliiyor. 1 adaym verdigi “Bir civardaki sayilarin goriintiilerinin gittigi yer

civaridir.” cevabi incelendiginde, limiti tarif ederken “civar” kelimesine 6zellikle vurgu
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yaptigt goriiliir. Bunun da limit taniminda yer alan yuvar, komsuluk kavramindan

kaynaklandig1 diisiiniilebilir.
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Sekil 22: 5-h. Sorusuna verilen cevaplardan birka¢ 6rnek

6) Yukaridaki tanimi dikkate alarak; |Xim2 (3x+1) =7 oldugunu gosteriniz.
-

Tablo 19: 6. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi

) Yuzdelik
6) sorusuna verilen cevaplar Toplam .
Dagilim
Tam 33 73%
Eksik 12 27%
Genel Toplam 45 100%

6. soruda adaylardan |XiIT12(3X+1) =7/ oldugunu limit tanimin1 gdz Oniine alarak
-

gostermeleri istenmistir. Her & > OQi¢in eger |X - 2| < ¢ oldugunda | f(x) - 7| < ¢ kalacak

sekilde en az bir ¢ > 0 sayis1 bulmak igin;

Bx+1-7|<e T [3x—6| <> [B(x-2)<s T 3x—2|<s> |x—2|<§
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olmak tlizere 6 = % >0 olacak sekilde ¢’ya bagli bir 6 > 0 sayist oldugunu belirleyen

33 aday (%73) bulunmaktadir. Diger 12 aday (%27) ¢oziim yolunda gesitli hatalar

yaparak uygun bir ¢ > 0 sayist bulamamiglardir.

Sekil 23: 6. Soruya verilen cevaplardan bir 6rnek

Burada ilgi ¢ekici olan sey, limitin tanimu ile ilgili dogru yargilarda bulanamayan

adaylarin da 6. soruda istenilen ¢oziimii ortaya koymus olmalaridir.

7 f(x)= l;in X| _ile verilen fonksiyonun x = 7 noktasindaki limitini arastiriniz.

Vereceginiz cevaplarin gerekcelerini yaziniz.

Tablo 20: 7. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi

) Yuzdelik
7) sorusuna verilen cevaplar Toplam .
Dagihm
Tam 24 53%
Eksik 15 33%
Yok 6 13%
Genel Toplam 45 100%

7. soruda adaylardan f(x)= iin X| ile verilen fonksiyonun X =7 noktasindaki

limitini aragtirmalar1 istenmistir. Tablo 20 bu soruya verilen gruplandirilmis cevaplari
gostermektedir. Bu soruya tam cevap veren 24 adayin tamami fonksiyonun asagidaki

grafigi lizerinden ¢oziim aramustir. 15 aday (%33) yanlis ¢6ziim yollari segtigi igin ya
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sonu¢ bulamamis ya da yanlis sonuglar elde etmislerdir. 6 aday bu soruyu cevapsiz

birakmustir.
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Sekil 24: 7. Soruya verilen cevaplardan iki 6rnek

8) X—01i¢in f(x) = iz fonksiyonunun varsa limitini bulunuz. Yoksa nedenini
X

aciklaymiz.

Tablo 21: 8. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmig halinin dagilimi

. Yiizdelik
8. soruya verilen cevaplar Toplam i
Dagilim
1 | Limiti sonsuzdur. 20 44%
2 | Limiti yoktur, ¢iinkll o noktada tanimli degildir. 8 18%
3| Yok 6 13%
4 | Limiti yoktur. 6 13%
5 Sagdan ve soldan yaklastigimizda limitler farkl olacagindan limiti 3
7%
yoktur.
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. Yiizdelik
8. soruya verilen cevaplar Toplam .
Dagilm
6 | Limit esit sonsuz oldugundan limiti yoktur. 2 4%
Genel Toplam 45 100%

8. soruda |y -1 limitinin sonucu sorulmustur. Tablo 21 de bu soruya verilen

Xx—>0 ¥

gruplandirilmis cevaplar goriilmektedir. Bu soruya verilen cevaplar incelendiginde,

higbir adayin sorunun ¢oziimiinde limitin & —¢ tanimini kullanmadigi goriilmektedir.

Yinede soruya verilen cevaplar hayli ilgi c¢ekicidir. 20 aday (%44) |imi2=oo

x—=>0 X

oldugunu, 2 aday (%4) ise im iz — o oldugundan limitin olmadigin1 savunmaktadir. 8
x—=>0 X

aday (%18) verilen fonksiyon x=0 noktasinda tanimsiz oldugundan x—0 i¢in limitin

olamayaca@1 kararina varmistir. Bu soruya cevap vermeyen toplam 6 aday (%13)

bulunmaktadir.
2) ’ : | ; -0
) x=0 ydbinin Y =0 yatinind 43 e e 7// L/fﬁ,
SO RO (o e ol yakind
Al T R aler .')J"w{‘#»'/ ufls Bun larin T ¥rer A “
z 0 ‘ ) ' RISTde Songyp g atder faat x=0 '
| : 4 3 Q‘d(f. . X=0U 4 YeK£ =
ld§ir Il g lirtey Longyz4 ..-.‘{/};?r, Lim;#.-m
3 J
e :_\mnv(\d’-‘ﬂ ’((ﬂ N‘\.SWCJ". ™) “".1 \ ) |
2o N ®) ) Viderde X0 then fankeivenve
it dd '_‘la‘Hu('

Q — (p) P \ )
d) X=0 '\ )= .lﬁ‘ %Of\‘(;n_\gf\‘) A a 0o s03dor va 3so\dan gaklammiz-
¥ ~ O J J
lim L _=_.4 lim A _ -+
Mo xt o x°
E50 ,l,\_ Dorkai@rvnon  Gmidi yoldv- Cibnkiy  w0g e sol  \millec! oirbiring.

Y L
! —

Sekil 25: 8. Soruya verilen cevaplardan iki 6rnek
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Ustte grafigi verilen f fonksiyonunun x=2, x=3 ve x=4 noktalarindaki limitleri

nelerdir? Bulunuz. Nedenlerini aciklayiniz.

Tablo 22: 9. soruya verilen gruplandirilmis cevaplarin dagilimi

Yizdelik

9. soruya verilen cevaplar Toplam .
Dagihm

Sag ve sol limitlerine bakarak
x=2 i¢in limiti 3

43 96%
x=3 igin limit yok

x=4 icin limit 1

Sag ve sol limitlerine bakarak
x=2 i¢in limiti 3

. 1 2%
x=3 icin 0

Xx=4 igin limit 2

Sag ve sol limitlerine bakarak
x=2 igin limiti 3

1 2%
x=3 i¢gin limit 0

x=4 icin limit 1

Genel Toplam 45 100%

9. soru ile 6grencilerden grafigi verilmis bir fonksiyonun 3 farkli noktadaki limitleri
sorulmustur. Bu soru ile pargali bir fonksiyonun siireksizlik noktasinda ve tanimsiz
oldugu noktalardaki limitleri hakkindaki adaylarin bilgileri 6l¢iilmek istenmistir. Bu
soruya, calismaya katilan toplam 45 adayin 43’1 (%96) dogru cevap vermistir. Bu
sonug her ne kadar yiiksek goriinse de, sasirtict degildir. Adaylar igin grafigi verilen bir

fonksiyonun limitini bulmamin zor olmadig1 gézlemlenmektedir.
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Sekil 26: 9. Soruya verilen cevaplardan bir 6rnek

Yukaridaki 6rnekde de goriildiigi tizere, adaylar grafigi verilen bir fonksiyonun
limitini bulurken, fonksiyonun aranan noktada sag ve sol limitlerinin varligina bakarak

yorum yapiyorlar.

4.1.2. Yanr1 Yapilandirilmis Goriisme Sonuglari

Bu ¢alismaya katilan 7 adayin se¢imi i¢in daha 6nce adaylara uygulanan bilissel
diizey belirleme testleri ve arastirmacinin derslerde yapmis oldugu gézlem sonuglari
dikkate almmustir. Elde edilen veriler sonucunda kavram bilgilerinin, kavram
imajlariin daha derin bir sekilde irdelenmesine ihtiyag duyulan ve 6grenme zorlugu
cektigine inanilan adaylarla goriigmeler yapilmistir. Adaylarla  yapilan yari
yapilandirilmig goriismelerin arastirmaci tarafindan se¢ilmis kiigiik bir kismi asagidaki
boliimde yer almakta olup, goériismelerin tamami Ek-2 de sunulmustur. Ayrica
okuyucuya kolaylik saglamak ve tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi
hakkinda adaylarla yapilan goriismelerin igeriginin daha iyi analiz edilebilmesi
amaciyla adaylarin sorulara vermis olduklari cevaplar gruplandirilarak tablo halinde

Ozetlenmistir.

4.1.2.1. Aday M.K. ile Yapilan Gériisme Sonuglari

2X
Arastirmaci: f(x,y) = Z—yz fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
X“+y
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Z Ekseni

Yukarida verilen fonksiyonun grafigine baktginizda bu fonksiyonun siirekliligi

ile ilgili ne soyleyebilirsiniz?

M.K.: Benim bildigim siirekli fonksiyonlarda bir kopma olmamast ya da fonksiyonu
tamimsiz yapacak bir deger bulunmamasi lazim. Bu yiizden verilen fonksiyon bence

stireklidir.

Arastirmaci: Grafikten ne anliyorsun? Fonksiyona bakarak fonksiyonun
siirekliligi hakkinda bir sey sdyleyebilir misin? 3 boyutlu grafigi verilen bir

Sfonksiyonun siirekliligi hakkinda ne soyleyebilirdin?
M.K.: Bu grafige bakarak kesin bir sey soylemek ¢ok zor. Burada fonksiyonda
herhangi bir kopma goziikmiiyor. Buradan hi¢hir x ve y igin fonksiyon tanimsiz

olmuyor, yani kopma goziikmiiyor. Bu durumda fonksiyonun siirekli oldugunu

soyleyebiliriz.

4.1.2.2. Aday M.T. ile Yapilan Goriisme Sonuglar

Arastirmaci: x reel bir say1 olmak iizere, |X —3| < 2 esitsizliginin ¢oziim kiimesi

sizin i¢in ne ifade ediyor?
M.T.: 1 ile 5 arasindaki tiim sayilar.

Arastirmaci: Burada 3 sayist neyi ifade eder?
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M.T.: Bu esitsizligin ¢oziim kiimesini bulmak i¢in kullandigimiz bir sayi. Bunu

grafik iizerinde gostermek zor. Coziim kiimesi iginde 1 ile 5 ‘in arasinda bir yer.

Arastirmaci: Peki 2 nedir?

M.T.: 2 noktasiyla bu fonksiyonu simirlandwrmis olduk. Stmirlart belirledik. 2 den
kiiciik degerleri aldik hep, 2 den biiyiik degerler bizi ilgilendirmiyor.

Arastirmacy: Grafik iizerinde 2 yi gosterebilir miyiz?

M.T.: Evet. 3 den kiiciik, yine arada bir yerde.

4.1.2.3. Aday M.Y. Ile Yapilan Gériisme Sonuclar
Arastirmaci: Limitin teknigi ile verilen tamimi goz oniine alindiginda,
tanimdaki L sembolii sizce neyi temsil etmektedir? Diisiincelerinizi benimle paylasir

misiniz?

M.Y.: X sayilart degisken oldugu igin onlari a noktasina yaklastirdigimizda,
goriintiileri de belli bir sayiya yaklagmaktadir. Bu sayr da fonksiyonun limitidir. Bunu

da L ile gosteriyoruz.

4.1.1.4. Aday G.K. Ile Yapilan Gériisme Sonuclari
Arastirmaci. Limit kavramu ile sonsuzluk kavrami arasinda nasil bir iligki

kurulabilir?
G.K.: Limit, fonksiyonun yakinsadigi bir sayidir. Sonsuzluk ise erigilemeyen bir

kavram. Sonucgta limitle fonksiyon igin bir deger bulabiliyoruz ama sonsuzluk

dedigimizde bir deger soz konusu degildir.
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4.1.2.5. Aday A.S. ile Yapilan Gériisme Sonuclar
Arastirmaci: f(x) = iin X| ile verilen fonksiyonun grafigini birlikte cizelim...

A.S.: Once sinx fonksiyonunu ¢izelim. Bu periyodik olarak ilerler. Birka¢ x icin
degerini bulalim. Grafigi ¢izelim. Simdi de mutlak degeri ¢izelim, alttaki kismi iiste

alalim.

Arastirmacy. (-, 7) araliginda. Peki bu fonksiyonun X = & noktasindaki limiti

hakkinda ne dersiniz?
A.S.: x=x deki limiti O dir. Sagdan soldan baktigimizda degerler 0 a yaklasiyor.

O yiizden 0 dir.

4.1.2.6. Aday H.Y. ile Yapilan Gériisme Sonuglari

Arastirmaci: X—0 icin f (x) :iz fonksiyonunun varsa limitini bulabilir misiniz?
X

Yoksa nedenini aciklar misiniz?

HY.: x=0 da tammsizlik var. Swursiz artiyor, sonsuza yaklasiyor. x=0

noktasindaki limiti sonsuzdur.
Arastirmaci. Neden?

H.Y.: Limit deyince sagdan ve soldan yaklasmak lazim. Ikisinde de sonsuza

vaklagiyor. O yiizden limiti sonsuzdur.

Arastirmaci: Limiz kavrami ile sonsuzluk kavrami arasinda nasil bir iliski

kurulabilir?

H.Y.: Biraz énce limit x=0 da sonsuz dedik ama bunu fonksiyonun yaklastigi bir

yer olarak gorebiliriz, yani sonsuza dogru gider deriz.
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4.1.2.7. Aday N.B. ile Yapilan Gériisme Sonuclar

=R W
1
|
1
1
1
1
1
1
|
o
I
T
=
.

Arastirmaci: Ustte grafigi verilen f fonksiyonunun x=2 limiti nedir?

N.B.: 3, ciinkii burada siirekli. Burada bu noktada tanimli olup olmamasi onemli

degil, siirekli oldugu icin limiti 3 diir.

Arastirmaci: x=3 deki limiti icin ne soylersin?

N.B.: Limit yok, c¢iinkii grafik cizdigimizde elimizi kaldirmadan c¢izebiliyorsak,
fonksiyona siirekli diyorduk. Siirekli olmadigt yerde limit yoktur diyorduk. O yiizden
x=0 da limit yoktur.

Arastirmaci: Xx=4 deki limiti nedir?

N.B.: Var ve 1 dir. Soldan ve sagdan yaklastigimizda 1 e geliyor. Yani limiti vardur.

Limiti zaten yakinsamak demektir, o noktada o degeri almas: sart degil.
Arastirmaci: Burada limiti belirlemek igin neler yapmak gerekir?
N.B.: Sagdan ve soldan yaklastigimizda ayni degeri aliyorsa limit o degerdir.

Arastirmaci: x=4 noktasinda fonksiyon siirekli midir?
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N.B.: Siireklidir, ¢iinkii bunu ben sadece geometrik olarak a¢iklayabilirim. Burada
sadece elimizi kaldirmadan ¢izebildigimiz i¢in fonksiyon x=4 noktasinda stireklidir. X=

4 noktasinda elimizi kaldirmiyoruz. O yiizden stireklidir.

4.1.2.8. Yar1 Yapilandirilmis Goriisme Sonuclarinin Ozeti

Bu kisimda, tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi hakkinda adaylarla
yapilan goriismelerin igeriginin daha iyi analiz edilebilmesi igin miilakatlarda adaylara
yoneltilen tiim sorular ve adaylarin sorulara vermis olduklar1 cevaplar gruplandirilarak

tablo halinde 6zetlenmistir.

Tablo 23: Adaylar M.K., M.T. ve M.Y. ile yapilan yar1 yapilandirilmig gériismelerin
Ozet tablosu

GORUSME
NO M.K. M.T. M.Y.
SONUGLARI
) = 3 boyutlu grafiklere
= 3 boyutlu grafiklere )
= 3 boyutlu grafiklere | yabanci
yabanct
Grafigi verilen iki yabanci = Grafigin (0,0,0)
= limit ve siireklilik
degiskenli bir fonksiyonun = limit ve siireklilik noktasinda tanimsiz
1 hakkindaki yorumu tek
limiti ve stirekliligi . . ) hakkinda yorumda oldugundan yola ¢ikarak,
degiskenli fonksiyonlarin .
hakkinda yorum. L bulunamadi. bu noktada fonksiyonun
grafiklerini dikkate alarak
stireksiz oldugunu
yapti .
soyledi.
f(x)= im X| _ile Sag ve sol limitlerinin var
5 verilen fonksiyonun ve esit olmasi sartini
kull k ¢6
X = 0 noktasindaki danarak gozmeye
calistr.
limiti hakkinda yorum.
Grafigi verilen tek
3 degiskenli bir fonksiyonun | Grafik iizerinde kabul
limiti ve stirekliligi edilebilir yorumlar yapti.
hakkinda yorum.
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GORUSME

tanimdaki L sembolii

hakkinda yorum.

NO M.K. M.T. M.Y.
SONUGLARI
Epsilonu herhangi bir
Epsilonu x-eksininde noktanin  komsulugunu
herhangi bir sayinin olusturmak i¢in segilen
komsulugu, deltay: ise pozitif bir reel sayi,
Limitin “epsilon-delta . »

4 . bu sayiya karsilik gelen | deltay1 ise bu pozitif reel

teknigi” hakkinda yorum. . .
saymin y-eksenindeki saylya ve araliga karsilik
komsulugu olarak gelen araliktaki pozitif
tanimladi. bir reel saytr olarak

tanimlad.

= Soruya cevap
verirken Esitsizligin ¢oziim

x reel bir say olmak iizere, sOylediklerinden pek kiimesini bularak,

5 |X - 3| < 2 sesitsizliginin emin degildi. esitsizlikte yer alan 2 ve
o6ziim kiimesi hakkinda = Verilen esitsizlikte 3 sayilar1 hakkinda dogru
yorum. yer alan 3 ve 2 sayilar1 kabul edilebilir yorumlar

hakkinda beklenen yaptL.
yorumlarda bulunmadi.
L*nin fonksiyonun limiti
Limitin & — O tanm oldugunu sdyledi ve Lyi
6 g0z éniine alindiginda, x sayilart a noktasina

yaklastiginda,
gorintiilerinin yaklastigi

say1 olarak ifade etti

Tablo 24: Adaylar G.K., A.S., H.Y. ve N.B. ile yapilan yar1 yapilandiriimisg
goriismelerin 6zet tablosu

GORUSME
NO G.K. AS. H.Y. N.B.
SONUCLARI
= 3 boyutlu = 3 boyutlu
grafiklere yabancit  (grafiklere
= limit hakkindaki [yabanci
= 3 boyutlu L
yorumu tek = Limitve
Grafigi verilen iki grafiklere yabanci ) ) o
. . degiskenli stireklilik
degiskenli bir = Grafikte bir kopma
. Lo fonksiyonlarin lhakkindaki
1 fonksiyonun limiti ve noktast tespit ederek, .
] grafiklerinden yola [yorumu tek
stirekliligi hakkinda fonksiyonun o
¢ikarak yapti degiskenli
yorum. noktada tanimsiz
. o . * Grafige yabanc1  |fonksiyonlarin
olabilecegini soyledi. o o
oldugu i¢in grafiklerinden
stirekliliKhakkinda |yola ¢ikarak
yorum yapamadi.  [yapti
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GORUSME
NO G.K. AS. H.Y. N.B.
SONUGLARI
f(x) = lin X|- ile Fonksiyonun
) grafigini gizerek,
2 verilen fonksiyonun x=0 noktast icin
X = 0 noktasindaki fonksiyonun
limiti hakkinda yorum. limitini buldu.
Limitleri
Tek degiskenli
bulmada
fonksiyonun grafigi
o . ) zorlanmiyor
Grafigi verilen tek tizerinde limitleri
ancak
degiskenli bir rahatlikla .
. o . fonksiyonun
3 fonksiyonun limiti ve bulabiliyor ancak
stirekli olmasi ile
stirekliligi hakkinda stireklilik hakkinda o
limitinin olmas1
yorum. yaptig1 yorumlarda .
. . arasindaki
kendinden emin .
o iliskiyi tam
degildi.
oturtamamis.
x=0 noktasina
X—0 igin sagdan ve soldan
1 yaklasip, sonucu
.| == .
X er ikisi i¢in de
fonksiyonunun limiti sonsuz buldugu i¢in
hakkinda yorum. sonug sonsuzdur
cevabini verdi.
Limitin fonksiyonun
o yakinsadig bir say1 Bir birinin tersidir.
Limit ile sonsuzluk o
oldugunu, Limit sonsuza
kavramlar1 ve . .
5 sonsuzlugu ise giderken fonksiyon
aralarindaki iliski o )
erisilemeyen bir sifira yakinsar,
hakkinda yorum.
kavram olarak seklinde cevapladi.
gordiigiinii soyledi.

4.1.3. Envanter ¢calismasi bulgulari

Bu kisimda birinci béliimde elde edilen bulgularin 6zetlenmesi amaciyla, adaylarla
yapilan tiim calismalarda elde edilen bulgular, yani calisma envanterinde yer alan tiim
veriler tekrar gozden gegirilerek, tek degiskenli reel fonksiyonlardaki limit ve stireklilik
kavramlar1 hakkinda 6grencilerin edinmesi gereken asgari kazanimlar belirlenerek 12
maddelik bir tablo ortaya cikartilmistir. Bu ¢alismada, “Lise Matematik Ogretim
Program1” ve yurtdisindaki bazi iiniversitelerin analiz derslerindeki kazanimlar ve

uzman goriisleri dikkate alinarak ([TTKB] Matematik Dersi Ogretim Programi ve
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Klavuzu, 2005; http://web.mit.edu/16.30/www/extras/LOPP-Lectures32-36.pdf), limit
kavrami ile baglantili 12 kazanim belirlenmistir (bkz. Tablo 25). Calismada rasgele

secilen 13 Ogrencinin bilissel diizey belirleme test sonuglar1 ve yar1 yapilandirilmis
gorismelerde elde edilen bilgiler kullanilmistir. Her o6grenciye belirlenen konular
hakkinda edindigi biligsel seviyenin belirlenmesi amaciyla 1’den 5’e kadar
degerlendirme puani verilmistir. Bu sekilde hem 6grencinin konu hakkindaki biligsel
seviyesi Ol¢iilmiis, hem de konuyla ilgili her bir kazanimin Ogrencilerin geneli

tarafindan algilanma durumu tespit edilmis olacaktir.

Tablo 25: Tek degiskenli reel fonksiyonlardaki limit ve siireklilik kavramlar1 hakkinda
kazanim envanteri

O

Kriterler BK. [ LTU. | ARK. | EV. [MO. | ED. |EC. | MT. | HY. | EO. | AS. | AK. | GK. | ORTALAMA

xin @’ ya yaklagimi durumunda
limitin anlamini agiklar ve yorumlar
Tanim kiimesinin bir alt

A ( . . 4 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5 4 5 4,38
araligindaki elemanlarin bir
noktaya yaklagimini limiti de g6z

oniine alarak agiklar).

Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti
B | ile soldan limiti ve sagdan limiti 5 5 5 5 4 5 5 4 5 5 4 5 5 4,77
arasindaki iligkiyi belirtir.

Fonksiyonun limit noktasinda
tanimli olup olmamasi ve limit
C 4 4 4 4 3 3 4 4 4 4 4 3 4 3,77
degeri ile fonksiyonun o noktadaki

degeri arasindaki iligkiyi belirtir.

Fonksiyonun grafigine bakarak bir
D | noktadaki limit degerini tahmin 5 5 5 4 5 5 5 4 5 5 5 5 5 4,85
eder.

Limitin geometrik gosterimi ile

Ssterimi da iliski
E gosterimt arasinca fiskd 3| 3| 4 | 4| 4| 4|a|al|as]|3]|a]|3]|a 3,69
kurarak, ikisi arasinda bir fonksiyon

tanimlar.
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O

Kriterler

BK. | I.TO.

ARK.

E.V.

M.0. | E.D.

E.C.

M.T.

H.Y.

E.O.

AS.

AK.

GK.

ORTALAMA

Limitin taniminda

kullanilan komsuluklarin ne anlama

geldigini bilir.

3,15

Limitin arandidi noktanin
fonksiyonun yigilma noktasi olmasi
gerektigini bilir.

3,38

nin  a bagl bir deger oldugunu

bilir.

3,69

Ozel tanimli fonksiyonlarin
limitlerini bulur ve onlarla ilgili

uygulamalar yapar.

3,77

Limit kavraminin degisik
fonksiyonlardaki bigimini gorir ve
tanimlar

(Limit fonksiyonun o noktadaki
degerine esit olabilir, bazen
fonksiyon o noktada tanimli olsa
da limiti olmayabilir, bazen ise
fonksiyon tanimli olmadig1 noktada
da limite sahip olabilir vb.).

3,08

Fonksiyonun belirli bir noktada
slrekli olup olmadigini tespit eder.

4,15

Konu hakkinda edindigi bilgiler

kalici olmustur.

3,62

ORTALAMALAR

3,58 | 3,42

3,92

3,67

3,5 3,75

4,17

4,08

4,08

4,08

3,83

4,08

DEGERLENDIRMELER

GOK KOTU

KOTU

ORTA

IYi

COK ivi
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Tablo 25 dikkatle incelendiginde;

» Her bir 6grenci igin ayr1 degerlendirme yapildigi,

» Her 6grenciye ait, sonug olarak degerlendirilebilecek kisisel ortalamalarin
oldugu,
» Her kritere ait 6grenci ortalamalarinin bulundugu

gériilebilir.

Asagida elde edilen bulgular Tablo 25 incelenerek ortaya ¢ikartilmistir.

6,00

5,00

ES
(=3
S

ORTALAMA
g

2,00

1,00

0,00

KRITERLER

Grafik 1: Kriterlerin Ortalamasi

Grafik 1’e gore en yliksek ortalamaya sahip ilk 3 kriter asagida verilmistir.

Tablo 26: En yiiksek ortalamaya sahip ilk 3 kriter

KOD Kriterler Ortalama

Fonksiyonun grafigine bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin 485

eder.

B Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile soldan limiti ve sagdan limiti 477
arasindaki iliskiyi belirtir. ’
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KOD Kriterler Ortalama
x in @’ ya yaklagimi durumunda limitin anlamini agiklar ve yorumlar
A (Tanmim kiimesinin bir alt araligindaki elemanlarin bir noktaya 4,38
yaklasimini limiti de g6z 6niine alarak agiklar).
Grafik 1’e gore en diisiik ortalamaya sahip 3 kriter asagida verilmistir.
Tablo 27: En diisiik ortalamaya sahip son 3 kriter
KOD Kriterler Ortalama
Limitin arandig1 noktanin fonksiyonun yigilma noktasi olmasi
G arane .9 Yy yig 3,38
gerektigini bilir.
F Limitin & — 5 taniminda kullanilan komsuluklarin ne anlama 315
geldigini bilir.
Limit kavraminin degisik fonksiyonlardaki bigimini gérir ve tanimlar
i (Limit fonksiyonun o noktadaki dederine esit olabilir, bazen 308

fonksiyon o noktada tanimli olsa da limiti olmayabilir, bazen ise

fonksiyon taniml olmadigi noktada da limite sahip olabilir vb.).
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4.1.4. Topoloji Dersi Almis 3. Simf Ogrencilerinin, limitin topoloji dersinde
verilen tanim ile limitin &£ — 6 teknigi ile verilen tanimi arasinda bir bag kurma

konusunda bilissel diizey belirleme test bulgulari

Bu boliimde; adaylarla yapilan ¢aligma hakkinda arastirma verilerinin istatistiksel

coziimlemeleri sonucunda elde edilen bulgulara yer verilmistir.

Bildigimiz anlamda limit, tiirev, integral Oklid uzayinda incelenir. Ama Oklid
uzayt disinda uzaylar da vardir. Riemann uzayi, Banach uzayi, Sorgenfery uzayi.vs.
Genel anlamda bildigimiz limit, tiirev, integral bu uzaylarda nasil tanimli olacak
sorusuna cevap aranir. Tabii bunlarin yaninda geometrik sekillerde de degisiklikler olur.
Oklid uzayimnda bildigimiz dogru pargast Riemann uzayinda farkli bir sekilde olur. Iste
bu tiir sorulara cevap arayan bilim dali "TOPOLOJI" dir (Ozbagc1,2003). Bu nedenle

topoloji dersini almig &grencilerin limitin topoloji dersinde verilen tanimi ile limitin

-0 teknigi ile verilen tanimi arasinda bir iliski kurup kuramadiklarini anlamak
amaciyla yiriitiilen bu ¢alismada arag olarak 5 soruluk bir anket kullanilmistir. Burada,

caligmada yer alan sorularin her biri analiz edilerek yorumlanmaigtir.

Arastirmada topoloji dersini ilk kez alan 22 Matematik Ogretmenligi 3. simf
ogrencisi Orneklem olarak almmustir. Ogrencilere sorularda yardimci olmasi igin

asagidaki iki tanim verilmistir.

Tanmm 1: AcR, f:A—> R bir fonksiyon ve a da A climlesinin bir yigilma

noktasi olsun.

Her &> Oigin eger 0 <|x—a| < doldugunda |f(x)—L| <& kalacak sekilde en az

bir 6 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa x, a ya yaklagtiginda f nin limiti “L” dir denir ve

lim f(x)=L

X—a

yazilir.

Tamm 2: (E, @), (F,®") olmak iizere f :E — F bir fonksiyon ve a e E ve

b € F olsun.
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WV eUy, igin U €Uy, 3 fU)cV

saglaniyorsa x, a ya yaklastiginda f nin limiti “L” dir denir ve

lim f(x)=L

X—a

yazilir.
1) Yukarida verilen “Tanim 1” sizce neyin tanimidir?

2) Yukarida verilen “Tanim 2” sizce neyin tanimidir?

Tablo 28: 1. ve 2. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis sekli

2) “Tanim 2” sizce neyin tanimidir?
E topolojik
1) “Tanim 1” sizce neyin uzayindan F Genel
tamimidir? topolojik uzayina Limitin | Sarekiilik | Toplam
taniml f
tanimidir. | tanimudir.
fonksiyonunun a
noktasindaki
limitidir.
Bir f(x) fonksiyonu igin x a ya yaklastiginda 2 2
fonksiyonun degeri.
Limitin tanimidir. 18 18
Reel degerli tek degiskenli bir f fonksiyonun 1 1
a noktasindaki limitinin tanimidir.
Sreklilik tanimidir. 1 1
Genel Toplam 1 20 1 22

Tablo 28’e gore Tamiml i¢in “Bir f(x) fonksiyonu i¢in x a ya yaklastiginda
fonksiyonun degeri.” diyen 2 kisinin ve “Siireklilik tanimidir.” diyen 1 kiginin cevaplari

kabul edilir degildir. Bu tabloya gore 1 kisi, Tanim 1 i¢in “Reel degerli tek degiskenli
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bir f fonksiyonun a noktasindaki limitinin tanimidir.” ve Tanim 2 igin ise “E topolojik
uzayindan F topolojik uzaymma tanimli f fonksiyonunun a noktasindaki limitidir.”
tanimlamalariyla beklenen dogru tanimlamalar1 yapmistir. Bu durumda Tanim 1 ve
Tanim 2’nin her ikisinin de limitin tanimi oldugunu sdyleyen toplam 19 6grenci (%86)

bulunmaktadir.

Adaylar Tanim 2 nin bir fonksiyonun a noktasindaki limitini tarif ettiginin

farkindadirlar.

3) Tanim 1 ve Tanim 2 arasinda ne tiir benzerlikler kesfedebildiniz?

Tablo 29: 3. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis sekli

3. Soruya verilen cevaplar Toplam
ikisi de limitin tanim. 10
1 deki araliklar 2 de aciklar olarak karsimiza ¢ikiyor. 1
1. de aciklar metrik uzayin agiklari olup, 2 de acgiklar genel topolojik uzayin 1
aciklandir.
1. tanimda agik araliklar, 2 tanimda agik kiimeler vardir. 1
1.deki & u 2. deki V gibi, 1 deki |X — 8| komsulugunu 2 deki U ,, gibi ;
distnebiliriz.
1.tanim reel sayilardaki mutlak deger metrigine dayali bir tanimdir. 1
2. tanim ise daha genel bir tanimdir.
Acik araliklar farkh tanimlanmig ama ayni. 1
Biri reel, digeri topolojik uzaylardaki limit tanimlaridir. 1
f(U) cV ifadesiile |f(x)-L| <& ayni seylerdir. 1
Her ikisinde de acik araliklar ve yigilma noktalari mevcuttur. 1
ikisinde de bir fonksiyon ve acik araliklar yardimiyla limit tanimlaniyor. 1
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3. Soruya verilen cevaplar Toplam

ikisinde de bir noktanin iginde oldugu aciklar ve bu agigin gériintiisii olan agik

kullaniimistir.
Tanim 1, Tanim 2 nin 6zel bir halidir. 1
Genel Toplam 22

Tablo 29’a gore 10 6grenci (%45) iki tanim arasindaki benzerligi ¢ok kisa bir
ifadeyle “Ikisi de limitin tanim1” seklinde agiklamislardir. Geriye kalan 12 &grenci iki

tanim arasindaki benzerlikleri kendi ifadeleriyle dile getirmislerdir.

Ancak; “1 deki araliklar, 2 de agiklar olarak karsimiza c¢ikiyor.” ifadesinde
Ogrencinin aralik ve agik kavramlarini,
“l. tanimda agik araliklar, 2. tanimda agik kiimeler vardir.” ifadesinde 6grencinin aralik

ve acik kiime kavramlarini,

“ldeki &’u 2. deki V gibi, 1 deki |x—a komsulugunu 2 deki U, gibi

2

diistinebiliriz.” ifadesinde O6grencinin ¢, V, |x—a| ve U, ifadelerini, tam olarak

zihninde anlamlandiramadiklar1 ortaya ¢ikmaktadir.

“f)cv ifadesi ile |f(x)-L|<e aym seylerdir.” ifadesi ise kabul edilebilir bir
cevap degildir.

Ogrenciler genel olarak iki tamimin da fonksiyonlarda limiti tarif ettigini
gormiislerdir, ancak iki tanim arasindaki benzerliklerin ne oldugu konusunda ayrintiya

giren 6grenciler maalesef tatmin edici cevaplar verememislerdir.

4. ve 5. sorulara verilmis cevaplarin gruplandirilmig hali asagida bir arada analiz

edilmistir.

4) Sizce hangi tanim daha sade?
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5) Tanim 2’yi kullanarak |iml (X+3) =4 oldugunu gosterebilir misiniz?
X—"

Tablo 30: 3. ve 4. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis sekli

4. Soruya verilen cevaplar
Genel
5. Soruya verilen cevaplar
Toplam
1. Tanim 2. Tanim

Tam 4 4 8
Cevap Yok 5 1 6
Yanlis 3 5 8
Genel Toplam 12 10 22

Tablo 30 incelendiginde, Ogrencilerin hangi tanimin sade oldugu konusunda
kararsiz kaldiklar1 gozlemlenmektedir. Tanim1’in Tanim 2’den daha sade oldugunu
diisiinen 12 6grenci (%55), Tanim 2’nin Tanim 1°den daha sade oldugunu diisiinen 10
ogrenci bulunmaktadir. Ancak 4. soruya cevap vermeyen 6 dgrenciden 5’inin (%83)
Tanim1’i, Tanim 2’den daha sade bulmasi, 06grencilerin Tanim 1 konusunda
zihinlerinde yerlesik bir kavram imaj1 oldugunu ve Tanim 2 ile ne yapacaklarimi tam

bilemediklerini diistindiirtmektedir.

4.2. iki degiskenli reel fonksiyonlardaki limit ve siireklilik kavramlar
hakkindaki bulgular

4.2.1. On test bulgular

Bu boliimde ¢ok degiskenli reel fonksiyonlarmn limiti ve siirekliligi konularmin
islendigi Analiz 2 dersine baslamadan once derse katilan toplam 52 ogrenci ile
yiiriitiilen On test ¢alismasinin aragtirma bulgularina yer verilmistir. Bu ¢alismada yer
alan 1. soru ayn1 zamanda bir kalicilik testi olarak goriilebilir. Sorular ve dgrencilerin

sorulara verdikleri cevaplarin gruplandirilmis halleri sirasiyla asagida verilmistir.
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1. Diizlemde tanimli bir fonksiyonun bir noktada limitinin var olup olmadigina,
strekli olup olmadigina karar verebilmek icin fonksiyonun hangi ayirt edici

Ozelliklerinden yararlanilir?

Tablo 31: 1. Soruda yer alan fonksiyonun limiti hakkinda verilen cevaplarin gruplandirilmig

hali
1. Soruda yer alan fonksiyonun limiti hakkinda verilen | OGRENCI PAY
cevaplar SAYISI
Aranan noktada sag ve sol limitler esit ise “limit vardir” denir. 31 60%
Aranan nokta etrafinda alinan deg@erlerin géruntleri belirli bir
nokta etrafinda yogunlagiyorsa, o nokta fonksiyonun istenen 11 21%
noktadaki limitidir.
YORUM YOK 5 10%
Belirli bir aralikta tanimh bir fonksiyonun bir noktada limitinin
olmasi i¢in o noktanin tanim araliginda olup olmadidina bakariz ) 49
ve bu noktada grafik kopmamalidir. Yani elimizi kaldirmadan °
grafigi cizmeliyiz.
Limiti var olabilmesi i¢in limiti hesaplanan nokta civarinda ) 4%
fonksiyon tanimli olmali ve yalnizca bir teget cizilebilmeli. °
Grafik belirli bir noktaya yaklasiyor fakat o noktada deger ] 09
almiyorsa o noktada limiti vardir. °
Genel Toplam 52 100%

Yukaridaki tabloya gore; 6grencilerin %60’1nin aranan noktada sag ve sol limitlerin

esit olmasi durumunda limitin varligindan bahsedilebilecegini iddia etmislerdir.
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%21°1 ise “Aranan nokta etrafinda alinan degerlerin goriintiileri belirli bir nokta
etrafinda yogunlasiyorsa, o nokta fonksiyonun istenen noktadaki limitidir.” ifadesini

kullanmustir.

Bu cevaplar toplam katilimcilar arasinda %81°lik bir oran teskil etmektedir.

Tablo 32: 1. Soruda yer alan siireklilik hakkindaki cevaplarin gruplandirilmis hali

1. Soruya siireklilik ile ilgili verilen cevaplar Toplam PAY

Sirekli olmasi igin fonksiyonun limiti olmali ve limit dederi fonksiyon
degerine esit olmall. Fonksiyonumuz o noktada taniml olmak zorundadir. 21 40%

Grafigi elimizi hi¢ kaldirmadan gizebilmeliyiz.

Sirekliligi icin o noktada fonksiyonun grafiginde herhangi bir kopma olup
olmamasina bakilir. Eger grafigi elimizi kaldirmadan gizebiliyorsak 19 37%

sureklidir diyebiliriz.

Fonksiyon, limitinin oldugu noktada tanimli ise stireklidir. 8 15%
YORUM YOK 4 8%
Genel Toplam 52 100%

Ogrencilerin tek degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi konusunda verdikleri cevaplar
incelendiginde, 21 6grencinin (%40) siireklilik hakkinda teorik bir tanim vermeye
calistigl, 19 6grencinin ise (%37) stireklilik hakkinda fonksiyonun grafigi iizerinden

anlatim yoluyla bir agiklama getirmeye calistiklar1 gozlemlenmektedir.

Merak edilen bir baska nokta ise, Ogrencilerin dersten Once cok degiskenli

fonksiyonlarin limiti hakkinda ne diisiindiikleri idi. Ogrencilerin bu soruya verdikleri
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cevaplar1 bir onceki soru ile karsilastirarak vermek burada daha anlamli olacaktir.
Verilen cevaplart bir 6nceki soruya verdikleri cevaplari dikkate alarak degerlendirmenin

daha uygun olacag diisiintilmiistiir.

2. 3 boyutlu oklidyen bir uzayda tanimli bir fonksiyonun belirli bir noktada
limitinin var olup olmadigina, siirekli olup olmadigina karar verebilmek icin

fonksiyonun hangi ayirt edici 6zelliklerinden yararlanilir?

Tablo 33: 1. soruda ve 2. soruda yer alan fonksiyonun limiti hakkinda verilen
cevaplarin gruplandirilmis hallerinin matrisi

Aranan nokta
2.Soruya verilen etrafinda alinan
cevaplar degerlerin Ug boyutlu
gorantuleri belirli oldugu igin
Sag ve sol limiti bir nokta grafigi dik Genel
esitse limit YORUM YOK etrafinda eksenlere
vardir. yogunlasiyorsa, bélerek limit Toplam
o nokta incelenir. Seviye
fonksiyonun egrilerinin
istenen limitine bakilir.
1.Soruya verilen noktadaki
Cevap|ar limitidir.
Aranan noktada sag ve sol
limitler esit ise “limit vardir” 14 12 4 1 31
denir.
Aranan nokta etrafinda alinan
degerlerin gorintuleri belirli bir
nokta etrafinda 8 2 y 1
yogunlasiyorsa, o nokta
fonksiyonun istenen noktadaki
limitidir.
YORUM YOK 5 5
Belirli bir aralikta tanimh bir
fonksiyonun bir noktada
limitinin olmasi i¢in o noktanin
tanim aralginda olup 1 y 2
olmadigina bakariz ve bu
noktada grafik kopmamalidir.
Yani elimizi kaldirmadan
grafigi cizmeliyiz.
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Aranan nokta
2.Soruya verilen etrafinda alinan
cevaplar degerlerin Ug boyutlu
gorantdleri belirli oldugu igin
B o bir nokta grafigi dik
Saz;z:i:q:irtmn YORUM YOK etrafinda eksenlere Genel
vardir. yogunlasiyorsa, bélerek limit Toplam
o nokta incelenir. Seviye
fonksiyonun egrilerinin
istenen limitine bakilr.
1.Soruya verilen noktadaki
cevaplar limitidir.
Limiti var olabilmesi igin limiti
hesaplanan nokta civarinda 2 2
fonksiyon taniml olmali ve
yalnizca bir teget cizilebilmeli.
Grafik belirli bir noktaya
yaklasiyor fakat o noktada y 1
deger almiyorsa o noktada
limiti vardir.
Genel Toplam 14 28 7 3 52

Yukaridaki tabloya gore; tek degiskenli fonksiyonlar i¢in “Aranan noktada sag ve
sol limitler esit ise “limit vardir denir.” seklinde cevap verenlerin 14’i (%45) ¢ok
degiskenli fonksiyonlar i¢in de ayni seyin olmasi gerektigini ifade etmistir. 12 dgrenci

(%39) ise bu konuda bir fikir beyan etmemistir.

Onceki soruya kisaca “degerlerin yogunlastig1 bir nokta” olarak cevap veren 11
ogrenciden 8’1 (%73) ¢ok degiskenli fonksiyonlarn limiti i¢in herhangi bir yorum
yapmazken, yine ayn1 mantikla ¢ok degiskenli fonksiyonlarda limite ulasilabilecegini

savunan sadece 2 (%18) 6grenci vardir.

Ayrica 1. soruya yorum yazmayan 5 dgrencinin tamami 2. soruda da yorumsuz
kalmistir.

Sadece 2. soruya verilen cevaplar degerlendirildiginde yorum yazmayanlarin
sayisinin 28’e yiikselerek %54’°lik payla ilk sirada olduklar1 goriilmektedir. Cok
degiskenli fonksiyonlarda limitin tespitinin, tek degiskenli fonksiyonlarda yapildig1 gibi
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olmas1 gerektigini savunan 14+2=16 &grenci (%31) vardir. Iki grup toplam %85°lik bir
paya sahiptir. Burada 3 o6grencinin digerlerinden farkli olarak seviye egrilerinden
bahsetmesinden yola ¢ikarak, bu 6grencilerin daha dnce bu dersi aldiklar1 ihtimalinden

sOz edilebilir.

Ogrencilerin ¢ok degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi hakkinda ne diisiindiikleri
irdelemek ve tek degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi hakkinda sahip olduklar
goruslerle iligkisini ortaya koymak i¢in her iki soruya verilen gruplandirilmis cevaplari

yine matris seklinde ele alinmistir.

Tablo 34: 1. ve 2. soruda yer alan siireklilik hakkinda verilen cevaplarin
gruplandirilmis hallerinin matrisi

Sdreklilik igin Siireklilik ici Sdreklilik igin
: reklilik igin
2.Soruya verilen sectigimiz | ({ fonksiyonun
cevaplar Ikt limitin oldugu it
aralikta rafigini
YORUM noktadaki | o0 Genel
Yok tanimsiz deert. limit elimizi
egeri, limite Toplam
1.Soruya verilen kalan yer esit kaldirmadan
cevaplar olmadigina cizebilmek
olmasidir.
bakariz. gerekir.
Strekli olmasi igin fonksiyonun limiti
olmali ve limit degeri fonksiyon
degerine esit olmali.
9 : 11 8 2 21
Fonksiyonumuz o noktada tanimli
olmak zorundadir. Grafigi elimizi hi¢
kaldirmadan gizebilmeliyiz.
Strekliligi igin o noktada
fonksiyonun grafiginde herhangi bir
kopma olup olmamasina bakilir. 6 8 4 1 19
Eger grafigi elimizi kaldirmadan
cizebiliyorsak sureklidir diyebiliriz
Fonksiyon, limitinin oldugu noktada
y 9 4 3 1 8
tanimli ise sureklidir.
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Sdureklilik igin Siirekllik ici Sdreklilik igin
i reklilik igin
2.Soruya verilen sectigimiz | gv fonksiyonun
cevaplar Ikt limitin oldugu i
aralkta rafigini
YORUM noktadaki | o0 Genel
YOK tanimsiz deeri. limit elimizi Topl
egeri, imite Op am
1.Soruya verilen kalan yer esit kaldirmadan
cevaplar olmadigina cizebilmek
olmasidir.
bakariz. gerekir.
YORUM YOK 4 4
Genel Toplam 25 11 13 3 52

Tek degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi i¢in bir tanim vermeye c¢alisan 21
ogrencinin 11°1 (%52) cok degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi konusunda yorumsuz
kalirken, 8’1 ¢ok degiskenli fonksiyonlarda da tek degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi
stireklilik i¢in “Limitin oldugu noktadaki deger, limite esit olmalidir.” seklinde cevap
vermislerdir. Bu grupta yer alan Ogrencilerin sadece 2’si farkli bir yontemle c¢ok

degiskenli fonksiyonlardaki siirekliligi izah etmeye ¢alismiglardir.

Tek degiskenli fonksiyonlarin stirekliligini fonksiyonlarin grafigi {izerinden
anlamlandirmaya calisan 19 6grenciden 6’s1 ¢ok degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi
icin yorum yazmazken, sadece 1’1 tek degiskenli fonksiyonlarin stirekliligi hakkindaki

diisiincesini ¢ok degiskenli fonksiyonlarin siirekliligine aktardig goriilmektedir.

Burada dikkat ¢eken bir baska nokta da tek degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi
konusunda yorum yazmayan Ogrenci sayist 4 (%8) iken, bu say1 ¢ok degiskenli

fonksiyonlarin siirekliligi konusunda 25’e (%48) yiikselmistir.

Cok degiskenli fonksiyonlar dersine baslamadan onceki derste yapilan baska bir
calismada ise 6grencilerden tek degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limitinin & —¢J
teknigi ile verilmis tanimini, iki degiskenli fonksiyonlarin limiti i¢in genellestirmeleri

istenmistir.
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Bu ¢aligsmaya katilan 43 6grenciden 33’1 (%77) “ Ve >0 i¢in 34 > Ovardir, dyle ki

Y(x,y) € R? ikilileri i(;in\/(x—a)2 +(y-b)> <5 iken |f(X)—L|<g 0.s. biro >0

sayis1 bulanabiliyorsa, L € R limiti vardir.” seklinde cevap vermistir.

4.2.2. Bilissel Diizey Belirleme Testi Bulgular:

Ogrencilerle ¢ok degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik dersi islendikten
sonra yapilan calisma sonuglar1 asagidadir. Bu calismaya katilan 37 6grenciye 4 soru
yoneltilmistir. Sorular ve Ogrencilerin sorulara vermis olduklar1 cevaplarin

gruplandirilmis halleri sirasiyla agsagida verilmistir.

1. Kaynaklarda iki degiskenli bir fonksiyonun bir noktadaki limitini incelerken o
noktaya miimkiin olan biitiin egrilerle yaklasilmasi tavsiye edilmektedir. Size gore boyle
bir yaklagimin, limitin belirlenmesine olan katkilar1 veya zararlari neler olabilir?

Aciklayiniz.

Tablo 35: 1. Soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi

1. Soruya verilen cevaplar TOPLAM PAY
iki degiskenli bir fonksiyonun bir noktadaki limitini incelerken o noktaya her 18 49%
yoénden yaklagsmak gerekir. ’
Tek degiskenli fonksiyonlarda sagdan ve soldan yaklagsmak yeterli idi. 1" 30%
Burada ise mimkiin oldugu kadar ¢ok yoldan yaklagsmak gerekir. °
YORUM YOK 3 8%
Cok degiskenli fonksiyonlarda limiti aranan noktaya gemberlerle yaklagsmak 5 59
en dogru yoldur. °
Limiti bulmada en garantili yol tanimi kullanmaktir. 2 5%
Cok degiskenli bir fonksiyonlarda limit bulurken, fonksiyonun grafigine 1 3%
bakmak en garantili yodur. °
Genel Toplam 37 100%
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Bu ¢alisamaya katilan 37 ogrenciden 18’1 (%49) iki degiskenli fonksiyonlarda
limitin arandig1 noktaya her yonden yaklagmak gerektigini, 11°1 (%30) miimkiin oldugu

kadar ¢ok yonden yaklagimi savunmustur.

3 ogrenci yorumsuz kalirken, 2 6grenci “Cok degiskenli fonksiyonlarda limiti

aranan noktaya ¢emberlerle yaklasmak en dogru yoldur.” ifadesini kullanmistir.
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Sekil 27: 1. Soruya verilen cevaplardan birkag¢ 6rnek

2

2. IR? = $,0) de f(x,y)= 2X ~ ile verilen fonksiyonunun (0,0) noktasindaki
' X" +y

limiti ve siirekliligi hakkindaki diisiincelerinizi yaziniz.

Ogrencilerin 2. soruya verdikleri limit ve siireklilik hakkindaki cevaplar, bir arada

degerlendirerek analiz edilmistir.
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Tablo 36: 2.soruda yer alan limit ve siireklilik hakkindaki cevaplarin gruplandirilmis
hallerinin matrisi

) (0,0)
2.Soruya verilen
sirellilik hakkindaki | noktasnda . oy e Limiti
cevaplar tanimsiz g
icin Yorum yok. | olmadidi igin | Toplam
oldugundan . B
. sureklidir. surekli degil.
surekli
. - degildir.
2.Soruya verilen limit
hakkindaki cevaplar

iki farkli yoldan yaklasim, farkl

yoican yaicas 15 15
sonuglar ve limit yok.
Dogru ailesi ile yaklagim, farkli 8 8
sonuglar ve limit yok.
Kutupsal koordinatlarla yaklagim, 5 5
limit yok.
iki farkli dogru ile yaklagim, farkli 3 3
sonuglar ve limit yok.
Iki farkli dogru ailesi ile yaklagim, 2 2
farkli sonuglar ve limit yok.
Iki farkli egri yaklagim, farkh 1 1
sonuglar ve limit yok.
Kutupsal koordinatlarla yaklasim, 1 1
limit var.
X'e gére iki kere tiirev, limit 1. 1 1
Yorum yok. 1 1
Toplam 1 1 1 33 37
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15 ogrenci (%41), limiti aranan noktaya iki farkli yoldan yaklagarak limitin

olmadigint gostermisler ve limit olmadig1 icin de bu noktada siirekli olmadigin

savunmuslardir.

Calismaya katilan 37 6grenciden 33’1 (%89) 6 farkli yol izleyerek aranan noktada
limitin olmadigint gostermistir. Bu 6grencilerin tamami limit olmadigl i¢in aranan

noktada fonksiyonun siirekliliginden bahsedilemeyecegini belirtmistir.

s X s
S ) y=7 50 Y
v Y09 (
2 X fiiic
X L
(¥, 4) = ) ) 41~
f v X ¥ /J 7 A
7 /‘! - "’
1 / (
o= { v
— B
my my m L
/‘l N g e =
HAed) i 1/ N ul
(/ mlylse 4y ) v } Lo
B (7 B
4 el Jir
- /..;, <)

9» i detiskenls  funbigonlerda ch.'shnlur kubptol  sebifde  yotobilgorduk >
v

X= el 2 2 1A

Sl SRR P

: tren! gt r g &
Lo gaitp > cos!8 Rurdoki hwit @ awime baplh oldupu fun w &
e T [ mm,'vL aaL/-uf

aliuido b&lmn 1 rft:,;LM \,LIUJMLM
Livndi o(mu&l?!rdm sthek ‘:'l?iid‘n ‘.wh!(—lvhvdi )=

Sekil 28: 2. Soruya verilen cevaplardan birkag¢ 6rnek

2
3.g(x,y) = % ile verilen fonksiyonun (0,0) noktasindaki limiti ve siirekliligi
X"+

hakkindaki diigiincelerinizi yaziniz.
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Burada yine ogrencilerin 3. soruya verdikleri limit ve siireklilik hakkindaki

cevaplar, bir arada degerlendirerek analiz edilmistir.

Tablo 37: 3.soruda yer alan limit ve siireklilik hakkindaki cevaplarin gruplandirilmis
hallerinin matrisi

3.Soruya verilen siireklilik (0,0)
hakkindaki cevaplar noktasind | Limit Limiti
atanmh | oldugu | olmadigi
Yorum
olmadigin icin icin Toplam
Yok
dan sureklidi | surekli
surekli r. degildir.
3.Soruya verilen limit degil.
hakkindaki cevaplar
iki farkli yol ile yaklagim, ayni sonug ve limit 0. 5 8 13
Kutupsal koordinatlarla yaklagim, limit 0. 6 1 7
Yorum Yok 1 6 7
Dogru ailesi ile yaklasim, limit 0. 2 1 3
iki farkli dogru ile yaklagim, ayni sonug ve limit 0. 2 1 3
Bir dogru ailesi ve bir egri ile yaklagim, ayni sonug y 1
ve limit 0.
iki farkli dogru ailesi ile yaklagim, ayni sonug ve limit y 1
0.
Tanimi kullanarak, limit 0. 1 1
x'e gore turev ve y=0 icin limit 0. 1 1
Toplam 18 1 1 7 37

Burada 37 6grenciden 13’1 (%35) limitin arandig1 noktaya iki farkli yol ile 3’u

(%8) iki farkli dogru ile yaklasmak suretiyle ayni degeri elde ederek, sonucu 0 olarak
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bulmustur. Bu soruyu 7 (%19) &grenci cevapsiz birakmistir. Iki farkli yol, iki farkl
dogru, iki farkli dogru ailesi ya da bir dogru ailesi ve bir egri ile yaklasarak ayni sonuca

ulasan ve limiti 0 bulan 18 6grenci (%49) bulunmaktadir.

Burada dikkat edilmesi gereken bir diger nokta ise, yorum yazmayanlarin sayisinin

2. soruda 1 iken 2. soruda 7’ye yiikselmis olmasidir.

Fonksiyonun siirekliligi hakkinda yorum yapan 30 6grenciden 11°1 (%37) aranan

noktada limit oldugu i¢in ayn1 zamanda fonksiyonun siirekli oldugunu savunmustur.
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Sekil 29: 3. Soruya verilen cevaplardan birkag 6rnek
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Bu noktada 6grencilerin iki degiskenli fonksiyonlarin limitini bulmada izledikleri
yolu ve diislince yapilarint daha iyi tahlil edebilmek icin 2. ve 3. sorulara verdikleri

limitle ilgili gruplandirilmis cevaplara bir arada bakmak gerekir.

Tablo 38: 2. ve 3.sorularda yer alan limit hakkindaki cevaplarin gruplandirilmis
hallerinin matrisi

" ki farkli Bir dogru
3. soru| lki farkl yol Kutupsal dogru ailesi o ailesi ve bir
ile 3 ; X'e gire Tanimi s
koordinatlarl ile ) edriile Genel
yaklagim, K K tirev ve y=0 kullanarak, W Topl
2.soru ayni sonug ayaxlagim, Yaiasim. | i fimit 0. limitg. | YAdasm oplam
= limit 0. ayni sonug ayni sonug
ve limit 0. L o
ve limit 0. ve limit 0.
iki farkli yoldan
yaklagim, farkh
sonuclar ve limit 10 1 4 1’
yok
-I- 1 1 1 8
Kutupsal
koordinatlarla 5 5
yaklasim, limit yok.
3
Tk farkli dogru ailesi
ile yaklagim, farkli 1 1 2
sonuclar ve limit
yok.
x'e gore iki kere 1 1
tirey, limit 1.
1
iki farkli egri ile
yaklagim, farkh 1 1
sonuclar ve limit
yok.
Kutupsal
koordinatlarla 1 1
yaklagim, limit var.
Genel Toplam 13 3 7 3 1 1 7 1 1 k1l

Ogrencilerin 2. ve 3. sorulara verdikleri cevaplar bir arada degerlendirildiginde,
toplam 24 o6grencinin (%65) 2. soruda kullandigi ¢6ziim ydntemini 3. soruda da

kullanarak ¢6ziim aradigi gézlemlenmistir.

Burada 2. soruda iki farkli yol ile, iki farkli dogru ile, iki farkli dogru ailesi ile
yaklasarak sonuglarin farkli ¢ikmasi sonucu limitin olmadigimi belirten toplam 17
ogrencinin (%46), ayn1 yontemlerle 3. soru i¢in sonuclarin esit olmasi ile birlikte

fonksiyonun (0,0) noktasindaki limitinin o oldugunu sdylemeleri dikkat ¢ekicidir.
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2 2
4. f(x,y)= # icin  lim  f(x,1) limitini inceleyiniz. Cevabinizin
X (xy)—>(0.2)

gerekeelerini aciklayiniz.

Tablo 39: 4. Soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halinin dagilimi

4. Soruya verilen cevaplar TOPLAM | PAY
y=1 degeri i¢in elde edilen tek degiskenli fonksiyonun limiti. 25 68%
iki degiskenli fonksiyon kullanilarak, iki farkli yoldan yaklagim. 8 22%
Yorum yok. 3 8%
iki degiskenli fonksiyon kullanilarak, iki farkli egri ailesi ile yaklagim. 1 3%
Genel Toplam 37 100%

4. soruda 25 6grenci (%68) fonksiyonda y=1 degeri elde edilen tek degiskenli
fonksiyonun limitini bulmustur. 9 6grenci (%24) fonksiyonu iki degiskenli olarak

degerlendirerek limit aramstir.
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Sekil 30: 4. Soruya verilen cevaplardan birka¢ 6rnek

4.2.3. Yanr Yapilandirilmis Goriisme Sonuglari

Bu ¢alismada adaylarla yiirtirtiilen biligsel diizey belirleme testleri ve arastirmacinin
derslerde yapmis oldugu gozlemler sonucunda elde edilen veriler 1s1ginda kavram
imajlarinin daha derin bir sekilde irdelenmesine ihtiyag duyulan ve 6grenme zorlugu
cektigine inamilan 6 adayla goriismeler yapilmistir. Adaylarla yapilan yan
yapilandirilmig goriigmelerin arastirmaci tarafindan secilmis kiiciik bir kismi asagidaki
boliimde yer almakta olup, goriismelerin tamami Ek-6 da sunulmustur. Ayrica
okuyucuya kolaylik saglamak ve iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi
hakkinda adaylarla yapilan goriismelerin igeriginin daha iyi analiz edilebilmesi
amaciyla adaylarin sorulara vermis olduklar1 cevaplar gruplandirilarak tablo halinde

Ozetlenmistir.

109



4.2.3.1. Aday H.Y. ile Yapilan Gériisme Sonuglar
Arastirmaci:  Tek degiskenli fonksiyonlarda mi, yoksa c¢ok degiskenli

fonksiyonlarda mi limit bulmak daha zor?

H.Y.: Tek degiskenli fonksiyonlarda bir degerin hangi sayrya yaklastigini tahmin
etmek ¢ok zor degildi. Tabi ki bulunmasi zor olan limit bulma problemleri de vardi
ancak belirli islemlerle sonucu bulmak miimkiin oluyordu. Ayni seyleri ¢ok degiskenli
fonksiyonlar i¢in soylemek miimkiin olmuyor. Tek degiskenli fonksiyonlarda sadece sayi
dogrusu tizerinde ¢alisiyoruz, ancak ornegin ti¢ degiskenli fonksiyonlar tizerinde limiti

tahmin etmek ¢ok zor, ¢iinkii fonksiyonun sekli ok karmasik.

Arastirmaci: "m("m ¢ (X, y) ifadesinden ne anliyorsunuz?
x—0

y—0

H.Y.: Oncelikle f(x,y) fonksiyonunda x’ler sabit iken y’leri 0’a yaklastirtyoruz.
Ortaya ¢ikan fonksiyonda da x’i 0’°a yaklastirarak limit degerini buluyoruz.

Arastirmaci: "m[”m ( (X, y) limiti hakkinda ne diistiniiyorsunuz?
y—0

x=0

H.Y.: Burada da tam tersini yapiyoruz. Once y’leri sabit tutup, x’leri 0’a

vaklastirtyoruz. Daha sonra y’ler i¢in 0 noktasinda limit alryoruz.

Arastirmacy: Bu iki limit i¢in sonuglarin esit ¢ikmast durumunda ne yaparsiniz,

sonuclarin esit ctkmasinin sizce bir anlami var mi?

H.Y.: Var, eger sonuglar esit ¢ikarsa, diyelim ki her iki limit i¢in de sonu¢ a gibi

bir sayi ¢ikti, o zaman, “her iki limit de esit ve sonug¢ a’dir” deriz.

Arastirmaci: Bu durumu tek degiskenli fonksiyonlarda hangi duruma

benzetiyorsunuz?
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H.Y.: Bu durum tek degiskenli fonksiyonlarda sagdan ve soldan limitlerin
bulunmasina benziyor. Eger limitler esitse “limit vardwr”, degilse “limit yoktur”

diyoruz.

4.2.3.2. Aday E.O. le Yapilan Gériisme Sonuclari

Arastirmaci: Egri boyunca ya da dogru boyunca yaklasmak ne demektir?

E.O.: Su anda limit haklanda mi konusuyoruz?

Arastirmaci: Peki biz bir noktada fonksiyonun limitini arastirirken neden epsilon-

delta teknigini kullaniyoruz?

E.O.: Hesaplama kolayhigi sagladigi icin. Bazi sorularda ¢oziimii bulmak daha

kolay oluyor.

Arastirmaci: Epsilon-deltay: kullanmak hosunuza gidiyor mu?

E.O.: Hayiwr gitmiyor. Bir siirii farkli simge var ve yapilanlar hep havada kaliyor.
Ne yapuldigimin pek farkinda degiliz. Sorularda hep deltay epsilon cinsinden bulmamiz
isteniyor, buluyoruz ama bunu neden yaptigimizi tam bilemiyoruz, o yiizden yapilanlar

hep havada kaliyor.

4.2.3.3. Aday N.B. ile Yapilan Goriisme Sonuglar

X-y+1

Arastirmaci: g(X,y)=
X+y+1

fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulurken

kullandiginiz ¢oziim yonteminizi anlatir misiniz?

N.B.: Sanki burada limitin olmayacagini diigiiniiyorum o yiizden, once y yerine
y=mx yazarim. Sonra sonuca bakarim. Bir de y yerine Yy =mx> yazarim. Eger limitler

farkl ¢ikarsa limit yoktur derim. Yani limitin olmadigini boylece géstermis olurum.
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Arastirmaci: Tamam, bu soruya tekrar donecegiz ama once sunu sormak
istiyorum. y-degiskeni yerine neden y=mx koyuyorsun ve burada m 'nin ne gibi bir etkisi

var?

N.B.: Burada y=x olur, y=2x olur... yani ben bu sekilde genelleme yapmuis

oluyorum.

Arastirmaci: Peki, limitin olmadigint gostermek icin sadece y=mx degisken
degisimini kullanmak yeterli olmuyor mu? Bu sekilde limit alindiginda sonucun ne

ctkmasini bekliyorsunuz?

N.B.: Ha evet hocam sonugta sadece m’ye bagl bir deger kalirsa bu bize limitin
olmadigini gostermek igin yeterli, ¢iinkii m’ler keyfi degiskenler oldugu icin sonucta

limitler de degismis olacak.

Arastirmaci: Tamam o zaman, soruya donecek olursak;, sen bu yontemi
kullanirsin. Eger sonu¢ m ye bagl ¢ikarsa limitin olmadigini soylersin. Ama eger sonug

m’den bagimsiz ¢ikarsa ne yaparsin?

N.B.: O zaman diyelim ki limitin degeri 1 ¢ikti, ikinci durumu yani y =mx>
degisken degisimini yaparim ve eger bu durumda da sonug 1 ¢ikarsa limit degeri 1 dir
derim. Ama emin degilim. O zaman sezgisel olarak limit degerini 1 bulduk diyelim,

simdi de epsilon-delta teknigiyle bu sonucun dogru olup olmadigini kontrol ederim.

4.2.3.4. Aday A.S. ile Yapilan Goriisme Sonuclar
Arastirmacy: Limiti bulmak igin fonksiyonun grafigini zihinde canlandirmak sart
midir?

A.S.: Ben genellikle fonksiyonunun grafigine bakarak limite bakarim.

2Xy
X% +y?

Arastirmaci: Peki, ornegin f(xy) = fonksiyonun (0,0) noktasindaki limiti

bulmak icin neler yaparsiniz?

A.S.: Sessiz.
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Arastirmaci: Bu fonksiyon tek degiskenli olsaydi, limiti nasil bulurdun?

A.S.: Once sagdan ve soldan yaklasirdim. Biiyiik bir ihtimalle ikisi de ayni sayiya
vaklasacaktir. Dolayisiyla limit ¢itkan sayi olacaktt.

Arastirmaci: f(x,y)=

1y fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulunuz.

A.S.: Oncelikle fonksiyonun (0,0) noktasinda tanimsiz oldugunu gorebiliyorum ama

limiti bulabilecegimi sanmuyorum.

4.2.3.5. Aday E.D. ile Yapilan Goriisme Sonuglar
Arastirmacy: Simdi asagidaki soruyu birlikte ele alalim. Oncelikle ¢ézmeye a

stkkindan baglayalim.

Xy
foy)=dxt+y? (x,y) = (0,0)

0 (% y)=(0,0)

fonksiyonu veriliyor.

a) Ixim("m ( (X, y) ve Ijm("m ( (X, y) limitlerini hesaplayiniz.

y—0 x—0

b) y=2x dogrusu boyunca |im f(X.Y) limitini hesaplayiniz.

(x,y)—(0,0)

C) f fonksiyonunun (0,0) noktasinda limiti var midur?

0 "
E.D.. — =0 oldugu icin sonug sifirdir. Obiir limit icin de ayni sonucu elde
X

ederiz.

Arastirmaci: Limiti icin ne dersiniz?
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E.D.: O halde limit 0 demektir, ¢iinkii sagdan ve soldan limit degerleri aynidir.

4.2.3.6. Aday E.C. ile Yapilan Gériisme Sonuglar:

Arastirmaci: Sizce tek degiskenli fonksiyonlar i¢in mi, yoksa ¢ok degiskenli
fonksiyonlar i¢in mi limiti bulmak daha kolay?

E. C.: Tek degiskenli fonksiyonlarda limiti bulmak daha kolay.

Arastirmaci: Neden oyle?

E. C.: Bu zamana kadar, lisede olsun, dershanede olsun hep tek degiskenli
fonksiyonlarla ugrastik. Ornegin bir y=f(x) tek degiskenli fonksiyonu icin, fonksiyonun
grafigini ¢izmek ve bu grafik iizerinden yorum yapmak kolay. Ama iki degiskenli
fonksiyonlarin grafigini ii¢ boyutlu uzayda zihinde canlandirmas: daha zor. Belki bazi

kaliplagmis islemlerle limitleri bulunabiliyor ama fonksiyonun grafigini zihinde

canlandiramiyoruz.

Arastirmaci: Egri boyunca ya da dogru boyunca yaklasmak ne demektir?

E. C.: Limiti aradigimiz noktadan gegen egriler boyunca limit aramaktir.

X
Arastirmact: f(X,y)= ——— fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulunuz.
X" +y

E. C.: Burada fonksiyon (0,0) noktasinda tamimsiz oldugu icin, fonksiyonu bu

durumdan kurtarmak icin déniisiimler yapmak gerekir. Ornegin kutupsal koordinatlar

kullanabilirim.
Arastirmact: Y = X° ile yaklasmak ne anlama geliyor?

E. C.: (0,0) noktasindan gecen Yy = X* egrisini ifade ediyor.
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4.2.3.7. Yar1 Yapilandirilmis Gériisme Sonuclarinin Ozeti

Bu kisimda, iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi hakkinda adaylarla
yapilan goriismelerin igeriginin daha iyi analiz edilebilmesi i¢in miilakatlarda adaylara
yoneltilen tiim sorular ve adaylarin sorulara vermis olduklar1 cevaplar gruplandirilarak

tablo halinde 6zetlenmistir.

Tablo 40: Adaylar H.Y., E.O. ve N.B. ile yapilan yar1 yapilandirilmis goriismelerin 6zet

tablosu
N GORUSME .
H.Y. E.O. N.B.
o SONUCLARI
Tek degiskenli
fonksiyonlarda
Tek degiskenli o .
) ) ) ) limitin epsilon-delta
Tek degiskenli fonksiyonlarin fonksiyonlarin
o o tanimini anlamanin
limitini bulurken bazi kalip stirekliligini incelerken o
) o daha kolay, iki
islemlerden faydalanildigini grafigin bir noktasinda
. . . degiskenli
ancak ¢ok degiskenli bir bosluk olup . .
. ) ) fonksiyonlarda ise
fonksiyonlarda boyle bir seyin olmadigma bakarak ) )
o . dairesel bolgeyi ya
miimkiin olmadigini i¢in ¢ok karar veriyor. Ancak
Tek degiskenli ve ¢ok degiskenli ) ) ) da komsulugu
1 degiskenli fonksiyonlarin ayn1 diislincelerle ¢ok
Sfonksiyonlarda limit ve siireklilik | . . anlamanin daha zor
limitini bulmanin daha zor degiskenli
L ) ) ) oldugunu belirtti.
oldugunu soyledi. Iki degiskenli | fonksiyonlarin grafigine
Ayrica limiti
bir fonksiyonun grafigi bakarak siirekliligi .
) o - . bulurken epsilon-
izerinden limit ve siireklilik hakkinda fikir )
. delta tanimu yerine
hakkinda dogru yorumlar yiirlitemiyor, ¢tinkil
. o daha ¢ok y=x gibi
yapabiliyor. sekilleri ¢ok karisik
dogrularla
buluyor.
yaklasildigini
soyledi.
- 1 Eger sonuglar a gibi bir sayiya
lim|lim € (x,y) , _
x—>0 y—0 esitse sonucu a kabul ediyor.
) ve Bu durumu tek degiskenli
fonksiyonlarda sagdan ve
Ilm ||m ‘ (X’ y) soldan limitlerin bulunmasina
y=>0 x>0 benzetiyor.
ifadeleri hakkinda yorum.
Egri boyunca ya da dogru Ne hakkinda
3 boyunca yaklasmak ne demektir? konustugumuzu
anlamadi.
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surekliligi hakkinda yorum.

iizerinden yorum yaparak

bulabiliyor.

yorumlar

yapabiliyor.

N GORUSME .
H.Y. E.O. N.B.
o) SONUGLARI
Epsilon-deltay: .
. o Epsilon-delta
tekniginde birbirinden L
) ) teknigini limitin ne
farkli birgok simge
. oldugunu bulmak
oldugunu belirterek, bu o . .
icin degil, tahmin
yontemle yapilanlarin . o
. edilen bir limit
Epsilon-deltay: teknigi havada kaldigim .
4 degerinin aranan
diistiniiyor. Cok
. . deger olup
degiskenli
. o olmadigini
fonksiyonlarda limiti
. . ispatlamak i¢in
bulmak i¢in bu teknigi
. kullanildigin
hi¢ kullanmadiklarin .
sOyledi.
savundu.
Tablo 41: Adaylar A.S., E.D. ve E.C. ile yapilan yar1 yapilandirilmis goriismelerin
Ozet tablosu
NO | GORUSME SONUGLARI AS. E.D. E.C.
Limit bulmak i¢in Tek degiskenli
. en uygun yolun fonksiyonlar igin
Iki degiskenli fonksiyonun _yg y Y
o . epsilon-delta limit bulmanin,
sadece cebirsel ifadesi
o o tekniginin liseden beri tanidik
verildiginde limiti bulmak . L
o oldugunu soyledi. oldugu i¢in kolay
i¢in ne yapmast
o Ancak bu yontemi | oldugunu soyledi.
gerektigini kafasinda tam
kullanmanin iki Ayrica ¢ok
oturtamamis. Yine de
Tek degiskenli ve ¢ok degiskenli o degiskenli degiskenli
1 bunun igin kutupsal . )
fonksiyonlarda limit ve siireklilik . fonksiyonlarda zor | fonksiyonlarin
koordinatlart kullanmanin .
olmasindan dolayi, | grafiklerinin zihinde
en uygun yol oldugunu 4 .
¢ok degiskenli canlandirilmasimin
diistiniiyor ancak bu
fonksiyonlarin zor olmasindan
yontemle de her o o
. limiti i¢in diger dolayi, limiti
fonksiyonda basarili ] .
. yontemlere sezgisel olarak tayin
olunamadigini soyledi. ]
basvuruldugunu etmenin miimkiin
belirtti. olmadigini belirtti.
Iki degiskenli .
Grafigi verilen tek degiskenli ve iki fonksiyonlarin limitini )
) | tizerinden saglikli
2 degiskenli fonksiyonlarin limiti ve ancak fonksiyonun grafigi
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x—=0

hakkinda yorum.

Ijm[lim € (x,y) [iaceter

¢iktigindan limitin
0’a esit oldugunu
sOyledi.

NO | GORUSME SONUGLARI A.S. E.D. E.C.
. I Sag ve sol
I!m Im ‘ (OX’ Y) ve limitlerin her

3 ’ ikisinde de 0

4 yaklasmak ne demektir?

Egri boyunca ya da dogru boyunca

Limitin arandif1
noktadan gecen
egriler boyunca limit
aramak oldugunu

solyledi.

4.2.4. Envanter ¢calismasi bulgulari

Bu kisimda iki degiskenli reel fonksiyonlardaki limit ve siireklilik kavramlar

hakkinda 6grencilerin edinmesi gereken asgari kazanimlar belirlenerek 10 maddelik bir

envanter ortaya cikartilmigtir. Calismada Bolim 4.1.3’de envanter calismasinin

yapildig1 13 6grencinin bu boliimde konu hakkinda elde edilen arastirma verileri (6n

test, biligsel diizey belirleme testleri ve yar1 yapilandirilmis goriismeler) tekrar

incelenerek, her Ogrenciye belirlenen konular hakkinda edindigi bilissel seviyenin

belirlenmesi amaciyla 1’den 5’e kadar degerlendirme puani verilmistir. Bu sekilde hem

ogrencinin konu hakkindaki bilissel seviyesi dl¢iilmiis, hem de konu hakkindaki her bir

kazanimin 6grencilerin geneli tarafindan algilanma durumu tespit edilmis olacaktir.

Tablo 42: iki degiskenli reel fonksiyonlardaki limit ve siireklilik kavramlar1 hakkinda
kazanim envanteri

K
. 1.TU | AR MO | ED | EC | MT | HY | EO G.K | ORTALA
O | Kriterler BK. EV. AS. | AK.
K. MA

D

iki degiskenli fonksiyonlarin
A | grafiklerini gizebilir, (izerinden 3 3 3 3 2 3 3 2 3 3 3 3 2,85

yorum yapabilir.

Limitin geometrik gosterimi ile

epsilon-delta gosterimi arasinda
p | cpeionaeiag 3|23 |3|2]|4]a 4|23 |3|4]| 308

iliski kurarak, ikisi arasinda bir

fonksiyon tanimlar.
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. 1TU | AR MO |ED | EC |[MT |HY |EO G.K | ORTALA
Kriterler BK. K | EV: AS. | AK. VA

O

Fonksiyonun limit noktasinda
tanimh olup olmamasi ve limit
C | degeriile fonksiyonun o 4 3 3 3 2 3 3 3 4 3 3 3 4 3,15
noktadaki degeri arasindaki
iliskiyi belirtir.

Fonksiyonun grafigine bakarak
D | bir noktadaki limit degerini 3 3 3 2 3 4 4 2 3 3 3 4 3 3,08
tahmin eder.

Limitin epsilon-delta taniminda
E | kullanilan komsguluklarin ne 3 2 2 3 2 4 4 4 4 3 2 3 3 3,00
anlama geldigini bilir.

Limitin arandidi noktanin
F | fonksiyonun yigilma noktasi 2 2 3 2 3 4 4 4 4 2 2 3 3 2,92
olmasi gerektigini bilir.

Delta' Epsilon’; gh bi
G | Detnin Epsilona ye bagl bir 33| 3|23|3|4|3|a4|3|3]3]|2] 30
deger oldugunu bilir.

Fonksiyonun belirli bir noktada
H | siirekli olup olmadigini tespit 3 3 3 2 3 3 4 4 4 4 3 3 3 3,23
eder.

Limit degerinin yaklasma
I | seklinden bagimsiz oldugunu 3 2 3 3 3 4 5 2 4 3 2 3 3 3,08
bilir.

Limit degerini bulmak igin
.| fonksiyonun kutupsal

o[ oneivonun KLUP sl2|2|2|2|5|5|2|3|4a|2|3]2] 28
koordinatlardaki ifadesini

kullanir.

ORTALAMALAR 3025128252537 |40(30|36|30]|26]3,1]30

GOK - N o
KOTU KOTU ORTA M COKIIYI
DEGERLENDIRMELER oty
1 2 3 4 5

Tablo 42 dikkatle incelendiginde;

» Her bir 6grenci igin ayr1 degerlendirme yapildigi,

» Her 6grenciye ait, sonug olarak degerlendirilebilecek kisisel ortalamalarin

oldugu,

» Her kritere ait 6grenci ortalamalarinin bulundugu
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gériilebilir.

Asagida elde edilen bulgular Tablo 42 incelenerek ortaya ¢ikartilmistir.

330

3.20

3.10

ORTALAMA

2,80

2,60

KRITERLER

Grafik 2: Kriterlerin Ortalamasi

Grafik 2’ye gore en yiiksek ortalamaya sahip ilk 3 kriter asagida verilmistir.

Tablo 43: En yiiksek ortalamaya sahip ilk 3 kriter

KOD Kriterler ORTALAMA

H Fonksiyonun belirli bir noktada stirekli olup olmadigini tespit 323
eder. '

Fonksiyonun limit noktasinda tanimli olup olmamasi ve limit
C degeri ile fonksiyonun o noktadaki degeri arasindaki iliskiyi 3,15
belirtir.

B Limitin geometrik gosterimi ile epsilon-delta gdsterimi arasinda 3.08
iliski kurarak, ikisi arasinda bir fonksiyon tanimlar. '
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Grafik 2’ye gore en diisiik ortalamaya sahip 3 kriter asagida verilmistir.

Tablo 44: En diisiik ortalamaya sahip son 3 kriter

KOD Kriterler ORTALAMA

= Limitin arandigi noktanin fonksiyonun yigilma noktasi olmasi 292
gerektigini bilir. ’

iki degiskenli fonksiyonlarin grafiklerini cizebilir, lizerinden

A gis! B y g Gl 2.85
yorum yapabilir.

: Limit degerini bulmak igin fonksiyonun kutupsal

| J Gl Y/ p: 2.85

koordinatlardaki ifadesini kullanir.

4.3. Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile ilgili
yeterlilikleri ile aym: adaylarin ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligine

iliskin yeterliliklerinin kiyaslanmasi

Bu bolimde Bolim 4.1.3 ve Bolim 4.2.4° te yapilan envanter caligmalarinda
birbiriyle ortiisen 9 kriter ele alinarak, adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve
siirekliligi ile ilgili yeterlilikleri ile ayn1 adaylarin ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limiti
ve siirekliligine iliskin yeterlilikleri kiyaslanmistir. Birbiriyle ortiisen her yeterlilik
arasinda bir iligki olup olmadigi, yeterlilikler aralarindaki korelasyon katsayisinin
hesaplanmasi ile tespit edilmistir. En az iki de§isken arasindaki iligkinin incelenmesine
“Korelasyon” denir (Cil,2002, s.267). Burada bulunan korelasyon katsayilarmin (r)

anlamli olup olmadigini tespit etmek igin “t” testi uygulanmustir.

Hesaplanan korelasyon katsayisinin anlamli ve giivenilir bir sonug¢ verip
vermemesi, bu katsayinin anlamliliginin 6lgiilmesi ile miimkiindiir. Bu anlamlilik, bir

sonug testi olan “t testi” ile yapilabilir (Tiirkbal, 1981, s.164).

120



Bu kiyaslama ayni zamanda adaylarin genelleme ve soyutlama yeteneklerinin
Olctimlenmesi agisindan da anlamli olacaktir. Zira bu bdliimde ele alinan ve birbiriyle
ortiisen biligssel yeterlilikler, adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limit ve
stirekliliginden, cok degiskenli fonksiyonlarin limit ve siirekliligine gecis siirecinde
sergiledikleri genelleme ve soyutlama yeteneklerinin odlgiimlenmesine imkan

saglamaktadir.

Bolim 2.3. de agiklandigi iizere genellemede sadece anlasilmis siireglerin bir
geniglemesi yapilirken, soyutlamada yogun bir zihinsel reorganizasyon (yeniden

sekillenme) gerekir.

Ogrencilerin biligsel yapisini ve fikirlerini degistirmeden sadece genislemelerle
yapilan genellemeye “expansive (genisleyerek) genelleme”, 6te yandan var olan biligsel
yapiy1r yeniden yapilandirmayr gerektiren genellemeye ise “reconstructive (yeniden

yapilandirilmis) genelleme” denir. (Harel ve Tall,1989)

Expansive (genisleyerek) genelleme Ogrencinin  zihnini, biligsel yapiyi
degistirmeden soyutlama yapmaya gétiiriir. Ogrencilerin vyiiriittiikleri bilissel genisleme
eylemlerinin kendilerini bir genellemeye gotiirdiigiinii fark etmeleri, bir soyutlama
islemidir, bu tiirden soyutlamalara generic (¢ikarimsal) soyutlama denir. Generic
soyutlama daha ¢ok matematiksel uygulamalarla ugrasanlar tarafindan yiiriitiilen bir
zihinsel faaliyettir. Formal (yapisal) soyutlama ise generic (¢ikarimsal) soyutlamanin bir

sonraki agamasi olup, biligsel yeniden yapilanma gerektirir. (Harel ve Tall,1989)

Yiriitilen caligmalar sonucu elde edilen adaylarin biligsel yapilarina ait
envanterlerde birbiriyle Ortiisen 9 kriter, aym1 zamanda adaylarin genelleme ve
soyutlama yapma yeteneklerini ortaya koyabilmek i¢in de kullanilmistir. Arastirmada
adaylarin genelleme ve soyutlama yapma yetenekleri incelenirken Harel ve Tall’un
(1989) “genelleme” ve soyutlama” kavramlari hakkinda yaptiklar1 tanimlamalar

metodolojik bir arag olarak kullanilmustir.
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Tablo 45: ilk kritere ait kiyas tablosu

Targ | Kriterler Dedisken| B | 17U [ARK| EV. | MO | ED|EC. | MT. | HY. | EO.| AS. | AK | GK |ORTALAMA| y

Fanksiyanun limit noktasinda
Tek tanimii olup clmamas ve

Degiskenli (limit degeri ile fonksiyonun o X 414 (4433144444134 377
Fonksiyonlar |noktadaki dederi arasindaki
iligkiyi belirtir.

05

Fonksivonun limit noktasinda
Cok tanimli olup clmamasi ve

Degiskenli (limit degeri ile fonksiyonun o Yi 4 3 3 3 2 3 3 3 4 3 3 3 4 315
Fanksiyonlar \noktadaki deger arasindaki
iligkiyi belirtir.

Tablo 45’e gore adaylarin “Fonksiyonun limit noktasinda tanimli olup olmamasi ve
limit degeri ile fonksiyonun o noktadaki degeri arasindaki iliskiyi belirtir.” seklinde
ifade edilen yeterlilikleri tek degiskenli ve ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in bir arada

degerlendirilmistir.

Buna gore tabloda r ile ifade edilen korelasyon katsayis1 0,5 olarak dl¢ililmiistiir. Bu
deger t-testine gore %90 giivenilirlikle dogrudur (n=13 olmak iizere 11 serbestlik
derecesine gore tip=1,796 Ve thes=1,92 olup, tap < thes dir). Bu deger, iki veri arasinda
orta diizeyde, anlaml pozitif bir iliski oldugunu gosterir, yani adaylarin tek degiskenli
fonksiyonlarm limit noktasinda tanimli olup olmamasini ve limit degeri ile fonksiyonun
o noktadaki degeri arasindaki iligkiyi gorlip gorememeleri ile aynmi yeterliligi ¢ok

degiskenli fonksiyonlar i¢in gostermesi arasinda zayifa yakin bir iligki bulunmaktadir.

Adaylar, verilen tek degiskenli bir fonksiyonun tanimsiz oldugu bir noktada da
limite sahip olabilecegi konusunda iyi bir ortalamaya sahip iken, ayn1 konuda g¢ok
degiskenli fonksiyonlar i¢in daha diisiik bir ortalamaya sahiptirler. Tablo 45 te verilen
iki yeterlilik arasinda zayifa yakin bir iliski s6z konusu oldugu i¢in adaylarin tek
degiskenli fonksiyonlardan yola c¢ikarak bir genelleme sonucu c¢ok degiskenli
fonksiyonlarin tanimsiz oldugu bir noktada da limite sahip olabilece§i gercegine

ulagsmis olmalar1 ihtimali biraz uzaktir. Bu ylizden aymi zamanda adaylarin konu
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hakkinda soyutlama yapamadiklari ve genelleme yaparak konu hakkinda fikir gelistiren
adaylarin, biligsel yapilarmi ve fikirlerini degistirmeden expansive (genisleyerek) bir

genelleme yaptiklar1 s6ylenebilir.

Tablo 46: Ikinci kritere ait kiyas tablosu

K [ITUJARK| EV. | MG, | ED [ EC | MT [HY. | ED. | A5, | A

m
o
-
[
-

Turd  |Kriterler Degisken GK |ORTALAMA| 1

Tek Fanksiyonun grafigine
Dediskenli |bakarak bir noktadaki limit Hi Bl 5|45 ala 4558555 485
Fanksiyonlar degerini tahmin eder.

0,75

Cok  |Fonksiyonun grafigine
Dediskenli |bakarak bir noktadaki limit ¥i 3312034042313 314]3 3,08
Fanksiyonlar |degerini tahmin eder.

Bu tabloda (Tablo 46) adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin grafigine bakarak bir
noktadaki limit degerini tahmin etme ve ¢ok degiskenli fonksiyonlarin grafigine
bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin etme yeterlilikleri kiyaslanmustir. Iki veri
arasinda korelasyon katsayist r=.75 olarak Ol¢iilmiis olup, iki degisken arasinda giiclii
bir iliski oldugu sdylenebilir. Bu deger t-testine gore %90 giivenilirlikle dogrudur
(n=13 olmak flizere 11 serbestlik derecesine gore tp=1,796 Ve thes=3,71 0lup, tiap < thes
dir).

Bu yeterlik konusunda ¢ok degiskenli fonksiyonlar ve tek degiskenli fonksiyonlar
icin aday ortalamalari arasinda oldukga biiyiik bir fark gozlemlenmistir. Adaylar iki
degiskenli fonksiyonlarin grafigine bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin etme
konusunda diisiilk bir ortalamaya sahiptirler. Bu duruma adaylarin iki degiskenli

fonksiyonlarin grafigini okuma konusundaki yetersizlikleri sebep gosterilebilir.
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Tablo 46 ya gore verilen iki yeterlilik arasinda giiclii bir iliski s6z konusu oldugu
icin adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin grafigine bakarak bir noktadaki limit
degerini tahmin etme yeterliliklerinden yola ¢ikarak bir genelleme sonucu c¢ok
degiskenli fonksiyonlarin grafigine bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin etme
yeterliligi sergiledikleri distiniilebilir. Bu yiizden adaylarin burada expansive
(genisleyerek) bir genelleme yaptiklari soylenebilir ve adaylar yaptiklari bu
genellemenin farkinda olduklar1 i¢in de burada bir generic (¢ikarimsal) soyutlamadan
bahsedilebilir.

Tablo 47: Ugiincii kritere ait kiyas tablosu

Tard  (Kriterler Dedisken | BK LTU. [ARK| EV. [HO. | ED. | EC | MT. | HY. |EQ. | A8 | AK | GK |ORTALAMA| T

Limitin geometrik adsterimi
Tek ile epsilon-delta gésterimi
Dedigkenli |arasinda iligki kurarak, ikisi X 303 4 4444l a3 434 3.60
Fonksiyonlar |arasinda bir fonksivon
tamimlar

0,53

Limitin geometrik adsterimi
Gok ile epsilon-delta gdsterimi
Dediskenli |arasinda iligki kurarak, ikisi Yi 3 2 3 3 2 4 4 3 4 2 3 K] 4 3.08
Fonksiyonlar |arasinda bir fonksivon
tamimlar

Bu tabloda adaylarin “Limitin geometrik gosterimi ile epsilon-delta gdsterimi
arasinda iliski kurarak, ikisi arasinda bir fonksiyon tanimlar.” seklinde ifade edilen
yeterlilik, tek degiskenli ve ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in kiyaslanmigtir. Burada
korelasyon katsayis1 1=0,53 olarak hesaplanmistir. Bulunan bu korelasyon katsayisi t-
testine gore %90 giivenilirlikle dogrudur (n=13 olmak tizere 11 serbestlik derecesine
gore tup=1,796 Ve tpes=2,06 olup, twun< thes dir). Burada adaylarin tek degiskenli
fonksiyonlarda ve ¢ok degiskenli fonksiyonlarda limitin geometrik gosterimi ile
epsilon-delta gosterimi arasindaki iliski kurma ve ikisi arasinda bir fonksiyon
tanimlama bilgileri arasinda pozitif yonlii, orta seviyede giiclii bir iliski vardir.

Dolayisiyla adaylar ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limiti i¢in bu bilgiyi kullanirken, tek
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degiskenli fonksiyonlarin limiti konusunda edindikleri bilgilerden faydalandiklar
soylenebilir. Adaylar, tek degiskenli fonksiyonlarda limitin geometrik gdsterimi ile
epsilon-delta gosterimi arasindaki iliski kurma ve ikisi arasinda bir fonksiyon
tamimlama bilgisini, biligsel yapilarin1 ve fikirlerini degistirmeden expansive

(genisleyerek) bir genelleme yardimu ile iki degiskenli fonksiyonlara aktarabilmiglerdir.

Ancak adaylar, cok degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi konusunda
epsilon-delta teknigini ¢ok az kullandiklarini ve epsilon-delta mantigin1 3-boyutlu
grafikler iizerinden anlamalarinin daha zor oldugunu ifade etmislerdir. Bu durumu
yukaridaki tabloda yer alan ortalamalara bakarak da gérmek mimkiindiir. Adaylarin bu
konuda hem tek, hem de iki degiskenli fonksiyonlar i¢in orta seviyede generic
(cikarimsal) soyutlama gerceklestirdikleri sOylenebilir, ¢iinkii her iki yeterlilik

ortalamasi da 3 seviyelerinde seyretmistir.

Tablo 48: Dordiincii kritere ait kiyas tablosu

Torg | Kriterler Dedisken | BK. ITU. |ARK| EV. | MO, [ ED. | EC. | MT. | HY. [ EO. | AS. | AK | GK |ORTALAMA| r

Tex  |Limiin epsilon-delta

.. - |taniminda kullanilan i
DEgIS‘|.<EH|I kamsuluklann ne anlama A : : g g : 4 4 4 g g 4 3 4 313
Fonksiyonlar S

geldigini bilir.
0,51
ok g:::::@iili:gE:ﬁ
DEgISl.l.{Eﬂll kamsuluklann ne anlama i 3 : 2 g : 4 4 4 4 g : 3 3 300
Fonksiyonlar S
geldigini bilir.

Tablo 48’de limitin epsilon-delta taniminda kullanilan komsuluklarin ne anlama
geldigini ne kadar bildigi ve tek degiskenli fonksiyonlar konusunda bildiklerinin ¢ok
degiskenli fonksiyonlar konusunda bildikleri ile bir iligkisi olup olmadig1 gosterilmistir.
Burada korelasyon katsayis1 r=0,51 olarak hesaplanmistir. Bu deger t-testine gére %90
giivenilirlikle dogrudur (n=13 olmak iizere 11 serbestlik derecesine gore tip=1,796 ve

thes.=1,96 olup, tiap < thes dir). Buna gore bu iki degisken arasinda orta dereceli, pozitif bir
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iliski oldugu sdylenebilir. Ogrencilerin en ¢ok zorluk cektikleri konulardan biri de
“Limitin epsilon-delta tanmiminda kullanilan komsuluklarin ne anlama geldigi”
konusudur. Bunu tablodan da gézlemlemek miimkiindiir, zira her iki degisken i¢in de
ortalamalar diisiik ve birbirine yakin ¢ikmistir. Adaylarin bu konuda bilissel seviyeleri
diisiik oldugu i¢in konu hakkinda orta seviyede generic (gikarimsal) soyutlama
yapabildikleri disiiniilebilir. Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlar konusunda az bilen
az bildigini, ¢ok bilen ¢ok bildigini expansive (genisleyerek) genelleme ile iki

degiskenli fonksiyonlara aktardiklari1 sdylenebilir.

Tablo 49: Besinci kritere ait kiyas tablosu

i
=
(]
-

Tord  [Kriterler Degisken | BK. | ITU |ARK| EV. | MO, | ED. | EC. | MT [HY. | EQ.| AS | AK | GK |ORTALAMA| f

Tek Limitin arandidr noktanin
Dediskenli (fonksiyenun ndilma noktas! K 3 2 4 3 3 3 4 4 4 4 3 3 4 338
Fonksiyanlar {olmasi gerektigini bilir

0,5

Cok Limitin arandigi noktanin
Dedigkenli [fanksiyonun ydilma noktas! Yi 2 2 3 2 3 4 4 4 4 2 2 3 K] 202
Fonksivanlar [olmasi gerektigini hilir.

Bu tabloda (Tablo 49) adaylarin tek degiskenli ve ¢cok degiskenli fonksiyonlar igin
limitin arandigi noktanin fonksiyonun yigilma noktasi olmasi gerektigi bilgisi
Ol¢iilmiistiir. Burada korelasyon katsayisi 1=0,5 olarak tespit edilmistir. Bu deger t-
testine gore %90 giivenilirlikle dogrudur (n=13 olmak tizere 11 serbestlik derecesine
gore tip=1,796 Ve tpes=1,93 olup, twp.< thes dir). Buna gore bu iki veri arasinda orta
diizeyde, pozitif bir iliski s6z konusudur. Bu konunun limitin anlagilmas1 konusunda bir
mihenk tas1 olmas1 hasebiyle, 6grenciler tarafindan ¢ok iyi biliniyor olmasi gerekliligi
malumdur. Ancak adaylar bu konuda diisiik sayilabilecek ortalamalara sahiptir ve ¢ok
degiskenli fonksiyonlarda elde edilen ortalama, tek degiskenli fonksiyonlarda elde

edilen ortalamadan daha diistiktiir.
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Burada da adaylarin bu konuda biligsel seviyeleri diisiik oldugu i¢in konu hakkinda
soyutlama yapamadiklar1 soylenebilir. Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlar konusunda
az bilen az bildigini, ¢ok bilen ¢ok bildigini expansive (genisleyerek) genelleme ile iki

degiskenli fonksiyonlara aktardiklar1 soylenebilir.

Tablo 50: Altinci kritere ait kiyas tablosu

[n]
=
[
-

Tird  |Kriterler Degisken | BK | 1T0. [ARK| EV. [0, | ED. [EC.| MT. | HY. |EQ.| AS. [ AK | GK |ORTALAMA| 1

Tek
Degizlfemi Deltanin Epsilan‘a ye bagl i s A s 2 s . s i ] 5 A s 2 460
: Bir deder aldugunu bilir. b
Fonksiyonlar

0,6

Cok
Dedigkenli
Fonksiyonlar

Celtamin Epsilon‘a ve badh

hir deder oldudunu hilir i 3 3 3 2 3 3 4 3|4 3 3 3 2 3,00

Tablo 50 ile adaylarin tek degiskenli ve ¢ok degiskenli fonksiyonlar igin limitin
tespitinde kullanilan epsilon-delta tekniginde Delta'nin Epsilon'a bagli bir deger
oldugunu bilip bilmedikleri ve bu iki bilgi arasinda bir iliski olup olmadig:
arastirilmistir. Burada korelasyon katsayis1 r=0,60 olarak tespit edilmistir. Bu deger t-
testine gore %90 giivenilirlikle dogrudur (n=13 olmak tizere 11 serbestlik derecesine
g0re tiap =1,796 Ve thes =2,49 olup, tiap < thes dir). Bu demektir ki bu iki veri arasinda orta
seviyede, pozitif bir iliski s6z konusudur. Dolayisiyla adaylar biligsel yapilarini ve
fikirlerini degistirmeden expansive (genisleyerek) genelleme ile iki degiskenli
fonksiyonlar icin Delta'nin Epsilon'a bagli bir deger olmasi gerektigini sezdikleri

sOylenebilir.

Bu konunun bilinmesi 6grencilerin epsilon-delta teknigini neden kullanildiginin
bilinmesi acisindan Onem arz etmektedir. Adaylar 6zellikle tek degiskenli
fonksiyonlarda limitin varligimi gostermek amaciyla yiiriittiikler islemler sonunda

Delta'y1 Epsilon'a bagh bir deger olarak bulmak zorunda olduklarinin farkindadirlar.
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Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlar i¢in limitin tespitinde kullanilan epsilon-delta
tekniginde Deltanin Epsilon'a bagli bir deger oldugunu biligsel olarak
soyutlayabildikleri, ancak iki degiskenli fonksiyonlar i¢in soyutlama konusunda daha az
basar1 gosterdikleri soylenebilir. Bu yiizden adaylarin tek degiskenli fonksiyonlar igin
bu bilgi hakkindaki sahip olduklari ortalama, ¢ok degiskenli fonksiyonlara gore daha
yiiksektir.

Tablo 51: Yedinci kritere ait kiyas tablosu

Targ Kriterler Dedisken | BK ITU [ARK|EV. | MO |ED. |EC. | MT. [ HY. | ED | AS | AK | GK. | ORTALAMA r

Tek Birfonksivonun bir noktadaki
. limiti ile soldan limiti ve .
Degigkenli K 5 5 5 5 / 5 5 4 5 5 / 5 5 4
BISKEN | < agdan limiti arasindaki ! N S R R B B R B B
Fonksiyonlar |7~ ™
iligkiyi belirtir.

0,49

Cok Limit dederinin yaklasma
Degigkenli |seklinden bagimsiz oldugunu i 3 2 3 3 3 4 5 2 4 3 2 3 3 3.08
Fonksivonlar (hilir.

Bu tabloda (Tablo 51) adaylarin tek degiskenli fonksiyonlar igin “bir fonksiyonun
bir noktadaki limiti ile sagdan limiti ve soldan limiti arasindaki iliski”yi belirtip
belirtemedigi ile ¢ok degiskenli fonksiyonlar igin “limit degerinin yaklagma seklinden
bagimsiz oldugu” bilgisi ve ikisi arasindaki iliski incelenmistir. Tek degiskenli
fonksiyonlarin limitini tespit etmek i¢in fonksiyonun sag ve sol limitlerinin varligi ve bu
limitlerin esitligi incelenir. Bu diisiince 3-boyutlu bir uzaya aktarilirsa, limitin aranan
nokta etrafinda yapilacak her tiirlii yaklasim seklinden bagimsiz olmasi gerekir. Bu
yiizden bu iki bilgi arasinda bir iliski s6z konusudur ve bu calisma ile bu iliskinin
adaylar tarafindan idrak edilip edilmedigi arastinlmistir. Iki degisken arasinda
korelasyon katsayisi tablodan da goriildiigii lizere 1=0,49 olarak hesaplanmistir. Bu
deger t-testine gore %90 giivenilirlikle dogrudur (n=13 olmak {iizere 11 serbestlik
derecesine gore tap=1,796 Ve thes=1,87 olup, tip < thes dir). Dolayisiyla bu iki degisken
arasinda pozitif yonde, zayif bir iligki vardir. Dolayisiyla adaylarin tek degiskenli

fonksiyonlar icin bildiklerini 1ki degiskenli fonksiyonlar i¢in genellestirdikleri
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soylenemez. Bu tiirlii bir genellemede adaylar sahip olduklar1 biligsel yapiyr yeniden
yapilandiracaklar1 igin burada reconstructive (yeniden yapilandirilmis) genellemeden

bahsetmek daha dogru olur.

Tek degiskenli fonksiyonlar i¢in “bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile sagdan
limiti ve soldan limiti arasindaki iliski” konusunda adaylarin oldukga yiiksek bir
ortalamaya sahip olduklar1 gézlemlenmistir. Adaylarin hemen hemen tamami, 6zellikle
grafigi verilen bir fonksiyonun limitini tespit etme konusunda limiti aranan noktada
fonksiyonun sag ve sol limitlerinin esit olup olmadigina baktiklarini, eger esitse limitin
var, degilse limitin olmadigini ifade etmislerdir. Dolayisiyla adaylar bu konuyu tek
degiskenli fonksiyonlar i¢in biligsel anlamda soyutlayabilmislerdir. Ancak ayni
diistinceyi ¢ok degiskenli fonksiyonlarin grafigi iizerinden limitin tespiti i¢in
kullanirken bir takim sikintilarin yagsandigi ve hatalar1 yapildigi goriilmektedir. Zira bu
konuda adaylarin cok degiskenli fonksiyonlar icin sahip olduklari ortalama, tek
degiskenli fonksiyonlar i¢in sahip olduklar1 ortalamadan bir hayli diisiik kalmistir.
Adaylarin ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limitinin tespitinde “limit degerinin yaklasma
seklinden bagimsiz oldugu” konusunu tam olarak soyutlayamadiklar1 gézlemlenmistir.
Adaylarin bu konuyu 6ziimseyebilmeleri i¢in konu hakkindaki biligsel alt yapilarini

yeniden yapilandirarak formal (yapisal) soyutlama yiiriitmeleri gerekmektedir.

Ayrica adaylar iki degiskenli fonksiyonlarin limitini bulmak i¢in kullanilan

IirT'!)(Iim0 f(x,y)), Iimo(lim0 f(X,y)) swrali limitleri bulma y6ntemini adeta tek degiskenli
x—0 y—> y—0 x—>

fonksiyonlarda kullanilan sag ve sol limitlerin bulunmasi gibi algilamiglardir ve iki
degiskenli fonksiyonlarda limitin varlig1 i¢in iki farkli yaklasim sonucu elde edilen
limitlerin esit olmasini yeterli gérmektedirler. Bu durum adaylarin biligsel yapilarim
degistirme yoluna gitmeden expansive (genisleyerek) genelleme yiiriitmeyi tercih

ettiklerini ortaya koymaktadir.
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Tablo 52: Sekizinci kritere ait kiyas tablosu

Tt | Kriterler Dedisken | BK | ITU JARK| EV. MO [ED [EC | MT [ HY. |EQ | A8 | AK | GK |ORTALAMA |y

Tek Ozel tarimll fonksiyonlann
Degigkenli |limitlerini bulur ve onlarla ilgili A 3 3 4 3 4 4 4 4 4 5 4 4 3 377
Fenksivanlar |uvaulamalar yapar.

043

Limit dederini bulmak igin
fonksiyonun kutupsal
koordinatlardaki ifadesini
kullanir,

Cok
Dedigkenli
Fonksiyonlar

Al |2 |22 2|55 |2|3|4|2]3]2 285

Tablo 52’de ise adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarda verilen 6zel tanimli
fonksiyonlarm limitlerini bulabilme yeterlilikleri ile ¢ok degiskenli fonksiyonlarda limit
degerini bulmak i¢in fonksiyonun kutupsal koordinatlardaki ifadesini kullanabilme
seviyeleri belirlenmeye calisilmis ve bunlar arasinda bir iliski olup olmadig
aragtirtlmistir. Burada korelasyon katsayist1 r=0,43 olarak tespit edilmistir, yani
adaylarin bu iki konu hakkindaki bilgileri arasinda pozitif yonlii ancak zayif bir iligki
s0z konusudur. Bu deger t-testine gére %380 giivenilirlikle dogrudur (n=13 olmak iizere
11 serbestlik derecesine gore tiap=1,363 Ve thes=1,58 olup, tip < thes dir). Adaylarin tek
degiskenli fonksiyonlarda verilen 6zel tanimli fonksiyonlarin limitlerini bulabilme
yeterlilik ortalamasi, ¢ok degiskenli fonksiyonlarda limit degerini bulmak i¢in
fonksiyonun kutupsal koordinatlardaki ifadesini kullanabilme seviye ortalamasinin bir
hayli tiizerinde goziikmektedir. Bu da bize sunu gostermektedir; Ogrenciler tek
degiskenli 6zel fonksiyonlarin limitini bulma noktasinda gosterdikleri esnek yaklasim
yontemlerini kullanmadaki basarilarin1 ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limitini bulma
noktasinda gosteremiyorlar. Burada konu itibariyle genelleme faaliyetinden
bahsedilemez ancak adaylarin her iki durumda da formal (yapisal) soyutlama yapmis

olmalar1 beklenir.
Adaylar tek degiskenli 6zel tanimli fonksiyonlarin limitlerini bulma ve onlarla ilgili

uygulamalar yapma yeterliligini, fonksiyonlar hakkindaki biligsel temellerini yeniden

yapilandirarak formal (yapisal) soyutlama ile gelistirebileceklerdir. Ayni sekilde iki
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degiskenli fonksiyonlarin limit degerini bulmak i¢in fonksiyonun kutupsal
koordinatlardaki ifadesini kullanabilme yeterliligini adaylar, bilissel temellerini yeniden

yapilandirarak formal (yapisal) soyutlama ile gelistirebileceklerdir.

Tablo 53: Dokuzuncu kritere ait kiyas tablosu

Turd  [Kriterler Degigken | BK ITO. [ARK|EV. |MO. |ED. | EC [ MT | HY. |EO.| AS. | AK | GK |ORTALAMA|

Tek Fonksivanun helirli bir
Dediskenli |noktada sireki alup X 4 4 4 4 3 4 4 g 4 g 4 4 g 415
Fonksiyonlar |olmadigini tespit eder.

0,39

Cok Fonksivonun belirli bir

Dediskenli noltada sdreki alup ¥i O O O S O - I I 123
Fonksiyonlar |olmadigini tespit eder.

Bu tabloda (Tablo 53) ise tek degiskenli ve ¢ok degiskenli fonksiyonlarin belirli bir
noktada siirekli olup olmadigini tespit edebilme yeterlilikleri 6l¢iilmiis ve bunlar
arasinda bir iliski olup olmadigi arastirilmistir. Adaylarin biiylik bir ¢ogunlugunun,
ozellikle grafigi verilen tek degiskenli bir fonksiyonun bir noktada siirekli olup
olmadigint hemen soyleyebildikleri, c¢ok degiskenli fonksiyonlar icin verdikleri
cevaplarda ise tereddiitler yasadiklart ve cevaplarindan emin olamadiklar
gbzlemlenmistir. Bunu yukarida verilen tabloda yer alan ortalamalardan gormek de
miimkiindiir. Adaylarin, tek degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi i¢in kullandiklar bilgi
ve yontemlerini ¢ok degiskenli fonksiyonlarin siirekliligini tespit etme konusuna
aktarmakta zorluk ¢ektikleri goriilmiistir. Burada adaylar tek degiskenli fonksiyonlarin
sirekliligi  hakkinda bildiklerini iki  degiskenli fonksiyonlarin  siirekliligine
genisletememislerdir. Halbuki bu durumda sadece expansive (genisleyerek) genelleme
yeterli olacaktir. Burada korelasyon katsayisi r=0,39 olarak olcililmiistiir. Bu deger t-
testine gore %80 gilivenilirlikle dogrudur (n=13 olmak {izere 11 serbestlik derecesine

gore tap=1,363 Ve thes=1,38 olup, tiap < thes dir). Dolayisiyla bu iki veri arasinda pozitif
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yonlii, zayif bir iligki vardir. Yani adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi i¢in
kullandiklar1 bilginin, ¢ok degiskenli fonksiyonlarin siirekliliginin tespit edilmesi
konusunda pek etkili olmadigi sonucu ¢ikarilabilir. Adaylarin iki degiskenli
fonksiyonlarin grafigini okuma konusunda sikintilar1 oldugu i¢in, verilen iki degiskenli
bir fonksiyonun grafigi tizerinden siireklilik hakkinda yorum yaptiklarinda pek
kendilerinden emin olamadiklari gozlemlenmistir. Burada adaylarin tek degiskenli
fonksiyonlarin  stirekliligi konusunu soyutlayabildikleri ancak iki degiskenli
fonksiyonlarin siirekliligi konusunda gerekli olan generic (gikarimsal) soyutlama

stirecine giremedikleri sdylenebilir.

Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ve c¢ok degiskenli
fonksiyonlarn limiti ve siirekliligi konularinda, c¢alismalar siiresince gosterdikleri
kisisel performanslar envanter ¢alismalarinda elde ettikleri ortalamalar ele alinarak
degerlendirilebilir. Burada amag¢ adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve
stirekliligi hakkinda odlgtilebilen yeterlilikleri ile iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve
stirekliligi hakkinda 6lciilebilen yeterlilikleri arasinda bir iligkinin olup olmadigini tespit
etmektir. Buna gore; envanter calismalarinin kiyaslama yapilan konular1 dikkate

alindiginda asagidaki tablo elde edilir.

Tablo 54: Adaylara ait ortalama tablosu

Tard Kriterler BK | ITU |ARK| EV. |MO. |ED. | EC. | MT. | HY. | EDQ. | AS. | AK | GK. r

Tek
Degigkenli |Ortalama 36T7|356|(411|367 (3586|389 |422(411 4114141 4 [378|411
Fanksivonlar

0,56

Cok
Degigkenli |Ortalama 3 (244276244 256|378 (411 3 (378 3 2586|311 3
Fanksiyonlar

132



Burada korelasyon katsayist r=0,56 olarak ol¢iilmiistiir. Bu deger t-testine gore
%90 giivenilirlikle dogrudur (n=13 olmak iizere 11 serbestlik derecesine gore tiap =1,363
Ve thes=1,38 olup, tap < thes dir). Bu ¢ercevede adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin
limiti ve siirekliligi hakkinda o6l¢iilebilen yeterlilikleri ile iki degiskenli fonksiyonlar
hakkinda o6lgiilebilen yeterlilikleri arasinda pozitif yonli, giicli bir iliski oldugu
sOylenebilir. Dolayisiyla burada adaylar i¢in, “iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve
stirekliligi kavramlarimi yapilandirirken tek degiskenli fonksiyonlar i¢in bu kavramlarla

ilgili sahip olduklari kavram imajlart etkili olmaktadir” ifadesi kullanilabilir.

Ayrica Tablo 54 ayn1 zamanda adaylarin tek ve iki degiskenli fonksiyonlarin limiti
ve silirekliligi hakkindaki biligsel seviyelerini ortaya koymasi agisindan onemli bir

gostergedir.

Bu tablonun grafiksel gosterimine bakilirsa adaylar tarafindan ortaya konulan

performanslar arasindaki iliski daha net goriilecektir.

4,50
4,00 *Avp—o—( m
3,50 . .
=@—Tek Degiskenli
3,00 - Fonksiyonlar Ortalama
== Cok Degiskenli
2,50 - Fonksiyonlar Ortalama
2,00 T T T T T T T T T T T T 1
U ¥ S FEQ ¥ D0 ¥ ¥ > dJda
< xuw s WOk s < o T u u
<

Grafik 3: Aday Ortalamalari

Yukaridaki grafik, performans ortalamalar1 arasindaki farklar biiyiikten kiicligline
gore siralanarak diizenlenmistir. Grafik 3’e gore sadece 3 adayin diginda tiim adaylarin
cok degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi konusunda gosterdikleri
performanslar, tek degiskenli fonksyonlarin limiti ve siirekliligi konusunda gosterdikleri

performansa gore gozle goriiliir bir sekilde diistiktiir.
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Cok  degiskenli fonksiyonlarda adaylarin  gostermis olduklar1  performans

diisiikliiklerinin sebepleri “Sonu¢” boliimiinde ele alinacaktir.
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BOLUM 5

SONUCLAR, TARTISMA VE ONERILER

5. Sonug, Tartisma, Yorum ve Oneriler
Bu bolim tezin aragtirma problemi ile ilgili verilerin analizi sonucu elde edilen

bulgular 1s1¢1nda ulasilan sonuglara ve tartigsmalara ayrilmistir.

5.1. Adaylarin tek degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile ilgili

kavram bilgileri ve kavram imajlar1 hakkindaki sonug, tartisma ve yorumlar

1. Adaylarin 6n kavram bilgisi olarak adlandirilan limitin gercek hayattaki
manasina iliskin inaniglar1 ve diisiinceleri ile adaylarin okulda gordiikleri fonksiyonlarin
limiti ve siirekliligi konularinin 6grenilmesi arasinda bir iligki gézlemlenememistir. Tek
degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik kavramlar1 hakkindaki biligsel diizey
belirleme testinde adaylara yoneltilen “Limit sozciigiinii duydugunuzda akliniza gelen
ilk sey nedir?” seklindeki l.soruya “Sinir” cevabini verenler grubunda yer alan 9
adaydan (%20) limitle ilgili giincel hayattaki inanislara paralel olarak sadece 2’si, testte
yer alan “Bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin var olmasmin Onemi sizce ne
olabilir?* sorusuna “Fonksiyonun o noktada smirli oldugunu belirtir.” cevabim
vermiglerdir. Ayrica tiim adaylarin ilerleyen siireclerde konu hakkindaki
farkindaliklariin, limitin gergek hayattaki manasindan farkli oldugu goézlemlenmistir.
Ornegin Fey (1984) bu durumla ilgili tespitini; “Ogrencilerin limite iliskin sezgisel
anlamalari ile okulda formal olarak 6grendikleri limit kavrami arasinda ¢ogu zaman
iligki bulunmamaktadir.” seklinde ifade etmistir. “Limitin giinlilk hayattaki algilanis
sekli matematiksel limit kavramina tasindiginda, dgrencilerin sagdan ve soldan limit
kavramlarina anlam vermelerini ve dolayisiyla limitin kavramsal olarak tasidigi anlami

olusturmalarini zorlastirabilmektedir” (Jordaan, 2005).

2. Adaylarin limit ile birlikte akillarinda yer eden ‘“yaklasma” kavramini,

fonksiyonun limitinin arandigi noktada “yaklasik bir deger elde etme” olarak
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anlamlandirdiklart goriilmiistiir. Tek degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik
kavramlar1 hakkindaki biligsel diizey belirleme testinde yoneltilen “Sizce limit kavrami
neden ortaya atilmistir?” seklindeki 2.soruya, ¢alismaya katilan 30 adayin tam olarak
yarist (15 aday) “Yaklasik sonug¢ elde etmek icin.” seklinde bir gruplandirilmis cevap
vermislerdir. “Bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin var olmasinin énemi sizce ne
olabilir?” seklindeki 3.soruya ise 12 aday (%27) “Fonksiyonun o noktadaki yaklasik
degerini verir.” gruplandirilmis cevabi ile diger gruplandirilmis cevaplar arasinda ilk

sirada yer almislardir.

3. Adaylar grafigi verilen bir fonksiyonun limitini bulmakta zorlanmamaktadirlar.
Graham&Ferini-Mundy (1989), o6grencilerin siirekli bir fonksiyonunun tanimli
oldugu bir noktadaki limitini bulmada olduk¢a basarili oldugunu, bunlarla ilgili basit
bir limit problemi verildiginde uygun grafik gdsterimleri yardimiyla da problemleri
cozebildiklerini belirtmiglerdir. Tek degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik
kavramlar1 hakkindaki biligsel diizey belirleme testinde adaylara 4. ve 9. Sorularda
grafigi verilen bir fonksiyonun belirli noktalardaki limiti sorulmus, 4. soruda adaylarin

tamami, 9. soruda ise %96’s1 dogru cevab1 vermislerdir.

4. Limitin £—-0 teknigi ile verilen tamiminda yer alan £-¢J sembollerinin
gorevlerini ve tanimin anlasilmast i¢in gerekli olan komsuluk ve yakinsaklik
kavramlarii 6grencilerin sadece kiiciik bir kismi tam olarak bilmektedir. “Tanimda &
neyi temsil etmektedir?” sorusuna calismaya katilan 45 adaydan sadece 13”1 (%29)
sadece “L limit degerinin bir komsulugu” cevabini, “Tanimdaki & neyi temsil
etmektedir?” sorusuna ise 23 adaymn (%51) “x=a noktasmnin komsulugu” cevabini
vermislerdir. Ayrica adaylara yonelik yiiriitiilen diizey belirleme testinde yer alan 5.
soru tamamen limitin &£—-¢J teknigi ile verilen taniminda yer alan ifadelerin
anlamlarmin adaylar tarafindan nasil algilandig1 hakkinda idi, ancak verilen cevaplar
incelendiginde adaylarin  hi¢bir soruya tatmin edici cevaplar veremedikleri
gozlemlenmistir. Bu tespit Todorov’un yapmis oldugu c¢alismanin sonucu ile paralellik
arz etmektedir. Todorov (2001) bir limitin &—-¢ tamiminda dort miktar belirleyici (

Vv,3,V, V) kullani1ldig: i¢in, tanimin karmasiklagtigini iddia etmektedir. Todorov’a gore

bir fonksiyonun limit degerini bulmak i¢in &—¢ limit tanimi1 kullanildiginda tahmini

bir L limit degeri gerekmektedir. &£ —¢ limit tanim1 L degerini nasil hesaplayacagimiz
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hakkinda herhangi bir ipucu vermemektedir. L degeri i¢in makul bir deger tahmin
etmek zorundayiz ve bundan sonra £-¢ limit tanimi yardimiyla tahminimizin
dogrulugunu ispatlariz ya da ispatlayamayiz. Eger fonksiyonun grafigini biliyorsak L

degeri makul tahmin edilebilir, bu tahmini 6grencilerin yapmasi biraz giictiir.

5. Adaylar bir fonksiyonun bir noktadaki limitini bulmak i¢in basta yerine koyma
teknigi olmak iizere lisede gordiikleri teknikleri tercih etmektedirler. Limiti bulurken
£ — 0 teknigine istenmedik¢e basvurmuyorlar. Ancak belirli bir noktada limiti verilen

bir fonksiyon i¢in £—¢ teknigini kullanarak limitin varligini gostermede oldukga

basarili olduklar1 gozlemlenmektedir. Adaylara yonelitilen |irT12 (3x+1) =7 oldugunu
x—

goOsteriniz” sorusuna 45 adaydan 33’4 (%73) £€-0 teknigini kullanarak limitin 7
oldugunu gosterebilmislerdir. Benzer bir sonucu Williams (1991) yaptig1 bir calismada
soyle ifade etmistir; “Ogrenciler basit ve pratik limit modellerini limitin formal
tamimlarindan daha énemli goriiyorlar. Ozellikle sinif ortaminda 6grenciler igin bu basit
ve pratik limit modelleri sinavlarda basarili olmak icin yeterli goriilmektedir.
Ogrencilerin formal bilgileri (siirekli fonksiyonlarda yerine yazma, garpanlara ayirma,
sadelestirme, eslenik kullanma ve L'Hopital's kuralini uygulama gibi...) kavramsal

bilgilerinden olukga ayriktir.”

6. Bir fonksiyonun tanimsiz oldugu bir noktadaki limiti i¢in (6rnek: Iirrl)iz)
X—> X

adaylarin biiylik bir boliimii limitin sonsuz oldugunu, o6nemli bir bdlimi de
fonksiyonun o noktada tanimli olmadigi i¢in limitin olamayacagini ifade etmistir.
Dolayistyla 6grenciler fonksiyonun tanimsiz oldugu noktalarda fonksiyonun limitini

bulmada sikint1 yasamaktadirlar. Ornek vermek gerekirse;

0 [ I ‘ A
I A ol\dubvOdm  4m -ﬁ.ﬁ'?cl” ™ ] ; |
A 3 \ | / -Q,Ldp.‘d( X._J:q »h'\ _EM(-(”‘FNV'

ACEY, ot v

Sekil 31: Bir cevap 6rnegi
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Sekil 31°de verilen bir cevap, durumun 6zetlenmesi agisindan 6nemli bir 6rnektir. Buna
benzer bir sonuca Sanches (1996) yaptigi bir caligmada ulasmistir. Sanches’e gore
Ozellikle belirsizlik durumlar1 s6z konusu oldugunda 6grencilerin fonksiyonun limitini
bulmada yasadig1 sikintilar artmaktadir. Rasyonel fonksiyonlarin tanimsiz oldugu
noktalarda Kimi zaman limitinin varligi, bazen de fonksiyonlarin tanimli oldugu

noktalarda limitinin olmamas1 gibi nedenler sikintilar yaratmaktadir.

7. Arastirmaciya gore adaylar siireklilik konusunu, limit konusundan daha iyi ve
daha kolay anliyorlar. Adaylar siireklilik hakkinda limit konusuna nazaran daha dogru
tespitler yapabiliyorlar. Bu durumun siireklilik konusunun limit konusundan sonra ele
alinmasindan ve stireklilik icin formal bir tanim yerine birka¢ sartin yerine
getirilmesinin yeterli olmasindan kaynaklandigi diisiiniilmektedir. Ozellikle grafigi
verilen bir fonksiyonun istenen noktalarda siirekli olup olmadigina adaylar rahat karar
verebildikleri gozlemlenmistir. “Diizlemde tanimli bir fonksiyonun bir noktada limitinin
var olup olmadigina, siirekli olup olmadigina karar verebilmek i¢in fonksiyonun hangi
ayirt edici ozelliklerinden yararlanilir?* sorusunun stireklilikle ilgili kismina ¢aligmaya
katilan 52 adaydan yorumda bulunmayan 4 kisi hari¢ tiimii dogru cevaplar vermislerdir.

Bu durumu Tablo 32’den de gozlemlemek miimkiindiir.

8. Adaylar limitini bulmakta zorlandiklar1 bir fonksiyon i¢in en ¢ok fonksiyonun
o noktadaki sag ve sol limitlerine bakarak karar vermeye ¢alistyorlar. Ornegin “grafigi
verilen bir fonksiyonun belirli bir noktadaki limitini nasil tespit edersiniz?” sorusuna 45
katilimcidan 37’si (%82) “Sag ve sol limitlerinin ayni olmasi gerekir.” grublandirilmis
cevabi vermistir. Bunun gibi bagka sorular i¢in de adaylar benzer cevaplar vermislerdir.
Ayrica adaylarin tek degiskenli reel fonksiyonlarin limiti hakkinda sahip olduklar1 kalici
bilgilerin en gii¢liisiiniin “sag ve sol limitler esitse, limit vardir” yargist oldugu
gozlemlenmistir. Cok degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve stirekliligi konularinin
islendigi Analiz 2 dersine baslamadan once derse katilan toplam 52 0Ogrenci ile
yiiriitiilen 6n test ¢alismasinda “Diizlemde tanimli bir fonksiyonun bir noktada limitinin
var olup olmadigina karar verebilmek i¢in fonksiyonun hangi ayirt edici 6zelliklerinden
yararlanilir?” sorusuna 31 aday (%60) “Aranan noktada sag ve sol limitler esit ise ‘limit

vardir’ denir.” gruplandirilmis cevabini vermistir.
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9. Topoloji dersini alan Ogrencilerle yapilan calismada, adaylarin limitin

topolojide verilen taniminda yer alan VYV eU,,, i¢in 3u U, > f(U)cV ifadelerin,

@
limitin &£-0 teknigi ile verilen tanimmyla Ortistigiini tam anlayamadiklari
gozlemlenmistir. (Bknz. 4.1.4. Dersi Almus 3. Simf Ogrencilerinin, limitin topoloji
dersinde verilen tanimu ile limitin £ — 6 teknigi ile verilen tanimi arasinda bir bag
kurma konusunda bilissel diizey belirleme test bulgulari). Topoloji dersinde limit
konusu islenirken adaylarin iki tanim arasindaki benzerlikleri gérebilmeleri i¢in, derste
limitin topolojideki tanimi ile tek degiskenli reel fonksiyonlar igin limitin £ — & teknigi

ile verilen taniminin bir arada tartisilmasi1 daha faydali olacaktir.

5.2. Adaylarm iki degiskenli reel fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile ilgili
kavram bilgileri ve kavram imajlar1 hakkindaki sonug, tartisma ve yorumlar

1. Adaylar ¢ok degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik konusunu gérmeden
once grafigi verilen bir 2 degiskenli bir fonksiyonun limiti ve siirekliligi hakkinda
yorumsuz kalmislardir. Tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi konusu
islendikten sonra adaylarla yapilan miilakatlarda kendilerine iki degiskenli bir
fonksiyonun grafigi verilmis ve kendilerinden fonksiyonun limiti ve siirekliligi
hakkinda yorum yapmalar1 istenmisti (Bknz. 4.1.2. Yar1 Yapilandirilmis Goriisme
Sonuglari). Adaylar, limit ve siireklilik i¢in 2 boyutlu grafiklerde yaptiklari yorumlart,
kendilerine verilen 3 boyutlu grafikler i¢in yapmakta zorlanmiglardir. Ayrica adaylar 2
degiskenli fonksiyonlarin grafikleri ve bu grafikleri nasil ¢izilecekleri hakkinda yeterli
bilgiye sahip degildirler. Adaylarin Analitik Geometri ile Cok Degiskenli Analiz
derslerini ayn1 donemlerde aldiklari, bu yiizden de adaylarin 3 boyutlu 6klid
geometrisine asina olmadiklar1 gozlemlenmistir. (Bknz. 4.1.2. Yar1 Yapilandirilmig

Gorlisme Sonuglari).

2. Tek degiskenli fonksiyonlarin siirekliligi hakkinda saglam kavram bilgisine
sahip olan adaylarin ¢ogu, iki degiskenli bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmasi i¢in
ne gerekir sorusuna cevap vermekte c¢ekimser kalmigtir. Buna, Ogrencilerin tek
degiskenli bir fonksiyonun bir noktadaki siirekliligi i¢in daha c¢ok o noktada
fonksiyonun grafiginde bir kopma olup olmamasina bakmalarinin Ssebep oldugu
diistiniilmektedir. Bu yiizdendir ki 3-boyutlu bir uzayda tanimli iki degiskenli bir

fonksiyonun grafigi i¢in bu tiirden kopmalarin nasil goziikecegini tasavvur edemedikleri
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icin yorumsuz kaldiklari soylenebilir. Zaten Tablo 34’e bakildiginda tek degiskenli
fonksiyonlarin stirekliligini fonksiyonun grafigi iizerinden agiklamak isteyen 19
Ogrenciden sadece bir tanesi ayni diisiinceyi iki degiskenli fonksiyonlarin siirekliligini
Xy

2

5 ile
X“+y

izah etmek i¢in kullandig1 goriilmektedir. Tablo 37 incelendiginde g(X,Yy) =

verilen fonksiyonun (0,0) noktasindaki stirekliligi konusunda “Limit oldugu igin
stireklidir” cevabini veren ve hi¢ cevap yazmayan Ogrenciler yaklasik %49’luk bir

kesimi teskil etmektedirler.

3. Adaylar iki degiskenli fonksiyonlarin limitini bulmak i¢in en ¢ok iki farkli

yoldan yaklasim yontemini yani Iirr})(lim0 f(x,y)), Iimo(lirrb f(x,y)) limitlerini bulma
x—0 "y y—0 x—>

yontemini kullanmiglardir. Bu durum Tablo 36 ve Tablo 37°den agik¢a goriilebilir. Bu
yontemde Ornegin ler_n)o(lle0 f (X, y)) limitini bulmak i¢in 6ncelikle IyIT0 f(x,y) limitini
bulmak gerekir. Bu limit x bagimsiz degiskeni goz ardi edilerek ve genelde y — 0 igin
yerine koyma yontemi ile kolayca bulunabilir. Daha sonra elde edilen fonksiyon x’e
bagli, tek degiskenli bir fonksiyon olacaktir ve X — 0 limit kolayca bulunabilmektedir.
Dolayisiyla bu yontemde limit bulmak i¢in ¢ogu zaman tek degiskenli fonksiyonlarda
tercih edilen yerine koyma metodu kullanildigindan, &grencilerin bu nedenle iki

degiskenli fonksiyonlarin limitini bulmak ic¢in en ¢ok iki farkli yoldan yaklasim

yontemini kullandiklar1 diistiniilmektedir.

4. Adaylar iki degiskenli fonksiyonlarda limitin varhig: i¢in, iki farkli yaklagim

sonucu elde edilen limitlerin, yani Iimo(lim0 f(x,y)), Iimo(lim0 f(X,y)) limitlerinin esit
Xx—0 "y y—>0 x>

olmasini yeterli gormektedirler. Aylardan birinin vermis oldugu
[,., i =2 \ /'"-,,. O ~
AN L J —
Y 5o f-)o > o e -
p (ly =
be (M0 <75) chm 0= 2
e il g po p
7 ~ : y 7 Il b6 e e i
Sd4\ece g3 xiy) ,B,0) In SO L I ve & Ele

Sekil 32: Bir cevap ornegi
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Sekil 32 ile verilen cevap, belirtilen duruma giizel bir 6rnek olarak verilebilir.
Aragtirmaci bu durumu &grencilerin tek degiskenli fonksiyonlarda limitin varligi igin

gerekli olan “sag ve sol limitlerin esit olmas1” ilkesine benzetmelerine baglamaktadir.

5. Tablo 38’den de goriildiigii gibi 6grenciler farkli sorulara ayni ¢6ziim yontemleri
ile cevap vermeye calismislardir. Tabloda her iki sorunun ¢éziimii i¢in kullanilan farkli
yontemler farkli renklerle gosterilmistir. Daha agik bir sekilde ifade etmek gerekirse; iki
degiskenli fonksiyonlar icin yapilan biligsel diizey belirleme testinde sorulan,
fonkiyonlarin belirtilen noktalarda limitinin tespiti sorularma her aday benimsemis
oldugu ¢dziim ydntemini uygulamistir. Ornegin, eger aday ilk sorunun cevabi i¢in iki
farkli yoldan yaklasarak c¢ikan sonuca gore limit tespiti yapmis ise, baska bir sorunun
¢oziimil icin de ayn1 yontemi uygulamaya calismistir. Bu durum 6grencilerin konuya
cok iyi hakim olmadiklarini, dolayistyla konu hakkindaki farkli sorulara farkli ¢oziimler

getirecek kadar bilgi birikimine sahip olmadiklarini diisiindiirtmektedir.

6. Adaylar iki degiskenli bir fonksiyonun her hangi bir degiskeninin sabit bir deger

olmast durumunda fonksiyonun tek degiskenli bir fonksiyon gibi gdérmekte

x> +y? x? +1

- icin f(x1) = v

zorlanmamaktadirlar. ( f(x,y) = olmasi gibi.) Ogrenciler

iki degiskenli bir fonksiyonu tek degiskenli hale getirebildiklerinde, elde edilen
fonksiyonun limitini tek degiskenli fonksiyonlarin limitini bulurken kullandiklar1 pratik

yontemlerle ¢cozmeye ¢alisiyorlar.

7. Yapilan calismalar sonucunda, adaylarin konu hakkinda sorulan standart

sorulara verdikleri cevaplarda islemsel becerilerinin iyi oldugu gozlemlenmistir.

Ornegin; “limitin teknigi ile verilen tammmin kullanarak Iirr12(3x +1)=7
X—>

oldugunun gosterilmesi”, « f (x) = iin x|_ile verilen fonksiyonun x =7z noktasindaki

x2

X2 +

limitinin bulunmasi”, “IR* — §,0) de f(x,y)= ile verilen fonksiyonunun

2

2% ¢

(0,0) noktasindaki limitinin bulunmasi”, jlimitinin hesaplanmas1” gibi

im{im € (¢

sorularin ¢oziimiinde adaylarin yiiriittiikleri islemlerde bir sikinti yasamadiklar
goriilmiistiir. Ancak biraz daha kavram bilgisinin sorgulandigi sorularda adaylarin

basarisiz kaldiklar1 sdylenebilir. Ornegin “Limitin sonsuz olmasi ile belirsiz olmast
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arasinda bir fark var mudw?”, “|f(X)— L| <& esitsizligi ne anlam tasimaktadir?”,

“limitin teknigi ile verilen tanuminda ve ’min rollerinin ne oldugu”, “y=mx

dogrulariyla yaklasmak ne demektir?”, * limitleri igin

|jm[lim¢ (X,Y) ve Ijm[lim(ﬁ(ox, y)j

sonuglarin egit ¢tkmasinin sizce bir anlami var mi?” gibi sorulara adaylarin tatmin edici
cevaplar veremedikleri goriilmiistiir. Bu 6nemli tespit hakkinda Sabella ve Redish
(1995) “Ogrenciler icin asil zor olan anlatilan konularla ilgili kavramlarin

ogrenilmesidir, algoritmik hesaplamalarin 6grenilmesi degil” demislerdir.

8.  Ozellikle adaylarla yapilan gériismeler esnasinda, dersler hakkinda yapilan
sohbetlerde; adaylar kendileri i¢in konu hakkinda kavram bilgisinin 6grenilmesinin
degil, bir sekilde dersten ge¢menin daha 6nemli oldugunu itiraf etmislerdir. Adaylar,
liniversite egitimi sonrasinda Ogretmen olarak goreve basladiklarinda, yapacaklari
matematik dersinde kendilerine sadece lise matematik bilgisinin gerekli oldugu ic¢in
tiniversitede  gordiikleri matematigin kendilerine pek katki saglamayacagin

disiinmektedirler.

Matematik 6gretmeni yetistirilmesinde iki temel hedeften s6z edilebilir (Hiebert,
Morris, Glass, 2003):
1. Matematiksel alan uzmanligina sahip olunmasini saglamak,
2. Ogretmeyi 6grenmeye yonelik bilgileri, becerileri ve egilimleri gelistirmek;

yani 6gretmenlik becerileri kazandirmak.

Dolayisiyla adaylarin, yukarida bahsi gecen hedeflerden “Ogretmeyi dgrenmeye
yonelik bilgileri, becerileri ve egilimleri gelistirmek” konusuna odaklandiklari, ancak
“Matematiksel alan uzmanligina sahip olunmasini saglamak™ konusunu ihmal ettikleri

sOylenebilir.

Ancak bilinmeli ki; yukarida tespit edilen durumla ilgili olarak yapilan aragtirmalar,
ogretmenlerin Ogrettikleri matematigi bilmek zorunda olduklarini ortaya koymaktadir.
Fakat 6gretmenlerin ne kadar matematiksel bilgiye ihtiya¢ duyduklarini belirlemek basit
bir mesele olmamistir. Lise Matematik 6gretmen adaylarin1 hazirlama programlarinin

tasarimini etkileyen iki yaygin bakis acis1 vardir. Bunlar;
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a) Gilinimiiz matematik¢ileri hangi konular1 arastirtyor ve galisiyorlarsa 0gretmen
adaylar1 da o konulart g¢alismalidirlar, clinkii bu O6gretmen adaylarina matematik
disiplininin kapsamli bir resmini sunacaktir. Boylelikle adaylar okul ders programlarini
etkileyen basliklarin neler olmasi gerektigi hakkinda en iyi sekilde fikir iiretebilmeye
muktedir olabileceklerdir.

b) Matematik 6gretmen adaylari meslek igin bilhassa matematik egitimini, 6gretim
metotlarini, matematik egitimindeki pedagojiyi ve 9-12 Lise matematik ders programini

calismalidirlar.

Sonug olarak bu bakis agilarinin her ikisi de 6gretmen adaylarinin matematik lisans
programini (veya asagi yukari buna denk olan bir programi) tamamlamalar1 gerektigini

savunmaktadir. (Argun, 2008)

5.3. Adaylarin ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limit ve siirekliligi ile ilgili
kavram Dbilgilerini ve kavram imajlarim yapilandirirken tek degiskenli
fonksiyonlarda bu kavramlarla ilgili olusturduklar1 kavram bilgilerinin ve kavram
imajlariin etkileri ve adaylarin yiiriittiikleri matematiksel genelleme ve
soyutlama siireclerinde yasadiklar1 sikintilar hakkindaki sonuc¢, tartisma ve
yorumlar

1. Adaylar limitin £—-06 teknigi ile verilmis tanimini higbir 6n bilgiye sahip

olmaksizin iki degiskenli fonksiyonlar i¢in genellestirebilmislerdir.

Cok degiskenli fonksiyonlar dersine baslamadan onceki derste yapilan bir
calismada o6grencilerden tek degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limitinin &—06
teknigi ile verilmis tanimini, iki degiskenli fonksiyonlarin limiti igin genellestirmeleri

istenmistir.

Bu ¢alismaya katilan 43 6grenciden 33’1 (%77) “ Ve >0 igin 34 > Ovardir, dyle ki

V(x,y) € R? ikilileri iginy/(x—a)? +(y—b)? <5 iken |f(x)-L|<& o.s. biré>0

sayis1 bulanabiliyorsa, L € R limiti vardir.” seklinde cevap vermistir.

Adaylar mevcut bilissel yapilarimi  ve fikirlerini  degistirmeden sadece

genislemelerle bu genellemeyi gerceklestirdikleri i¢in, adaylarin burada expansive
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genelleme (genislemeye yonelik genelleme) yiiriittiikkleri sOylenebilir. Adaylarin
ozellikle expansive (genislemeye yonelik) genelleme gerektiren islemlerde daha basarili

olduklar1 soylenebilir.

2. Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi konusunda sahip
olduklar1 kavram bilgilerinin zayif oldugu sdylenebilir. Dolayisiyla zayif olan kavram
bilgilerinin iizerine adaylardan genellemeler ve soyutlamalar yaparak iki degiskenli

fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi konusunu anlamalar1 beklenmektedir.

Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarm limiti ve siirekliligi konusunda sahip
olduklar bilgilerin, bilissel yapilarini ve fikirlerini degistirmeden sadece genislemelerle
yaptiklar1 “expansive” (genisleyerek) genelleme sonucu iki degiskenli fonksiyonlarin

limiti ve siirekliligi kapsaminda;

» “Fonksiyonun limit noktasinda tanimli olup olmamasi ve limit degeri ile
fonksiyonun o noktadaki degeri arasindaki iliskiyi belirtme.”

» “Fonksiyonun grafigine bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin etme”

» “Limitin geometrik yorumu ile epsilon-delta ile verilen tanimi arasinda iligki
kurma”

»  “Limitin epsilon-delta taniminda kullanilan komsuluklarin ne anlama geldigi”

» “Fonksiyonlar i¢in limitin tespitinde kullanilan epsilon-delta tekniginde
delta'nin epsilon'a bagl bir deger oldugunun bilinmesi”

» “Fonksiyonun belirli bir noktada siirekli olup olmadiginin tespiti”

gibi hususlar1 anlamalarina yardimci oldugu sdylenebilir.

Ancak adaylar iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve stirekliligi kapsaminda;
»  “limit degerinin yaklagsma seklinden bagimsiz oldugu”
» “limit degerini bulmak i¢in fonksiyonun kutupsal koordinatlardaki ifadesini
kullanabilme”
konularin1 6grenirken kendilerinden beklenen, tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve
stirekliligi kapsaminda sahip olduklar1 biligsel yapiy1 yeniden yapilandirmay1 gerektiren
“reconstructive (yeniden yapilandirilmis)” genelleme yapma becerisi gosteremedikleri

gbzlemlenmistir.
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Dolayisiyla bu noktada 6grencilerin genelleme yaparken sahip olduklart bilissel
yapinin ne kadar saglam olmas1 gerektigi net bir sekilde ortaya ¢ikmaktadir. Benzer bir
tespiti Alkan ve Bukova (2005) dile getirmislerdir. 64 6gretmen aday ile yiirtittiikleri
caligmada, adaylardan “tahmin edebilme, tlimevarim, tiimdengelim, betimleme,
genelleme, ornekleme, bigimsel ve bigimsel olmayan usa vurma, dogrulama ve benzeri
karmagik siireclerin bir birlesim kiimesi (Liu Po-Hung, 2003)” olarak tanimlanan
matematiksel diisiinme giiclerinin tespiti i¢in, “Tiirev Kavrami1” ile iistten sinirlandirilan
ve Onceden belirlenen “matematiksel diisiincenin Olgiitleri (Greenwod, 1993)” temel
alarak hazirlanmis, test edilmis ve denetlenmis problemleri ¢ozmeleri istenmistir.
Deneklerin dlgme aracinda yer alan problemlerde sergiledikleri genelleme becerileri
matematiksel diisiinme giicleri ile birlikte degerlendirilmistir. Sonug olarak 6gretmen
adaylarinin Analiz I-1I derslerinde basariy etkileyen genelleme yapabilme puanlari ile

MD diizeyleri arasinda belli 6l¢lide dogrusal bir baginti oldugunu tespit etmiglerdir
(r=0.71). (Grafik 4)
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Grafik 4: Adaylarin matematiksel diisiinme puanlari ile AnalizI-11 genelleme

yapabilme puanlari.

Ozetle, matematiksel diisiinme giiciinii olusturan, var olan kavramsal bilgiler, adaylarin
matematiksel genelleme yapabilme becerileri ile yakin iligkilidir. Bu ylizden adaylarin,
tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi hakkinda var olan kavram bilgilerini
saglamlastirilmadan expansive (genislemeye yonelik) ve reconstructive (yeniden
yapilandirmaya yonelik) genelleme gerektiren iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve

stirekliligini yapilandirmaya gegcmelerinin uygun olmayacagi izlenimi olusmustur.

3. Adaylarin yiiriittiikleri  biligsel genisleme eylemlerinin kendilerini  bir
genellemeye gotirdigini fark etmeleri sonucunda, adaylar konu hakkinda generic
(¢ikarimsal) soyutlama yapmis olurlar. Boylece adaylar, expansive (genislemeye

yonelik) genelleme yardimi ile iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi
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konularinda olusturduklar: tiim bilgileri generic (¢ikarimsal) soyutlama ile 6ziimsemis
olurlar. Bu husus dikkate alindiginda adaylarin bu tiir genellemeyi iyi yiiriittiikleri
gbozlemlenen
» “Fonksiyonun grafigine bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin
etme”(Tablo.46 - r=0.75)
» “Limitin geometrik gosterimi ile epsilon-delta gosterimi arasinda iliski kurarak,
ikisi arasinda bir fonksiyon tanimlama” (Tablo.47 - r=0.53)
» “Limitin epsilon-delta taniminda kullanilan komsuluklarin ne anlama geldigi”
(Tablo.48 - r=0.51)
» “Fonksiyonlar i¢in limitin tespitinde kullanilan epsilon-delta tekniginde

delta'nin epsilon'a baglh bir deger oldugunun bilinmesi”( Tablo.50 - r=0.60)

konularinda iki degiskenli fonksiyonlar i¢in generic (¢ikarimsal) soyutlama
yapabildikleri s6ylenebilir ancak bilissel diizey ortalamalarina bakildiginda adaylarin bu
konular hakkinda tek degiskenli fonksiyonlarda daha basarili bir soyutlama
gercgeklestirdikleri sOylenebilir.

Iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi kavramlarmi olustururken
adaylarn;
» “limit degerinin yaklagma seklinden bagimsiz oldugu”
» “limit degerini bulmak i¢in fonksiyonun kutupsal koordinatlardaki ifadesini

kullanabilme”

konularin1 6grenirken tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve stirekliligi konusu temel
alinarak yiriitillen “reconstructive (yeniden yapilandirilmis)” genelleme yapma
becerisini gosteremedikleri i¢in generic (¢ikarimsal) soyutlamanin bir sonraki asamasi
olan ve bilissel yeniden yapilanma gerektiren formal (yapisal) soyutlamay:

gerceklestiremedikleri iddia edilebilir.

5.4. Oneriler

Bu kisimda, elde edilen bulgular ve sonuglara dayali olarak tek ve iki degiskenli
reel fonksiyonlarda limit ve siireklilik kavramlarinin 6grenilmesi ve 6gretimi ile ilgili
Onerilere yer verilmistir. Ayrica bu ¢alisma sonucunda elde edilen sonug¢ ve yapilan

Onerilerin, bdyle bir arastirmanin fonksiyonlarda limit ve siireklilik kavramlarinin
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yapilandirilmasi ¢aligmalar1 dikkate alindiginda, iki degiskenli fonksiyonlarda limit ve
stireklilik kavramlarini icermesi acisindan literatiirde bir ilk oldugu dikkate alindiginda,

bu kavramlarla ilgili yapilacak ¢aligsmalara 151k tutabilecegi diisiiniilmektedir.

1. Kavram bilgileri saglam olmadan, sinif ge¢menin pek de onemli olmadigi,
sadece ortadgretim matematik bilgilerinin matematik 6gretmenligi i¢in yeterli olmadig:
adaylara mutlaka hatirlatilmahidir. Zira adaylarin ifadelerinden yola ¢ikarak kendileri
icin sadece smif gegmenin Onemli oldugunu diisiindiikleri, dolayisiyla kavram
bilgilerini 6ziimseme yerine, sinavlarda basari i¢in gerekli bilgileri ezberleme yoluna
gittikleri sdylenebilir. Matematik disiplininin kapsamli bir resmine hakim olabilmek
icin glinlimiiz matematikcileri hangi konular1 arastirtyor ve calisiyorlarsa 6gretmen
adaylarinin da o konulart c¢aligmalar1 gerektigi, boylelikle adaylarin okul ders
programlarini etkileyen basliklarin neler olmasi1 gerektigi hakkinda en iyi sekilde fikir
tiretebilmeye muktedir olabilecekleri hususlar1 derslerde mutlaka islenmeli ve adaylarin
bu hususlarda bir vizyonlarinin olmasi saglanmalidir. Adaylarin bu sekilde derslere olan

konsantrasyonun ve motivasyonun artacagi diistiniilmektedir.

2. Bu arastirmada ortadgretim matematik Ogretmen adaylarinin tek ve iki
degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi ile ilgili kavram bilgileri arasindaki
iliskiler incelenmistir. Bu arastirmanin bir benzeri piir matematik egitimi alan lisans
ogrencileri ile de yiirtiilebilir. Zira pilir matematik egitimi alan lisans Ogrencilerinin
matematik 6gretmen adaylarindan farkli olarak “Ogretmeyi 6grenmeye yonelik bilgi,
beceri ve egilimleri gelistirmek” konusuna daha az odaklandiklar1 i¢in matematiksel
alan uzmanliina sahip olma kaygisin1 daha fazla tasidiklart diisiiniildiiglinden, benzer

bir arastirmada farkli sonuglar elde edilebilir.

3. Adaylarin limit ile birlikte akillarinda yer eden “yaklasma” kavramini,
fonksiyonun limitinin arandigi noktada “yaklasik bir deger elde etme” olarak
anlamlandirdiklar1 goriilmiistiir. Bu husus limitin 6gretimi esnasinda dikkate alinarak,
yaklasik deger elde etme isleminin limitin kullanildig1 durumlardan sadece biri oldugu

ogrencilere ornekler verilerek aciklanmalidir.
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4. Adaylar grafigi verilen bir fonksiyonun limitini bulmakta zorlanmamaktadirlar.
Dolayisiyla ogrencilere limit ve siireklilik kavrami 6gretilirken ve formal tanimlar

aciklanirken grafikler lizerinde daha fazla durulmalidir.

5. Limitin £-0J teknigi ile verilen taniminda yer alan &£—¢ sembollerinin
gorevlerini ve tanimin anlasilmasi i¢in gerekli olan komsuluk ve yakinsaklik
kavramlarmi adaylarin sadece kiigiik bir kismi tam olarak bilmektedir. Dolayisiyla
adaylara komsuluk ve yakinsaklik kavramlarinin ve tanimda yer alan £—¢ ve miktar

belirleyici (V,3,V) sembollerin tanim igindeki gorevleri ayrintili bir bigimde

anlatilmas1 gerekmektedir.

6. Ogrencilerin islemsel bilgilerinin (siirekli fonksiyonlarda yerine yazma,
carpanlara ayirma, sadelestirme, eslenik kullanma ve L'Hopital's kuralin1 uygulama
gibi...) kavramsal bilgilerinden ayrik oldugu gézlemlenmistir. Matematikte kalic1 ve
islevsel bir 6grenme ancak islemsel ve kavramsal bilginin dengelenmesiyle miimkiin
olabilir. Ozellikle teorik bilgilerin verildigi derslerde kavramsal 6grenme agirlikta
olmasi gerekirken, islemsel 6grenmeye daha ¢ok agirlik verildigi gézlemlenmistir. Yani
derslerde islemsel ve kavramsal dgrenme dengelenememistir. Islemsel ve kavramsal
ogrenme dengelenmediginden konular kavrama diizeyinde dgrenilememistir. Ogrenciler
icin asil zor olan anlatilan konularla ilgili kavramlarin 6grenilmesidir, algoritmik
hesaplamalarin 6grenilmesi degildir. Dolayisiyla temel kavramlarin konu edildigi
derslerde kavramsal 6grenmeye agirlik verilmesi ve buna yonelik 6gretim tekniklerinin

gelistirilmesi 6nem arzetmektedir.

7. Limit kavramiyla ilgili adaylarda gozlemlenen en kalici bilginin “Aranan
noktada sag ve sol limitler esit ise fonksiyonun o noktada limiti vardir” oldugu
goriilmistiir. Burada ifadenin sade ve pratik olmasindan dolay1 tekerleme gibi akilda
kalic1 bir etkisinin oldugu soylenebilir. Egiticiler sadece limit ve stireklilik konularinda
degil, diger konu anlatimlarinda da bu tiir benzer ifadelerin iizerinde durarak,

ogrencilerde konu hakkinda kalic1 etki birakabilirler.

8. Cok degiskenli fonksiyon analizi dersi verilmeden oOnce, analitik geometri
derslerinde ¢ok degiskenli fonksiyonlar, adaylara ayrintili bir bi¢imde tanitilmalidir.
Adaylarin bilgi diizeylerinin en yiiksek oldugu, “grafigi verilen tek degiskenli bir

fonksiyonun siirekliligi hakkinda yorum yapabilme” yeterliliklerini bile, adaylarin iki
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degiskenli fonksiyonlarin grafikleri hakkinda yeterli bilgiye sahip olmadiklarindan,
grafigi verilen iki degiskenli bir fonksiyonun bir noktada siirekliliginin tespiti konusuna

genelleyemedikleri gozlemlenmistir.

9. Iki degiskenli fonksiyonlarda limitin varhi@ igin, Iirrl)(lim0 f(x,y)),
Xx—0 "y
Iimo(lim0 f(x,y)) limitlerinin esit olmasi ile tek degiskenli fonksiyonlarda limitin varlig:
y—0 x—>

icin gerekli olan “sag ve sol limitlerin esit olmasi” ilkesinin farkli durumlar oldugu
adaylara sebepleri ile anlatilmalidir, c¢iinkii adaylar bu iki durumu birbiriyle
ortistiirmektedirler. Bu hususun derslerde ele alinmasinin, “cok degiskenli
fonksiyonlarin litiminin, limitin arandig1 noktaya yaklasim seklinden bagimsiz” oldugu
ilkesini ve bununla birlikte birgok temel kavramlarin onemini adaylara hatirlatmak

acisindan faydali olacag: diisiiniilmektedir.

10. Iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi kavramlari ile ilgili derslerde
miimkiin oldugu kadar farkli ve bol soru ¢oziilmeli ve ¢6ziim yollar1 hakkinda
tartistlmalidir.  Zira adaylarin iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi
kavramlart ile ilgili farkl tipten sorulara ayni ¢6ziim yontemleri ile cevap vermeye

calistiklar1 gézlemlenmistir.

11. Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi kavramlar
hakkindaki bilgileri ile daha ¢ok expansive (genislemeye yonelik) genellemeler yaparak
iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi kavramlarin1 yapilandirdiklar1 ancak
reconstructive (yeniden yapilandirmaya yonelik) genelleme gerektiren siireclerde pek
basarili olamadiklar1 gozlemlenmistir. Bu ylizden derslerde iki degiskenli
fonksiyonlarm limiti ve stirekliligi kavramlar islenirken o0zellikle reconstructive
(yeniden yapilandirmaya yonelik) genelleme gerektiren kisimlar iizerinde
yogunlasilmalidir. Ayrica tek ve iki degiskenli fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi
hakkinda tam bir soyutlama gergeklestirebilmeleri i¢in, adaylarin 6grendigi konular
mutlaka pekistirmeleri gerekmektedir. Konunun 6ziimsenmesi ve kalici olabilmesi i¢in
adaylar konu hakkinda arastirmalar yapmak, farkli sorular ¢c6zmek, tek ve iki degiskenli
fonksiyonlarm limiti ve stirekliligi konusunun gectigi her derste konuya iliskin sahip
olduklar bilgileri tekrar gzden gecirmek suretiyle pekistirme yoluna gitmeleri tavsiye
edilebilir. Zira soyutlamanin ger¢eklesmesinde pekistirmenin 6nemini vurgulayan baska

arastirmacilar da vardir (Monaghan ve Ozmantar, 2006). Ayrica her dersin basinda bir
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onceki derste yapilanlart hatirlatmak ya da dersin sonunda gelecek derste ne
yapilacagini sdylemek, hem konularin biitiinliigli hem de 6grencinin ne yapilacagini
bilmesi a¢isindan 6nemlidir. Dersle ilgili verilecek her tiirlii bilgi; 6rnegin, islenecek
konular, yararlanabilecek kaynaklar, sinav sayisi ile zamani ve tiirleri vb. 6grenciler igin
faydali olacaktir, ¢linkii boylece 6grenci kendinden ne beklendigini bilecek ve dersle

ilgili tagidig1 endiselerini iizerinden atacaktir.
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Ek-1 Tek degiskenli reel fonksiyonlarin limit ve siirekliligi hakkindaki bilissel
diizey belirleme test sorulari
1) Limit sézctigiinii duydugunuzda akliniza gelen ilk sey nedir? Bu s6zciigiin sizde

neleri ¢agristirdigini yaziniz.

2) Sizce limit kavrami neden ortaya atilmistir? Diislincelerinizi yaziniz.

3) Bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin var olmasinin 6nemi sizce ne
olabilir?

4) Asagida grafigi verilen fonksiyonun x=4 deki limitini belirlemek i¢in

yapilmasi gerekenleri yaziniz.

5) Limitin agagidaki tanimini1 gbz 6niine alarak asagidaki sorulari cevaplandiriniz.

Tamm: AcR, f:A—>R bir fonksiyon ve a da A ciimlesinin bir yigilma

noktasi1 olsun.
Her £ > Qigin eger |X - a| < ¢ oldugunda | f(x)— L| < ¢ kalacak sekilde en az bir

0 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa x, a ya yaklastiginda f nin limiti “L” dir denir ve

lim f(x)=L

X—a

yazilir.
a. Tanimdaki ¢ neyi temsil etmektedir?

b. Tamimdaki o neyi temsil etmektedir?
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Tanimda yer alan “here>0” ile kastedilen nedir? Burada neden
“her” kelimesi kullanilmistir, bunun yerine “en az bir” ifadesi

kullanilamaz mi1? Ag¢iklayimiz.

“En az bir ¢ > 0 sayis1” ile ne kastedilmektedir?

Burada neden “en az bir” kelimesi kullanilmigtir? A¢iklayimniz.

|X - a| <0 esitsizligi ne anlam tagimaktadir? A¢iklayimiz.

| f(x)- L| <& esitsizligi ne anlam tagimaktadir? Agiklaymiz.

Tanimdaki L-sayis1 neyi temsil etmektedir. Bunu “fonksiyonun

grafigi” kavramini kullanarak ac¢iklayiniz.

Su ana kadar verdiginiz cevaplarin bir 6zeti olarak bir fonksiyonun bir

noktadaki limitinin ne oldugunu kendi ifadelerinizle agiklayiniz.

6) Yukaridaki tanimi dikkate alarak; |irT12 (3x+1) =7 oldugunu gosteriniz.
X—>

7 f(x)= I;in X| _ile verilen fonksiyonun X = 7 noktasindaki limitini arastiriniz.

Vereceginiz cevaplarin gerekcelerini yaziniz.

8) x—>0igin f(x)= iz fonksiyonunun varsa limitini bulunuz. Yoksa nedenini
X

9)

aciklaymiz.
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Ustte grafigi verilen f fonksiyonunun x=2, x=3 ve x=4 noktalarindaki limitleri
nelerdir?

Bulunuz. Nedenlerini agiklayimiz.

Ek-2 Tek degiskenli reel fonksiyonlarin limit ve siirekliligi hakkinda yiiriitiilen

yari yapilandirilmis goriismeler

Aday MLK. ile Yapilan Gériisme Sonuclar

2X
Arastirmaci: f(x,y) = 2_)/2 fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
X" +Yy

Z Ekseni

X Ekseni

Yukarida verilen fonksiyonun grafigine bakaginizda bu fonksiyonun siirekliligi

ile ilgili ne soyleyebilirsiniz?

M.K.: Benim bildigim siirekli fonksiyonlarda bir kopma olmamast ya da fonksiyonu
tammsiz Yapacak bir deger bulunmamasi lazim. Bu yiizden verilen fonksiyon bence

stireklidir.
Arastirmacy: Grafikten ne anliyorsun? Fonksiyona bakarak fonksiyonun
siirekliligi hakkinda bir sey soyleyebilir misin? 3 boyutlu grafigi verilen bir

fonksiyonun siirekliligi hakkinda ne soyleyebilirdin?

M.K.: Bu grafige bakarak kesin bir sey soylemek ¢ok zor. Burada fonksiyonda

herhangi bir kopma goziikmiiyor. Buradan hi¢bir x ve y icin fonksiyon tanmimsiz
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olmuyor, yani kopma goziikmiiyor. Bu durumda fonksiyonun siirekli oldugunu

soyleyebiliriz.
Arastirmaci: f(x) = iin X| ile verilen fonksiyonun grafigini birlikte cizelim...

M.K.: Hangi aralikta ¢izeyim?

Arastirmacy: (-, 7) araliginda. Peki bu fonksiyonun X =0 noktasindaki limiti

hakkinda ne dersiniz?

M.K.: Normalde bir fonksiyonun verilen bir noktadaki limitini bulmak icin
fonksiyonun o nokta etrafinda tamiml olmasi lazim. Burada x=0 noktasinin her iki
tarafinda da fonksiyon tamimhdir ve her iki taraftan da x=0’a yaklasildiginda
fonksiyonun y=0 noktasina yaklasmaktadwr. Dolayisiyla fonksiyonun x=0 noktasindaki

limiti 0°dwr diyebiliriz.

Arastirmaci: Asagida grafigi verilen fonksiyonun siirekliligi hakkindaki

diigiincelerinizi benimle paylasir misiniz?

M.K.: x=4 noktasinda siirekli degildir, ¢iinkii fonksiyonun o noktasinda almig
oldugu deger limitine egsit olmasi gerekir. x=4 noktasi fonksiyonun tanim kiimesinde
degildir. O yiizden fonksiyonun bu noktada limiti var ama siirekli degildir. x=0
noktasinda sagdan limiti var ama soldan limiti igin bir sey séyleyemeyiz. O yiizden bu

noktada da stireksizdir. Ama diger noktalarda stireklidir.
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Aday M.T. ile Yapilan Goriisme Sonuclari

°ev o9y

Arastirmaci: Limitin “epsilon-delta teknigi” tamiminda adi gecen epsilon ve delta

sizin i¢cin ne ifade ediyor?
M.T.: Epsilon x-eksenindeki belli bir sayinin komsulugudur. Buna karsilik gelen,

gortintiistiniin y eksindeki sayinin etrafindaki komsuluk da delta komsulugudur. Benim

aklima bunlar geliyor.

Arastirmaci: x reel bir sayt olmak iizere, |X —3| < 2 esitsizliginin ¢oziim kiimesi

sizin igin ne ifade ediyor?
M.T.: 1 ile 5 arasindaki tiim sayilar.
Arastirmaci: Burada 3 sayist neyi ifade eder?

M.T.: Bu esitsizligin ¢oziim kiimesini bulmak i¢in kullandigimiz bir sayi. Bunu

grafik tizerinde gostermek zor. Coziim kiimesi icinde 1 ile 5 ‘in arasinda bir yer.
Arastirmaci: Peki 2 nedir?

M.T.: 2 noktasiyla bu fonksiyonu simirlandirmis olduk. Sinmirlar: belirledik. 2 den
kiiciik degerleri aldik hep, 2 den biiyiik degerler bizi ilgilendirmiyor.

Arastirmaci: Grafik iizerinde 2 yi gosterebilir miyiz?

M.T.: Evet. 3 den kiiciik, yine arada bir yerde.

2X
> y > fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
X" +y

Arastirmaci: f(x,y) =
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L LES
57
LT

Z Ekseni

Yukarida verilen fonksiyonun grafigine baktginizda bu fonksiyonun siirekliligi

ile ilgili ne soyleyebilirsiniz?
Mesela bana bu fonksiyon iizerinde (1, 1, 1) noktasini gosterebilir misin?

M.T.: x-eksininde 1 burada, y ekseninde burada, z ekseninde ise burada. O halde

burada olabilir. (Yanlis yeri gosteriyor)
Arastirmaci: Siirekliligi hakkinda ne diyebilirsin?

M.T.: Ben 2 boyutlu diisiinebiliyorum. Bu kesitte siirekli, burada da stirekli. O
yiizden, tam bir fikrim yok, 3 boyutlu oldugu igin tam bilmiyorum.

Arastirmaci: Peki sadece fonksiyonun cebirsel ifadesine bakarak bir gsey

soyleyebilir misin?

M.T.: Fonksiyon bir aralikta tiirevlenebilirse o aralikta siireklidir diye bir
teoremimiz vardi. Burada —x e gore tiirev bolii, y ye gore tiirev diye bir sey vardl,
liseden kalma bir sey. Biraz onceki teoremi de burada (iiniversitede) gordiim. Iki
degiskenli fonksiyonlarin tiirevienebilmesini gérmedik ama lisedeki bilgilerime gére bu

fonksiyon tiirevlenebilir diyebiliriz, o halde siireklidir.

Aday M.Y. ile Yapilan Goriisme Sonuclari

Arastirmaci: f(xy) = 22xy . fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
X" +y
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72 Ekseni

Yukarida verilen fonksiyonun grafigine baktiginizda bu fonksiyonun siirekliligi

ile ilgili ne soyleyebilirsiniz?

Buna baslamadan once grafik iizerinden (1, 1, 1) noktasini gosterebilir misin?

M.Y.: Soyle, ortada bir yerde. (Dogru yeri gosterdi)

Su acgik aralikta, kesik yerde siirekli degildir, pardon ben tammli olmakla

karigtirdim. Taniml oldugu yerde stireklidir.

Arastirmaci: Grafige bakarak soyleyebilir misin?

M.Y.: Bu fonksiyon siirekli degildir. Su acik aralikta tanimh degildir. Orda aldig

deger, goriintiisii. Biraz karistirdim galiba.

Arastirmacy: Siirekli degil ise siireksizlik noktasi1 hangisidir? Eger grafik sana

bir ipucu vermediyse fonksiyona bakarak bir sey soyleyebilir misin?

M.Y.: (0, 0, 0) noktasinda stirekli degildir.

Arastirmaci: Boyle bir grafikle ilk defa m karsilasiyorsun?

M.Y.: Evet, ilk defa.
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Arastirmaci: Boyle bir fonksiyonla da mi ilk defa karsilagiyorsun?

M.Y.: Hayw, bu tiir fonksiyonlar: gordiik de, grafigini ilk defa goriiyorum. Bu
fonksiyonun grafigi bana biraz karisik geliyor.

Arastirmaci: Ama “(0, 0, 0) noktasinda siirekli degildir” dedin?
M.Y .. Evet stirekli degildir, ¢iinkii o noktada tanimli degildir.

Arastirmaci: Limitin “epsilon-delta teknigi” taniminda adi gecen epsilon ve delta

sizin icin ne ifade ediyor?

M.Y.: Epsilon herhangi bir noktanin komsulugunu olusturmak icin sectigimiz bir
porzitif reel sayi. Delta da bu pozitif reel sayiya karsiik gelen, goriintiilerin olusturdugu

aralikta bir pozitif reel sayidir.

Arastirmaci: Tanim: AC R, f : A— R bir fonksiyon ve a da A ciimlesinin bir

nigilma noktasi olsun.

Her & > Qigin eger |X - a| < 0 oldugunda | f(x)— L| <& kalacak sekilde en az bir

0 > 0 sayist bulunabiliyorsa x, a ya yaklastuginda f nin limiti “L” dir denilmekte ve

Iim f(x)=L

X—a

seklinde sembolik olarak gosterilmektedir.

Limitin yukaridaki tanimi goz oniine alindiginda, tanimdaki L sembolii sizce neyi

temsil etmektedir? Diisiincelerinizi benimle paylasir misiniz?
M.Y.: x sayilart degisken oldugu icin onlari a noktasina yaklastirdigimizda,

gortintiileri de belli bir sayiya yaklagmaktadir. Bu sayi da fonksiyonun limitidir. Bunu

da L ile gosteriyoruz.
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Arastirmaci: X reel bir sayt olmak iizere, |X—3| < 2 esitsizliginin ¢oziim kiimesi

sizin icin ne ifade ediyor?
M.Y.: Cozdii.

Arastirmaci: Peki bu ¢oziim kiimesinin belirttigi araligt bana sayt dogrusu

iizerinde gosterebilir misin?
M.Y.: (1,5) Bu bir agik aralik, bu a¢ik araliktaki tiim degerler.
Arastirmaci: 2 ve 3 sayilarinin bu esitsizlikteki gorevleri sizce nedir?

M.Y.: Merkezi 3 kabul eden, 2 birim uzakliktaki noktalar: aliyoruz.
Aday G.K. ile Yapilan Gériisme Sonuclar1

Arastirmaci: f(x,y) = % Sfonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
X"+Yy

S5
e VeV
e S S
1 ERRIRIIRR
1S

7 Ekseni

Ekseni

X Ekseni

Yukarida verilen fonksiyonun grafigi hakkinda neler diisiiniiyorsunuz?

G.K.: Biz heniiz x-y-z eksenlerinde grafik ¢izmeye baslamadik. Sadece lineer

derslerinde vektor giziminde 2 boyutlu grafikler ¢iziyoruz.

Arastirmaci: Sizce siirekli bir fonksiyon mudur?

G.K.: Bence 0 noktasinda bir kopma olur.

Arastirmaci: Bunu neye gore soyliiyorsunuz?
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G.K. : Fonksiyonun ifadesine gore. x=0 ve y=0 noktasinda bir tamimsizlik oluyor.
Bu nedenle 0 noktasinda bir kopma olabilir. 0 dan éncesi ve 0 dan sonrasi tanimli

olabilir ama 0 noktasinda tanmimli degildir, o yiizden burada bir kopma olabilir.

Arastirmaci: Grafikten siireklilik hakkinda bir sey soyleyebilir misiniz?

G.K. : Dikkat ¢ekici olan yer zaten surasi, hepsi burada toplaniyor. Burasi kopma

noktasi olabilir.

Arastirmaci: Limit kavrami ile sonsuzluk kavrami arasinda nasil bir iliski

kurulabilir?
G.K.: Limit, fonksiyonun yakinsadigi bir sayidir. Sonsuzluk ise erigilemeyen bir
kavram. Sonucta limitle fonksiyon icin bir deger bulabiliyoruz ama sonsuzluk

dedigimizde bir deger soz konusu degildir.

Aday A.S. le Yapilan Gériisme Sonuclar

Yulkardaki f fonksivonu icin agfudakileri bubu-

FILLE,
a -1_1-,-;" ﬂt] €l u‘—l:l LLEH
by W fx) 0 Em )
K e L
o M fix) g 0= 2). f1) . f3)
dp  En i)

n=al
Arastirmacy: Yukarida grafigi goriilen fonksiyonun x=2 deki limiti sizin icin ne
ifade etmektedir?

x=2 noktasina soldan yaklasildigindaki limiti nedir?

A.S.: 3 diir, ¢iinkii soldan yaklasirken, 3 sayisina dogru yaklastyor. O halde 3 diir.
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Arastirmaci: 2 ye sagdan yaklastigimizda?
A.S.:-2 dir derim, 2 nin sagindan yaklastigimizda fonksiyon -2 ye yaklastyor.
Arastirmaci: -2 de fonksiyon tanimli midir?

A.S.: Degildir ama bu limiti etkilemez. Limite sagdan ve soldan bakiyoruz. Bu

noktada fonksiyon tammhl degildir, siirekli degildir ama bir limiti vardir.
Arastirmaci: x=1 deki limiti icin ne soyleyebilir siniz?

A.S.: x=1 noktasinda da limiti yoktur. Sag ve sol limitleri birbirine esit degildir.
Sagdan degeri 2, soldan degeri -4 oldugundan dolayr burada limit yoktur.

Arastirmaci: x=3 deki limiti icin ne soyleyebilir siniz?

A.S.: x=3 noktasindaki limit 4 diir. Sagdan ve soldan limit yaklastigimizda
fonksiyon 4’e yakinsar ama fonksiyonun bu noktadaki degeri 2 dir.

Arastirmaci: x=6 deki limiti i¢cin ne soyleyebilir siniz?
A.S.: x=6 noktasindaki limiti 0 dir.

Arastirmaci: x=3 noktasindaki limit ne ifade eder?
A.S. :4'tiir. x=3 deki degeri yok.

Arastirmaci: Fonksiyonun siirekliligi hakkinda ne soylersiniz?

A.S.: Siireklidir, kopma yoktur.

Arastirmaci: f(X) = iin X| ile verilen fonksiyonun grafigini birlikte cizelim...
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A.S.: Once sinx fonksiyonunu cizelim. Bu periyodik olarak ilerler. Birka¢ x icin
degerini bulalim. Grafigi ¢izelim. Simdi de mutlak degeri ¢izelim, alttaki kismi iiste

alalim.

Arastirmacy. (-, 7) araliginda. Peki bu fonksiyonun X = & noktasindaki limiti

hakkinda ne dersiniz?
A.S.. X=m deki limiti 0 dir. Sagdan soldan baktigimizda degerler 0 a yaklasiyor.

O yiizden 0 dir.

Aday H.Y. ile Yapilan Gériisme Sonuclar

Arastirmaci: X—=0 icin f (x) :iz fonksiyonunun varsa limitini bulabilir misiniz?
X

Yoksa nedenini aciklar misiniz?

HY.: x=0 da tammsizlik var. Swursiz artiyor, sonsuza yaklasiyor. x=0

noktasindaki limiti sonsuzdur.
Arastirmaci: Neden?

H.Y.: Limit deyince sagdan ve soldan yaklasmak lazim. Ikisinde de sonsuza

yaklastyor. O yiizden limiti sonsuzdur.

Arastirmaci: Limit kavrami ile sonsuzluk kavrami arasinda nasil bir iligki

kurulabilir?

H.Y.: Biraz once limit x=0 da sonsuz dedik ama bunu fonksiyonun yaklastig1 bir

yer olarak gorebiliriz, yani sonsuza dogru gider deriz.

2X
Arastirmaci: f(x,y) = 2—y2 fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
X" +Yy
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72 Ekseni

Yukarida verilen fonksiyonun grafigi hakkinda neler diisiiniiyorsunuz?

Daha énce boyle bir grafik gordiiniiz mii?

H.Y.: Hayir gormedim. Bir kere sanirim karsilasmistim boyle bir seyle ama hig

tizerinde durmamugstik, hemen gecmistik.

Arastirmaci: Sizce siirekli bir fonksiyon mudur?

H.Y.: Bence siireksizdir. x=0, y=0’daki limitini ve degerini bulmak gerekli. Burada
once limitini bulmak gerekli. Fonksiyona baktigimizda x=0 ve y=0 igin 0/0 ¢ikiyor, o da
bir belirsizlik ifade ediyor. Bu belirsizlik de grafikte surasi herhalde. Burasi a¢ik gibi,
burada bir bosluk var. Bence bu nokta orasi gibi. Ancak siirekliligi hakkinda grafik 3
boyutlu oldugundan dolay: bir sey soylemek ¢ok zor. Yine de bence siireklidir.

Arastirmaci: Neden?

H.Y.: Siireklidir, ¢iinkii 2 boyutlularda sagdan ve soldan limitlere bakilir énce,
limiti varsa ve bu fonksiyonun o notadaki degerine esitse siireklidir diyoruz. Ama bu
grafik i¢in béyle bir mantik yiiriitmek zor, ¢ok soyut bir resim buradan bir sey

soyleyemem. Burada bir bosluk varmis gibi geldi bana.

Aday N.B. ile Yapilan Goriisme Sonuclari
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Arastirmact: Ustte grafigi verilen f fonksiyonunun x=2 limiti nedir?

N.B.: 3, ciinkii burada siirekli. Burada bu noktada tanimli olup olmamasit onemli

degil, siirekli oldugu icin limiti 3 diir.
Arastirmaci: x=3 deki limiti i¢cin ne soylersin?

N.B.: Limit yok, ciinkii grafik c¢izdigimizde elimizi kaldirmadan cizebiliyorsak,
fonksiyona siirekli diyorduk. Siirekli olmadigi yerde limit yoktur diyorduk. O yiizden

x=0 da limit yoktur.
Arastirmaci: X=4 deki limiti nedir?

N.B.: Var ve 1 dir. Soldan ve sagdan yaklastigimizda 1 e geliyor. Yani limiti vardur.

Limiti zaten yakinsamak demektir, o noktada o degeri almasi sart degil.
Arastirmacy: Burada limiti belirlemek i¢in neler yapmak gerekir?
N.B.: Sagdan ve soldan yaklastigimizda ayni degeri aliyorsa limit o degerdir.
Arastirmaci: x=4 noktasinda fonksiyon siirekli midir?

N.B.: Siireklidir, ¢iinkii bunu ben sadece geometrik olarak a¢iklayabilirim. Burada
sadece elimizi kaldirmadan ¢izebildigimiz i¢in fonksiyon x=4 noktasinda stireklidir. X=

4 noktasinda elimizi kaldirmiyoruz. O yiizden stireklidir.
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2Xy

Arastirmaci: f(xy) =

fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

x* +y°

Z Ekseni

Yukarida verilen fonksiyonun grafigi hakkinda neler diisiiniiyorsunuz?
Sizce siirekli bir fonksiyon mudur? Elimizi kaldirmadan grafigi cizebiliyorsak
fonksiyon siireklidir, demistin. Peki, ayni metodu kullanarak bu fonksiyonun

siirekliligi icin ne soylersin?
N.B.: 3 boyutlu olarak ¢izmemiz miimkiin degil. Siirekli degil gibi de goziikiiyor.

Arastirmaci: Neden?

N.B.: Simdiye kadar hep 2 boyutlu grafikler iizerinden gordiik her seyi. Bu 3
boyutlu ama bunu 2 boyutluya indirgemeye calisiyorum. Ona benzetmeye ¢alisiyorum
ama tam olarak benzetemesem de buradaki acikligi bir dogru iizerinde bir kopukluk

olarak gorebiliriz. O yiizden burada siirekli degildir, diyorum.

Ek-3 Topoloji Dersi Almis 3. Simf Ogrencilerinin, limitin topoloji dersinde
verilen tanimu ile limitin £ -6 teknigi ile verilen tammm arasinda bir bag kurma

konusunda bilissel diizey belirleme test sorular:

Tanmm 1: AcR, f:A—> R bir fonksiyon ve a da A climlesinin bir yigilma
noktasi olsun.

Her &> 0i¢in eger 0 < |X - a| < 0 oldugunda | f(x)— L| < ¢ kalacak sekilde en az

bir 6 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa x, a ya yaklastiginda f nin limiti “L” dir denir ve
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lim f(x)=L

X—>a

yazilir.

Tanim 2: (E, @), (F,¢') olmak tlizere f : E — F bir fonksiyon ve a € E ve
b € F olsun.

YWelU igndUelU, 3 fU)cV

(a)
saglantyorsa X, a ya yaklagtiginda f nin limiti “L” dir denir ve

lim f(x)=L

X—a

yazilir.
1) Yukarida verilen “Tanim 1” sizce neyin tanimidir?
2) Yukarida verilen “Tanim 2” sizce neyin tanimidir?

3) Tanim 1 ve Tanim 2 arasinda ne tiir benzerlikler kesfedebildiniz?

4) Sizce hangi tanim daha sade?

5) Tanim 2’yi kullanarak |im1 (X+3) =4 oldugunu gosterebilir misiniz?
X!

Ek-4 On test sorular
1. Diizlemde tanimli bir fonksiyonun bir noktada limitinin var olup olmadigina,
sirekli olup olmadigina karar verebilmek icin fonksiyonun hangi ayirt edici

ozelliklerinden yararlanilir?
2. 3 boyutlu oklidyen bir uzayda tanimli bir fonksiyonun belirli bir noktada

limitinin var olup olmadigina, siirekli olup olmadigmma karar verebilmek icin

fonksiyonun hangi ayirt edici 6zelliklerinden yararlanilir?
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Ek-5 iki degiskenli reel fonksiyonlarin limit ve siirekliligi hakkindaki bilissel

diizey belirleme test sorulari

1. Kaynaklarda iki degiskenli bir fonksiyonun bir noktadaki limitini incelerken o
noktaya miimkiin olan biitiin egrilerle yaklasilmasi tavsiye edilmektedir. Size gore boyle
bir yaklasimin, limitin belirlenmesine olan katkilar1 veya zararlar1 neler olabilir?

Agiklaymiz.

2. IR = §,0) de f(xy)= ile verilen fonksiyonunun (0,0) noktasmdaki

X2+2

limiti ve siirekliligi hakkindaki diisiincelerinizi yaziniz.

XZ

X2 +

3.9(x,y)= ile verilen fonksiyonun (0,0) noktasindaki limiti ve siirekliligi

2

hakkindaki diigiincelerinizi yaziniz.

X2+2

4. f(x,y)= 2y icin Iim  f(x,1) limitini inceleyiniz. Cevabinizin
X (x,y)—>(0,1)

gerekgelerini aciklayiniz.

Ek-6 iki degiskenli reel fonksiyonlarin limit ve siirekliligi hakkinda yiiriitiilen

yar1 yapilandirilmis goriismeler

Aday H.Y. ile Yapilan Goriisme Sonuclar

Arastirmaci: Limite neden ihtiya¢ duyulmugtur?

H.Y.: Sonucu ¢ok biiyiik veya ¢ok kiigtik ¢ikan islemleri kolaylastirmak igin.

Arastirmaci:  Tek degiskenli fonksiyonlarda mi, yoksa ¢ok degiskenli

fonksiyonlarda mi limit bulmak daha zor?

H.Y.: Tek degiskenli fonksiyonlarda bir degerin hangi sayiya yaklastigini tahmin

etmek ¢ok zor degildi. Tabi ki bulunmasi zor olan limit bulma problemleri de vardi
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ancak belirli igslemlerle sonucu bulmak miimkiin oluyordu. Aymi seyleri ¢ok degiskenli
fonksiyonlar igin soylemek miimkiin olmuyor. Tek degiskenli fonksiyonlarda sadece sayt
dogrusu tizerinde ¢aligsiyoruz, ancak érnegin ii¢ degiskenli fonksiyonlar iizerinde limiti

tahmin etmek ¢ok zor, ¢iinkii fonksiyonun sekli ¢cok karmagik.

Arastirmaci: f(x,y) = 22xy 5 fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
X +y

Z Ekseni

X Ekseni

Yukarida verilen fonksiyonun grafigi hakkinda neler diisiiniiyorsunuz?

Sizce stirekli bir fonksiyon mudur?

H.Y.: Siirekli degil, ciinkii (0,0,0) noktasinda fonksiyon tamimli degil. Siirekli
olmast igin oncelikle fonksiyonun o noktada limitinin var olmasi gerekir ve limit
degerinin fonksiyonun o noktadaki degeri ile esit olmasi gerekir. Bu en azindan tek
degiskenli fonksiyonlarda béyle idi. Cok degiskenli fonksiyonlarda bir a¢ik daire

alarak, fonksiyonun bu bolgedeki siirekliligi inceleniyor.

Arastirmaci: “m(“m ¢ (X, y) ifadesinden ne anliyorsunuz?
x—0

y—0

H.Y.: Oncelikle f(x,y) fonksiyonunda x’ler sabit iken y’leri 0’a yaklastirtyoruz.
Ortaya ¢tkan fonksiyonda da x’i 0’a yaklastirarak limit degerini buluyoruz.

Arastirmaci: ”m["m ¢ (x,Y) limiti hakkinda ne diisiiniiyorsunuz?
y—0

x—0

181



H.Y.: Burada da tam tersini yapiyoruz. Once y’leri sabit tutup, x’leri 0’a

vaklastirtyoruz. Daha sonra y’ler i¢in 0 noktasinda limit alryoruz.

Arastirmaci: Bu iki limit igcin sonuglarin esit ¢tkmast durumunda ne yaparsiniz,

sonuclarin esit ctkmasinin sizce bir anlami var mi?

H.Y.: Var, eger sonuglar esit ¢ikarsa, diyelim ki her iki limit igin de sonu¢ a gibi

bir sayi ¢ikti, o zaman, “her iki limit de esit ve sonug¢ a’dir” deriz.

Arastirmaci:  Bu durumu tek degiskenli fonksiyonlarda hangi duruma

benzetiyorsunuz?

H.Y.: Bu durum tek degiskenli fonksiyonlarda sagdan ve soldan limitlerin
bulunmasina benziyor. Eger limitler esitse “limit vardir”, degilse “limit yoktur”

diyoruz.

Arastirmaci: Burada aslinda (0,0) noktasina iki farkli yoldan yaklasiliyor. Bu
vaklagimlar sonucu elde edilen limitler egsit olabilir ancak bu fonksiyonun (0,0)

noktasinda limiti oldugunu géstermez.

H.Y.: Evet, hocam. Iki farkli yoldan yaklastigimizda eger iki farkli sonu¢ elde
ediyorsak, fonksiyonun aranan noktada limiti yoktur diyorduk, ancak limitlerin esit
olmast limitin varligi i¢in yeterli degildi. Bunun icin limitin arandigi noktaya tiim
vollardan yaklagmak gerekiyordu ve tiim yaklasimlarin sonucu da ayni olmasi

gerekiyordu.

Arastirmaci: Evet, ornegin f(x,y) fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulmak
icin y=x dogrusu ve Yy =X* egrisi ile yaklastigimiz1 diisiinelim. Her iki yaklasimda da
sonucun egsit oldugunu varsayarsak, (0,0) noktasinda limitin var oldugunu soyleyebilir

miyiz?

H.Y.: Hayiwr, ama farkli ise limitin olmadigini hemen soyleyebiliriz.
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Arastirmaci: Tebrik ederim.

H.Y.: Hocam, iki farkli yoldan yaklastik, ayni sonuglari bulduk. Bu bize yine de bir

limitin var oldugunu séyler mi?

Arastirmaci: Cevab: sen ver, diyelim ki ticiincii bir yaklasim da limit bulamadik

diyelim. Bu durum da hala o noktada limit mutlaka vardir diyebilir miyiz?

H.Y.: Evet, haklisiniz hocam.

Aday E.O. le Yapilan Gériisme Sonuglar

Arastirmaci: Tek degiskenli fonksiyonlarin grafigine bakarak siirekliligini nasil
tespit edersiniz?

E.O.: Grafigin bir noktasinda bir bosluk varsa, fonksiyonun o noktada siirekli
olmadigini soyleyebiliriz. Yani grafigini elimizi kaldirmadan c¢izebiliyorsak fonksiyona
sureklidir diyebiliyoruz. Ancak aymi diisiincelerle ¢ok degiskenli fonksiyonlarin

grafigine bakarak siirekliligi hakkinda fikir yiiriitmek ¢ok zor. Sekiller ¢cok karisik.

Arastirmaci: Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti her zaman bir say1 (herhangi bir

sayi) olmak zorunda midir?

E.O.: Limit ya bir sayiya esittir ya da sonsuzdur ya da belirsizdir. Baska bir ihtimal
yok ki zaten.

Arastirmaci: Limitin sonsuz olmasi ile belirsiz olmast arasinda bir fark var midur?

E.O.: Evet var. Limitin sonsuz olmasi, bir limitinin oldugunu gésterir ama tanimsiz

olmasi, sag ve sol limitinin farkli olmasini gosterir.

Arastirmaci: Egri boyunca ya da dogru boyunca yaklagmak ne demektir?
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E.O.: Su anda limit hakkinda mi konusuyoruz?

Arastirmaci: Peki biz bir noktada fonksiyonun limitini arastirirken neden epsilon-

delta teknigini kullaniyoruz?

E.O.: Hesaplama kolayhigi sagladigi icin. Bazi sorularda ¢oziimii bulmak daha

kolay oluyor.

Arastirmaci: Epsilon-deltay: kullanmak hosunuza gidiyor mu?

E.O.: Hayiwr gitmiyor. Bir siirii farkli simge var ve yapilanlar hep havada kaliyor.
Ne yapildiginin pek farkinda degiliz. Sorularda hep deltayr epsilon cinsinden bulmamiz
isteniyor, buluyoruz ama bunu neden yaptigimizi tam bilemiyoruz, o yiizden yapilanlar

hep havada kaliyor.

Arastirmaci: Biraz da konumuz disina ¢ikalim. Analiz dersi hakkinda neler

diistintiyorsunuz?

E.O.: Analiz dersi daha ¢ok uygulama agwlikl oldugu icin analiz dersini ¢ok
seviyorum. Ayrica analiz dersinin teorik kisminda anlatilanlar biraz havada kaliyor
ama uygulama dersinde konular tekrar edilerek soru ¢oziimleri yapryoruz, o yiizden ¢ok

zevkli.

Aday N.B. ile Yapilan Goriisme Sonuclari
Arastirmaci: Uzayda tamiml bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin anlami sizce

nedir?

N.B.: Epsilon-delta tanimina gore, uzayda tanimli bir fonksiyonun tahmin ettigimiz
limit noktasinin epsilon komsulugu, limitin arandigi noktamin delta yaricapli bir daire

komgsulugu icinde kalmalidir.

Arastirmaci: Bu sene incelediginiz “¢ok degiskenli fonksiyonlarin limiti ve
surekliligi” konusunu ogrenirken, gegen yilki “tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ve

stirekliligi” kavramlarimin herhangi bir katkisi oldugunu diigiiniiyor musunuz?
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N.B.: Tek degiskenli fonksiyonlarda limitin epsilon-delta tanimint anlamak daha
kolaydi. Iki degiskenli fonksiyonlarda dairesel bélgeyi ya da komsulugu anlamak cok
daha zor. Ayrica limiti bulurken epsilon-delta tanimi yerine daha ¢ok y=x gibi

dogrularla yaklasiyoruz.

Arastirmaci: Peki, biz bir noktada fonksiyonun limitini arastirirken neden epsilon-

delta teknigini kullaniyoruz?

N.B.: Epsilon-delta teknigini limitin ne oldugunu bulmak i¢in degil, tahmin edilen
bir limit degerinin aranan deger olup olmadigint ispatlamak igin kullamlr. Ornegin bir
fonksiyonun bir noktadaki limiti aranmigs olsun ve biz sezgilerimizle bu limit degerinin a
gibi bir sayi oldugunu tahmin edelim. Iste o zaman gercekten de aranan limit degerinin

a olup olmadigini ispat etmek icin epsilon-delta teknigi kullanilir.

y+

Arastirmaci: g(X,y)ZX_—i fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulurken
X +

kullandiginiz ¢oziim yonteminizi anlatir misiniz?

N.B.: Sanki burada limitin olmayacagini diisiiniiyorum o yiizden, once y yerine
y=mx yazarim. Sonra sonuca bakarim. Bir de y yerine Yy =mx* yazarim. Eger limitler

farkl ¢ikarsa limit yoktur derim. Yani limitin olmadigini boylece gostermis olurum.

Arastirmaci: Tamam, bu soruya tekrar dénecegiz ama once sunu sormak
istiyorum. y-degiskeni yerine neden y=mx koyuyorsun ve burada m nin ne gibi bir etkisi

var?

N.B.: Burada y=x olur, y=2x olur... yani ben bu sekilde genelleme yapmuis

oluyorum.
Arastirmaci: Peki, limitin olmadigini gostermek icin sadece y=mx degisken

degisimini kullanmak yeterli olmuyor mu? Bu sekilde limit alindiginda sonucun ne

ctkmasini bekliyorsunuz?
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N.B.: Ha evet hocam sonugta sadece m’ye bagh bir deger kalirsa bu bize limitin
olmadigini gostermek igin yeterli, ¢iinkii m’ler keyfi degiskenler oldugu icin sonucta

limitler de degismis olacak.

Arastirmaci: Tamam o zaman, soruya donecek olursak;, sen bu yontemi
kullamirsin. Eger sonu¢ m ye bagh ¢ikarsa limitin olmadigini soylersin. Ama eger sonug

m’den bagimsiz ¢ikarsa ne yaparsin?

N.B.: O zaman diyelim ki limitin degeri 1 ¢ikt, ikinci durumu yani y=mx®
degisken degisimini yaparim ve eger bu durumda da sonug 1 ¢ikarsa limit degeri 1 dir
derim. Ama emin degilim. O zaman sezgisel olarak limit degerini 1 bulduk diyelim,

simdi de epsilon-delta teknigiyle bu sonucun dogru olup olmadigini kontrol ederim.

Arastirmaci: Cok degiskenli fonksiyonlarda limit konusunu islerken limitleri

bulurken hi¢ epsilon-delta teknigini kullandiniz mi?
N.B.: Evet, ama sadece teorik derste ele aldik, pek fazla iizerinde durmadik.

Arastirmaci: Peki, o zaman burada fonksiyonda (0,0) noktasini x ve y degiskenleri

icin yerine koyun. Ne buldunuz?

N.B.: 1

Arastirmaci: Fonksiyonun limitinin 1 oldugunu soyleyebilir miyiz?

N.B.: (0,0) noktasi icin evet soyleyebiliriz.

Arastirmaci: Peki, neden ilk olarak akliniza bu yéntem hi¢ gelmedi?

N.B.: Bu limiti tek degiskenli bir fonksiyon igin sorsaydiniz hemen bu yontemi
kullamirdim ama iki degiskenli bir fonksiyon oldugunda kafam karisiyor. Ayrica béyle
kolay bir soruyla daha énce hi¢ karsilasmamistik. Bu kadar kolay olabilecegini tahmin

edemedim. Bize sorulan sorularda hep payda tanmimsiz veriliyor. Bu soruda da oyle

zannettim.
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Aday A.S. Ile Yapilan Gériisme Sonuglar:
Arastirmaci: Limite neden ihtiya¢ duyulmustur? Biz bir fonksiyonun limitini neden

buluyoruz?

AS. : [lk olarak bize “bir fonksiyonun belirli bir aralikta bir sayiya yaklasmas:”
olarak tamutildi bize. Daha sonra limiti integralde alan hesaplamalarinda, serilerin

toplaminda kullandik.

Arastirmacy: “Uzayda tanmimh bir fonksiyonun bir noktadaki limiti” ifadesinden ne

anliyorsunuz?

A.S.: Bir fikrim yok,

Arastirmacy: Limiti bulmak icin fonksiyonun grafigini zihinde canlandirmak sart
midir?

A.S.: Ben genellikle fonksiyonunun grafigine bakarak limite bakarim.

2Xy

Arastirmaci: Peki, ornegin f(xy) = ———
X°+y

fonksiyonun (0,0) noktasindaki limiti

bulmak i¢in neler yaparsiniz?

A.S.: Sessiz.

Arastirmaci: Bu fonksiyon tek degiskenli olsaydi, limiti nasil bulurdun?

A.S.: Once sagdan ve soldan yaklasirdim. Biiyiik bir ihtimalle ikisi de ayni sayiya
vaklasacaktir. Dolayisiyla limit ¢ikan sayi olacaktt.

Arastirmaci: f(x,y)= fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulunuz.

x> +y?
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A.S.: Oncelikle fonksiyonun (0,0) noktasinda tanimsiz oldugunu gorebiliyorum ama

limiti bulabilecegimi sanmiyorum.

Arastirmaci: Peki, c¢ok degiskenli fonksiyonlarda limite iki farkli yoldan
vaklastigimizda sonug¢ her ikisinde de aymi ¢ikiyorsa, fonksiyonun limiti i¢in ne

dersiniz?

A.S.: Limit bulunan deger olmayabilir ama emin degilim.

Arastirmaci: Cok degiskenli fonksiyonlarda limiti bulmak i¢in en garantili yol

sizce hangisidir?

A.S.: Kutupsal koordinatlart kullanmak daha iyi oluyor, ciinkii sadelestirmeler
vapilarak tek degiskenli hale getiriyoruz ve tek degiskenli fonksiyonlar icin limiti

bulmak daha kolay oluyor.

Arastirmaci: Okulda ¢ok degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik konusu
islenirken, tek degiskenli fonksiyonlardaki limit ve siireklilik konusunu nasil
kullandimiz? Tek degiskenli fonksiyonlar icin edindiginiz bilgiler burada isinize yaradi

mi?

A.S.: Zaten ¢ok degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik konusu anlatilirken,
egitmen once tek degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik konusu anlatip, bunlar

tizerine ¢ok degiskenli fonksiyonlardaki limit ve siireklilik konusunu insa ediyor.
En c¢ok iki degiskenli fonksiyonlarda epsilon-delta teknigini anlatirken, tek

degiskenli fonksiyonlardaki epsilon-delta tekniginden yola ¢ikarak konuyu kavramaya
calistik.

Aday E.D. Ile Yapilan Gériisme Sonuclar:

Arastirmaci: Bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmasinin sizce 6nemi nedir?
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E.D.: Bir fonksiyon siirekli degilse, fonksiyonun grafiginde atlamalar olur. Eger
fonksiyonun grafigi tizerinde bir takim islemler yapilacaksa, biz fonksiyonun grafiginin

her noktasinin siirekli olup olmadigini bilmek zorunday:z.

Arastirmaci: f(xy) = 2xy fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

X +y?

R
KL2SAKAY @, ‘
R

>
RSN

Z Eksem 7 X
E%
SRS
REBRR

X Ekseni

Yukarida verilen fonksiyonun grafigi hakkinda neler diigiiniiyorsunuz?

Sizce siirekli bir fonksiyon mudur?

E.D.: Siirekli bir fonksiyon degil, ¢iinkii o noktada tanimli degil. Orada bir bosluk

var.
Arastirmaci:

JL_;P

41----9

e y=F(x)

2{------%---- -

14--e-ropf--- -
0 234 '

Ustte grafigi verilen f fonksiyonunun x=2 noktasindaki limiti nedir? Ayrica bu

noktadaki fonksiyonun siirekliligi hakkinda neler diistiniiyorsunuz?
E.D.: 2 noktasinda limiti var ama siirekli degil.
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Arastirmact: f(X,y)=

-—— fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulunuz.
X +Yy

E.D.: Payda ¢cember denklemine benzedigi igcin burada kutupsal koordinatlar

kullanmak daha kolay olur.

Arastirmaci: Bir dogru boyunca, bir egri boyunca vb. gibi ifadelerden neler

anliyorsunuz?

Ornegin y=mx dogrulariyla yaklasmak ne demektir?

E.D.: Burada m bu dogru ailesinin egimini ifade ediyor. Eger limit varsa, yani
(0,0) noktasindan gecen ve egimleri m olan biitiin dogrularla yaklagtigimizda hep ayni

limit degerini vermelidir.

Arastirmact: Simdi asagidaki soruyu birlikte ele alalim. Oncelikle ¢ozmeye a

stkkindan baslayalim.

Xy
fy)=d X2 +y2 (x,y) = (0,0)
0 . (xy)=(00)

fonksiyonu veriliyor.

x—=0

a) I!m[lim ( (X, y) ve Ijm[“m ‘ (X, y) limitlerini hesaplayniz.

y—0

b) y=2x dogrusu boyunca |jm f(x,y) limitini kesaplayiniz.
(x,y)—>(0,0)

C) [ fonksiyonunun (0,0) noktasinda limiti var midir?

.0 oL R
E.D.: 2 =0 oldugu i¢in sonug¢ sifirdir. Obiir limit i¢in de ayni sonucu elde

ederiz.

190



Arastirmaci: Limiti i¢in ne dersiniz?
E.D.: O halde limit 0 demektir, ¢iinkii sagdan ve soldan limit degerleri aynidir.

Arastirmaci: Cok degiskenli fonksiyonlarda limiti bulmak i¢in en garantili yol
sizce hangisidir?

E.D.: Aslinda limiti bulmak i¢in en garantili yontem epsilon-delta yontemi ancak
cok degiskenlilerde bu yontemi kullanmak ¢ok zor, epsilon-delta yontemini tek

degiskenlilerde kullanmak kolay oluyordu.

Aday E.C. ile Yapilan Gériisme Sonuclar
Arastirmaci: Sizce tek degiskenli fonksiyonlar igin mi, yoksa ¢ok degiskenli
fonksiyonlar i¢in mi limiti bulmak daha kolay?

E. C.: Tek degiskenli fonksiyonlarda limiti bulmak daha kolay.

Arastirmaci: Neden 6yle?

E. C.: Bu zamana kadar, lisede olsun, dershanede olsun hep tek degiskenli
fonksiyonlarla ugrastik. Ornegin bir y=f(x) tek degiskenli fonksiyonu icin, fonksiyonun
grafigini ¢izmek ve bu grafik iizerinden yorum yapmak kolay. Ama iki degiskenli
fonksiyonlarin grafigini ii¢ boyutlu uzayda zihinde canlandirmast daha zor. Belki bazi
kaliplagmis islemlerle limitleri bulunabiliyor ama fonksiyonun grafigini zihinde

canlandiramryoruz.

Arastirmaci:  “Uzayda tamml bir fonksiyonun bir noktadaki limiti” ifadesinden

ne anliyorsunuz?

E. C.: Derste anlatilanlarla da bagdastirirsak, tek degiskenli fonksiyonlarda tiirev
almak icin belirli bir noktada tegetler c¢iziyoruz. Limiti varsa ve siirekli ise
tiirevlenebilir diyoruz. Cok degiskenli fonksiyonlarda ise o noktadan gecen bir siirii

dogru bulabilirim ve her biri i¢in limitinin olmasi gerekir ve her biri icin siirekli olmak
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zorunda.  Dolayistyla bu dogrularla bir diizlem tammbliyor. Dolayisiyla verilen

fonksiyonun istenen notadan gegen teget bir diizlemin varligini gosterir.

Arastirmaci: Egri boyunca ya da dogru boyunca yaklasmak ne demektir?

E. C.: Limiti aradigimiz noktadan gegen egriler boyunca limit aramaktir.

fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulunuz.

Arastirmaci: f(x,y)= ———
X +y

E. C.: Burada fonksiyon (0,0) noktasinda tamimsiz oldugu icin, fonksiyonu bu
durumdan kurtarmak icin doniisiimler yapmak gerekir. Ornegin kutupsal koordinatlar

kullanabilirim.

Arastirmact: y = X° ile yaklasmak ne anlama geliyor?

E.C.: (0,0) noktasindan gecen Yy = X* egrisini ifade ediyor.

Arastirmaci: g(X,y)= x——y+;L- fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulunuz.
+y+

E. C.: (0,0) noktasindaki limiti yerine koyma yontemiyle bulabiliriz.

Arastirmaci: Tek degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik konusu islenmeden,

¢ok degiskenli fonksiyonlarda limit ve siireklilik konusu anlatilsa sizce nasil olur?
E. C.: Anlasimaz, ¢iinkii tek degiskenli fonksiyonlarda bile bir¢ok konu havada
kalwyor. Bir de isin temelini bilmeden ¢ok degiskenli fonksiyonlart 6grenmek ¢ok zor

olur.

Arastirmaci: En ¢ok sevdiginiz ders hangisi?
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E. C.: Analiz, ancak teorik dersleri anlamakta giigliik ¢ekiyorum. Konuyu hep
uygulama derslerinde yaptiklarimizla anlayabiliyorum. Ayrica bu derste ezber

olmadigindan benim icin ¢aligsmast kolay bir ders oluyor.

Ek-7 Excel’de Ozet Tablo Fonksiyonu ve Kullanim

Ozet Tablo Excel’de cok az bilinen, ancak c¢ok kullanish bir dzelliktir. Verilerin
Ozet tabloda analiz edilebilmesi i¢in ¢ok diizenli hazirlanmis bir veri tablosuna ihtiyag
vardir. Veritabani tablosunda satirlarda veriler, siitunlarda alan adlar1 vardir. Yeni bir
uygulama yapabilmek ve bu uygulamada 6zet tablo kullanabilmek igin verileri bu

diizende girmek gerekir.

Ozet Tablo fonksiyonunun kullanimi igin yapilacak anlatimda Microsoft Excel
2003 programi baz alinmistir. Diger siirimlerde farkliliklar olabilir. Ancak mantik

degismez. Analizi yapilan tablonun bir 6rnegi asagidaki gibidir.

A E c B} E
1.SORUYA VERILEM 2 SORUYA WERILEM 3 SORUYA WERILEN
Bl < TILIMCILAR CEVAPLAR CEVAPLAR CEVAPLAR
1 - hd - - -
Fonksiyonun sireksiz oldufu Daha kolay cézimler elde
2 1 LFLI Komguluk bélgeleri ortadan kaldirmak igin. | edilehbilir.
BETUL Yaklagma Yaklagik sonug elde etmek igin. lleri ma.tz.amatlkse\ iglemler
yapilabilir
3 2
MURAT Yaklagma YWaklagik sonug elde etmek igin. ankf;lynnun ° r?nktada siirekli
4 3 oldugunu gdsterir
CEMMET ‘aklagma ‘aklagik sonug elde etmek igin. Daha k.nlay gdzimler elde
edilebilir.
5 4
EMES Yaklagma Yaklagik sonug elde etmek igin. Fn.nulfslynn.un nasil hareket
5 5 ettigini verir.
Sonsuza uzayan sayl .
GIGDEM Sinir dederlerine bir sinir getirmek ankﬁlynnun - r?nktada taniml
7 5 igin oldugunu gdsterir

Resim 1: Veri Tablosu Ornegi

Yukaridaki tablodan da goriildiigii gibi verilerin alan adlari ilk satirda olmalidir.
Aktif hiicre tablo i¢in de iken veri alanina girerek “Ozet Tablo ve Ozet Grafik Raporu”

segilir.

Se¢im sonucunda gelen “Adim 17 penceresinde verilerin nerede oldugu

sorulmaktadir. Veriler baska formatta da olabilir, buradaki diger segenekler de
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denenebilir. Ancak 6rnegimizde gelen penceredeki ayarlar gegerli olacaktir. Burada

dogrudan “Son” diigmesine basilarak 6zet tabloyu olusturmaya gegilir.

Ozet Tabhlo wve Ozet Grafik Sihirbaz - Adima 13 2| =

Cazimlemek istedijiniz weri nerede?
i+ Microsoft OFFice Excel listesi wewa weritabar

T Dng weri kaynad
" Coklu birlestirme arahklan
i Baska Bir Ozet Tablo weya Ozet Grafik raporu

Me tdrde bir rapor olusturmak istivorsunuz?
= Gzet Tablo
i Sizet Grafik raporu (Szet Tablo raporu ile birlikke)

iptal I = (Geri I Ileri = I =T=" I

Resim 2: Ozet Tablo Olusturma 1. Adim

“Adim 1”7 de “M.S.Excel listesi veya veritabani”n1 segtigimizden asagidaki

pencere gelecektir.

Ozet Tablo ve Ozet Grafik Sihirbazi - Adim 2/3 2 x|

Kullanmak: istediginiz vweti nerede?

Iptal = (Geri fleri = Son

Resim 3: Ozet Tablo Olusturma 2. Adim

Bu pencerede veritabaninin koordinatlarinin neler oldugu sorulur. Bu veri alanini
baska bir Excel dosyasindan da se¢gmek miimkiindiir, ancak en basta bu alan zaten basta
secildigi igin, segilen koordinatlar otomatik olarak gelir. O halde 3. pencere igin ileri

tusuna basilir.

DOzet Tablo ve Dzet Grafik Sihirbazi - Adim 3/3 e |

Sizet Tablo raporunu nereye kowrnak istivorsunuz?
i+ Yeni caligma sayFas:
" yarolan calisma sayFasi

I =

Sizet Tablo raporu olusturmak icin Son'u biklatn,

werlegim. .. I Secenckler. .. I Iptal | < Geri I Tleri = | Son

Resim 4: Ozet Tablo Olusturma 3. Adim
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Bu pencerede Ozet Tablonun nerede ¢alisacagi belirlenir. Burada yiiriitiilen galisma

yeni bir sayfada olacaktir. Boyle bir sayfanin gortiinlimii asagidaki gibidir.

B3 Microsoft Excel - anketim.xls

] Dosya Digen Girinim EMe Bigm  Araglar Vel Pencere  Yardm wardim

DEEHRS SRIVE %R T o= - A e - @

i - S e & g g2 | ¥ Dedisidikerle Yantla,.. Gteden Gecrmeyi Sonlandr. .. !

Seet Tablo- | 0 ({1 | =5 *5 | ¢ | =

arial Tur -m - KT A= =G| T % » %8 % | Tomind Géster 3= 52| £ . Sy - A v!

510 - i3
A [ 8B [ ¢© T D T E F [ 6 [T W [T T T J T K T L T ™

1 Sayfa Alanlann Buraya Birakin |

2

3 Situn Alanlanni Buraya Birakin Ozet Tablo Alan Listesi v x
4 Bieleri Gzet Tablo raporuna sirikle

B

6 = -] SIRA NG

7 g ] KATILIMCILAR
% = -] 1.50RUYA VERILEN CEVAPLAR
b= = Y- . ! [E] 2 SORUYA VERILEM CEVAPLAR

10 -
T EJ verl Ogelerlnl BLIraya Blrm' -[£] 3. 50RUYA YERILEM CEVAPLAR

12| =

13 %

14 =

15 Bl

16 =

17

18
;_S |Satlr Alan ‘vl
21

Resim 5: Ozet Tablo Olusturma Alani

Burada sagda veri alan adlar1 (siitunlar) ve solda 6zet tablo yerlesimi mevcuttur.
Bu sablonla &zet tablonun sekli kurgulanabilir, gosterilecek verilerin formati

belirlenebilir.

Ornekte “satir alanmm buraya birakin” uyarist bulunan alana “l. soruya verilen
cevaplar” bashgi, “veri oOgelerini buraya birakin” ile isimlendirilen alana da
“katilimcilar” baghg siiriikleyerek birakildiginda asagidaki tablo ile karsilasilir.
Buradan da goriilecegi gibi solda 1. soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis halleri,

bunlarin karsisinda da cevaplari veren katilimer sayilar géziikmektedir.

1 Microsol

] Dosya Dozen Goronum  EMe  Bicim  Araglar  weri  Pencers  Yardim

DES el (30 % @ % Sa@m- F| 9 -0 - @ = -8, 3 | Wa=co - @B

i Ea RE LA < B = ga ¥ Dedisikliklerle vantla... Gozden Gegirmeyi Sonlandr.. [l

Orot Tablo~ | 2 Ml | == == | ¥ |3

Arial Tur - 10 - | K T A E G o s 40 - -Aa-B

A10 - B Sir
A [ B [ ¢ T © T E ] F T & T H T ] I d I

1 Savfa Alanlann Buraya Birakin

=

3 |Say KATILIMCILAR Ozet Tablo Alan Listesi - =
4 |1.SORUYA WERILER CEVAPLAR - |Toplam Seleri Gzet Tablo raporuna strikle

5 |Belirlilik 1

6 |epsilon-Delta 3 ] SIRA MO

7 |Kamsuluk 1 L] KATILIMCILAR

8 |Maternatigin en zor konusu 1 -] 1.50RUYA VERILEN CEVAPLAR
_SD_ gSS ;l o 2.50RUYA YERILEM CEVARLAR

i i N

I rakiaces T =0 [£] 3.5ORUVA VERILEN CEVAPLAR

2 [Genel Toplam | 45
ER
4]
a5
8|
A7
a8

]
== [5atr alar =]
21

Resim 6: Ozet Tablo Olusturma Ornegi
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Katilimc1 sayilarimi veren alanda herhangi bir hiicreye giris yapilarak, cevap
verenler arasinda katilimci sayisina gore azalan ya da artan bir siralama yapmak da

mimkindiir.

Boylece tablo hazir hale gelmis olur. Ancak hazirlanan tablo iizerinde her zaman
degisiklikler, eklentiler ya da ¢ikartmalar yapmak miimkiindiir. Ornek olarak 2. soruya
verilen cevaplari da tabloda gostermek miimkiindiir. Bunun i¢in “2. soruya verilen
cevaplar” basghigin1 alip tabloda 1.soruya verilen cevaplarin hemen yanina birakmak
yeterledir. Boylelikle ortaya cikan tabloda 1. soruya cevap veren katilimcilarin ayni
zamanda 2. soruya ne cevap verdiklerini gérmek miimkiin olmaktadir. Yine burada

katilime1 sayisina gore siralama yapilabilir.

A B [ € 7

1 |
= |

3 |Say KATILIMCILAR

4 |[1.50RUYA YERILEN CEVAPLAR |2 SORUYA WVERILEN CEVAPLAR > |Toplarm
| 5 [raklagma aklagik sonug elde etmek igin 18
| B | Matematiksel analiz yapabilmek igin 2
[ 7 | Fonksiyonun sireksiz oldudu balgeler ortadan kaldirmak igin 1
| 8 | Bilmiyorurn. Daha dnce hic diglnmemigtim. 5
9| Fonksiyonlann bir sonucu olarak ortaya cikmigtr 2
| 10| Dairenin alanini bulmak igin. 1
[ 11 ] Karmagik matematiksel ifadeleri kalaylagtrmak icin 1
[ 12| |leimit, bir saEmm en Eakm kuméulué‘undak\ nokialann dederlerin bulmak icin_ortaya atilmigtir, 1
[ 13 ] wihendislik hesaplannda ise yaradifiicin 1

4 Sonsuz kavramini somutlagtirmak icin. 1

5 |Toplam Yaklasma 30
[ 16 [Sinir Sonsuza uzayan sayl deferlerine bir simir getirmek igin 3
|17 Yaklagik sonug elde etmek igin Dzet Tablo Alan Listesi - x 2
18 Matematiksel analiz yapabilmek igin s -~ 1
E Fonksiyonun sireksiz oldufu bélgeleri ortadan Ofelert Ozet Tablo raporuna siriide 1
20 Hayati daha iyi anlayahilmek icin B smano 1
21 |Toplam Simr _ | KATILIMCILAR 8
| 22 [epsilon-Delta Vaklagik sonug elde etrmek igin | i 1
[ 23 | Bilmiyorurm. Daha dnce hig diglinmemigtim. H [ 1.S0RUYA VERTLEN CEVAPLAR 1
24 Sonsuz kavrarmin somutlagtirmak igin ¢ ] 2R R LRI CEV AR AR 1
25 [Toplam epsilon-Delta - [5] 3.50RUYA YERILEN CEVAPLAR 3
26 |Belirlilik [Fonksiyanun sioreksiz oldufu balgeleri artadan 1
27 [Toplam Belirlilik [satir alan = 1
28 [Komsuluk [Fonksiyanun siureksiz oldufu balgeleri artadan 1

Resim 7: Ozet Tabloda Eklenti Yapma

Ayrica ortaya ¢ikan tabloda bazi cevaplarin goriilmesi istenmiyorsa, 6rnek olarak 1.
soruya verilen cevaplar arasindan sadece ‘“yaklagma” cevabini verenlerin tablosu
alinmak isteniyorsa, “1.Soruya verilen cevaplar” basliginin hemen yanindaki ok tusuna

basildiginda agilan listede 1. soruya verilen gruplandirilmis cevaplar goriiliir.
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