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viii
SIMGELER VE KISALTMALAR
Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur. Aksi belirtilmedigi siirece grubun birim elemanini ve asikar altgrubunu 1

sembolii temsil edecektir. G ile K birer grup, x,y € G olsun. Ayrica H, G nin bir altgrubu

ve X ile Y, G nin bostan farkl altkiimeleri ve ¢ bir grup homomorfizmasi olsun.

Simgeler

H<G, H<G, H«aG

Aciklamalar

H, G nin altgrubu, 6z altgrubu, normal altgrubu

X) X in elemanlari tarafindan tiretilen grup
X,Y) (XUY)

xY y xy, x in y ile eslenigi

H* x 'Hx

[x,y] x71xY, x ile y nin komiitatSr carpimi
[X, Y] ([x,y]l x € X,y € Y), X ile Y nin komiitator altgrubu
G’ [G, G, G nin komiitator altgrubu

1X| X in kardinalitesi

|G : H| H nin G igindeki indeksi

Z(G) G grubunun merkezi

Cs(X) X in G i¢indeki merkezleyeni

Ng(H) H nin G i¢indeki normalleyeni

Xx¢ X in G igindeki normal kapanisi

Xg, Coreg(X)
Ker($), Im(9)
G=K

Fit(G)
Frat(G)

X in G igindeki koru

¢ nin ¢ekirdegi, gorlintli kiimesi
G grubu K grubuna izomorf

G nin Fitting altgrubu

G nin Frattini altgrubu



1. GIRIS

(Bu ¢alismada p daima bir asal sayty1 temsil edecektir.) Asagida verilen iki sonug [6] da

incelenmistir. G bir lokal sonlu p-grup olsun.

(a) Eger G, 0z altgruplar1 hipermerkez ve ¢oziilebilir olan bir Fitting grup, 6zel olarak eger
G barely gecisli ve bir nokta dengeleyeni hipermerkez ve ¢oziilebilir ise o zaman G
miikemmel grup olamaz.

(b) Eger G nin her 6z altgrubu nilpotent-by-Chernikov grup ise o zaman G nilpotent-by-
Chernikov gruptur.

Bu sonuglar bazi ¢alismalarda genellestirilmis ve kullanilmistir. Bakiniz [2-4, 7, 9, 10]. (a)

ve (b) de verilen sonuglar asagidaki genel problemin 6zel durumlaridir.
G 0z altgruplari ¢oziilebilir olan bir sonsuz tiretecli grup olsun. G ¢oziilebilir midir?

Bu genel problemin ¢ozliimii bilinmiyor ve muhtemelen ¢ézliimii zor olabilir. Ancak 6z
altgruplar1 ¢oziilebilir olan sonsuz basit gruplarn varligt biliniyor. Ol'shanskii [20] de
yeterince biiylik p asallar1 i¢in her 6z altgrubu devirli ve mertebesi p olan sonsuz basit p-
gruplarini inga etmistir. Fakat bu gruplar sonlu iireteclidir. Bu ¢aligmanin amaci yukarida

verilen genel problemin 6zel hali olan asagidaki problemin incelenmesidir.

G 0z altgruplan ¢oziilebilir ve homomorfik goriintiilerinin sonlu tretegli altgruplarinin
normal kapaniglar1 residually nilpotent olan bir sonsuz iiretecli grup olsun. O zaman G

¢Ozilebilir midir?

Bu problemin hipotezine ek olarak G nin periyodik oldugu durumda G nin lokal sonlu ve
ya ¢oziilebilir ya da miikemmel lokal nilpotent p-grubu oldugu ve ek o6zelliklerle Fitting
grup olan bir homomorfik goriintiiye sahip oldugu gosterilmistir (Teorem 1.4). Ancak

99 ¢¢

Teorem 1.4 te eger “residually nilpotent” “residually (sonlu ve nilpotent)” ile degistirilirse
o zaman grup ¢oziilebilirdir (Sonug 1.5). Ayrica G periyodik olmayan bir lokal nilpotent
grup ise normal kapanis hipotezi olmadan G nin ¢dziilebilir oldugu gosterilmistir (Sonug
1.7). Teorem 1.1(a) ve Sonug 1.6 sirasiyla yukarida verilen (a) ve [2] deki Teorem 1.1 de
verilen sonuglarin genellemesidir. Son olarak dikkat edilecek olursa Teorem 1.4 ve Sonug

1.6 Kourovka' nin Notdefterindeki (Unsolved Problems in Group Theory by Khukhro and



Mazurov) Problem 16.5 (b) ve (¢) i¢in kismi cevaplardir.

G bir grup ve P bir grup-teorik 6zellik olsun. Eger G grubunun her 6z altgrubu P 6zelligini
saglar ancak G saglamazsa G ye minimal P olmayan grup (minimal non-P-grup) (kisaca

MNP-grup) denir. Ornegin P “¢oziilebilir”, “hipermerkez”, “sonlu eslenik sinifi” ise o

zaman grup sirasityla MNS-grup, MNHC-grup, MNFC-grup olarak adlandirilir.

Bu caligmada yukarida belirtilen probleme ana yaklasim [5, 6] da ¢ok kullanish olan bir
ozellikten faydalanmaya calisilmistir. Bundan dolayr bu o6zelligin burada belirtilerek

baslanmas1 uygun olacaktir. G bir grup ve Y, G nin bir altkiimesi olsun.

(*) G grubunun her 1 # w eleman1 ve w ¢ U olacak sekilde her sonlu iiretegli U altgrubu

icin G nin U yu kapsayan bir sonlu iiretecli V altgrubu ve bir L 6z altgrubu vardir yle ki

w ¢ Vfakathery € Y\ Licin w € (V,y)

dir.

Bu durumda G ye Y ye gore (x) ézelligini saglar denir. Onerme 3.1 den bir miikemmel
lokal sonlu minimal hipermerkez olmayan grup (x) 6zelligini saglar (ayrica bakiniz [5] te
Lemma 2.2 veya [6] da Lemma 2.3). Daha genel olarak [6] daki Lemma 2.3 ten eger Y, G
nin bir tirete¢ kiimesi dyle ki Y nin altkiimeleri tarafindan iiretilen G nin her 6z altgrubu
hipermerkez ise o zaman G, Y ye gore (x) 0zelligini saglar. Dikkat edilecek olursa Teorem
2.65 ve Teorem 2.66 dan (ayrica bakiniz [23] te Lemma 8.15) miikemmel lokal sonlu
minimal FC olmayan grup p-gruptur ve bu durumda Lemma 2.40 tan grubun hipermerkezi
merkezine esittir. Boylece Lemma 2.56 dan bu grup MNHC-grup oldugundan (x) 6zelligini
saglar. Ayrica bir miikemmel lokal sonlu barely gecisli grup Lemma 2.61 ve Lemma 4.8

den (x) 0zelligini saglar.

Simdi (x) ozelligini genellestirelim. 1 # w € G ve V, w ¢ V olacak sekilde G nin bir sonlu
tiretecli altgrubu olsun. Eger (w,V) ikilisi Y ye gore (x) Ozelligini sagliyorsa yani her
y €Y\ Licin w € (V,y) olacak sekilde G nin bir L 6z altgrubu varsa (w, V) ikilisine Y ye
gore veya Y i¢in bir (x)-ikilisi denir. Bu durumda (w,V,L) tgliisline bir (x)-ii¢liisti denir.
Eger yukaridaki tanimlar igerisinde Y belirtilmemigse o zaman Y = G kabul edilecektir. (x)

-ligliilerinin varlig1 i¢in [2] ve [4] te asikar olmayan durumlar incelenmistir.



Tekrar 1 # w € Gve V, w ¢ V olacak sekilde G nin bir sonlu iiretecli altgrubu olsun. Eger
G nin bir E altgrubu w ¢ E ve V < E sartlarina gore G nin maksimal altgrubu ise E ye G
nin bir (w,V)-maksimal altgrubu denir. Ayrica (w, V) ikilisi i¢in eger G nin V < U olmak

tizere (w,U) (x)-ikilisi yok ve

d((V,y)) > d(V) olacak sekildeki her y € G igin w € (V,y)

sartlar1 saglaniyorsa o zaman (w, V) ikilisine G ye gore bir seckin (distinguished) ikili denir.

Burada d(V), V nin ¢oziilebilirlik uzunlugudur.

Ew,V)={y € G| w ¢ (V,y)}

E*(w,V) = {E| E,G nin bir (w, V)-maksimal altgrubu}

W*(w,V) = {Coreg(E)| E € E*(w,V)}

olsun. O zaman Lemma 3.5 ten E(w, V) = UEeE=(w,v) E dir.

(w,V) ikilisi G ye gore bir segkin ikili ve E € E*(w,V) olsun. O zaman her y € E igin
d({(V,y)) = d(V) dir. Ciinkii eger d({V,y)) > d(V) ise o zaman seg¢kin ikili tanimindan
w € (V,y) dir. Fakat E nin tanimmdan ve hipotezden V < E ve y € E oldugundan
w € (V,y) < E olur ki bu bir ¢eliskidir. Eger G bir MNS-grup ise Lemma 5.1 den G nin her
1 # w elemani i¢cin G ye gore her zaman ya bir (x)-iiclii ya da bir se¢kin ikili vardir.
Kullaniglilik bakimindan eger G nin bir (w,V) seckin ikilisi her E € E*(w,V) igin
d(E) = d(V) ozelligini sagliyorsa (w,V) ikilisine G ye gore dominant ikili denir. (Segkin
ikililerin ve dominant ikililerin varligit Lemma 5.1 ve 5.6 da gosterilmistir.) Son olarak
Lemma 3.6 dan eger (w,V,L) bir (x)-ii¢liisii veya (w, V) bir se¢kin ikili ise her v € V i¢in
(wo,V, L) bir (x)-ti¢liisii veya (wo, V) bir seckin ikilidir ve E*(w,V) = E*(wo,V) dir.

(*)-ugcliilerine sahip gruplar 4. Boliimde, segkin ikililere ve dominant ikililere sahip gruplar

ise 5. Boliimde incelenmistir.

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun.

Ic(H) = {g € G| bir n > 1 dogal sayist i¢in g" € H}



kiimesine H nin G igindeki izolatorii (isolator) denir. Bir grubun her altgrubunun izolatorii
bir altgrupsa gruba izolatér ozelligini saglar denir. O halde Lemma 2.59 dan lokal
nilpotent G grubu izolatoér 6zelligini saglar ve ek olarak eger G grubu torsiyonsuz ise o
zaman G nin bir H altgrubu hipermerkez veya ¢oziilebilir oldugunda Lemma 2.60 tan

I (H) hipermerkez veya ¢oziilebilirdir.

Bu calismanin ana sonuglar1 asagida belirtilmistir. (Bu ¢alismada bir grubun “sonsuz

tiretecli” olmasi1 o grubun sonlu elemanla iiretilemeyecegi anlamina gelmektedir.)
Teorem 1.1

G her 0z altgrubu ¢oziilebilir olan bir sonsuz iiretecli peryodik grup olsun. Kabul edelim ki

asagidaki sartlardan biri saglansin.

(a) G nin her H homomorfik goriintiisiiniin sonlu tiretecli altgruplarinin normal kapanislari
residually nilpotent ve H nin wy ¢ Z(H) olacak sekilde bir (wg, Vi, Ly) (x)-lclisi
vardir.

(b) G her sonlu iiretecli F altgrubu igin (F€) FC-grup olan bir p-gruptur.
O zaman G ¢oziilebilirdir.

Ozel olarak eger Teorem 1.1 (a) da “()-ii¢liisi” “her 6z altgrubu hipermerkez” ile
degistirilirse Onerme 3.1 den dolay1 G grubu ¢oziilebilirdir. Boylece [6] daki Teorem 1.1 in
bir genellemesi elde edilir. Ayrica [9] daki Teorem 2 de tanimlanan grup Teorem 2.64 ten
bir p-gruptur, Lemma 2.49 dan 6z altgruplar1 ¢oziilebilir ve Teorem 2.63 ile [9] daki
Lemma 3 ten sonlu altgruplariin normal kapanislari nilpotenttir. Ayrica Lemma 2.61 ve
Lemma 4.8 den bu grup bir (x)-ligliisiine sahip oldugundan [9] daki Teorem 2 nin bir

genellemesi elde edilir.

B. Hartley [11] de bir sonsuz Q kiimesi lizerindeki bir sadik gec¢isli G permutasyon
grubunun eger her 6z altgrubunun her ydriingesi sonlu ise G yi barely gegisli olarak
adlandirmistir. Kabul edelim ki G lokal sonlu olsun. O zaman Teorem 2.64 ten G bir p-
gruptur. Ayrica Lemma 2.62 den her 6z altgrubu residually sonlu ve Lemma 2.61 den
herhangi iki 6z altgrubu bir 6z altgrubunu iiretir ve Teorem 2.63 ten her 6z normal altgrubu

sonlu exponentli nilpotenttir. Ayrica G gecisli oldugundan Q sonlu ydriingelerin artan



birlesimidir. Dolayisiyla Q ve boylece G de sayilabilir sonsuzdur [14]. Lemma 2.49 dan H,
G nin bir nokta dengeleyeni ise G nin her K 6z altgrubu icin |[K : KN H| < oo ve
Nxec H* = 1 dir ve tersine G yukaridaki 6zellikleri saglayan bir H 6z altgrubuna sahip bir
sonsuz grup ise H nin sol kosetleri iizerinde G nin sol regiiler temsili bir barely gecisli
gruptur. Asagidaki teorem bir miikemmel lokal sonlu barely gecisli grubun yeni bir

karakterizasyonudur.

Teorem 1.2

G her 6z altgrubu residually (sonlu exponentli nilpotent) ve herhangi iki 6z altgrubu bir 6z
altgrubunu ireten bir miikkemmel lokal sonlu grup olsun. Kabul edelim ki G bir (x)-
ticliisline sahip olsun. O zaman G nin bir miikkemmel barely gecisli permiitasyon grubuna

izomorf olan bir epimorfik goriintiisii vardir.

“(%)-li¢liisii” “her 6z altgrubu hipermerkez” ile degistirilirse Onerme 3.1 den Teorem 1.2
tekrar dogru olur. Gergekten G bir miikkemmel grup oldugundan Lemma 2.40 tan
Z(G/Z(G)) = 1 dir. Boylece G nin hipermerkezi merkezine esittir. G bir miikkemmel grup
oldugundan G # Z(G) dir. Aksi halde G’ = 1 = G oldugundan G ¢oziilebilir olur ki bu bir
celigkidir. Alternatif olarak G nin herhangi iki 6z altgrubu bir 6z altgrubunu iirettiginden G

bir sonlu grup olamaz. Béylece G grubu hipermerkez olmayip MNHC-gruptur.

Bir MNS-p-grup iizerine ilk kisitlama asagidaki Teorem 1.3 tiir. Boylece Teorem 1.3 deki
grup Teorem 1.1 1 saglamayan MNS-p-gruptur.

Teorem 1.3

G her homomorfik goriintlisiiniin sonlu altgruplarinin normal kapanislar1 residually
nilpotent olan bir lokal sonlu MNS-p-grup olsun. O zaman G nin bir H homomorfik
goriintlisli vardir 6yle ki her wy € H \ Z(H) i¢in H nin (x)-ti¢liileri yoktur ancak wy ¢ Uy
olacak sekilde H nin her sonlu Uy altgrubu i¢in Uy < Vj olacak sekilde H nin bir sonlu Vg
altgrubu vardir dyle ki (wy, Vyy) ikilisi H igin bir seckin ikilidir. Ayrica (E(wg, Vy)) = H ve
W*(wg, Vg) nin maksimal elemanlar1 vardir 6yle ki W*(wg, Vg) nin her M maksimal
elemant i¢in Z(H/M) lokal devirlidir ve eger Z(H/M) # 1 ise (wu)M € Z(H/M) olacak
sekilde bir u € Vi vardir. Son olarak M = 1 ise Z(H) # 1 dir.



Periyodik durumda bu ¢aligmanin en genel sonucu asagidaki teoremdir.

Teorem 1.4

G her 6z altgrubu c¢oziilebilir olan bir sonsuz iirete¢li periyodik grup olsun. Kabul edelim
ki G nin her homomorfik goriintiistiniin sonlu iirete¢li altgruplarinin normal kapanislari

residually nilpotent olsun. O zaman G lokal sonludur ve asagidakilerden biri saglanir.

(a) G coziilebilirdir.

(b) G bir p-gruptur ve her sonlu altgrubun normal kapanisi nilpotent olacak sekilde G nin
bir miikkemmel H homomorfik goriintiisii vardir ve boylece H bir Fitting gruptur. Ayrica
Z(H) asikar olmayan lokal devirlidir ve H nin her K homomorfik gdriintiisiiniin

K\ Z(K) nin elemanlarina gore (x)-ti¢liisii yoktur.

Teorem 1.4 iin hipotezini saglayan bir grubun ¢oziilebilir olup olmadigi heniiz bilinmiyor.

2 [13

Ancak eger hipotezde “residually nilpotent” “residually (sonlu ve nilpotent)” ile

degistirilirse asagidaki sonugtan grup ¢oziilebilirdir.

Sonug 1.5

G her 6z altgrubu ¢oziilebilir olan bir sonsuz iiretecli periyodik grup olsun. Kabul edelim
ki G nin her homomorfik goriintlisiinlin sonlu iiretecli altgruplarinin normal kapaniglar

residually (sonlu ve nilpotent) olsun. O zaman G ¢dziilebilirdir.

Sonug 1.6

G her 0z altgrubu ¢oziilebilir olan bir sonsuz iiretegli periyodik grup olsun. Kabul edelim
ki G nin her H homomorfik goriintiisii i¢in su sart saglansin: H nin sonlu iiretecli
altgruplarinin normal kapanisi residually nilpotent ve eger (wg, Vi) ikilisi H i¢in bir se¢kin
ikili ise her L<H ve her E € E*(wy, Vy) i¢in Cy/L(EL/L) #1 olsun. O zaman G

¢Ozilebilirdir.

Giris boliimiindeki (a) da grubun her 6z altgrubu hipermerkez oldugundan Sonug 1.6 (a)
nin bir genellemesidir ki burada sadece G nin her H homomorfik goriintlisii i¢in

E*(wg, Vg) nin elemanlarinin merkezleyenleri birimden farklidir. Lemma 5.11(b) den eger



G ¢oziilebilir degilse E*(wy, Vi) nin sonsuz ¢oklukta hipermerkez olmayan altgrubu vardir
ve bunlar G yi iretir. Ayrica [2] deki Teorem 1.1 de G nin homomorfik goriintiilerinin 6z
altgruplarmin merkezleyenleri asikar olmadigindan Sonu¢ 1.6 [2] deki Teorem 1.1 i1

genellestirir.

Teorem 1.7 nin orjinal ispatindan su ilging 6zellik ¢ikarilmistir. Bir lokal nilpotent MNS-
grubu periyodik gruptur (Onerme 3.3). Bu durum Teorem 1.7 yi asagidaki Sonug 1.7 ile

degistirme imkan1 verir.

Sonug 1.7

G her 0z altgrubu c¢oziilebilir olan bir sonsuz iiretecli lokal nilpotent grup olsun. Kabul
edelim ki G nin her homomorfik goriintiisiiniin sonlu {iiretegli altgruplarinin normal

kapanislari residually nilpotent olsun. O zaman asagidakilerden biri saglanir.

(a) G ¢oziilebilirdir.

(b) G bir p-gruptur ve her sonlu altgrubun normal kapanisi nilpotent olacak sekilde G nin
bir H homomorfik goriintiisii vardir ve bdylece H bir Fitting p-gruptur. Ayrica Z(H)
asikar olmayan lokal devirlidir ve H nin her K homomorfik goriintiisiiniin K \ Z(K) nin

elemanlarina gore (x)-tigliisii yoktur.

Her homomorfik goriintiisiiniin sonlu iiretegli altgruplarinin normal kapanislar residually
nilpotent olan bir sonsuz iiretegli G MNS-grubu su ilging 6zelligi saglar; G bir periyodik
gruptur ancak ve ancak G lokal nilpotenttir. (Yorum bilirkisi tarafindan yapildi.) Gergekten
G periyodikse Onerme 3.2 den lokal nilpotenttir. Tersine G lokal nilpotent ise Onerme 3.3
ten G periyodik olmalidir. Aksi halde G ¢oziilebilir olur ki bu bir ¢eligkidir. Sonug¢ 1.7 den
yukarida belirtilen genel problemin burada incelenen 6zel durumunu ispatlamak igin

asagidaki problemin bir ¢6ziime ihtiyaci vardir.

G 0z altgruplart ¢6ziilebilir ve homomorfik goriintiilerinin sonlu iirete¢li altgruplarinin
normal kapanislart residually nilpotent olan bir torsiyonsuz grup olsun. G ¢oziilebilir

midir?






2. BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUCLARI

2.1. Tanim

X elemanlar1 gruplar olan bir sinif olsun. Eger

1. X mertebesi bir olan grubu igerir,

1. Gy =2GeXise Gy € Xtir;

ozellikleri saglaniyorsa X smifina bir grup-teorik sinif (veya gruplarin sinifi) denir.
Ornegin biitiin sonlu gruplar ve biitiin abelyan gruplar bir grup-teorik smmif olustururlar.
Daha genel olarak & bir grup O6zelligi olmak iizere eger mertebesi 1 olan grup &
ozelligine sahip ve & oOzelligine sahip her G grubu i¢in G; = G iken G; grubu &
Ozelligine sahipse & ye grup-teorik ozellik denir. Her grup-teorik sinifina bir grup-teorik
ozelligi ve her grup-teorik ozelligine bir grup-teorik simifi karsilik geldiginden ikisi
birbirlerinin yerine kullanilabilir [22]. X grup sinifina ait bir gruba X-grup denir. Eger bir
grubun altgrubu X-grup ise o altgruba X-altgrup denir.

2.2. Tanim

X, bir G grubunun bos kiimeden farkli bir altkiimesi olsun. G nin X 1 kapsayan altgruplarin
arakesitine X farafindan iiretilen altgrup denir. X tarafindan iiretilen altgrup (X) seklinde
gosterilir. Eger n bir pozitif tamsayr olmak {izere G grubu {xi,xs,...,x,} kiimesi
tarafindan tiretiliyorsa G ye n-iirete¢li grup denir. Eger G grubu n-iiretecli ise G ye sonlu
tiretegli denir. 1-liretecli (x) = ({x}) grubuna devirli grup denir. G nin altgruplarindan
olusan kiime {X,| A € A} olmak lizere X lar tarafindan iiretilen grup (| J,ca X)) seklinde

tanimlanir. Bu altgrup

Xal A e )

veya A = {41, Ao, ..., A,} olacak sekilde A bir sonlu kiime ise

(X2 Xag0 -5 X2,

seklinde yazilir.
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Eger (g9, X) = G iken her zaman (X) = G oluyorsa g elemanina G nin tirete¢ olmayan

elemani denir.
2.3. Tanim
G bir grup ve x,y € G olsun.
x¥ =y lxy
elemanina x in y ile eslenigi (konjugesi) denir.
X ve Y, G nin bostan farkli altkiimeleri olsun. G nin X in Y ile eglenigi olan altgrubu
X' =Y xeX,yeY)
olarak tanimlanir.
X¢ =(g'Xgl g € G)
altgrubuna ise X in G i¢indeki normal kapanisi: denir.
2.4. Tanim
G bir grup ve x1,%2,...,x, € G olsun.
1

[x1,%2] = xl_lxg X1X9

elemanina x ile xo nin komiitatorii denir. [x1] = x1 ve genel olarak n > 2 olmak iizere n

agirlikli basit bir komiitator
[x1,%2, -+« »xn] = [[x1,%2, .+, Xn-1],%n]

seklinde tanimlanir. X; ve X5, G nin bostan farkli altkiimeleri olsun. X; ve X, nin

komiitator altgrubu
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[X1,Xo] = ([x1,x2]| x1 € X1,%2 € Xo)

olarak tanimlanir. Ozel olarak X; = X5 = G ise [G,G] = G’ komiitatér grubuna G nin

komiitator (derived) altgrubu denir. Daha genel olarak [X;] = (X1) ve n > 2 olmak lizere
[X]_’X27' .. 7Xn] = [[X1’X2?' .. ,Xn—l],Xn]

olarak tanimlanir.

2.5. Tanim

G bir grup ve H <G olsun. H nin G icindeki sol (veya sag) kosetlerinin kiimesinin

kardinalitesine H nin G i¢indeki indeksi denir ve |G : H| ile gosterilir.

2.6. Tanim

Q bostan farkli bir kiime olsun. Q {izerinde tanimli birebir ve 6rten fonsiyona Q nin bir
permiitasyonu denir. Q iizerindeki biitiin permiitasyonlarin kiimesi fonksiyonlarin bileske
islemine gore bir grup olusturur [25]. Bu gruba Q iizerinde simetrik grup denir ve Sym(Q)

ile gosterilir. Bir simetrik grubun altgrubuna permiitasyon grubu denir.

2.7. Tanim

G bir grup, Q # @ bir kiime ve kabul edelim ki her a € Q ve her x € G i¢in Q X G den Q
tizerine (a, x) — ™ olacak sekilde fonksiyon tanimlansin dyle ki a*, a ve x in fonksiyon

altindaki goriintiisiinii temsil etmektedir. Eger

i. herae Qicinal =a,

ii. her @ € Qve her x,y € Gi¢in (¢¥)Y = o™,

sartlar1 saglaniyorsa bu fonksiyona G nin Q {izerine bir etkisi (veya G, Q iizerine etki eder)
denir. G nin Sym(Q) grubu icine her homomorfizmasina G nin Q iizerine bir
(permiitasyon) temsili denir. Her etkiye bir temsil ve her temsile bir etki karsilik

geldiginden birbirlerinin yerine kullanilabilirler [22]. Bir etkinin (veya temsilin) derecesi Q
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nin kardinalitesidir. Etkinin ¢ekirdegi yani etkiye karsilik gelen p temsilinin ¢ekirdegi

Ker(p) i¢in Ker(p) = 1 ise etkiye (veya temsile) sadik (faithful) denir.
2.8. Tanim

Bir G grubu bostan farkli bir Q kiimesi lizerine etki ettiginde Q nin tipik bir a noktasi
(eleman1) G nin elemanlar1 tarafindan farkli noktalara hareket ettirilir ya da sabit birakilir.
a nin bu goriintiilerinin kiimesine G altinda o min yériingesi denir ve o€ = {a*| x € G} ile
gosterilir. « y1 sabit birakan G nin elemanlar1 kiimesine de « min G igindeki dengeleyeni
denir ve G, = {x € G| a* = «} ile gosterilir. Eger G altinda Q nin bir tek yoriingesi varsa
veya her a,f € Q i¢in a* = f olacak sekilde bir x € G varsa G ye Q lizerinde ge¢isli
(transitive) denir. G kendi tizerine (x, g) — x9 = g~ 'xg olacak sekilde eslenikleme seklinde
etki etsin. x in G icindeki {g 'xg| g € G} yoriingesine x in eslenik sinifi denir. G nin bir H
altgrubu G lizerine eslenikleme seklinde etki etsin. x in Hy = {h € H| hlxh = x)
dengeleyenine x in H icindeki merkezleyeni denir ve Cy(x) ile gosterilir. H = G ise Cg(x)
e x in merkezleyeni denir. Q kiimesi lizerinde gegisli bir G grubu i¢in eger her o € Q igin
G, = 1 ise ,yani sadece birim eleman Q nin her noktasini sabit birakiyorsa, temsile (etkiye)
regiiler temsil (etki) denir. H altgrubu G nin biitiin altgruplarindan olusan S kiimesine
eslenikleme seklinde etki etsin. K € S nin H igindeki {h € H| h"'Kh = K} dengeleyenine K
min H icindeki normalleyeni denir ve Ng(K) ile gosterilir. H = G ise Ng(K) ya K nin

normalleyeni denir.
2.9. Tanim

G bir grup, x € G ve x in G i¢indeki eslenik sinifi Clg(x) = {g_lxgl g € G} olsun. Eger her
x € G i¢in Clg(x) sonluysa veya buna denk olarak her x € G igin |G : Cs(x)| sonluysa G

ye FC-grup denir [24].
2.10. Tanim

G bir grup olsun. G den G ye tanimli bir homomorfizmaya G nin bir endomorfizmasi, G
den G ye tanimli bir izomorfizmaya G nin bir ofomorfizmas: denir. G nin biitiin
endomorfizmalarinin kiimesi End(G) ve biitiin otomorfizmalarmin kiimesi Aut(G) ile

gosterilir. Aut(G), fonksiyonlarin bileske islemine gore bir gruptur.
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2.11. Tanim

G bir grup olsun. Eger p bir asal say1 olmak tizere her g € G i¢in [(g)| = pk olacak sekilde
bir k > 0 tamsayist varsa G ye p-grup denir. Eger H < G olmak tlizere H altgrubu bir p-
grupsa H ya G nin p-altgrubu denir. Eger P < G olmak iizere P altgrubu G nin bir
maksimal p-altgrubu (yani P < H < G olacak sekildeki her H p-altgrubu i¢in P = H) ise P
ye G nin Sylow p-altgrubu denir.

2.12. Tanim

7, asallarin bostan farkli bir kiimesi olsun. Her asal ¢arpani z ye ait olan pozitif tamsayiya
m-sayist denir. Bir grubun bir elemaninin mertebesi z-sayisi ise o elemana m-eleman denir.
Her elemani w-eleman olan gruba m-grup denir. 7 = {p} ise o zaman mertebesi r-sayisi
olan elemana p-eleman ve her eleman1 p-eleman olan gruba p-grup denir. G grubu i¢in

7(G) kiimesi G nin elemanlarinin mertebelerini bolen asallar kiimesi olarak gosterilir.
2.13. Tanim

G bir grup olmak iizere G nin her elemaniin mertebesi sonlu yani her g € G i¢in [{(g)|
sonlu ise G ye periyodik (torsiyon) grup denir. Eger G nin elemanlarinin mertebeleri sonlu
ve sinirlt ise G ye sonlu exponentli denir. Boylece G nin exponenti G nin biitliin
elemanlarinin mertebelerinin en kiiciik ortak katidir. G nin birim eleman disindaki her

elemaninin mertebesi sonsuz ise G ye aperiyodik (torsiyonsuz) grup denir.
2.14. Tanim

G bir grup ve H < G olsun. Eger her h € H ve her g € G igin g 'hg € H yani g 'Hg < H

ise H ya G nin normal altgrubu denir. H < G ile gosterilir.
K < Golsun. L/K G/K nin bir minimal normal altgrubu ise L/K ya esas faktér denir.
2.15. Tanim

G grubunun 1 ve kendisinden baska normal altgrubu yoksa G ye basit grup denir.
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2.16. Tanim

X ve 9 iki grup sinifi olsun.

XY

genislemesi veya sinif ¢carpimi su sekilde tanimlanir: Bir G grubu X?) sinifina aittir ancak
ve ancak G nin bir N normal altgrubu vardir 6yle ki N € X ve G/N € 9 dir. X?) sinifindaki
gruplara X-by-9) gruplar denir.

2.17. Tanim

G, N ve Q birer grup olmak tizere eger M = N ve G/M = Q olacak sekilde bir M <G

varsa G grubuna N grubunun Q grubu ile bir genislemesi denir.

2.18. Tanim

Bir X-grubunun bir X-grubu tarafindan her genislemesi bir X-grubu ise X grup sinifina P-

kapalidir dentr.

2.19. Tanim

X bir grup sinifi ve G bir grup olsun. Her 1 # x € G i¢in x ¢ N, olacak sekilde G nin bir N,
normal altgrubu var ve G/Ny € X ise G ye residually X-grup denir. Bu sartlar altinda yani
G residually X-grup ise ()1zxeg Nx = 1 dir.

2.20. Tanim

X bir grup smifi ve G bir grup olsun. G nin her sonlu altkiimesi G nin bir X-altgrubu
tarafindan iceriliyorsa G ye lokal X-grup denir. Eger X-grubunun her altgrubu X-grupsa G
nin lokal X-grup olmasi i¢cin G nin sonlu iiretecli her altgrubunun bir X-grup olmasi

yeterlidir.
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Eger kardinalitesi en fazla Ny olan her altkiimesi veya sayilabilir her altkiimesi bir X-
altgrubu tarafindan igerilen gruplarin sinifi X-grup smifina esitse bu sart1 saglayan X grup

sinifina sayiulabilir tanimlanabilir (countably recognizable) denir.

2.21. Tanim

G bir grup ve @ # X € G olsun. X tarafindan kapsanan G nin normal altgruplarinin
birlesimi tarafindan iretilen altgruba X in G iginde ki koru denir ve X veya Coreg(X) ile

gosterilir. Eger boyle bir altgrup yoksa X = 1 olarak tanimlanir.

2.22. Tanim

G bir grup olsun. S = {1 = Gy, Gy, . .., G, = G} G nin altgruplariin bir dizisi olmak iizere

1=Gyp<G1«...<9G, =G

ise S ye G nin bir sonlu serisi denir. G;;1/G; bolim gruplarina serinin faktorleri ve G;
gruplarina serinin terimleri denir. Eger biitin G; ler farkli ise n negatif olmayan

tamsayisina serinin uzunlugu denir.

T ={Hy| «a < B} bir B ordinaline esit veya kiiclik ordinallerle indekslenen G nin

altgruplariin bir kiimesi olsun. Eger T kiimesi,

(a) a1 < agise Hy, < Hg,

(b) Ho=1ve Hs =G

(¢) Hy <Hg+1

(d) eger A limit ordinali ise Hy = |, <, Hy dir,

sartlarin1 sagliyorsa T ye bir artan seri denir. Artan bir seriyi 1l =Ho<H; <...Hp =G

seklinde yazmak uygundur.

Eger T kiimesi;

(@) a1 < agise Hy, > Hy,

(b') Ho = G ve Hp = 1
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(¢") Hq+1 <Hg,
(d") eger A limit ordinali ise Hy = (), <3 Hg dir,

sartlarini sagliyorsa T ye bir azalan seri denir. Azalan bir seriyi 1 = Hg...<H; <Hy =G

seklinde yazmak uygundur.

2.23. Tamim

G bir grup olsun. G nin bir sonlu serisi

1=Gy<G1«...9G, =G

olmak tizere eger her 0 < i < ni¢in G;4+1/G; abelyan ise G ye ¢oziilebilir grup denir. G nin
bu sekildeki serilerinin en kiiciik uzunluguna G nin ¢éziilebilirlik uzunlugu (derived
uzunlugu) denir ve d(G) ile gosterilir.

2.24. Tanim

G bir grup ve G¥) = G olsun. i > 0 olmak iizere

G+ = [G7D,GD)

seklinde tanimlansin. O zaman

dir. Bu seriye G nin komiitatér serisi ve her k > 0 icin G*) ya G nin k yincr komiitatérii

denir. GV = G ile gosterilir ve eger G = G’ ise G ye miikemmel grup denir.

Eger bir n > 0 i¢in G"™ =1 olursa n dogal sayilarinin en kiiciigiine G nin komiitatér

uzunlugu denir.

Coziilebilir grup siiflarinin genellestirilmesiyle olusan SI-gruplar, faktorleri abelyan olan

normal seriye (serinin terimleri grupta normal) sahip gruplarin sinifidir.
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2.25. Tanim

G bir grup olsun. G nin artan bir

1=6Gp<G19...Gg =G

serisi i¢in Gy <G (A < f) ve her a < fi¢in

Goc+1/Goc < Z(G/Goc)

oluyorsa bu seriye artan merkez seri denir. Bir artan merkez seriye sahip olan gruba
hipermerkez grup denir. Eger n bir dogal say1 olmak iizere G nin G; <G (j < n) ve her

0 <i < nig¢in Gi4+1/G; < Z(G/G;) sartlarini saglayan

1:G0<1G1<1...<Gn:G

serisi varsa G ye nilpotent grup denir. G nin bu sekildeki serilerinin en kii¢lik uzunluguna

G nin nilpotentlik sinifi denir.

Nilpotent gruplar asagida tanimlanan artan ve azalan merkez serileri ile de karakterize

edilebilirler.

Zy(G) =1, Z1(G) = Z(G) olarak tanimlansin. @ > 1 bir ordinal say1 olmak tizere her f < «

i¢in Z5(G) tanimlanmug olsun. Eger « limit ordinal ise

22(G) = | ) 25(6)

f<a
o limit ordinal degilse

Zo(G)/Za-1(G) = Z(G/ Zy-1(G))

seklinde tanimlansin. G nin kardinalitesi asilamayacagindan Z, (G) = Z;,1(G) = ... olacak
sekilde bir en kii¢iik A ordinali vardir. Bu terminal gruba G nin hipermerkezi denir ve

Z+(G) ile gosterilir. Boylece
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Zo(G) £ Z1(G) £ ...
serisine G nin genellestirilmis yukar: merkez serisi denir.

Eger Z,(G) = G ise G bir hipermerkez gruptur. Eger bir n dogal sayisi i¢in Z,(G) = G ise

G nilpotent gruptur. Bu sekilde n tamsayilarinin en kii¢ligii G nin nilpotentlik sinifidir.

¥1(G) = G olsun. Eger n limit ordinal ise

7a(G) = ) ym(G)

m<n

n limit ordinal degilse
Yn+1 (G) = [}/n (G), G]
seklinde tanimlansin.

- <12(G) £11(G) =G

serisine G nin genellestirilmis asagi merkez serisi denir. Eger bir i tamsayist i¢in
Yi+1(G) =1 ise G nilpotenttir. Bu sekildeki dogal sayilarin en kiigiigii i+ 1 ise G nin

nilpotentlik sinifi i dir.
2.26. Tanim

G bir grup ve H < G olsun. Eger her « € End(G) i¢in H*, H nin « altinda goriintiisii olmak
lizere H* < H ise H ya G iginde fully-invariant denir. Eger her a € Aut(G) i¢in H* < H
ise H ya G i¢inde karakteristik denir.

2.27. Tanim
G bir grup olmak lizere G nin biitiin normal nilpotent altgruplar1 tarafindan iiretilen

altgruba G nin Fitting altgrubu denir ve Fit(G) ile gosterilir. Eger G = Fit(G) ise G ye
Fitting grup denir.
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2.28. Tanim

G bir grup olsun. G nin hi¢bir 6z altgrubu tarafindan icerilmeyen 6z altgrubuna G nin
maksimal altgrubu denir. G nin biitiin maksimal altgruplarinin kesisimine de G nin Frattini
altgrubu denir ve Frat(G) ile gosterilir. Eger G nin maksimal altgrubu yoksa Frat(G) = G

olarak tanimlanir. Frat(G), G nin karakteristik altgrubudur.
2.29. Tanim

G bir grup ve P bir grup-teorik 6zellik olsun. Eger G grubunun her 6z altgrubu P 6zelligini

saglarsa ancak G saglamazsa G ye minimal P olmayan (minimal non-P) grup (kisaca

2% ¢

MNP-grup) denir. Ornegin P “¢oziilebilir”, “hipermerkez”, “sonlu eslenik smifi” ise grup
strastyla MNS-grup, MNHC-grup, MNFC-grup olarak adlandirilir.

2.30. Tanim

G = {(a;| af =1, a‘l.0 .1 = ai, i € N) seklinde tanimlanan G grubuna Priifer p-grup veya

quasidevirli p-grup veya Cp~ tipinden bir grup denir.
2.31. Tanim

Sonsuz bir Q kiimesi lizerine gegisli etki eden G permiitasyon grubunun her 6z altgrubunun

her yoriingesi sonlu ise G ye barely gecisli grup denir.

Bir grup barely gecisli permiitasyon grubuna izomorf ise bu gruba barely geg¢isli denir.
2.32. Tanim

Gbirgrupvei=1,2,...1i¢in H; < G olsun.

...<Hy; <H;

olacak sekildeki G nin altgruplarinin her azalan zinciri sonlu veya buna denk olarak G nin
altgruplarinin bostan farkli her kiimesi, kapsamaya gore kismi sirali, en az bir minimal

elemana sahipse G altgruplari lizerinde minimal sartini saglar denir.
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G grubu minimal sartin1 saglayan bir abelyan grubun sonlu genislemesi ise G ye Chernikov
grup denir. Minimal sartin1 saglayan bir abelyan grup sonlu devirli gruplarin ve
quasidevirli gruplarmn sonlu direkt ¢arpimina izomorf oldugundan Chernikov G grubu Cpe
gruplarmin sonlu sayidaki direkt carpinin sonlu genislemesidir. Boylece Chernikov G
grubu sonlu sayida quasidevirli gruplarin direkt carpimi olan bir sonlu indeksli N altgrubu
icerir.

2.33. Tanim

p exponentli abelyan gruba elemanter abelyan grup denir. Ayrica bu gruplar p-mertebeli

devirli gruplarin direkt carpimi seklinde yazilabilir.

2.34. Teorem

G ile H birer grup olsun. Asagidakiler saglanir [24].

i. ¢ :G — H bir homomorfizma olsun. O zaman G/Ker(¢) = ¢(G) dir.

ii. K <GvelL<Golsun. O zaman KL/L = K/K N L dir.

iii. M ile N, G nin normal altgruplari ve N < M olsun. O zaman (G/N)/(M/N) = G/M dir.
2.35. Lemma

G bir grup ve H < G olsun. Eger G’ < H ise H < G dir.

fspat

Her g € Gve her h € H igin g 'hg = h(h™'g ' hg) € H dur. ]
2.36. Lemma

G bir grup olsun. H <G, N <G ve HN N = 1 olsun. O zaman (NH)" = N'H’ dur.

fspat

Hern € Nve h € Higin h™'n"thn € HN N = 1 oldugundan hn = nh dir. O halde
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(NH)" = {(n1h1) ' (nah2) 'n1hingha| n; € N, h; € Hyi = 1,2)
= (hy'n hytny nihinoho| n; € Nohy € Hyi = 1,2)
= (h]lhglhlhgnzlnglnlngl n; € Nh; e Hji=1,2)
= ([h1, h2][n1,n2]| n; € N,h; e H,i =1,2)
= ([h1, h2]| h1,ho € HX[n1,n3]| n1,ne € N)

=H'N'=N'H’
oldugundan iddia saglanir. O
2.37. Lemma

G bir grup ve N < G olsun. G/N bolim grubunun abelyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G’ < N olmasidir.

fspat

Eger G/N abelyan ise her x,y € G i¢in xyN = yxN oldugundan [x,y] € N dir. O halde
([x,y]l x,y € G) =G’ < N dir. Karsit olarak G’ < N ise her x,y € G igin [x,y] € N dir.
Boylece her x,y € G i¢in [x,y|N = N oldugundan xyN = yxN dir. m|
2.38. Teorem

G bir grup ve N < G olsun. Eger N ve G/N ¢oziilebilir ise G ¢oziilebilirdir [24].

2.39. Sonug

G bir grup olsun.

i. k> 0 olmak iizere G < G ve G®/G**Y abelyandir.

ii. G nin ¢oziilebilir olmast icin gerek ve yeter sart bir n > 0 i¢in G™ = 1 olmasidur.

iii. Eger H < G ve N < G olmak iizere H ve N ¢oziilebilir ise HN ¢oziilebilirdir.
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jspat

(i) Her k > 0 igin G**V = [¢®, 0] = (GP) oldugundan Lemma 2.37 dan G /G*+Y
abelyandir. G®) < G oldugunu timevarim ile gosterelim. G2 = G < G dir. Kabul edelim ki
k > 0igin G® < G olsun. G**Y =[G 6P = ([x,y]| x,y € G¥)) dir. Her x,y € G ve
her g € G i¢in

g ' [xylg=g"'xy  xyg
=g 'x"'99 'y " 997 x99 yg
= (97'x9) (g 'y9) "9 x99 yg
= (x9) 7 (y?) ' x9y?
= [x9, 7]

ve G <G oldugundan x9,y? € G® dir. Dolaysiyla [x9,9] € G**V) dir. O halde her

g € Gi¢in x;,y; € G ve e = +1 (0 <i <t)olmak tlizere

9 e yn] xo,y2] 2 L [y ) g = (97 XL y1]9) T (g X2, y2]9) 2 - (97 X ye]g)

=[xyl 1 x5, 3] - [yl
oldugundan G**V) « G dir.

(i) G ¢oziilebilir ise 1 = Hy < ... < H, = G olacak sekilde G nin bir abelyan serisi vardir.
k>0 i¢cin G® < H,_j oldugunu timevarim ile gosterelim. k = 0 i¢in iddia dogrudur.
Kabul edelim ki k > 1 olmak iizere G*V) < H,_; olsun. Ayrica H,,_y41/H,_) abelyan
oldugundan Lemma 2.37 dan H,_, ., < Hp_¢ dir. O zaman

GM = (%D, < [Hyogo1, Hyger] = H, ., < Hpoi

dir. Boylece k = nigin G < Hy = 1 olup iddia saglanir. Karsit olarak n > 0 i¢in G™ =1
olsun. (i) den k > 0 i¢cin G® JGU+D) abelyan oldugundan G ¢oziilebilirdir.

(iii) H ¢oziilebilir oldugundan (ii) den bir n > 0 tamsayist i¢in H™ =1 dir. 0 <k <n

olmak tizere H®) N /N terimleri i¢in Teorem 2.34 ten
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H®N/N)/H*VN/N) = HON/HFDN
=~ H® /g® n gk N

dir. H**Y < H® A H&*DN oldugundan Lemma 2.37 den (HON/N)/(H**VN/N)
abelyandir. Boylece HN/N ¢oziilebilirdir. N ve HN/N ¢oziilebilir oldugundan Teorem
2.38 den HN c¢oziilebilirdir. O

2.40. Lemma (Griin's Lemma)
G bir grup olsun. Z(G/Z(G)) # 1 ise G # G’ dur.
fspat

Z1(G) = Z(G) olmak iizere Z>(G)/Z1(G) = Z(G/Z1(G)) olsun. Hipotezden Z;(G) # Z2(G)
oldugundan bir z € Z5(G) \ Z1(G) vardir. G den Z1(G) ye g = ¢(g9) = [g, z] bagntisinin bir

homomorfizma oldugunu gdsterelim.

z € Z2(G) \ Z1(G) oldugundan zZ1(G) € Z(G/Z1(G)) dir. Boylece her g€ G igin
9271 (G) = zgZ1(G) oldugundan [g, z] € Z;(G) dir. O halde her g € G i¢in ¢(g) € Z1(G) dir.
Boylece ¢ anlamlidir. Her g1, 92 € G igin g1 = g2 ise ¢(g1) = $(g2) acik oldugundan ¢ iyi

tanimlidir. Her g1, g2 € G i¢in

$(9192) = [9192. 2]
= (9192) 'z ' g1902
= 95917 g1g22
= 0591 7 ' g129295 7 goz
= 95" [91.2]92(92, 2] ([91,7] € Z1(G))
= [91,2][g2, 2]
= ¢(91)$(g2)

oldugundan ¢ bir grup homomorfizmasidir. Homomorfizmanin ¢ekirdegi
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Ker(a) ={g € G| [g,2] = 1}
= {g € G| gz = zg}
= Cs(2)
ve z ¢ Z1(G) oldugundan Ker(a) = Cg(z) < G dir. Teorem 2.34 ten
G/Cs(z) = Im(a) < Z1(G)
dir. Béylece G/Cs(z) abelyandir. Lemma 2.37 dan G’ < Cs(z) oldugundan G’ < Gdir. O
2.41. Lemma

G bir grup olsun.

i. Fully-invariant altgruplar karakteristik ve karakteristik altgruplar normaldir.

ii. Eger H, K da karakteristik ve K < G ise H < G dir.
fspat

(1) H, G nin fully-invariant altgrubu olsun. Her a € Aut(G) i¢in a € End(G) oldugundan
H% < H dir. Boylece H, G de karakteristiktir.

H altgrubu G de karakteristik olsun. O zaman her a € Aut(G) icin H* < H dir. Ozel olarak
her g€G igin a=15:G— G olacak sekilde x — 74(x) =x7 = g 'xg eslenikleme
seklinde tanimli fonksiyon G iizerinde bir otomorfizmadir. Dolayisiyla her g € G i¢in

H™ = g 'Hg < H oldugundan H < G dir.

(i) K < G oldugundan ¢ : K X G — K, ¢(k,g) = k9 = g kg fonksiyonu G nin K iizerine
bir etkisidir. Ayn1 zamanda her g € G i¢in ¢4 : K — K, ¢y (k) = k7 fonksiyonu K tizerinde
bir otomorfizmadir. H, K da karakteristik oldugundan 6zel olarak her g € G i¢in H% < H
dir. Boylece her g € G i¢in g "' Hg < H oldugundan H < G dir. m|

2.42. Lemma

Sonlu p-grup nilpotenttir ve nilpotent grup ¢oziilebilirdir [24].
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2.43. Lemma

G bir grup ve H < G olsun. O zaman Cg(H) < Ng(H) ve Ng(H)/Cs(H), Aut(H) nin bir

altgrubuna izomorftur.
Ispat

Cg(H) = {g € G| her h € H icin gh = hg} ve Ng(H) = {g € G| g *Hg = H} olmak iizere
her x € Cg(H), her y € Ng(H) ve her h € H igin

y 'xyh =y xyhy Ty
=y 'yhy 'xy (yhy™' € H)
= hy 'xy

oldugundan y~'xy € Cs(H) dir. Béylece Co(H) < N (H) dir.

g € Ng(H) olmak iizere ¢4:H — H, ¢4(h) =hgh™" olsun. ¢, € Aut(H) oldugu
zorlanmadan gosterilebilir. ¢ : Ng(H) — Aut(H), ¥(9) = ¢, bagntisimin iyi tammh
oldugu acik ve ¢4 € Aut(G) oldugundan ¢ anlamlidir. Her g¢1,92 € Ng(H) igin

¥(9192) = ¢g.49, ve ¥(91)¥(g2) = ¢g, #g, olmak tizere her h € H igin

$g19:(h) = 9192h(g192) ™"
= gigohgo g1
= ¢gl (¢gz (h))
= 99, 9g, (h)

oldugundan  ¥(g192) = ¢g,9. = ¢g, g, = ¥(91)¥(g2) dir. Dolayisiyla ¢ bir grup

homomorfizmasidir. Ayrica

Ker(y) ={g € Nc(H)| ¥(g9) = 1}
= {g € Ng(H)| her h € H i¢in ¢,(h) = 1(h)}
= {g € Ng(H)| her h € H icin ghg™"' = h}
= Cg(H)
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oldugundan Teorem 2.34 ten Ng(H)/Cs(H) = (Ng(H)) < Aut(H) dir. O

2.44. Lemma

G her 6z altgrubu c¢oziilebilir olan bir miikkemmel p-grup olsun. Eger M, G nin bir sonlu

normal altgrubu ise M abelyandir.

ispat

M < G oldugundan Ng(M) = G dir. Béylece Lemma 2.43 ten G/Cg(M), Aut(M) nin bir
altgrubuna izomorftur. M sonlu oldugundan Aut(M) sonludur. Dolayisiyla G/Cg(M)
sonludur. Eger Cg(M) # G ise hipotezden Cg(M) ¢oziilebilir ve G/Cs(M) sonlu p-grup
oldugundan Lemma 2.42 den G/Cg(M) c¢ozilebilirdir. Boylece Teorem 2.38 den G
coziilebilirdir. Ama bu G nin bir milkemmel grup olmasiyla celisir. Dolayisiyla Co (M) = G
olmalidir ve bdylece M abelyandir. O
2.45. Lemma

Abelyan G grubunun basit grup olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir p asal sayist i¢in |G| = p
olmasidir [24].

2.46. Lemma

G bir grup olsun. Frat(G) altgrubu G nin iirete¢ olmayan elemanlarinin kiimesine esittir
[22].

2.47. Lemma

G bir abelyan p-grup olsun. O zaman G/Frat(G) bir elemanter abelyan p-gruptur.

Ispat

G bir abelyan grup oldugundan her altgrubu normaldir. Kabul edelim ki M, G nin bir

maksimal altgrubu olsun. O zaman G/M basittir. Lemma 2.45 ten G bir p-grup oldugundan
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|G/M| = p dir. Boylece G/M devirlidir. Her i € I i¢cin M; G nin bir maksimal altgrubu

olmak tlzere

$:G- | [o/m

iel
#(g) = (gM;)ier seklinde tanimli ¢ fonksiyonu bir homomorfizmadir.

Ker(¢) ={g € G| ¢(9) =1}
={g € G| Vi eI igin g € M;}

:{g€G|g€li~}
iel

= Frat(G)
dir. Boylece Teorem 2.34 ten

G/Frat(G) = $(G) < | | 6/M;

iel

dir. Dolaysiyla ¢(G) p exponentli abelyan bir grup oldugundan G/Frat(G) elemanter
abelyandir. Ek olarak bdylece G/Frat(G) p mertebeli devirli gruplarin direkt ¢arpimi

seklinde yazilabilir. O
2.48. Sonug

Coziilebilir ve nilpotent grup siniflar sayilabilir tanimlanabilirdir [26].

2.49. Lemma

Bir sonsuz G grubunun sadik barely gecisli grup olmasi igin gerek ve yeter sart

Nxec H* =1 ve her K < G i¢in |K : K N H| < oo olacak sekilde G nin bir H altgrubunun

olmasidir [11].
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2.50. Sonug
G bir grup, @ # X € G ve H ile K, G nin birer altgrubu olsun. Asagidakiler saglanir.

i. X" =(x" xeX, heH) altgrubu (X,H) mn X i iceren normal altgruplarinin
arakesitidir veya buna denk olarak X%, (X,H) min X i igeren en kiiciik normal
altgrubudur.

ii. H® = H[H,K] du.

iii. H = (gec g 'Hg ve Hg < G dir.

Ispat
(i) Her x" € X! ve her g€ X UH igin g 'x"g = g7 h™*xhg = x"9 dir. Eger g € X ise
Xy < X" ve g,g7! € X! oldugundan g 'x"g € X* dir. Eger g € H ise hg € H oldugundan

g xg=x" e X! dir. Ayrica k >0 ve = +1 olacak sekilde 1 <i <k igin x; € X,

h; € H ve g € X U H olmak iizere her y € X" igin

—_ —_ £ E h £
glyg = g () () L (k) g

— (Xillg)gl (xglzg)eg L (x]}:kg)sk
oldugundan X* < (X, H) dir [22].
X C N olacak sekildeki her N < (X,H) i¢in X € X? < N# = N oldugundan X, X i
iceren (X, H) nin normal altgruplarin arakesitidir veya buna denk olarak X H (X,H) nin X i
iceren en kii¢iik normal altgrubudur.

(ii) Her x € H[H, K] i¢in h,h; € H, k; € K ve &; = £1 (1 < i < I) olmak {izere

X :h[hl,kl]gl [hz, k2]£2 e [hl, kl]fl
=h(hT R ) (B3 hE2)e2 . (b byt

oldugundan H[H, K] = (hX| h € H,k € K) = HX dur.
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(iii) N < H olacak sekilde her N <G ve her g € G i¢in 7' Ng = N < g"'Hg oldugundan
N C Nyec g 'Hg dir. Boylece Hg C Ngec g 'Hg dir. Karsit olarak x € Ngec g 'Hg
olsun. O zaman her g € G i¢in x € g 'Hg dir. Boylece her g € G i¢in gxg~' € H dir.
x € (x| g € G) < G oldugundan x € Hg dir. O halde Hg = Nyec 9~ Hy dir.

A = {gH| g € G} olsun. ¢(x) = xgH seklinde tanimh ¢ : G X A — A fonksiyonu G nin A
lizerine bir etkisidir. Ayrica ¢,(gH) = xgH olacak sekilde ¢, : A — A fonksiyonu bir
permiitasyondur. ¢ ye karsilik gelen temsil ¢(x) = ¢, olacak sekilde ¢ : G — Sym(A)

homomorfizmasidir.

Ker(y) = {x € Gl ¢(x) = 1)
={xeGl¢x =1}
= {x € G| Yg € G icin ¢x(g9) = 1(g)}
= {x € G| Vg € G i¢in xgH = gH}
= {x € G| Vg € G i¢in g 'xgH = H}
= {x € G| Vg € G icin g 'xg € H}
= {x € G| Vg € G icin x € gHg '}
= () gHg™

geG

dir (her g € G igin k = g~ olmak iizere gHg ' = k™*Hk). Ker(/) < G oldugundan iddia

dogrudur. O

2.51. Lemma

Eger G grubu sonlu indeksli ¢oziilebilirlik uzunlugu en fazla n olan bir altgrup igeriyorsa G

sonlu indeksli ¢oziilebilirlik uzunlugu en fazla n? olan bir karakteristik altgrup igerir [9].
2.52. Lemma

Sonlu tiretegli ¢oziilebilir torsiyon grup sonludur [16].

2.53. Lemma

G grubu nilpotent, X herhangi iki abelyan X-grubunun tensér carpiminin her homomorfik

goriintiisiinii igerecek sekilde P-kapali bir grup sinifi ve G/G’ € X ise G € X dir [21].



30

2.54. Lemma

G bir grup olsun. a bir ordinal ve A bir limit ordinal olmak iizere y:(G) =G
Ya+1(G) = [ya(G), G| ve ya(G) = Np<1 ¥p(G) olsun. O zaman G nin residually nilpotent
grup olmasi i¢in gerek ve yeter sart y,(G) =1 olmasidir. Ayrica y,(G), G de fully-

invarianttir.
ispat

[k énce N < G olmak iizere tiimevarim uygulayarak i > 1 i¢in y;+1(G/N) = yi41(G)N/N
oldugunu gosterelim. y1(G/N) = G/N =GN/N =y;(G)N/N dir. Kabul edelim ki
Yi(G/N) = yi(G)N/N olsun.

vi+1(G/N) = [yi(G/N),G/N]
= [yi(G)N/N,G/N]
= [ri(G).GIN/N

= Yi+1(G)N/N

Kabul edelim ki y,(G) =1 olacak sekilde hipotezde belirtildigi gibi G nin bir sonsuz
genellestirilmis azalan merkez serisi olsun. Her x € G i¢in x € y;(G) ve x ¢ y;+1(G) olacak
sekilde bir i > 1 tamsayisi vardir. Ayrica « en kiigiik limit ordinali ve i+1 < w
oldugundan i + 1 ordinaldir ve sonludur. Merkez serisindeki her terimi y;;1(G) ile carpip
bolerek bolim grubu olusturulursa yukarida gosterildigi gibi i+ 1 > j > 1 olmak {iizere
¥Yi(G)Yi+1(G)/yi+1(G) = yj(G/yi+1(G)) ve Vi+1(G/yi+1(G)) =1 oldugundan G/yit1(G)
nilpotenttir. O halde G grubu residually nilpotenttir.

Kabul edelim ki G residually nilpotent olsun. O zaman birimden farkli her g € G i¢in
g & Ny ve G/Ny nilpotent olacak sekilde bir Ny <G vardir. Kabul edelim ki y,(G) # 1
olsun. O halde 1 # x € y,(G) vardir. G residually nilpotent grup oldugundan x ¢ N, ve
G/ Ny nilpotent olacak sekilde G nin bir N, normal altgrubu vardir. Béylece bir k > 1 igin
Yk(G/Ny) =1 dir. yx(G/Ny) = yx(G)Nx/N, oldugundan y;(G) < N, dir. Boylece
X € ¥, (G) < Ny olur ki bu bir geliskidir. O halde kabul yanlis olup y,,(G) = 1 dir. Ayrica
ispatin ilk kisminda gosterildigi gibi her A ordinali i¢in G nin bir genellestirilmis azalan
merkez serisini y;(G) ile garpip bolerek boliim grubu olusturulursa G/y,;(G) nin azalan

merkez serisi sonlu adimda birim gruba ulastigindan G/y; (G) nilpotenttir.
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Her p € End(G) igin y1(G)” = G” < G = y1(G) dir. Kabul edelim ki her p € End(G) igin
Ya(G)P < ya(G) olsun. yei1(G) ={[x.g]l x € ya(G),g € G) dir. Her x € y,(G) ve her
g€ G igin [x,g]” =[x",g”] ve ya(G)P < y4(G) oldugundan x” € y,(G) dir. Boylece
(xP, 9] € Ya+1(G) dir. mi
2.55. Lemma
G bir lokal nilpotent grup ve T (G nin torsiyon altgrubu), G nin mertebeleri sonlu
elemanlarindan olusan bir altkiimesi olsun. O zaman T, G/T torsiyonsuz olacak sekilde G
nin fully-invariant altgrubudur ve T p-gruplarin direkt carpimina esittir [22].
2.56. Lemma
Lokal nilpotent FC-grup hipermerkezdir [23].
2.57. Lemma
G bir hipermerkez grupsa normalleyen sartini saglar ve boylece G lokal nilpotenttir [22].

2.58. Lemma

G bir lokal nilpotent grup ve N <G olsun. N hipermerkez ve G/N sonlu iiretegli ise G
hipermerkezdir [17].

2.59. Lemma

G bir lokal nilpotent grup olsun. O zaman G grubu izolator 6zelligini saglar [16].

2.60. Lemma

H torsiyonsuz lokal nilpotent bir G grubunun altgrubu olsun. O zaman asagidakiler

saglanir [16].

i. Eger H hipermerkez ise Ig(H) da ayni yukari merkez serisi uzunluguna sahip

hipermerkez gruptur.
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ii. n=1,2,...1i¢in (Ig(H))" = Ic(H") dir.

2.61. Lemma

G bir lokal sonlu barely gecisli permiitasyon grubu ve H, G nin bir nokta dengeleyeni
olsun. O zaman G = |Ji2; H; olacak sekilde G nin H < H; < Hy ... altgruplarinin artan
zinciri vardir ve G nin her K 6z altgrubu i¢in K < H, olacak sekilde bir n € N vardur.
Ayrica G nin herhangi iki 6z altgrubu bir 6z altgrubunu iiretir [14].

2.62. Lemma

G bir lokal sonlu barely gecisli grup olsun. O zaman agagidakiler saglanir [14].

1. G nin her 6z altgrubu residually sonludur.

ii. Z(G) sonludur ve Z5(G) = Z(G) dir yani G nin hipermerkezi merkezine esittir.

2.63. Teorem

G lokal sonlu barely gecisli bir grup olsun. O zaman G nin her 6z normal altgrubu sonlu

exponentli nilpotenttir [11].

2.64. Teorem

Lokal sonlu barely gegisli grup bir p-gruptur [9].

2.65. Teorem

Miikemmel lokal sonlu minimal FC olmayan bir grup ya basit bir gruptur ya da bir p-
gruptur [8].

2.66. Teorem

Basit lokal sonlu minimal FC olmayan grup yoktur [15].
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2.67. Teorem
Bir G grubunun hipermerkez olmasi igin gerek ve yeter sart x;11 = [x;,y;] olacak sekilde
verilen G nin elemanlarinin iki x1,x2,... ve y1,y2,. .. dizisi i¢in x,, = 1 olacak sekilde bir
m > 0 tamsayisinin olmasidir [21].
2.68. Lemma
G bir nilpotent p-grup olsun. H, G/H sonsuz elemanter abelyan p-grup olacak sekilde G
nin bir normal altgrubu olsun. U, G nin bir sonlu altgrubu ve a € G\ U olsun. O zaman G
nin bir V altgrubu vardir 6yle ki U <V, a ¢ V ve V/V N H sonsuzdur [18].

2.69. Lemma

(Ci)N bir A grubunun azalan bir zinciri ve U, A nin sonlu bir altgrubu olsun. O zaman

N2, UG = U(NE, ) dir [18],

2.70. Lemma

G bir lokal nilpotent sayilabilir grup, U, G nin sonlu iiretegli bir altgrubu ve M, G nin
UNM =@ olacak sekilde bir sonlu altkiimesi olsun. O zaman I5(K) =G, U <K ve
K N M = @ olacak sekilde G nin bir K altgrubu vardir [19].

2.71. Lemma

Eger lokal sonlu p-grup olan bir G grubunun sonlu maksimal elemanter abelyan bir

altgrubu varsa G bir Chernikov gruptur [12].

2.72. Lemma

Bir G grubu Fitting gruptur ancak ve ancak G nin her elemani G nin bir normal nilpotent

altgrubunun elemanidir [22].
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2.73. Lemma

H Chernikov olmayan bir sonsuz lokal nilpotent p-grup olsun. Ayrica F, H nin sonlu bir

altgrubu ve C = Cg(F) olsun. O zaman C bir sonsuz elemanter abelyan altgrup icerir [6].

2.74. Lemma

Her lokal ¢oziilebilir G grubu bir SI-gruptur. Boylece basit lokal ¢dziilebilir bir grubun

mertebesi asaldir [22].

2.75. Lemma

Bir lokal nilpotent G grubunun esas faktorii merkez tarafindan kapsanir [22].

2.76. Lemma

H bir grup ve H nin A, K, U altgruplari i¢cin A sonlu, K, H da normal ve AH U tarafindan
icerilsin. M = AK olmak tizere eger K/(K N U)K’ sonsuzsa M/(M N U)M’ sonsuzdur [6].

2.77. Lemma

Bir abelyan G grubunun sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirli sonlu mertebeli devirli

gruplarin direkt toplam1 olmasidir [22].
2.78. Teorem

G bir sonlu abelyan p-grubu olsun. O zaman G devirli altgruplarimin bir i¢ direkt

carpimidir [24].

2.79. Teorem

X altgrup ve sonlu kartezyen carpim formuna goére kapali olan bir grup teorik sinif ve G bir
sayilabilir grup olsun. Eger G residually X-grup ise G nin G = Ny > N7 > ... olacak

sekilde normal altgruplarinin azalan bir zinciri vardir 6yle ki her i > 1 i¢in N; < G dyle ki
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G/N; € Xve ;21 N; = 1 dir.
jspat

G residually X-grup oldugundan i > 1 olmak tizere her 1 # x; € G igin x; ¢ Ny, < G vardir
oyle ki G/Ny, € X dir. N1 = Ny, N; = (;_; Ny, ve Ci = [1}_, G/Nx, olsun. ¢; : G —> C;

oyle ki (gN;) = (gNx,, . - ., gNy,) fonksiyonu bir homorfizmadir. Ayrica

Ker(¢i) = 1{g € G| ¢i(g) = 1}
= {g € Gl (ng1’ng2’ e "ngi) = (le’Nx2""’in)}

L
={geGlge( Nyl
k=1

= N;

dir. Teorem 2.34 ten G/N; = ¢;(G) ve hipotezden ¢;(G) € X oldugundan G/N; € X dir.

Dolayisiyla G = Ny > N7 > ..., G nin normal altgruplarinin azalan bir zinciridir. Ayrica
Njey Ni = 1 dir. O
2.80. Lemma

H ve U bir G grubunun altgruplar1 ve H, G de normal olsun. O zaman
|HU : U| =|H: HNU|

dir.

Ispat

X C H, U nun HU igindeki sol koset temsilcilerinin bir tam kiimesi olsun. O zaman
HU = | JxU

ve her x # y € X i¢in xU NyU = @ dir. Aym1 zamanda |HU : U| = |X] dir. O zaman X in
HNU nun H igindeki sol koset temsilcilerinin bir tam kiimesi oldugunu gostermek

yeterlidir. Kabul edelim ki x,y € X ve x #y i¢cin d e x(HNU)Ny(HNU) olsun. O
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zaman d = xu = yv olacak sekilde u,v € U vardir. Fakat bu durumda

xU = (xu)U = (yo)U = yU

olur ki bu ise bir c¢eliskidir. Bundan dolay1 x(HNU)Ny(HNU) =@ dir. Boylece
H = Uyex x(H N U) oldugunu gosterebilirsek o zaman X in H iginde H N U nun sol koset
temsilcilerinin bir tam kiimesi oldugunu gdstermis oluruz. Boylece h € H olsun. O zaman
HU = |Jyex xU oldugundan her u € U i¢in h = xu dur. Boylece h,x € H oldugundan
u=x"1h e H ve boylece u € HNU dir. Buradan h = xu € x(H N U) elde edilir. Boylece
X, HNU nun H igindeki sol koset temsilcilerinin bir tam kiimesi oldugundan

|H : HNU| = |X| ve boylece |[HU : U| = |H : HN U] elde edilir. O
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3. BAZI YARDIMCI ONERMELER

3.1. Onerme
G bir sonsuz tiretecli MNHC-grup ise G, (x) 6zelligini saglar.
fspat

G sonlu firetecli olmadigindan G nin sonlu iiretegli her altgrubu G nin 6z hipermerkez
altgrubudur. Boylece Lemma 2.57 den G nin sonlu iiretegli her altgrubu lokal nilpotent ve
dolayistyla nilpotenttir. Boylece G MNHC-grup oldugundan lokal nilpotenttir. H, G nin
hipermerkezi olsun. Lemma 2.58 den G/H sonsuz iireteglidir. Aksi halde G hipermerkez
olur ki bu hipotez ile ¢elisir. Kabul edelim ki iddia yanlis olsun. O zaman bir 1 # w € G ve
G nin w ¢ U olacak sekildeki sonlu iiretecli bir U altgrubu i¢in bir y; € G\ H vardir oyle
ki wé¢(U,y;) dir. Ci/H =Cg/u(y1H) olsun. H, G nin hipermerkezi oldugundan
hipermerkez tanimindan Z(G/H) =1 dir. Bdylece C; #G dir. Aksi halde
y1H € Z(G/H) =1 ve dolayisiyla y; € H olur ki bu y; € G\ H olmasiyla ¢eligir. O halde
C1 < G oldugundan ve kabulden G, () 6zelligini saglamadigindan bir y» € G \ C; vardir
oyle ki w ¢ (U,y1,y2) dir. Ayrica yo € G\ C; oldugundan y»H ¢ C,/H dir. Boylece
y1yoH # yoy1 H oldugundan y; 'y y1ys = [y1,y2] ¢ H dir. Co/H = Ci/1([y1,y2]H) olsun.
Z(G/H) =1 oldugundan C; < G dir. Benzer sekilde kabulden w ¢ (U,y1,y2,y3) olacak
sekilde bir y3 € G\ Co vardir ve [y1,y2,y3] € H dir. Bu sekilde devam edilirse bir n > 1
dogal sayist i¢in  w €& (U,y1,y2,....Yyn) Ve [Y1,Y2,....yn] € H olacak sekilde
Y1,Y2,--->Yn € G\ H elemanlar1 vardir. Simdi ¢ = [y1,y2,...,yn| ve Cy/H = Cq/p(tH)
olsun. Benzer sekilde t ¢ H oldugundan C, # G dir. Bdylece kabulden dolay1 bir
Yns1 € G\ C, vardir dyle ki w & (U,y1,Yo,. .., Yn,Yn+1). Ayrica [t,yni1] € H dir. Bu
sekilde devam edilirse her n>1 dogal sayisi icin wé&U,y1,y2,...,Yn) Ve
[Y1,Y2....,yn] € H olacak sekilde G nin sonsuz ¢oklukta elemanlarinin bir dizisini elde
ederiz. Boylece Teorem 2.67 den T =(y;|i> 1) altgrubu hipermerkez degildir.
Dolayisiyla T < G ve G MNHC-grup oldugundan T = G dir. Ancak w ¢ T oldugundan bu
bir ¢eliskidir. Boylece G nin bir sonlu iiretecli V altgrubu ve G nin bir L 6z altgrubu vardir

oyle ki

w ¢ V fakather y € G\ Licin w € (V,y)
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dir. O

Teorem 2.65 ve Teorem 2.66 dan miikemmel lokal sonlu MNFC G grubu bir p-grup
oldugundan Lemma 2.42 den lokal nilpotenttir. Boylece her 6z altgrubu lokal nilpotent FC-
grup oldugundan Lemma 2.56 dan hipermerkezdir. Ayrica G milkemmel oldugundan
Lemma 240 tan Z(G/Z(G)) =1 dir. Dolayistyla hipermerkez tanimindan G nin
hipermerkezi Z(G) ye esittir. O halde eger Z(G) =G ise 1 =G’ =G olur ki bu bir
celigkidir. Clinkii G lokal nilpotent MNHC-grup oldugundan sonlu olamaz. Bdylece G

sonsuz iiretegli MNHC-grup olup Onerme 3.1 den (x) dzeligini saglar.
3.2. Onerme

G her 6z altgrubu ¢oziilebilir olan bir sonsuz iirete¢li periyodik miikemmel grup olsun.
Ayrica G nin her sonlu F altgrubu i¢in FC residually nilpotent olsun. Béylece birlesimleri G
yi verecek sekilde G nin sonlu altgruplarinin artan bir F; < F» < ... zinciri vardir. Her
i>1i¢in N; = Fl.G olsun. O zaman G bir miikkemmel lokal sonlu sayilabilir sonsuz lokal

nilpotent p-gruptur ve

dir. Ayrica N;/N/ sonlu exponentlidir ve boylece N; residually (sonlu exponentli nilpotent)

tir. Eger her i > 1 i¢in N; nilpotent ise N; sonlu exponentlidir.
Ispat

G periyodik oldugundan her altgrubu da periyodiktir. Ayrica G sonsuz iirete¢li oldugundan
G nin sonlu iiretegli her altgrubu 6z altgrup olup hipotezden ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla G
nin sonlu tiretecli her altgrubu ¢oziilebilir periyodik bir grup oldugundan Lemma 2.52 den

sonludur. Boylece G lokal sonludur.

Sonug¢ 2.48 den c¢oziilebilirlik sayilabilir tanimlanabilir bir 6zellik oldugundan ve G
¢oziilebilir olmadigindan G nin sayilabilir bir H altkiimesi vardir 6yle ki H, G nin hi¢bir
cozilebilir altgrubu tarafindan kapsanmaz. G nin her 6z altgrubu ¢oziilebilir oldugundan

H = G olmalidir. Yani G sayilabilir sonsuzdur.
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Kabul edelim ki F, G nin bir sonlu iiretegli altgrubu olsun. O halde F sonludur. Ancak F°
residually nilpotent oldugundan F de residually nilpotenttir. O halde F sonlu oldugundan
Y1(F) = F ve ya+1(F) = [y« (F), F] olmak lizere

Yi(F) =F > ya(F) > ... > yk(F)

oyle ki yx(F) = yx+1(F) = ... olacak sekilde F nin sonlu azalan merkez serisi vardir.
Boylece bir k > 1 tamsayist i¢in Lemma 2.54 ten yx(F) =1 dir. O halde F nin azalan
merkez serisi sonlu adimda birime ulagtigindan F nilpotenttir. Boylece G lokal nilpotenttir.
G periyodik oldugundan torsiyon altgrubu kendisine esit ve lokal nilpotent oldugundan

Lemma 2.55 ten her p € 7(G) i¢in Sp, G nin tek Sylow-p altgrubu olmak {izere

G=[] s

pen(G)

dir. Boylece her p,q € 7(G) i¢in S, <G ve p # q ise Sy, NSy = 1 dir. Dolayisiyla her x € S,
ve her y € S i¢in xlylxy e Sp NSy oldugundan xy = yx tir. G bir milkkemmel grup
oldugundan her p € 7(G) igin Sp de bir mitkemmel gruptur. Eger bir g € 7(G) igin S < Sq
ise Q= TIlper(c)iq)Sp seklinde tanimlanirsa G = S4Q dir. Her p € 7(G) igin S, <G
oldugundan Lemma 2.36 dan (54Q)" < S;Q saglanir. O halde G=G" <5,0 <$,0 =G
olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla S; mitkemmeldir. Yani diger bir deyisle her p € 7(G)
icin Sp G nin 6z altgrubu olamaz. Boylece bir p asali igin G = S, oldugundan G bir p-

gruptur. Sonug olarak G bir miikemmel lokal sonlu sayilabilir sonsuz lokal nilpotent p-

gruptur.

G sayilabilir oldugundan her i > 1 i¢in F; < F;;; olmak lizere G = |J;2; F; olacak sekilde
G nin sonlu altgruplariin artan bir F; < F» < ... zinciri vardir. O zaman N; = FiG olmak
iizere F; < N; oldugundan G = U;";l N; dir. Her i > 1 igin FiG = (g'lxgl g € G,x € F;) dir.
FiGninheryelemam =+, k>0(k=0isey=1),x; € F;ve gj € G (1 <j < k) olmak
uzere

€k

y = (97" x191) " (95" x292) " . .. (g " xkgx)

seklindedir [22]. Diizenlenirse
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y=(97"% 1) (95" x5%g2) . .. (9" x* gx)

dir. Ayrica G periyodik oldugundan N;/N/ periyodiktir. Dolayisiyla her yN; € N;/N; i¢in
n = |[(yN/)| olacak sekilde bir n > 0 tamsayisi vardir ve Lemma 2.37 dan N;/N/ abelyan

oldugundan

y"N; = (91" %1 91)" (95" %5292)" . .. (9 % gk) "N
= (97" () "g1) (93" (x52)"g2) - - - (g " (x*)"gr) N

dir. Ayrica x1,x2,...,x, € F; ve F; sonlu oldugundan n < |F;| dir. O halde N; /N,-’ sonlu

exponentlidir.

Hipotezden N; residually nilpotent oldugundan her 1 # x € Nj; i¢in x ¢ N, olacak sekilde
bir N, < Nj; vardir 0yle ki N; /N, nilpotenttir. Teorem 2.34 ten

(Ni/Nx)/(Ni/Nx), = (Ni/Nx)/(Ni/Nx/Nx) = Ni/(Ni/Nx)

dir. N;/N/N, periyodik ve N; < N/N, oldugundan Lemma 2.37 dan N;/(N/Ny)
abelyandir. Dolayisiyla yukarida N;/N; boliim grubunun sonlu exponentli oldugunu
gostermek i¢in yapilan igslemler benzer sekilde N;/(N;Ny) igin tekrarlanabilir. Boylelikle
(N;/Ny)/(N;/Ny)" sonlu exponentlidir. Ayrica sonlu exponentli gruplarin sinifi P-kapalidir.
O halde N;/N, nilpotent, sonlu exponentli grup smifi P-kapali ve (N;/N)/(N;/Ny)" sonlu
exponentli oldugundan Lemma 2.53 ten N;/N, sonlu exponentlidir. Dolayisiyla N;
residually (sonlu exponentli nilpotent) gruptur. Eger N; nilpotent ise N;/N; sonlu

exponentli oldugundan Lemma 2.53 ten N; sonlu exponentlidir. O
3.3. Onerme

G 0z altgruplan ¢oziilebilir olan bir sonsuz liretegli lokal nilpotent grup olsun. Kabul

edelim ki G periyodik olmasin. O zaman G ¢0ziilebilirdir.
fspat

Kabul edelim ki G ¢6ziilebilir olmasin. O zaman G bir sonsuz lokal nilpotent MNS-gruptur
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ve Sonug 2.48 den sayilabilir sonsuzdur. 11k olarak kabul edelim ki G bir torsiyonsuz grup
ve 1 #w € G olsun. Lemma 2.70 ten U =1 ve M = {w} alimirsa w ¢ K ve Ig(K) =G
olacak sekilde G nin bir K 6z altgrubu vardir. K ¢oziilebilir oldugundan Lemma 2.60 tan
dolay1 G ¢ozilebilirdir. Ancak G, MNS-grup oldugundan bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla G

torsiyonsuz grup degildir.

Ikinci olarak kabul edelim ki G torsiyonsuz olmasin ve T(G) G nin torsiyon altgrubu olsun.
Hipotezden G # T(G) oldugundan G/T(G), Lemma 2.55 ten dolay1 bir lokal nilpotent
torsiyonsuz gruptur. G MNS-grup oldugundan G/T(G) de MNS-gruptur. Eger G/T(G)
sonlu tiretecli ise nilpotent oldugundan Lemma 2.42 den ¢oziilebilir olur ki bu G/T(G) nin
MNS-grup olmasi ile geligir. Dolayisiyla G/T(G) sonsuz tlreteglidir. O halde G/T(G)
Onerme 3.3 iin hipotezini saglar. Ancak ilk paragrafta oldugu gibi bu bir celiskidir. O halde
kabul yanlis olup G ¢oziilebilirdir. O

3.4. Lemma

G bir grup ve Y, G nin bir altkiimesi olsun. O zaman G nin Y ye gore bir (x)-ligliisii olmasi

icin gerek ve yeter sart G nin bir sonlu iiretegli V altgrubu ve bir L 6z altgrubu i¢in

mer\L <V’ y> #V

olmasidir.

fspat

Kabul edelim ki G nin Y ye gore bir (x)-li¢liisii olsun. O zaman (x)-iicliisii tanimindan

1 # w € G i¢in G nin sonlu iiretecli bir V altgrubu ve bir L 6z altgrubu vardir éyle ki w ¢ V
fakat her y € Y \ Li¢in w € (V,y) dir. Boylece w ¢ V fakat w € (yey\r (V,y) oldugundan
vV # myEY\L <Vay>

dir.

Karsit olarak kabul edelim ki L < G olmak {iizere (yey\r (V,y) # V olsun. O zaman bir
L#weNyer\t {V.y) \'V vardir. Boylece w ¢V fakat her y € Y\L i¢in w€(V,y)
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oldugundan (w,V, L) iicliisii G i¢in Y ye gore bir (x)-ticliistidiir. O

3.5. Lemma

G bir grup, 1 # w e G ve V, w ¢ V olacak sekilde G nin bir sonlu iiretegli altgrubu olsun.

O zaman

E(w,V) = Ugeg (w,v) E

dir.

fspat

Her E € E*(w,V) i¢in tamimdan dolay1 E altgrubu w ¢ E ve V < E olacak sekildeki G nin
bir maksimal altgrubudur. Her y € E i¢in (V,y) < E ve w ¢ E oldugundan her y € E igin
wé¢(V,y) dir. O zaman her Ee€E"(w,V) i¢in ECE(w,V) oldugundan
UEeps(w,v) E € E(w,V) dir. Karsit olarak her y € E(w,V) i¢in w ¢ (V,y) ve dolayisiyla
(V,y) < E olacak sekilde bir E € E*(w,V) vardir. Bundan dolayr E(w,V) € Ugepsw,v) E

dir. O

3.6. Lemma

G bir grup olsun. Eger (w,V, L) iicliisii G ye gore bir (*)-l¢liisii veya (w, V) bir seckin ikili
ise her v € V icin (wo,V,L) G ye gore bir (x)-lg¢liisii veya (wo,V) bir se¢kin ikilidir ve
E*(w,V) = E*(wo,V) dir.

jspat

Kabul edelim ki (w,V,L) ti¢liisii G ye gore bir (x)-ligliisii olsun. O zaman w ¢ V ancak her
y € G\ Ligin w € (V,y) dir. O zaman her v € V i¢cin w ¢ V oldugundan wo ¢ V dir. Aksi
halde wov™ =w € V olur ki bu bir celiskidir. Ayrica her y € G\ L i¢in w,v € (V,1)
oldugundan wov € (V,y) dir. Boylece her v € V i¢in (wv,V,L) l¢lisit G ye gore bir (x)-

icliistidiir.

Kabul edelim ki (w, V) ikilisi G i¢in bir seckin ikili olsun. O zaman V < U olacak sekilde



43

G nin her U altgrubu igin (w,U) ikilisi G igin (x)-ikilisi degildir. Yani her L < G igin bir
y € G\ L vardir dyle ki w ¢ (U,y) dir. O zaman her v € V igin v € (U,y) oldugundan
wo ¢ (U,y) dir. Boylece her v € V i¢in (wo,U) ikilisi G igin (x)-ikilisi degildir. Eger
d({V,y)) > d(V) olacak sekildeki her y € G i¢in w € (V,y) ise her v € V i¢in wov € (V,y)

dir. Boylece seckin ikili tanimindan her v € V i¢in (wo, V) ikilisi G i¢in bir seckin ikilidir.

E € E*(w,V) igin E altgrubu G nin w¢ E ve V < E olacak sekildeki bir maksimal
altgrubudur. Her v € V i¢in V < E oldugundan wo ¢ E dir. O zaman her v € V i¢in E < R
olacak sekilde R € E*(wo,V) vardir. Ancak w¢ R, V <R ve E € E*(w,V) oldugundan
maksimallikten E = R olmalidir. Boylece her v € V igin E € E*(wo,V) dir. Simdi de her
v € V i¢in K € E*(wo,V) olsun. Tanimdan wov ¢ K ve v € V < K oldugundan w ¢ K dur.
Dolayisiyla K < T olacak sekilde bir T € E*(w,V) vardir. Maksimal altgrup tanimindan
w¢T ve V <T oldugundan her v € V igin wo ¢ T dir. Ancak K < T ve K € E*(wo,V)
oldugundan maksimallikten K = T olmalidir. Boylece K € E*(w,V) dir. Bundan dolay1
E*(w,V) = E*(wo,V) elde edilmis olur. m|

3.7. Lemma

G bir sonsuz lokal sonlu MNS-p-grup olsun. w € G ve V, w ¢ V olacak sekilde G nin bir
sonlu altgrubu olsun. E, G nin bir (w, V)-maksimal normal altgrubu olmak iizere G = G/E

olsun. O zaman |w| = p dir.
fspat

G p-grup oldugundan bir k>0 tamsayisi i¢in [{(w)| = pk dir. O zaman Cauchy
Teoreminden |(a)| = p olacak sekilde a € (w) vardir [24]. a = aE ve w = wE olmak iizere
(a,E) < (w,E) dir. Ayrica E < (a,E) ve E altgrubu da w elemanim icermeyen V yi
kapsayan G nin maksimal altgrubu oldugundan w € (a, E) dir. Bdylece (w,E) < (a, E)
oldugundan (w, E) = (a,E) dir. O halde |(a)| = [{w)| = p dir. O
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4. TEOREM 1.1 VE TEOREM 1.2 NiN ISPATI

Bu boliimde oncelikle (x)-tigliisiine sahip olan gruplar incelendi. [5] ve [6] daki sonuglar

genellestirildi.

4.1. Lemma

G bir sonsuz iiretegli grup ve (w,V, L) ti¢liisli G i¢in bir (x)-licliisti olsun. M, w ¢ M ve her
X < G igin MX # G olacak sekilde G nin bir normal altgrubu ve G = G/M olsun. O zaman
G nin V < U olacak sekilde (w, U) seklinde seckin ikilisi yoktur. Bu formdaki (w, U) ikilisi
G icin bir (x)-ikilisidir.

fspat

Hipotezden w ¢ M oldugundan w # 1 ve her y € G\ L i¢in w € (V, y) dir. Kabul edelim ki
G nin V < U olacak sekildeki bir sonlu iirete¢li U altgrubu igin (w, U) ikilisi G i¢in bir
seckin ikili olsun. O zaman hipotezden L < G oldugundan ML < G dir. Béylece seckin ikili
tammindan (w,U) ikilisi G i¢in (%)-ikilisi olmadigindan bir 5 € G\ L vardir 6yle ki
w ¢ (U,7) dir. Béylece bir y € G\ ML (L < ML) igin w ¢ (U,y) dir. Ancak (w,V,L) tigliisii
G i¢in bir (x)-l¢listi oldugundan w € (V,y) < (U,y) olur ki bu bir celiskidir. Boylece

V < U ise (w,U) seckin ikili olamaz. O

4.2. Lemma

G, Z(G) = 1 olacak sekilde bir sonsuz lokal sonlu grup ve (w,V,L) ii¢liisii G i¢in bir (x)-
ticliisii olsun. Ayrica kabul edelim ki G nin herhangi iki 6z normal altgrubu bir 6z normal

altgrubunu tretsin. O zaman

P ={A < G| A, G nin bir normal abelyan altgrubu}

ise (P) # G dir.
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jspat

Y=G\Lveye€Yolsun. V < (V,y) oldugundan ve Sonug 2.50 den dolay1 V(y)V <(V,y)
dir. Ayrica y € V(y)V veV < V(y)V oldugundan (V,y) < V(y)V dir. Boylece her y € Y i¢in
V,y) = V(y)V dir. O halde y €Y i¢cin we(V,y) = V(y)v oldugundan w = vt olacak

sekilde bir v € Vvebirt € (y)V vardir. Boylece v lwe (y)V dir. Her v € V i¢in
Y, ={yeY| v liwe @)

Ve

DU = ﬂ <y>V

yeyYy,

olsun. O zaman Y = |J,cy Yo ve v 'w € D, oldugundan D,, # 1 dir. Gergekten her y € Y,
icin v 'w e (y)¥ oldugundan v 'w e D, dir. Ayrica w¢V ve v eV oldugundan

v~ 1w # 1 dir. Boylece D, # 1 dir.

A€P olsun. O halde ya A<L ya da ANY # @ dir. Eger her A€ P icin A< L ise
(P) < L < G oldugundan (P) < G olur. ikinci durumda Y = | J,cy Yo oldugundan bir v € V
icin ANY, # @ dir. Boylece en azindan bir 1 #x € ANY, i¢in x € Y, oldugundan
Dy = Nyev, )V <(x)V dir. Ayrica x € A ve A<G oldugundan (x)V <AV = A drr.
Boylece D, <A dir. A abelyan oldugundan A < Cg(D,) dir. Hipotezden Z(G) =1
oldugundan her Cs(D,) < G dir. Aksi halde D,, < Z(G) = 1 oldugundan D,, = 1 olur ki bu
D, # 1 olmasiyla ¢eligir. G lokal sonlu oldugundan V sonludur. Boylece bir s > 1 i¢in
{L,Cc(Dy)l v eV} ={K;| j=1,2,...,s} seklinde yazilabilir. Buradan her K; altgrubu G
nin 6z altgrubu ve her Ae Picinya A<LyadaANY # @ oldugundan A bir 1 <j <s
i¢in Kj nin i¢gindedir. K; = (A € P| A < Kj) olsun. Bdylece K; < Kj ve A< G oldugundan
K altgrubu G grubunun 6z normal altgrubudur. Hipotezden G nin herhangi iki 6z normal
altgrubu bir 6z normal altgrubunu lreteceginden (K7, K5, ..., K;) = K{K; ... K altgrubu
G nin 6z normal altgrubudur. Her A€ P igin A <Kj olacak sekilde bir 1 <j<s

oldugundan (P) < K{K; ... K; dir. Boylece (P), G nin 6z normal altgrubudur. O



47

4.3, Lemma

G herhangi iki 6z normal altgrubu bir 6z normal altgrubunu tireten bir sonsuz lokal sonlu
miikemmel grup olsun. Ayrica kabul edelim ki G nin her homomorfik goriintiisiiniin
wy ¢ Z(H) olmak tizere (wg, Vi, Lyy) (x)-Ugliisiine sahip bir H homomorfik goriintiisii

olsun. O zaman

P;(G) = {K < G| d(K) <t olmak iizere K,G nin bir normal ¢oziilebilir altgrubu}
ise (P;(G)) # G dir.
fspat

t > 0 i¢in tiimevarim uygulanirsa t = 0 i¢in Py(G) = {1} oldugundan iddia saglanir. Kabul
edelim ki ¢ > 1 olmak {izere iddia t — 1 i¢in saglansin. M = (P;_1(G)) ve G = G/M olsun.
Hipotezden G nin wgy ¢ Z(H) olmak iizere (wg, Vi, Ly) (%)-ligliisine sahip bir H
homomorfik goriintiisii vardir. Genelligi bozmadan ispat sadeligi i¢in H = G ve w ¢ Z(G)
olmak iizere (w, V, L) tiliisiiniin G igin bir (x)-iigliisii oldugu kabul edilebilir. Kabul edelim
ki Z(G) = 1 olsun. Her K € P;(G) i¢in d(K) < t oldugundan

1=KW@dE) g 4KO =g

olacak sekilde d(K) adimda birime ulasan K nin bir komiitator serisi vardir. 0 < i < d(K)
olmak iizere Sonug 2.39 dan K© € P,_; (G) dir. Dolayistyla K'Y M = M oldugundan K’ = 1
dir. O zaman K altgrubu G nin bir normal abelyan altgrubudur. Béylece K € P;(G) dir. O
halde Lemma 4.2 den (K| K € P;(G)) # G dir. Ters goriintiileri alinirsa (K| K € P,(G)) # G
olur. Kabul edelim ki Z(G) # 1 olsun. Z/M = Z(G) olsun. Teorem 2.34 ten

G/Z(G) = (G/M)/(ZIM) = G/Z

dir. G mitkemmel grup oldugundan G de miikemmel gruptur. Lemma 2.40 tan Z(G/Z) = 1
ve ayrica hipotezden w ¢ Z(G) = Z/M oldugundan wZ # 1 dir. Lemma 4.1 den wZ
elemanina gore G/Z igin bir (x)-ligliisii vardir. Boylece Lemma 4.2 den (P1(G/Z2)) # G/Z
dir. Her K € P;(G) igin M < Z oldugundan yukarida gosterildigi gibi KZ/Z € P1(G/Z) dir.
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O halde (KZ/Z| K € P;(G)) # G/Z oldugundan (K| K € P;(G)) # G olur. Bdylece

tlimevarim hipotezi tamamdir. O
4.4. Lemma

G bir sonsuz lokal sonlu grup ve (w,V,L) Gglisii G i¢in bir (x)-ticliisii olsun. X, (w, V)
altgrubunu igeren G nin bir 6z altgrubu olsun. Kabul edelim ki {N;| i > 1}, Nj2; N; =1
olacak sekilde X in normal altgruplarinin bir azalan zinciri olsun. O zaman bir k > 1
tamsayisi i¢in Ny < X N L dir. Ozel olarak eger her bir N; nin X i¢indeki indeksi sonlu ise

X N L nin de X i¢indeki indeksi sonludur.
jspat

Genelligi bozmadan ispat sadeligi i¢in L < X oldugu kabul edilebilir. Y = G \ L olsun. Her

v € Vigin

Yo={yeYlv'we @)

Dv = m <y>v

yeyYy,

seklinde tanimlanirsa Lemma 4.2 de gosterildigi gibi Y = J,cy Yo ve bir v € V igin

v™'w € D, oldugundan D,, # 1 dir.

Kabul edelim ki eger miimkiinse her i > 1 i¢in N; £ L olsun. O zaman her i > 1 igin
x; € Ny \ L vardir. x; € Y ve Y = J, ey Yo oldugundan x; € Y, olacak sekilde bir v € V
vardir. Boylece (w,V) < X ve N; <X oldugundan D, < (x;)V < NiV = N; dir. V sonlu
oldugundan D, lerin sayist sonludur. Bundan dolay1 her i > 1 i¢in N; ler azalan zincir
tanimladigindan sonsuz c¢oklukta i > 1 i¢in D, < N; olacak sekilde bir v € V vardir. O
halde D, < ;2 N; =1 ve béylece D, =1 olur ki bu bir ¢eligskidir. Sonug olarak bir
k > 1 tamsayist i¢in N < L olmalidir. L < X aldigimizdan N < X N L dir. Ozel olarak
eger her i>1 igin [X:Njj<oo ise Ny <XNL ve XNL<X oldugundan
IX : Ne| =X : X NL|IXNL: Ng| < oo olur [24]. O



49

4.5. Lemma

H bir ¢oziilebilir grup ve H®, H nin i yinci komiitatdr altgrubu olmak tizere U, her i > 1
icin [H® : (HY nU)H"™Y| sonlu olacak sekilde H nm bir altgrubu olsun. O zaman
|H : U| sonludur.

Ispat

d=d(H)veheri>1icinU; = H® N U olsun. O zaman Uy = U dur. Her 0 < i < d igin

|H@D Ua-il

nin sonlu oldugunu géstermek i¢in i iizerinden tiimevarim uygulayalim. i = 0 i¢in Sonug
2.39 dan HY =1 oldugundan |H : Ui4)| sonludur. Kabul edelim ki 0 < i < d i¢in iddia

saglansin. Boylece

|HED Uy

sonludur. Indeks 6zelliginden

IHD: Yooy = IHYY : Uimioy B Uiy HOD : Ui
esitligi saglanir. Ayrica H (d=i) A Uia-i-1) = Ug-i) olmak iizere Lemma 2.80 den
[U-i-nyH'™D 2 Uygimny | = |H9™D Uiy

oldugundan kabulden |H(d_i) : Ua-ipl ve hipotezden IH(d_i_l) : U(d_i_l)H(d_i)I sonlu

oldugundan
|g@==0 Ua-i-1l

sonludur. O halde tiimevarimdan iddia saglanir. O
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4.6. Lemma

K nilpotent ve sonlu exponentli olan bir sonsuz lokal sonlu p-grup olsun. w € K ve V,
w ¢ V olacak sekilde K nin bir altgrubu olsun. K nin bir U altgrubu i¢in |K : U| sonsuz ve
(w,VYX < U olsun. O zaman w ¢ T, V < T ve T/(T NU)T’ sonsuz olacak sekilde K nin
bir T altgrubu vardir.

Ispat

Hipotezden K nilpotent oldugundan Lemma 2.42 den ¢dziilebilir ve |K : U| sonsuzdur.
Boylece Lemma 4.5 ten bir j > 1 i¢in KV /(KY) nU)KU*Y) sonsuzdur. S = (w,V)KY

olsun. O zaman (w, V)X < U oldugundan Lemma 2.76 dan S/(S N U)S’ sonsuzdur.

S =5/(SNU)S olsun. O zaman S sonsuz ve hipotezden sonlu exponentlidir. B = Frat(S)
olsun. §’ < (SN U)S’ oldugundan Lemma 2.37 dan S abelyandir. Dolayisiyla Lemma 2.77
den S nin maksimal altgruplari oldugundan B # S dir. Boylece Lemma 2.47 den ve
hipotezden S/B bir elemanter abelyan p-gruptur. Ayrica S sonsuz oldugundan S/B
sonsuzdur. Kabul edelim ki S/B sonlu olsun. O zaman S = FB olacak sekilde S nin sonlu
iiretecli bir F altgrubu vardir. O zaman Lemma 2.46 dan S = F dir. Ancak hipotezden S
lokal sonlu grup oldugundan S sonlu olur ki bu bir ¢eliskidir. Teorem 2.34 ten S/B = S/B
dir. Ayrica hipotezden K nilpotent p-grup oldugundan S de nilpotent p-gruptur. O halde
Lemma 2.68 den S nin w¢ T, V < T ve T/T N B sonsuz olacak sekilde bir T altgrubu
vardir. Ayrica T < S ve B=B/(SNU)S" oldugundan (TNU)T’ < (SNU)S’ < B dir.
Ayrica (TN U)T’ < T oldugundan TN (TNU)T" = (T NnU)T" dir. Dolayisiyla T/T N B

sonsuz oldugundan indeks 6zelliginden
IT:TNB||ITNB:TN(TNU)T'|=|T:(TNU)T’|

olup T/(TN (T NU)T’) = T/(T NU)T" sonsuzdur. O halde lemmanin iddiasi1 saglanir. O
4.7. Lemma

G bir miikemmel sonsuz lokal sonlu p-grup, w € G ve V, w ¢ V olacak sekilde G nin bir

altgrubu olsun. L, G nin her 6z normal M altgrubu i¢in ML # G olacak sekilde G nin bir 6z
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altgrubu olsun. Kabul edelim ki X; residually (sonlu exponentli nilpotent) grup ve her i > 1

igin (w, VY < X; < Xi41 < G olmak tizere

i=1

olsun. O zaman her i > 1 i¢in |X; : X; N L{w, V)°| sonludur.
Ispat

U = L{w, V) olsun. ilk olarak U # G oldugunu gosterelim. G lokal nilpotent oldugundan
Lemma 2.74 ten bir SI-gruptur. Dolayisiyla G miikkemmel oldugundan G nin sonlu
olmayan ve faktorleri abelyan olan 6z normal altgruplarindan olusan bir serisi vardir ve G
bu altgruplarin birlesimi seklinde yazilabilir. Yani bir § limit ordinali i¢in her o < f i¢in Ny
, G nin 6z normal altgrubu olmak iizere G = Ug<p No dir. {w,V) sonlu oldugundan bir
a < B igin (w,V) < N, dir. Boylece (w,V)° < NS = N, dir. O halde (w,V)° < G olup
hipotezden L(w,V)® # G dir. Béylece Lemma 3.4 ten (w,V,U) iicliisi G igin bir (x)-
ticliistidiir. Hipotezden her i > 1 i¢in X;, G nin 6z residually (sonlu exponentli nilpotent)
altgrubu olmak tizere (w,V)® < X; < X;11 <G ve G=2,X; ve U <G oldugundan
U < X; olacak sekilde X; ler diizenlenebilir. Kabul edelim ki bir j>1 igin
IX; : X; nU| = |X; : Ul sonsuz olsun. X = X; olsun. Ik olarak kabul edelim ki X sonlu
exponentli nilpotent altgrup olsun. O zaman Lemma 4.6 dan w ¢ T,V < T ve T/(T N U)T’
sonsuz olacak sekilde X in bir T altgrubu vardir. Ayrica T' < T oldugundan Dedekind's
Modiiler Kuralindan (TNU)T' =TNUT" esitligi  saglanir [21]. Bdylece bir
y € T\ (TNUT’) vardir. Boylece y¢ U ve (w,V,U) tlglisi G igin bir (x)-tglisi
oldugundan w € (V,y) < T olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla | X : U| sonludur.

Ikinci olarak kabul edelim ki X sonlu exponentli nilpotent bir altgrup olmasin. Hipotezden
X residually (sonlu exponentli nilpotent) oldugundan her i > 1 i¢in X in bir N; normal

altgrubu vardir dyle ki X /N; bir sonlu exponentli nilpotent grup ve
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dir. Ayrica Teorem 2.79 dan N; lerin X in normal altgruplarinin azalan bir zinciri oldugu
kabul edilebilir. Boylece Lemma 4.4 ten bir k > 1 tamsayist vardir dyle ki Ny < U dur.
Ayrica (V,y) sonlu oldugundan bir s > k vardir dyle ki (V,y) N Ny =1 dir. Aksi halde
MNiz1 Ni =1 ile celisilir. Ek olarak w ¢ VN, oldugu kabul edilebilir. Eger her i > s igin

w € VNyise Lemma 2.69 dan V sonlu oldugundan

wemVNi:VﬂNi:V

i>s i>s

dir. Ancak bu (w,V,U) f{i¢lisiiniin G igin bir (x)-li¢liisii olmasi ile celigir. Simdi kabul
edelim ki X = X/N; olsun. X bir sonlu exponentli nilpotent grup, w ¢ V ve her y € X \ U
igin w € (V, y) dir. Kabulden |X : U| sonsuz ve Ns; < U oldugundan {xU| x € X} kosetler
kiimesinden {xU| X € X} kosetler kiimesine xU — XU seklinde birebir fonsiyon
tanimlanarak |X : U| < [X : U| oldugu gosterilebilir ve bdylece |X : U| de sonsuzdur. O
zaman X bir sonlu exponentli nilpotent grup oldugundan ilk durumdaki gibi celiski elde

edilir. O halde kabul yanlis olup her i > 1 i¢in |X; : U| = |X; : X; N U| sonludur. ]

Teorem 1.1 in Ispat1

(a) Kabul edelim ki G her 6z altgrubu ¢oziilebilir ve her homomorfik goriintiisiinde sonlu
tiretecli altgruplarin normal kapaniglar1 residually nilpotent olan bir sonsuz iiretegli
periyodik grup olsun. Eger G bir miikkemmel grup degilse G’ < G oldugundan hipotezden
G’ ¢oziilebilirdir ve boylece Sonug¢ 2.39 dan G ¢oziilebilirdir. Kabul edelim ki G bir
miikemmel grup olsun. O zaman Onerme 3.2 den G bir sayilabilir sonsuz lokal sonlu p-
gruptur. Kabul edelim ki G grubunun her H homomorfik goriintiisii H \ Z(H) nin
elemanlarina gore bir (x)-iicliisiine sahip olsun. Genelligi bozmadan H = G oldugu kabul
edilebilir.

N; ler Onerme 3.2 nin hipotezinde tanimlandig1 sekilde olmak iizere



53

olsun. O halde Onerme 3.2 den her i > 1 i¢in N; bir residually (sonlu exponentli nilpotent)
gruptur. Kabul edelim ki w ¢ Z(G) olacak sekilde (w, V, L) tgliisii G i¢in bir (x)-ligliisii

olsun. Yani
w ¢ V fakather y € G\ Ligin w € (V,y)

dir. N; ler birlesimleri G yi veren artan bir zincir olusturdugundan her x; € (w,V) icin
x; € Nj olacak sekilde bir N; vardir ve bunlardan en biiyiik indise sahip olan Ni (w, V) yi
kapsar. N; ler N; yerine Nj dan baglatilarak tekrar diizenlenebilir. Dolayisiyla genelligi
bozmadan her i > 1 i¢in (w,V) < N; ve dolaysiyla (w,V)° < NiG = N; oldugu kabul
edilebilir. (w,V, L) tglisii G igin bir (x)-liglisti ise her y € G\ L i¢in w € (V,y) dir. O
halde N; # L olmak iizere her y € N; \ LN N; i¢in w € (V,y) oldugundan (w,V,N; N L)
tgliisii N; ye gore bir (x)-ticlistidiir. G lokal sonlu p-grup oldugundan N; de lokal sonlu p-
gruptur. Ayrica N; residually (sonlu exponentli nilpotent) oldugundan Lemma 4.7 den
IN; : N; N L| sonludur. Ayrica L < G oldugundan hipotezden L ¢dziilebilirdir. Boylece bir
t >0 tamsayisi i¢in d(L) =t olmak tizere N; NL <L oldugundan her i>1 igin
d(N; N L) <t dir. Bu durumda Lemma 2.51 her bir N; ye uygulanabilir ve bdylece her
i >1 icin d(E;) < t? olacak sekilde N; nin bir sonlu indeksli E; karakteristik altgrubu

vardir.

E; altgrubu N; nin karakteristik altgrubu ve N; < G oldugundan Lemma 2.41 den E; < G ve
|N; : E;| sonludur. N; < G oldugundan N;/E; < G/E; ve N;/E; sonlu oldugundan Lemma
2.44 den G/E; = Cg g, (N;/E;) dir. Bdylece [G/E;i, N;/E;] = 1 oldugundan [G, N;| < E; dir.
Ayrica [N;,Ni] < [G,N;] < E; oldugundan N/ < E; dir. Dolayisiyla d(N/) < d(E;) < t*
olup d(N;) < t? + 1 dir. O halde G = |J2; N; oldugundan d(G) < t* + 1 dir. Béylelikle G
cozilebilir olur ki bu G nin miikkemmel grup olmast ile ¢elisir. Dolayisiyla G miikemmel

grup degildir ve ispatin basinda agiklandigi gibi G ¢oziilebilirdir.

(b) Kabul edelim ki eger miimkiinse G bir miikkemmel grup olsun. O zaman hipotezden ve
Onerme 3.2 den bir p asali i¢in G bir sayilabilir sonsuz lokal sonlu p-gruptur. Kabul edelim
ki her sonlu F altgrubu i¢in FC bir FC-grup olsun. Ayrica Onerme 3.2 nin hipotezindeki
gibi N; = F° olmak iizere G = Uj=1 N; olsun. G bir miikemmel grup oldugundan abelyan
olamaz aksi halde G = G’ =1 olur ki bu bir ¢eliskidir. Bir g € G\ Z(G) i¢in C = Cs(g)

olsun. (a) nin ispatindaki gibi N; ler g ye gore tekrar diizenlenebileceginden g € Ny oldugu
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kabul edilebili. O zaman ¢ nin N; deki eslenik smifi Cly,(9) olmak {izere
NiNCg(g9) = Cn,(g9) ve IN; : Cn,(9)| = ICIN,(g)| dir [24]. Her i > 1 i¢in N; bir FC-grup
oldugundan |Cly;(g)| sonludur. Béylece |N; : N; N C| sonludur. g € G\ Z(G) oldugundan
C < G olur ve boylece hipotezden C ¢oziilebilirdir. (a) da L = C alinip devam edilirse

tekrar geliskiye diisiiliir. O halde (a) nin ispatinda ki gibi G ¢6ziilebilirdir. ]

Simdi bir grubun (x)-6zelligini saglamasi i¢in bir kriter verilecektir. Bu kriterden (Lemma
4.8) ve Lemma 2.61 den bir miikemmel lokal sonlu barely gecisli G grubu (x)-6zelligini

saglar.

4.8. Lemma

G bir sonsuz lirete¢li milkemmel grup ve Y kiimesi G nin bir iireteg¢ kiimesi olsun. Kabul
edelim ki K1 < Ky <...< K, < ... zincir1 G nin 0z altgruplarinin bir artan zinciri olsun
Oyle ki G nin her 6z altgrubu K; lerden biri tarafindan igerilsin. O zaman G grubu Y ye

gore (x)-0zelligini saglar.

fspat

Z(G) < G dir. Aksi halde G abelyan gruptur ve boylece G = G’ = 1 olur ki bu bir geliskidir.
Boylece Z(G) < K oldugu kabul edilebilir. Ciinkii hipotezden bir j > 1 i¢in Z(G) < K;
olacak sekilde bir K; vardir ve artan zincirde K; den onceki terimler atilarak j = 1 alinip
indisler yeniden diizenlenerek artan zincir olusturulabilir. Kabul edelim ki iddia yanlis
olsun. Yani G grubu Y ye gore (x)-0zelligini saglamasin. O zaman 1 # w e G igin w ¢ V
olacak sekilde G nin her sonlu iiretegli V altgrubu ve her L 6z altgrubu i¢in en azindan bir
y€Y\L vardir oyle ki w¢ (V,y) dir. O zaman w ¢ 1 oldugundan en azindan bir
y1 € Y\ K; vardir 6yle ki w ¢ (1,y;) = (y1) dir. Benzer sekilde w ¢ (y;) oldugundan en
azindan bir y2 € Y \ Ky vardir dyle ki w ¢ (y1,y2) dir. Bu sekilde devam edilirse Y nin
sonsuz {y;| i > 1} altklimesi elde edilir Oyle ki her i>1 i¢cin y; ¢ K; ve
WY1, Y2, .-, Yi) <Y1,Y2, .-, Yin Yirr) dir. U =52, (Y1,Y2,...,Yn) olsun. U, G nin
0z altgruplarinin artan zincirinin birlesimi oldugundan sonsuz ¢oklukta eleman tarafindan
iiretilen G nin bir altgrubudur ve w ¢ U oldugundan U < G dir. Fakat U nun {y;| i > 1}

altkiimesi hicbir K; tarafindan igerilmediginden U da igerilmez. Bdylece hipotezden U = G
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olmalidir. Bu ise U < G olmasiyla geligir. O halde G grubu Y ye gore (x)-0zelligini saglar.
m|

Bundan dolay1 eger bir lokal sonlu barely gegisli p-grubu c¢oziilebilir bir nokta

dengeleyenine sahip ise Teorem 1.1(a) dan dolay1 grup ¢oziilebilirdir.

Teorem 1.2 nin Ispati

G grubu her 6z altgrubu residually (sonlu exponentli nilpotent) ve herhangi iki 6z altgrubu
bir 6z altgrubunu iireten bir miikkemmel lokal sonlu grup olsun. Ayrica (w,V,L) t¢lisii G
icin bir (x)-ticliisii olsun. U = (w,V)°L olsun. Onerme 3.2 den G bir mitkemmel lokal
nilpotent grup oldugundan Lemma 4.7 nin ispatindaki gibi (w,V)® # G dir ve boylece
hipotezden U # G dir. Boylece Lemma 3.4 ten (w,V,U) Ug¢liisii G igin bir (x)-ti¢lisidiir. X,
G nin herhangi bir 6z altgrubu olsun. Hipotezden (w,V)°X # G dir. Hipotezden G lokal
sonlu ve G nin herhangi iki 6z altgrubu bir 6z altgrubunu iirettiginden G sonsuz iireteclidir.
Dolayisiyla her i > 1 igin (w, V)GX < Xj < Xi+1 <G olmak tizere G = |J;2; X; oyle ki
y; € G\ X; olmak tlizere X;.; = (y;,X;) seklinde G nin X; 6z altgruplar elde edilebilir.
Ayrica hipotezden her X; residually (sonlu exponentli nilpotent) altgruptur. Boylece
Lemma 4.7 den her i > 1 icin |X; : X; N U| sonludur. Ozel olarak |X : X N U| sonludur.
N = Coreg(U) ve G = G/N olsun. O zaman Coreg(ﬁ) < Coreg(U)N/N =1 oldugundan
Ngec (U) =1 dir. G nin her X 6z altgrubu igin |X : X N U| sonlu oldugundan IX : X NU|
sonludur. Lemma 2.49 dan G bir sonsuz kiime iizerinde bir miikemmel barely gecisli gruba

izomorftur. O
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5. TEOREM 1.3 VE TEOREM 1.4 UN iSPATI

5.1. Lemma

G bir sonsuz tiretegli MNS-grup olsun. 1 # w € G i¢in G nin w elemanina gore (x)-ii¢liisii
olmasin. O zaman w ¢ V olacak sekilde G nin bir sonlu iiretegli V' altgrubu vardir dyle ki
eger y € G ve d((V,y)) > d(V) ise w € (V,y) dir. Diger bir deyisle (w, V) ikilisi G igin bir
seckin ikilidir.

fspat

G grubu hipotezden lokal ¢oziilebilir ve Onerme 3.2 den sayilabilir sonsuzdur. U, w ¢ U
olacak sekilde G nin bir sonlu iiretegli altgrubu olsun. Hipotezden 1 # w € G igin G ye
gore bir (x)-licliisii olmadigindan G nin her L 6z altgrubu i¢in bir y € G \ L vardir dyle ki
w ¢ (U,y) dir. L herhangi bir 6z altgrup oldugundan L =U alinirsa bir y; € G\ U
secilebilir dyle ki w ¢ (U,y;) dir. Ayrica y; elemani, eger miimkiinse, d({U,y1)) > d(U)
olacak sekilde secilebilir. Eger burada veya bundan sonra bu sekilde G nin hicbir eleman
secilemiyorsa seckin ikili tanimindaki ikinci sartin hipotezi saglanmadigindan (w, U) ikilisi
seckin ikili olur. Uy = U olmak iizere U; = (Up,y;) olsun. U; altgrubu w ¢ U; olacak
sekilde G nin bir sonlu iiretecli altgrubu oldugundan tekrar G nin her L 6z altgrubu i¢in en
azindan bir y € G\ L vardir 6yle ki w ¢ (U;, y) dir. Burada benzer sekilde L = U; alinarak,
eger mimkiinse, d({(U1,y2)) > d(Uy) olacak sekilde yo € G\ U; segilebilir. Benzer sekilde
Uz = (Ui, y2) olsun. Simdi w elemani ve Us altgrubu i¢in yukaridaki islemler benzer

sekilde tekrarlanirsa

Y1,Y2, - s Yny ... Ve Up, Uy, ..., Uy, . ..

olacak sekilde G nin elemanlarinin ve sonlu iiretecli altgruplarini sonsuz bir dizisi elde

edilir dyle ki

heri>0 1(;111 Uiz = <Ui’yi+1> vew¢U; <Usq

ve ayrica y;, eger miimkiinse, d(U;;+1) > d(U;) olacak sekilde secildi.
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W:OUi

i=0

olsun. w¢ W oldugundan W < G olur ve boylece hipotezden W c¢ozilebilirdir. W
coziilebilir oldugundan sonlu bir ¢oziilebilirlik uzunluguna sahiptir. Boylece her i > 0 i¢in
Ui de c¢ozilebilir ve U; <W oldugundan d(U;) <d(W) dur. Yani yji1,yj42,- .-
elemanlarinin nasil se¢ildigi 6nemli olmaksizin bir en kiiclik j > 1 dogal sayis1 vardir dyle
ki her k>j i¢in d(Ux)=d(U;) =d(W) dir. Bir baska ifadeyle eger y € G\ U; ve
d({Uj,y)) > d(U;) ise w € (Uj,y) dir. Aksi halde w ¢ (Uj,y) < W ve d(W) < d(Uj, 1))
olur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece V = U; alinirsa (w, V) ikilisi G i¢in bir se¢kin ikilidir. O

Lemma 5.1 den eger G bir sonsuz iiretegli MNS-grup ise her 1 # w € G ve G nin sonlu
tiretecli her U altgrubu i¢in U < V olacak sekilde bir sonlu tiretegli V altgrubu vardir dyle
ki (w,V) ikilisi G igin ya ()-ikilisidir ya da seckin ikilidir. Ikinci durumda eger
E € E*(w, V) ise her y € E i¢in d({(V,y)) = d(V) dir. Elbette K, E < K olacak sekilde G nin
herhangi bir altgrubu ise E altgrubu w elemanini icermeyen V yi kapsayan G nin maksimal
altgrubu oldugundan w € K \ E dir ancak bu d({V,y)) > d(V) olacak sekilde bir y € K \ E

nin varligimi gerektirmez.
5.2. Lemma

G bir sonsuz iiretecli MNS-grup olsun. 1 # w € G i¢in (w,V) ve (w, Vq) ikilisi V <V

olacak sekilde G grubunun iki segkin ikilisi olsun. O zaman E*(w, V;) C E*(w, V) dir.

jspat

R € E*(w,Vy) olsun. O zaman R altgrubu w ¢ R ve V; < R olacak sekilde G nin bir
maksimal altgrubudur. Béylece w ¢ R ve V < R oldugundan bir E € E*(w,V) i¢gin R < E
dir. w ¢ E, V; < E ve R altgrubu G nin (w, V1 )-maksimal altgrubu oldugundan R = E olmak
zorundadir ki boylece R € E*(w, V) oldugundan E*(w, V;) C E*(w, V) dir. m|

5.3. Lemma

G bir sonsuz iiretecli MNS-grup olsun. Kabul edelim ki 1 # w € G i¢in G nin (x)-ii¢liisii

olmasin. O zaman G nin her (w, V) seckin ikilisi i¢in (E(w, V)) = G dir.
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jspat

Kabul edelim ki 1 # w € G igin G nin (x)-iigliisii olmasin. Miimkiinse iddia saglanmasin. O
zaman Lemma 5.1 den bir (w, V) seckin ikilisi vardir ve kabulden dolay1 (E(w, V)) # G dir.

Seckin ikili tanimindan
w ¢ V fakat eger d((V,y)) > d(V) olacak sekilde y € G ise 0 zaman w € (V, y)

dir. L = (w, V,E(w, V)) olsun. Lemma 2.74 ten G bir lokal ¢oziilebilir grup oldugundan SI-
gruptur. Dolayisiyla faktorleri abelyan olan normal serisi vardir ve G hipotezden
¢oziilebilir olmadigindan normal seri sonlu uzunluga sahip degildir. Dolayisiyla G grubu
1=No<N;<...Ng =G olacak sekilde 06z normal altgruplarin artan birlesimi
oldugundan G = Ug<p Nq dir. Bdylece bir « < B igin {w} UV U E(w,V) C N, oldugundan
L < N, dir. Béylece L # G dir. E(w,V) C L ve E(w,V) = {y € G| w ¢ (V,y)} oldugundan
her y € G\ L igin we (V,y) dir. Fakat bu 1 # w € G i¢in G nin (x)-ii¢liisii olmamasi
hipoteziyle ¢elisir. O halde kabul yanlis olup iddia saglanir. O

5.4. Lemma

G bir sonsuz iiretecli MNS-grup ve (w, V) ikilisi G i¢in bir se¢kin ikili olsun. O zaman
W*(w, V) maksimal elemanlar igerir. W*(w, V) nin bir maksimal eleman1 M olmak tizere

G = G/M olsun. O zaman ya Z(G) = 1 yada wV N Z(G) # 1 dir.
fspat
Her i > 1 ve baz1 E; € E*(w, V) ler igin D; = Coreg(E;) olmak tizere

Di<Dy<...<D,<...

W*(w,V) nin elemanlarinin artan bir zinciri olsun. D* = Ji2; D; olsun. O zaman
VD* = J;2, VD; dir. Ayrica her i > 1 i¢in w¢E; € E'(w,V) ve V <E; oldugundan
VD; <E; olur ve bdylece w¢VD; dir. Her i>1 icin w¢VD; oldugundan
w ¢ U2, VD; = VD" dir. Boylece VD* < G oldugundan bir E € E*(w,V) i¢in VD" < E
dir. D* < G oldugundan D* = Coreg(D*) < Coreg(E) dir. Boylece Dy = Cores(E) olmak
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tizere D* < Dg dir. Dg € W*(w, V) oldugundan Dg ispatin basindaki artan zincirin bir st
smiridir. O halde W*(w, V) nin keyfi segilen her artan zinciri igin bu sekilde bir tist sinir

bulunabileceginden Zorn Lemmadan W*(w, V) bir maksimal eleman igerir [24].

Kabul edelim ki W*(w,V) nin bir maksimal elemani M olmak iizere G = G/M olsun.
Z(G) =1 ise iddia saglandigindan Z(G) # 1 olsun. Kabul edelim ki bu sartlar altinda
lemmanim iddias1 saglanmasin yani wV N Z(G) = 1 olsun. w ¢ V oldugundan w ¢ VZ(G)
dir. Aksi halde w =ox olacak sekilde bir €V ve bir x € Z(G) vardir. X € Z(G)
oldugundan w =xv ve boylece x = w(v) ! dir. O zaman X € wV N Z(G) oldugundan
x =1 dir. Boylece w =0 € V olur ki bu bir geliskidir. Z(G) = Z/M olsun. O zaman
w ¢ ZV oldugundan bir E € E*(w,V) i¢in ZV < E dir. Bu durumda Z <G oldugundan
Z = Coreg(Z) < Coreg(E) dir. Ancak M < Z < Coreg(E), Coreg(E) € W*(w,V) ve M,
W*(w, V) nin bir maksimal eleman1 oldugundan Z = M olmak zorundadir. O zaman

Z(G) = 1 olur ki bu hipotez ile gelisir. O halde kabul yanlis olup WV N Z(G) # 1 dir. O
5.5. Lemma

G bir periyodik lokal nilpotent grup ve N, N N Z(G) = 1 olacak sekilde G nin bir asikar
olmayan normal altgrubu olsun. w € G ve V, G nin w elemanini icermeyen sonlu bir
altgrubu olsun. O zaman N tarafindan igerilen w ¢ VL olacak sekilde G nin trivial olmayan

bir L normal altgrubu vardir.
fspat

Hipotezden N N Z(G) = 1 oldugundan Lemma 2.75 ten N altgrubu G nin agikar olmayan
bir minimal normal altgrubunu iceremez. Boylece N normal altgrubu G nin minimal
normal altgrubu olamayacagindan N tarafindan 6z olarak kapsanan G nin bir asikar
olmayan N; normal altgrubu vardir. Bu sekilde sonsuz kez devam edilirse bir y limit

ordinal elde edilir 6yle ki her @ < y i¢in N, > Ny41 ve
(\Na=1

dir. Kabul edelim ki eger miimkiinse her a < y i¢gin w € VN, olsun. O zaman Lemma 4.7

nin ispatindaki gibi V sonlu oldugundan
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w e mVNa:VﬂNa:V

a<y a<y
olur ki bu bir geliskidir. Oyleyse en az bir & < y icin w ¢ VN, ve N, # 1 dir. O

Teorem 1.3 iin Ispati

G her homomorfik goriintiisiindeki sonlu altgruplarin normal kapanislari residually
nilpotent olan bir lokal sonlu MNS-p-grup olsun. G lokal sonlu oldugundan bir periyodik
gruptur. Ayrica G grubu lokal sonlu MNS-p-grup oldugundan sonsuz tireteclidir. Aksi halde
G sonlu p-grup olur. Boylece Lemma 2.42 den G ¢0ziilebilirdir. Ancak bu G nin MNS-grup
olmast ile gelisir. Ek olarak G MNS-grup oldugundan G’ < G ise G’ ¢oziilebilir ve boylece
Sonu¢ 2.39 dan G coziilebilir olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla G bir miikemmel
gruptur. Eger G nin her K homomorfik goriintiisii K \ Z(K) nin elemanlar1 i¢in bir (x)-
ticliisiine sahipse Teorem 1.1(a) dan G ¢oziilebilir olur ki bu G nin miikemmel grup olmasi
ile ¢eligir. O halde G nin bir H epimorfik goriintiisii vardir dyle ki eger wy € H \ Z(H) ise
H nin wy igin (x)-liclisii yoktur ve boylece Lemma 5.1 den wy ¢ Uy olacak sekildeki H
nin her Uy sonlu altgrubu i¢in Uy < Vy olacak sekilde H nin bir Vg sonlu altgrubu vardir
oyle ki (wg, V) ikilisi H i¢in bir seckin ikilidir. Genelligi bozmadan Teorem 1.1(a) nin

ispatindaki gibi ispat sadeligi icin H = G oldugu kabul edilebilir.

G bir miikkemmel grup oldugundan G # Z(G) dir ve bdylece bir w € G\ Z(G) vardir. O
zaman Lemma 5.1 den G nin sonlu bir V altgrubu vardir dyle ki (w, V) ikilisi G i¢in bir

seckin ikilidir. Ayrica Lemma 5.3 ten (E(w, V)) = G dir.

Her E € E*(w,V) i¢in Dg = Coreg(E) olsun. Lemma 5.4 ten S € E*(w,V) olmak flizere
W*(w, V) nin bir Dg maksimal eleman1 vardir. G = G/Ds ve Z = Z(G) olsun. O zaman

Lemma 5.4 ten ya Z = 1 ya da bir u € V vardir 6yle ki 1 # wu € Z dir.

ZNnV =1 dir. Eger 1 £z ¢ ZNV ise Dg<S oldugundan Dg(z) < DsV < S dir. Ayrica
Zy<Z oldugundan (z) = ((z)Ds)/Ds < G olur ve boylece (z)Ds <G dir. 1 #z =zDg
oldugundan z ¢ Dg dir ve dolayisiyla Dg < (z)Ds dir. Boylece Ds # S oldugundan S
altgrubu G nin bir normal altgrubu degildir. Dolayisiyla Ds < (z)Ds < S dir. Ancak bu Dg

nin S i¢inde G nin bir maksimal normal altgrubu olmasi ile ¢elisir.
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Kabul edelim ki eger miimkiinse Z lokal devirli olmasm. O zaman Teorem 2.78 den
(z1) N (z2) = 1 olacak sekilde Z nin p2 mertebeli bir (z1,z2) elemanter abelyan altgrubu
vardir. Bu durumda Z NV = 1 oldugundan i = 1,2 olmak iizere en az bir i i¢in w & (z;)V
dir. Eger her i = 1,2 i¢cin w € (Z;)V ise w = x,;7; olacak sekilde bir x; € (z;) ve bir v; € v
elemant vardir. O zaman w = X107 = X202 oldugundan D109 P =% % € ZNV dir
Boylece x1 = x2 olur ki bu (z1) N (z2) = 1 olmasiyla c¢elisir. O halde (z; W nin G igine ters
gorlntiisi almirsa w ¢ (z;)VDs olur. Ayrica V <(z;)VDg ve S € E*(w,V) oldugundan
(z;)VDs < S dir. Boylece w ¢ (z;)Ds > Dg olur ki bu (z;)Ds < G oldugundan Ds nin S

icinde G nin bir maksimal normal altgrubu olmast ile gelisir. O halde Z lokal devirlidir.

Son olarak kabul edelim ki Z(G) =1 olsun. O zaman Lemma 5.5 ten 1#G<G
oldugundan G nin bir 1 # L normal altgrubu vardir 6yle ki w ¢ VL dir. Boylece bir
E € E*(w,V) igin VL < E dir. Bundan dolay1 L < Coreg(E) dir. O halde Coreg(E) # 1 ve
Coreg(E) € W*(w,V) oldugundan W*(w,V) nin Coresg(E) elemanini igeren agikar

olmayan bir maksimal eleman1 vardir. O
5.6. Lemma

G bir sonsuz iiretecli MNS-grup olsun. Kabul edelim ki 1 # w € G i¢in G nin (*)-iicliisii

olmasin. (w, V) ikilisi G i¢in bir se¢kin ikili olsun. O zaman asagidakiler saglanir.

(a) V < U olacak sekilde G nin bir (w, U) segkin ikilisi vardir 6yle ki her E € E*(w, U) igin
d(E) =d(U) dir. Boylece (w,U) ikilisi G ig¢in bir dominant ikilisidir. Ayrica
E*(w,U) C E*(w, V) dir.

(b) (w,U) ikilisi G igin bir dominant ikilisi olsun. R € E*(w,U) ve U; altgrubu U < Uy
olacak sekilde R nin sonlu iiretegli bir altgrubu olsun. O zaman (w, Uy) ikilisi G igin bir

dominant ikilisidir.
fspat

(a) Kabul edelim ki iddia yanlis olsun. O zaman V < U olacak sekilde her U < G igin
(w, U) baskin ikili degildir. Dolayisiyla (w, V) ikilisi de baskin ikili degildir ve bdylece bir
E1 € E*(w,V) i¢in d(E1) >d(V) ve (w,V) seckin ikili oldugundan her y € E; igin
d({V,y)) = d(V) dir. Béylece E; in V yi kapsayan sonlu iiretegli bir F; altgrubu vardir dyle
ki d(V) <d(F,) =d(E;) dir. Ger¢ekten Ky =V olmak fiizere bir y; € E; \ Ko igin
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K1 = (Ko, y1) ise d(Kp) =d(Ky) dir. Bir ys € E; \ K; i¢in Ko = (K1,y2) olmak {izere
d(Ky) < d(Ks) dir. Bu sekilde devam edilirse bir i i¢in d(K;) = d(E1) olmalidir ¢iinkii E;
hipotezden ¢oziilebilirdir. Ayrica F; altgrubu G nin w ¢ F; olacak sekildeki bir sonlu
tiretegli altgrubu ve G nin w i¢in (x)-lgliisii olmadigindan Lemma 5.1 den F; < V; olacak
sekilde bir (w,Vy) seckin ikilisi vardir. Benzer sekilde kabulden (w, Vi) baskin ikili
degildir. Boylece bir E; € E*(w, V) i¢in d(Vi) < d(E2) dir. Ayrica hipotezden Eo
¢oziilebilir oldugundan Es nin V; i kapsayan d(V;) < d(F3) = d(E3) olacak sekilde sonlu

iiretecli bir F, altgrubu vardir. Bu sekilde devam edilirse

V=WVW<Vi<...<V,<...

olacak sekilde G nin sonlu iiretegli altgruplarinin artan bir zinciri elde edilir dyle ki her
i > 1 i¢in (w,V;) ikilisi G igin segkin ikilidir ve d(V;) < d(Vi;1) dir. V* = [J2, Vi olsun.
d(V*) sonlu degildir ve boylece V* ¢oziilebilir degildir. Ancak w ¢ V* oldugundan
hipotezden V* ¢oziilebilir olmahidir ki bu bir ¢eligkidir. O halde kabul yanlis olup V < U
olacak sekilde G nin bir (w,U) seckin ikilisi vardir &yle ki her E € E*(w,U) igin
d(E) = d(U) dir. Yani (w,U) ikilisi G i¢in bir dominant ikilisidir. Ayrica Lemma 5.2 den
V < U oldugundan E*(w,U) C E*(w, V) dir.

(b) (w,U) ikilisi G i¢in bir dominant ikilisi olsun. R € E*(w,U) ve U; altgrubu U yu
kapsayan R nin bir sonlu iiretecli altgrubu olsun. Oncelikle (w,U;) ikilisinin G igin bir
seckin ikili oldugunu gosterelim. Hipotezden w i¢in G nin (x)-ii¢liisii olmadigindan U i
kapsayan sonlu lirete¢li G nin her K altgrubu i¢in (w, K) ikilisi G i¢in (x)-ikilisi degildir.
y € G i¢in d({Uy,y)) > d(Uy) olsun. Eger miimkiinse kabul edelim ki w ¢ (Uj,y) olsun.
U < Uy oldugundan (Uy,y) < E olacak sekilde bir E € E*(w,U) vardir. Boylece (w,U)
ikilisi G i¢in bir dominant ikilisi oldugundan d(E) = d(U) olmak lizere

d((U1,y)) < d(E) = d(U) < d(U1)

dir. Boylece d({U1,y)) < d(Uy) olur ki bu bir geliskidir. O halde d({Ui,y)) > d(Uy) ise
w € (U, y) olup (w, Uy) ikilisi G igin bir segkin ikilidir.

Her E € E*(w, Uy) igin (w, U), (w, Uy) ikilileri G i¢in segkin ikililer ve U < U; oldugundan
Lemma 5.2 den E € E*(w,U) dir. (w,U) dominant ikili oldugundan d(E) = d(U) ve
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U < U; < E oldugundan d(U;) = d(E) dir. Boylece (w,U;) ikilisi G igin bir dominant

ikilisidir. a
5.7. Lemma

G bir sonsuz iiretegli grup olsun. (w, V) ikilisi G i¢in bir seckin ikili ve w ¢ VS olacak
sekilde S < G olsun. Kabul edelim ki U, (wS, US/S) ikilisi G/S boliim grubu i¢in bir seckin
ikili olacak sekilde G nin V yi kapsayan bir sonlu iiretegli altgrubu olsun. Eger bir L < G
icin L/S € E*(wS,US/S) ise L € E*(w, V) dir.

fspat

L/S € E*(wS,US/S) olsun. O zaman L/S, wS ¢ L/S ve US/S < L/S olacak sekilde G/S nin
bir maksimal altgrubudur. US/S < L/Sise U < US < L dir. Hipotezden V < U oldugundan
V < Lve wS ¢ L/S oldugundan w ¢ L dir. O zaman L < T olacak sekilde bir T € E*(w, V)
vardir. U<T ve w¢T oldugundan US/S<T/S ve wS¢T/S dir. L/S<T/S ve
L/S € E*(wS,US/S) oldugundan L/S = T/S dir ve boylece L = T dir. O

5.8. Lemma

G bir sonsuz lokal sonlu MNS-p-grup olsun. w € G ve V, w ¢ V olacak sekilde G nin bir

sonlu altgrubu olsun. E, G nin bir (w, V)-maksimal altgrubu ise Coreg(E) # E dir.
Ispat

Kabul edelim ki Coreg(E) = E olsun. M = E ve G = G/M olsun. O zaman Lemma 3.7 den
[{w)| = p dir. Kabul edelim ki 7&, G nin w yi igeren bir maksimal elemanter abelyan
altgrubu olsun. Eger A sonlu ise Lemma 2.71 den G bir Chernikov gruptur. Ancak eger G
Chernikov grupsa G nin minimal sartin1 saglayan bir normal abelyan N altgrubu vardir
yle ki G/N sonludur. G/N aym zamanda p-grup oldugundan Lemma 2.42 den ¢oziilebilir
olur ki bu G nin miikemmel grup olmasiyla gelisir. O halde A nin sonsuz goklukta eleman1
olmalidir. A bir lokal sonlu sonsuz elemanter abelyan grup oldugundan eger bir 1 £ € A
icin (@) N (w) # 1 ise A p exponentli oldugundan |(@)| = p dir ve boylece (@) devirli ve
birim eleman disindaki her elemani {irete¢ elemani oldugundan (a) = (w) dir. Dolayisiyla

A sonsuz oldugundan (a) N (w) = 1 olacak sekilde bir 1 #a € A vardir. Ters goriintiileri
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almirsa w ¢ (a, M) ve (a, M) > M olur ki bu M = E oldugundan E nin (w, V)-maksimal
altgrup olmasi ile ¢elisir. O halde kabul yanlis olup Coreg(E) # E dir. O

5.9. Lemma

G bir sonsuz lokal sonlu MNS-p-grup olsun dyle ki G \ Z(G) nin elemanlari i¢in G ye goére
(*)-ticliisii olmasm. w ¢ Z(G) olmak tizere (w, V) ikilisi G i¢in bir dominant ikili olsun. M,
W*(w, V) nin bir maksimal eleman1 olmak iizere G = G/M olsun. O zaman V < U ve

L < G olmak iizere G nin (w, U, L) formunda (*)-tigliisii yoktur.
fspat

Kabul edelim ki (w,U, L) iigliisii G igin bir (x)-iigliisii olsun 6yle ki U, G nin bir sonlu
altgrubu, V < U ve L < G dir. w ¢ U = UM/M oldugundan w ¢ UM dir. Ayrica V < MU
oldugundan UM < E olacak sekilde bir E € E*(w,V) vardir. Bdylece M < E ise
M = Coreg(M) < Coreg(E) , Coreg(E) € W*(w,V) ve M, W*(w,V) nin maksimal
elemant oldugundan M = Coreg(E) dir. Lemma 5.8 dan M < E ve Lemma 5.6(b) den
V < U oldugundan eger zorunluysa U altgrubu U £ M olacak sekilde E icinde
genisletilebilir. Z(G) = Z/M olsun.

flk olarak kabul edelim ki W ¢ Z olsun. Lemma 4.1 den U yi kapsayan G nin sonlu bir B
altgrubu vardir dyle ki (wZ, BZ/Z) ikilisi seckin ikili degildir. O zaman Lemma 5.1 den
Z < R < G olmak tizere (WZ, BZ/Z,R) ticliisii G/Z icin bir (+)-ticlisiidiir. G bir mitkemmel
grup oldugundan G de bir miikemmel gruptur. Bylece Lemma 2.40 tan Z(G/Z) = 1 dir. G
bir lokal sonlu MNS-p-grup oldugundan G/Z de ayni dzellikleri saglar. G/Z lokal sonlu
oldugundan periyodiktir. Ayrica G/Z lokal sonlu p-grup oldugundan sonlu iiretecli her
altgrubu sonlu p-gruptur. Boylece sonlu tiretecli her altgrubu Lemma 2.42 den bir nilpotent
gruptur. Dolayisiyla G/Z lokal nilpotenttir. Bdylece Lemma 5.5 uygulanirsa G/Z nin bir
N/Z # 1 normal altgrubu vardir 6yle ki wZ ¢ BNZ/Z dir. O zaman w ¢ BN oldugundan
w ¢ BN dir. V < B oldugundan bir K € E*(w,V) vardir 6yle ki BN < K dir. Boylece
Coreg(BN) < Coreg(K) dir. N/Z #1 oldugundan M <N ve w¢ VN dir. Béylece
N < Coreg(BN) oldugundan M < Coreg(K) € W*(w, V) olur ki bu M nin maksimalligi ile
celigir.
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ikinci olarak kabul edelim ki w € Z olsun. Ispatin basinda bahsedildigi gibi U ¢ M olacak
sekilde U segilebildiginden bir u € U \ M vardir. O zaman wu ¢ Z(G) dir. Eger wu € Z(G)
ise W € Z(G) oldugundan u € Z(G) dir. Ayrica (@) < G oldugundan (u)M <G ve M <G
oldugundan (u)M = (M,u) dir. % € E oldugundan M < (M, u) < Coreg(E) € W*(w, V)
olur ki bu M nin W*(w, V) deki maksimalligi ile celisir. Dolayisiyla wu ¢ Z(G) olmak
{izere Lemma 3.6 dan (wu, U, L) tclisii G icin bir (x)-iicliisiidiir. Bir énceki paragrafta
(w,U) yerine (wu,U) ile devam edilirse benzer sekilde celiski elde edilir. Boylece ispat

tamamdr. O
5.10. Lemma

G bir sonsuz lokal sonlu MNS-grup ve (w,V) ikilisi w ¢ Z(G) olmak iizere G igin bir
seckin ikili olsun. N, (w, V) altgrubunu kapsayan G nin bir normal residually nilpotent
altgrubu olsun. Eger N nilpotent degilse W*(w, V) # {1} dir.

fspat

N nilpotent olmadigindan ve N residually nilpotent oldugundan Lemma 2.79 dan

N=Nyg>N; >Ny >...

olacak sekilde N nin sonsuz ¢oklukta normal altgruplarinin azalan bir zinciri vardir dyle ki

her i > 1 i¢in N/N; nilpotent ve

i=1

dir. Ayrica Lemma 2.41 ve Lemma 2.54 ten N; = y;(N) alimirsa N;, N de karakteristik ve
N < G oldugundan N; < G dir. Lemma 4.7 nin ispatindaki gibi

ﬁvm:v
i=1
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oldugundan bir i > 1 i¢in w ¢ VN; dir. O zaman VN; < E olacak sekilde bir E € E*(w, V)
vardir. Ayrica N/N; nilpotent ve N nilpotent olmadigindan N; # 1 ve N; < E oldugundan
N; = Coreg(N;) < Coreg(E) dir. O halde 1 # Coreg(E) € W*(w, V) dir. m|

Teorem 1.4 iin Ispati

G her 6z altgrubu ¢oziilebilir ve her homomorfik goriintiisiindeki sonlu altgruplarin normal
kapaniglar1 residually nilpotent olan bir sonsuz iiretegli periyodik grup olsun. Kabul edelim
ki (a) saglanmasin. O halde G ¢oziilebilir degil ve her 6z altgrubu ¢oziilebilir oldugundan
G bir miikkemmel gruptur. Onerme 3.2 den bir p asali igin G bir miikkemmel sayilabilir
sonsuz lokal sonlu p-gruptur. O halde Teorem 1.3 uygulanirsa H \ Z(H) nin elemanlari i¢in
H ya gore (*)-lgliisii olmayan G nin bir H homomorfik goriintiisii bulunabilir. Bu durumda
Lemma 5.1 ve Lemma 5.6 den her wy € H \ Z(H) ve wy ¢ Uy olacak sekildeki H nin her
sonlu Uy altgrubu icin H nin Uy < Vj olacak sekilde bir sonlu Vi altgrubu vardir dyle ki
(wgr, Vi) ikilisi H i¢in bir segkin (dominant) ikilidir. Genelligi bozmadan ispat sadeligi i¢in
H = G kabul edilebilir.

w € G\ Z(G) secelim. O zaman yukaridaki agiklamadan G nin bir sonlu V altgrubu vardir
oyle ki (w, V) ikilisi G igin bir se¢kin ikilidir. O zaman Lemma 5.4 ten W*(w, V) nin bir M
maksimal elemani vardir. G = G/M olsun. Lemma 5.9 dan V < U olmak iizere G nin
(w, U, L) formunda (*)-ii¢liisii yoktur. Bu durumda Lemma 5.1 ve Lemma 5.6(a) dan V yi
kapsayan G nin bir sonlu U altgrubu vardir 6yle ki (w,U) ikilisi G i¢in bir dominant
ikilisidir. R = R/M € E*(w,U) ise Lemma 5.7 den R € E*(w,V) dir. Boylece M <R ve
M < G oldugundan M = Coreg(M) < Coreg(R) € W*(w, V) ve M, W*(w, V) de maksimal
oldugundan M = Coreg(R) dir. Boylelikle Corez(R) < Coreg(RYM/M =1 oldugundan
Corez(R) = 1 dir. O halde agik olarak her R € E*(w,U) i¢in Coreg(R) =1 oldugundan
W*(w,U) = {1} dir. Ayrica eger Z(G) = 1 veya eger G nin bir sonlu F altgrubu igin F nin
G deki normal kapanisi nilpotent degilse sirasiyla Lemma 5.5 veya Lemma 5.10 dan
W*(w,U) # {1} oldugundan bu bir geliskidir. Gergekten Lemma 5.5 i¢in Onerme 3.2 den
G periyodik lokal nilpotenttir. Z(G)NG =1, w € G ve U, w ¢ U olacak sekilde G nin bir
sonlu altgrubu oldugundan asikar olmayan bir K < G vardir 6yle ki w ¢ UK dir. O zaman
birimden farkli bir E € E*(w,U) vardr oOyle ki UK<E ve boylece
1K= Corea(f) < Coreg(f) oldugundan 1 # CoreE(E) € W*(w,U) dir. Lemma 5.10
icin G bir sonsuz lokal sonlu MNS-grup ve (w, U) ikilisi G icin bir seckin ikilidir. G nin

her sonlu F altgrubunun normal kapanisi residually nilpotenttir. Bir F sonlu altgrubunun
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normal kapanist nilpotent degilse Lemma 5.10 un hipotezini saglamak icin gerekirse F
yerine sonlu iiretecli (w, U, F) altgrubu alinirsa F < (w,U,F) oldugundan ve F nin normal
kapanisi nilpotent olmadigindan (w, U, F) nin normal kapanist nilpotent degildir ve bdylece
W*(w,U) # {1} dir. O halde Z(G) # 1 ve G nin her F altgrubu i¢in F nin G deki normal
kapanist nilpotenttir. Boylece Lemma 2.72 den G bir Fitting p-gruptur. Ayrica Teorem 1.3
ten Z(G) asikar olmayan bir lokal devirli gruptur.

(b) nin ispatin1 tamamlamak i¢in G nin bir homomorfik gériintiisiiniin varligmi gostermek
yeterlidir 6yle ki bu homomorfik goriintiiniin her homomorfik goriintiisii merkezinde
olmayan elemanlar igin (*)-iicliisiine sahip degildir. Onceki paragraftan G bir miikkemmel
Fitting p-gruptur. Kabul edelim ki eger miimkiinse G nin bir H homomorfik gériintiisii
olsun Oyle ki H nin her homomorfik goriintiisiiniin, merkezinde olmayan elemanlara goére
(x)-Ugliisii olan bir homomorfik goriintiisii olsun. O zaman 6zel olarak H, wy ¢ H \ Z(H)
olmak tizere (wg,Vy,Ly) (*)-Ucliisiine sahiptir. Genelligi bozmadan H = G kabul
edilebilir.

(w,V,L) Uglisii w¢ Z(G) olmak iizere G igin bir (x)-licliisii olsun. Ayrica yukaridaki
kabulden G nin her homomorfik goriintiisiiniin merkezde olmayan elemanlar1 ig¢in (x)-
ticliisiine sahip bir homomorfik goriintiisii vardir. G Teorem 1.1(a) nin hipotezini saglar ve
(w,V,L) (*)-lcliistine gore Teorem 1.1(a) nin ispatindaki gibi devam edilirse G nin bir
miikkemmel grup olmadigr dolayisiyla ¢oziilebilir oldugu elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. O
halde G nin bir K homomorfik goriintiisii vardir dyle ki K nin hi¢bir homomorfik
goriintiisti merkezde olmayan elemanlara gore (x)-ligliisiine sahip degildir. Ayrica ispatin
ilk kismindan Z(K) nin asikar olmadig1 ve lokal devirli oldugu kabul edilebilir. Bdylece (b)

saglanip ispat tamamlanmais olur. O

Sonuc 1.5 in Ispati

Kabul edelim ki G ¢oziilebilir olmasin. O zaman Onerme 3.2 den G bir miilkemmel lokal
sonlu MNS-p-gruptur. Teorem 1.4(b) den G nin Fitting grup olan bir H homomorfik
goriintlisli vardir ve H nin her homomorfik goriintiisliniin merkezinde olmayan elemanlara
gore (x)-lgliisii olmadigindan 6zel olarak H nin da merkezinde olmayan elemanlara gore
(*)-Ucliisii yoktur ve Lemma 5.1, Lemma 5.6 den H nin wy ¢ Z(H) i¢in bir (wg, V)
dominant ikilisi vardir. Ispat sadeligi icin H = G ve G nin bir Fitting grup oldugu ve

w ¢ Z(G) olacak sekilde bir (w,V) dominant ikilisine sahip oldugu kabul edilebilir. G



69

sayilabilir sonsuz oldugundan Onerme 3.2 de tanimlandig sekilde her i > 1 i¢in N;, G nin

bir sonlu altgrubunun normal kapanist ve N; < N;; olmak {izere

G:ONi

i=1

dir. Bir i > 1 i¢cin M = N; olsun. Hipotezden M residually sonlu oldugundan Lemma 2.79

dan

M=M; >My >Ms>...

olacak sekilde M nin normal altgruplarinin azalan bir zinciri vardir dyle ki her j > 1 igin
M/M; bir sonlu p-grup ve (121 M;j = 1 dir. Bu durumda Lemma 4.7 nin ispatindaki gibi V

sonlu oldugundan

ﬁ VM; =V
j=1

dir. Bu durumda bir j>1 i¢cin w¢& VM; dir. O halde VM; < E olacak sekilde bir
E € E*(w, V) vardir. V sonlu iiretegli oldugundan V < G dir ve boylece V ¢oziilebilirdir.
t = d(V) olsun. (w, V) ikilisi bir dominant ikili oldugundan t = d(E) ve M; < E oldugundan
d(M;) <t dir. [M : Mj| < co oldugundan Lemma 2.51 den d(M") < t? olacak sekilde M
nin bir sonlu indeksli M* karakteristik altgrubu vardir. G bir miikkemmel grup oldugundan
G/M* mikkemmeldir ve M/M*, G/M* m sonlu normal altgrubu oldugundan Lemma 2.44
den M/M* abelyandir. Béylece Lemma 2.37 dan M’ < M* ve d(M*) < t* oldugundan
d(M’) < t? dir. O zaman d(M) < % + 1 dir. Boylece her i > 1 igin d(N;) <t?+1 ve
Uje1 Ni = G oldugundan d(G) < t? +1 dir. O halde G ¢oziilebilir olur ki bu kabul ile
celisir. O halde kabul yanlis olup G ¢oziilebilirdir. ]

5.11. Lemma

G bir periyodik sonsuz iiretecli MNS-p-grup ve w ¢ Z(G) olacak sekilde (w, V) ikilisi G

icin bir seckin ikili olsun. Asagidakiler saglanir.
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(a) X ={E € E*(w, V)| Cg(E) < Z(G)} ise | X| sonsuzdur.
(b) Y = {E € E*(w, V)| E hipermerkez degil} ise (Y) = G ve |Y| sonsuzdur.

fspat

(a) ik olarak X # @ oldugu gésterilmelidir. (w, V) ikilisi bir seckin ikili oldugundan w icin
G ye gore (x)-liclisii yoktur. O zaman bir yy € G\ Z(G) vardir dyle ki w ¢ (V,yp) dir.
C =Cg(yo) olsun. O halde yg ¢ Z(G) oldugundan C # G dir. G sayilabilir sonsuz
oldugundan C\ Z(G) = {c1,c2,...,¢p,...} kiimesinin sonsuz coklukta elemani vardir.
Gergekten Onerme 3.2 den G lokal sonludur. Béylece G lokal nilpotent p-gruptur. G MNS-
grup oldugundan Chernikov grup degildir. Ayrica Cs(yo) = Cs({yo)) oldugundan Lemma
2.73 ten |C| sonsuzdur. Kabul edelim ki C\ Z(G) sonlu olsun. O zaman Z(G) sonsuzdur.
Ancak yp € C\ Z(G) igin |ypZ(G)| sonsuz ve her x € ypZ(G) i¢in x € C\ Z(G)
oldugundan |C \ Z(G)| sonsuz olur ki bu kabul ile ¢elisir. Dolayisiyla |C \ Z(G)| sonsuzdur.
Her i > 1 i¢in C; = Cg(c;) olsun. O zaman her i > 1 i¢in ¢; ¢ Z(G) oldugundan C; # G dir.
G nin w igin (x)-lgliisii olmadigindan y; € G\ Cy vardir 6yle ki w ¢ (V,yo,y1) dir. Benzer
sekilde ayni1 nedenden dolay1 y2 € G\ Ca vardir dyle ki w € (V, yo, y1,y2) dir. Ayni islem
benzer sekilde sonsuz kez tekrarlanirsa her i > 1 igin w € (V,yo,y1,- .., y;) olacak sekilde

G nin yo,ys,. . . elemanlarinin sonsuz bir dizisi elde edilir.

R = U(V,yo,y1,---,yi>
i=0

olsun. O zaman V < R ve w ¢ R oldugundan R < E olacak sekilde bir E € E*(w, V) vardir.
Simdi eger bir ¢ € Cg(E) \ Z(G) varsa Cg(E) < Cs(yp) oldugundan ¢ € C dir. Boylece bir
i>1icin ¢ = ¢; olup y; € R < E oldugundan c;y; = y;c; dir. Fakat y; € G\ C; oldugundan
¢;y; # yic; olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde C(E) < Z(G) dir ve boylece X # @ dur.

E1 € X olsun. Lemma 3.5 ten E(w,V) = Ugecp(w,v)E oldugundan Lemma 5.3 ten
(E*(w,V)) = G dir. O zaman w ¢ E; oldugundan E # E; olacak sekilde bir E € E*(w, V)
vardir. y; € E\ Ej olsun. y; € E ve V < E oldugundan (V,y;) < E ve w ¢ E oldugundan
w ¢ (V,y1) dir. w igin G nin (*)-ligliisii olmadigindan Lemma 5.1 den (V,y;) < U olacak
sekilde G nin bir sonlu U altgrubu i¢in (w, U) segkin ikilisi vardir. Lemma 5.2 den V < U
oldugundan E*(w, U) C E*(w, V) dir. Ispatin ilk kismindaki gibi (w, U) ikilisi G igin seckin
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ikili oldugundan Cg(E2) < Z(G) olacak sekilde Ey € E*(w,U) vardir. Ayrica y; ¢ E; ve
y1 € U oldugundan E; # Es dir. E*(w,U) C E*(w, V) oldugundan E> € X dir. Bu paragrafin
basindan E; € X ve (w, U) seckin ikilisi i¢in devam edilirse E; # E3 olacak sekilde E3 € X

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse |X| sonsuz olur.

(b) Kabul edelim ki eger miimkiinse (Y) # G ((@) = 1) olsun. G bir MNS-grup oldugundan
Sonug¢ 2.39 dan (Y)Z(G) # G dir. (w,V) ikilisi G i¢in bir se¢kin ikili oldugundan bir
Yo € G\ (Y)Z(G) vardir oyle ki w ¢ (V,yp) dir. G = G/Z(G) olsun. G bir mitkemmel grup
oldugundan Lemma 2.40 tan Z(G) =1 dir. Co = Csz(yy) olsun. yy#1 ve Z G) =1
oldugundan Cy # G dir. Burada ve her zaman C,, Co nin G igine ters goriintiisiidiir.
w & (V,yo), V < (V,yo) ve (w, V) ikilisi G i¢in bir seckin ikili oldugundan bir y; € G\ Cy
vardir 6yle ki w & (V,yo,y1) dir. Ayrica [yo,y1] ¢ Z(G) dir. Aksi halde 7y, € Co olur ki bu

y1 € G\ Cp olmasiyla gelisir. C1 = Cz([yo, y1]) olsun. [yo, y1] # 1 oldugundan C; # G dir.
Boylece C; <G, wé& (V,yo,y1), V <(V,yo,y1) ve (w,V) ikilisi G i¢in bir se¢kin ikili
oldugundan bir yo € G\ C; vardir 6yle ki w ¢ (V, yo,y1,y2) ve [yo, y1,y2] ¢ Z(G) dir. Aksi
halde y, € C1 olur ki bu y2 € G\ C; olmasiyla celisir. Bu sekilde devam edilirse G nin

Yo,Y1,- - - elemanlarimin sonsuz bir dizisi elde edilir 6yle ki her n > 0 i¢in

w ¢ <V,y07y1>' . -,yn> ve [yO’yl" . ’yn] ¢ Z(G)

dir. V* = (V,yg,y1,...) olsun. Teorem 2.67 den V* hipermerkez degildir. Ayrica w ¢ V" ve
V < V* oldugundan V* < E olacak sekilde bir E € E*(w,V) vardir. V* hipermerkez
olmadigindan ve hipermerkez bir grubun her altgrubu hipermerkez oldugundan E
hipermerkez degildir. Dolayisiyla E € Y dir. Boylece yg € E dir. Ancak yy € G\ (Y)Z(G)
oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde (Y) = G olmalidir.

(Y) = G oldugundan Y bos kiimeden farklidir. Boylece bir E; € Y vardir. (a) nin ispatindaki
gibi Lemma 3.5 ve Lemma 5.3 ten E # E; olacak sekilde bir E € Y vardir. y; € E\ Ey
secilirse (a) daki gibi (V,y;) < U olacak sekilde G nin bir (w,U) seckin ikilisi vardir.
Lemma 5.2 den E*(w,U) C E*(w,V) oldugundan hipermerkez olmayacak sekilde bir
Es € E*(w, U) vardir. Aksi halde Y = @ ise Y kiimesi (w, U) se¢kin ikilisi i¢in tanimlanirsa
onceki paragraftan (Y) = G olmasi ile ¢elisilir. Ayrica y; € E; oldugundan E; # E5 dir. Bu

sekilde (a) daki gibi devam edilirse | Y| sonsuz olur. O
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Sonuc 1.6 nin Ispati

Kabul edelim ki hipotezden G nin her H homomorfik goriintiisii i¢in eger (wgy, Vi) ikilisi
H igin bir segkin ikili ise her L <H ve her E € E*(wg, V) i¢in Cyr(EL/L) # 1 olsun.
Kabul edelim ki eger miimkiinse G ¢oziilebilir olmasmn. O zaman Teorem 1.4(b)
uygulanirsa G Fitting grup olan bir lokal sonlu MNS-p-gruptur. Ayrica Z(G) nin agikar
olmayan bir lokal devirli grup oldugu ve G nin her K homomorfik goriintiisii i¢in K \ Z(K)
nin elemanlarma gore (+)-ikililerinin olmadig1 kabul edilebilir. G = G/Z(G) olsun. G
miikemmel grup oldugundan Lemma 2.40 tan Z(G) = 1 dir. 1 # w € G i¢in Lemma 5.1
den G nin sonlu bir V altgrubu vardir oyle ki (w, V) ikilisi G icin bir seckin ikilidir.
Z(G) = 1 oldugundan Lemma 5.11(a) dan bir E € E*(w, V) vardir 6yle ki C5(E) =1 dir.
Ancak hipotezden G bdliim grubu G nin bir homomorfik gériintiisii oldugundan CE(E) #1
olmalidir ki bu bir ¢eliskidir. O halde G ¢oziilebilirdir. O

Sonuc 1.7 nin Ispati

G periyodikse Teorem 1.4 ten iddia saglanir. Eger G periyodik degilse Onerme 3.3 ten

¢Oziilebilirdir. O
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6. SONUC

A. O. Asar’in “On infinitely generated groups whose proper subgroups are solvable” adli
makalesi bosluklar doldurulmaya calisilarak daha kolay anlasilir hale getirilmistir. Teorem

1.1(a) farkl bir sekilde ispatlanmistir. Ayrica [27] diizeltmesi teze eklenmistir.

Oz altgruplar1 ¢oziilebilir olan sonsuz iiretegli gruplarin ¢dziilebilir olup olmadig: heniiz
bilinmiyor. Bu ¢alismanin en genel sonucu olarak grubun periyodik oldugu durumda
“homomorfik goriintiilerinin sonlu iiretegli altgruplarinin normal kapaniglar1 residually
nilpotent” ek hipotezi ile birlikte grubun ¢oziilebilirligi incelenmistir (Teorem 1.4). Ayrica
Teorem 1.4 ve Sonu¢ 1.6 Kourovka' nin Notdefterindeki (Unsolved Problems in Group

Theory by Khukhro and Mazurov) Problem 16.5 (b) ve (¢) i¢in kismi cevaplardir.
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