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OZET

Bu tezde, Bernoulli F—polinomlar1 i¢in yeni bir F'—iistel iirete¢ fonksiyon ve
Bernoulli F'—polinomlarinin cesitli ozellikleri elde edildi. Euler-Fibonacci sayilar1 ve
polinomlar1 tanimlanarak, bu polinomlarin F—iistel tretecleri bulundu. Ayrica
Euler-Fibonacci sayilarimin ve polinomlarinin Bernoulli F'—polinomlar: ile iligkisi
gosterildi. Ardindan harmonik tabanli F—tstel fonksiyon tanimlandi. Bernoulli
F—polinomlari,  Euler-Fibonacci  sayilari,  Fuler-Fibonacci  polinomlart  ve
Bernoulli-Fibonacci sayilarinin harmonik tabanli F'—iistel iiretecleri tanimlandi ve bu
polinomlarin harmonik Fibonacci sayilar1 ve polinomlar: ile iligkisi gosterildi.
Bernoulli F'—polinomlarindan yararlanarak Fibo-Bernoulli matrisi tanimlandi.
Genellestirilmis Fibo-Pascal matrisinin fibonomial katsayili 6zel bir matris ile
carpanlamasi yapilarak Fibo-Bernoulli matris elde edildi. Ayrica Fibo-Bernoulli
matrisinin tersi bulundu. Son olarak Fibo-Euler matrisi tanimlanarak, bu matrisin
Fibo-Bernoulli matrisi ile iligkisi gosterildi.
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ABSTRACT

In this thesis, a new F-exponential generating function for Bernoulli F'—polynomials
and various properties of Bernoulli F—polynomials are obtained. By identifying
Euler-Fibonacci numbers and polynomials, F-exponential generating function of these
polynomials are found. In addition, the relationship of Euler-Fibonacci numbers and
polynomials with Bernoulli F'—polynomials is shown. Then, harmonic based
F-exponential function is defined. Harmonic based F-exponential generating function
is defined for Bernoulli F'—polynomials, Euler-Fibonacci numbers, Euler-Fibonacci
polynomials and Bernoulli-Fibonacci numbers, and their relations are shown with
harmonic Fibonacci numbers and polynomials. The Fibo-Bernoulli matrix is defined
using Bernoulli F'—polynomials. The generalized Fibo-Pascal matrix is multiplied by
a special matrix with fibonomial coefficient to obtain the Fibo-Bernoulli matrix. Also
the inverse of the Fibo-Bernoulli matrix is found. Finally, Fibo-Euler matrices are
defined and their relation with Fibo-Bernoulli matrix is shown.
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Sekil

Sekil 2.1.

SEKILLERIN LiSTESI

B, r (z), BY (x) ve B, (z) polinomlarinin grafikleri.



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmusgtur.

Simgeler Aciklamalar

F, n. Fibonacci Sayisi

F,! F—faktoriyel

(Z)F Fibonomial Katsayisi

el F —iistel Fonksiyon

0, F—Tirev

B, Bernoulli Sayisi

B, (x) Bernoulli Polinomu

BF Bernoulli-Fibonacci Sayisi

B (x) Bernoulli-Fibonacci Polinomu

B, r(x) Bernoulli F'—Polinomu

E, Euler Sayisi

E,(x) Euler Polinomu

E,r Euler-Fibonacci Sayis

E, r(x) Euler-Fibonacci Polinomu

h, n. Harmonik Say1

H, (x) Harmonik Polinom

F, Harmonik Fibonacci Sayisi

Fp(x) Harmonik Fibonacci Polinomu
Pr(2) Harmonik Fibonacci Vakum Operatori
eht Harmonik Tabanh Ustel Fonksiyon
P (x, F) Genellestirilmis Fibo-Pascal Matrisi
B, (z, F) Fibo-Bernoulli Matrisi

D, (x, F) Fibo-Bernoulli Matrisinin Tersi
W, Fibonomial Katsayili Matris

En(x, F) Fibo-Euler Matrisi



1. GIRIS

Ik kez Isvicreli matematikci Jakobs Bernoulli tarafindan (1654-1705) yillarmda
tanimlanan Bernoulli sayilar1 giiniimiize kadar bir ¢ok bilim insaninin ilgi odagi olmus
ve gesitli 6zellikleri incelenmigtir. Onun bu ¢aligmalar1 1713 yilinda Ars Conjectandi

adli kitabinda yaymlanmigtir [1].

Bernoulli sayilarindan yararlanarak Bernoulli polinomlari ve bu polinomlarin gesitli

ozellikleri elde edilmigtir.
Norlund, 1924 yilindaki ¢aligmasinda Bernoulli polinomlarimi tanimlamigtir [2].

S.Roman, Bernoulli sayilarinin ve Bernoulli polinomlarinin trete¢ fonksiyonunu elde

etmigtir [3].

Ik olarak Carlitz 1948 yilindaki calismasinda ¢—Bernoulli sayilari ve g—Bernoulli

polinomlarimi tanimlamigtir [4].

Al-Salam 1959 yilinda ¢—Bernoulli sayilar1 ve ¢g—Bernoulli polinomlarimin bir takim

ozelliklerini bularak rekiiranslar elde etmistir [5].

Son yillarda ise g—analiz ve g—kalkiiliis hesaplamalarla Bernoulli sayilarinin ve

polinomlarimin g—benzerleri tanimlanarak, iirete¢ fonksiyonlar: elde edilmigtir [6].

Hegazi gq—Bernoulli polinomlar1 ve ¢—gamma fonksiyonu arasindaki bagintiy1 elde

etmigtir [7].

T. Kim ve arkadaslar1 g—Bernoulli sayilar1 ve ¢g—Bernoulli polinomlarinin g—umbral
hesaplamalarim1i  yapmigtir ve genellestirilmis Bernoulli sayilarini ve Bernoulli
polinomlarim tammlamigtir [8, 9]. Ayrica g—Euler sayilar1 ve g—FEuler polinomlar:

tizerine ¢aligmalar yapmiglardir [10].

Srivastava 2004 yilindaki caligmasinda Bernoulli ve Euler polinomlar: arasindaki iligkiyi
elde etmistir [11].

Catma ise 2013 yilindaki lisansiistii tezinde Bernoulli ve Euler Polinomlarini inceleyerek

cesitli bagmtilar elde etmigtir [12].

Bernoulli sayilar1 ve Bernoulli polinomlar: matris teori ve sayilar teorisinin de ilgi odag:



olmusg, ilerleyen zamalarda elemanlari bu 6zel sayilar ve polinomlar olan gesitli matrisler

tanimlanmigtir.

Zhang, Bernoulli sayilar1 ve Bernoulli polinomlarindan yararlanarak Bernoulli
matrislerini tanimlamig, bu matrislerin ters matrisini elde etmigtir [13]. Ayrica
Bernoulli matrislerinin Pascal ve Fibonacci matrisleri ile iligkilerini elde etmistir ve

genellegtirilmis Pascal matrisini tammlamigtir [13, 14].

2008 de Ernst, yapmig oldugu calismalarda ¢—Bernoulli ve g—Pascal matrislerini
tanimlamigtir [15,16]. Ayrica Zheng, Pascal matrisinin g—analogu tizerine ¢aligmalar

yapmigtir [17].

Tuglu ve Kus ise 2015 yilinda Hegazi'nin tanimlamig oldugu g—Bernoulli sayilarim
kullanarak, g—Bernoulli matrislerini tanimlamiglar, bir takim ¢zelliklerini elde etmisler

ve g—Pascal matrisleri ile faktorizasyonunu yapmiglardir [18].

Bernoulli sayilari, Bernoulli polinomlari, Bernoulli matrisleri ve bunlarin ¢g—benzerleri;
Euler sayilari, Euler polinomlari, Euler matrisi ve Pascal matrisi gibi 6zel matrisler ve

polinomlar ile birlikte incelenerek gesitli uygulamalar: yapilmigtir [12,19-25].

Quintana ve arkadaglar1 genellegtirilmis Euler matrislerini tanimlamiglardir ve cgesitli
ozelliklerini incelemiglerdir [26]. Ayrica Euler polinom matrisinin, Stirling matrisi ile

faktorizasyonunu yapmiglardir.

Infante 2017 deki c¢alismasinda Bernoulli, FEuler ve Fibonacci matrislerinin

g—benzerlerini elde etmigtir [27].

Tuglu ve Kocger, Fibonomiyel katsayilar yardimiyla genellegtirilmis Fibo-Pascal matris

tanimlayarak Fibonomiyel katsayilh Pascal matrisi ile ilgili 6zellikler vermiglerdir [28].

Krot, Fibonomiyel katsayilar kullanarak Bernoulli F—polinomlarimi
tamimlamigtir  [29]. Rotamin  W—genigletilmig sonlu operatér hesaplamasi olan

Fibonomial kalkiilisiin temel tanim ve teoremlerini vermistir [29].

Kwasniewski, Fibonomial katsayilar i¢in inversion formiilii iizerine ¢caligmalar yapmigtir

[30].

Ozvatan ve Pashaev, fibonomial katsayilar kullanarak Altin-Fibonacci hesaplamalar

ve uygulamalarimi yapmuglar, Altin (golden) tirev ve Altin dstel fonksiyon



kavramlarmi tammlamigtir.  Ayrica Altin  tstel fonksiyondan yararlanarak,
Bernoulli-Fibonacci sayilar1 ve Bernoulli-Fibonacci polinomlarini  tanimlamig ve

bunlarin F'—iistel iireteglerini elde etmiglerdir [31,32].

Dattoli, harmonik sayilar ve harmonik polinomlar iizerine ¢aligmalar yapmig, harmonik
sayilar1 ve harmonik polinomlar: vakum yiikseltme (vacuum shift) operator yardimi ile

tamimlayarak, harmonik tabanli tstel iireteg fonksiyonlarini elde etmistir [33,34].

Cvijovic, 2010 daki ¢aligmasinda harmonik sayilari iceren iireteg fonksiyonlar ile ilgili

aragtirmalar yapnusgtir [35].

Mez0, 2011 yilinda yapmis oldugu ¢aligmasinda g—harmonik sayilarin ii¢ farkli tanimim

yapmigtir ve genellegtirmelerini elde etmistir [36].

Tuglu ve arkadaglar1 harmonik ve hiperharmonik Fibonacci sayilarini tanimlamiglardir
[37]. Fark operatorii metodunu kullanarak harmonik Fibonacci sayilarim igeren gesitli
toplamlar elde etmiglerdir. Elemanlar1 harmonik ve hiperharmonik Fibonacci sayilari

olan circulant matrisleri tizerinde Euclid normunu ve spektral normu hesaplamiglardir.

Bu calisma beg boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde Fibonacci sayilarinin tanimi
verilerek, Fibonomial katsayilarin o6zelliklerine deginilmigtir. F—tiirev tanimi
verilerek, F'—integral tanimlanmigtir. Literatiirde var olan gesitli 6zel sayilarin ve
polinomlarin  tanimlar1  verilerek, Krot tarafindan tanimlanan Bernoulli
F—polinomlarimin F—iistel iireteci ve cesitli ozellikleri elde edilmistir. Ayrica Euler
sayilarinin ve Euler polinomlarinin tanimina benzer gekilde Euler-Fibonacci sayilari,
Euler-Fibonacci polinomlart ve onlarin F'—iistel iiretecleri tanimlanmigtir. Bernoulli
F—polinomlarimin Euler-Fibonacci sayilar1 ve Euler-Fibonacci polinomlar: ile iligkisi

incelenerek cesitli rekiirans bagintilar: elde edilmistir.

Bir sonraki agamada ise harmonik Fibonacci sayilarinin ve harmonik Fibonacci
polinomlarinin  Bernoulli F'—polinomlar1 ile iligkisi gosterilmigtir. Bernoulli
F—polinomlar1 F'—integral yardimiyla tekrar edilmistir. Ayrica harmonik Fibonacci
sayllarinin  ve harmonik Fibonaccci polinomlarinin, harmonik tabanli F—iistel
iretecleri elde edilmistir. Euler-Fibonacci polinomlari, Euler-Fibonacci sayilar1 ve

Bernoulli Fibonacci polinomlarinin harmonik tabanh F'—iistel iiretegleri bulunmustur.

Bu c¢alismanin son boélimiinde ise elemanlar1 Bernoulli F—polinomlar1 olan
Fibo-Bernoulli matrisleri tanimlanmistir. Ayrica Fibonomial katsayili 6zel bir matris
tanimlanarak, bu 6zel matrisin ve Fibo-Pascal matrisinin Fibo-Bernoulli matrisi ile

faktorizasyonu yapilmistir. Fibo-Bernoulli matrisinin ters matrisi elde edilmistir.



Fibo-Euler matrisi tamimlanarak, bu matrisin Fibo-Bernoulli matrisi ile iligkisi

gosterilmigtir.

Bu ¢aligmanin amaci Bernoulli F'—polinomlarinin literatiirde var olan bazi polinomlar
ile iligkisini gostererek, tanimladigimiz Fibo-Bernoulli matrislerinin 6zelliklerini elde

ederek ayrintili bir bi¢imde incelemektir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boéliimde calismamiz boyunca kullanacagimiz fibonomial katsayilarin tanimindan
ve bazi temel o6zelliklerinden bahsedecegiz. [29,31] de tanimlanan F'—tiirev tanimin
verecegiz. Ayrica [38] deki (p,q)—integralinden yararlanarak  F'—integral

tanimlayacagiz.

2.1. Fibonomial Katsayilar

2.1. Tamim

{Fn}@O Fibonacci dizisi, Fy = 0, I} = 1 basglangi¢ sartlar1 olmak iizere n > 2 igin
Foio=Fu1 + F,

rekiirans bagintisi ile tanimhdir.

F—faktoriyel, Fy! = 1 olmak tizere

F'=F,F, 1F,o...F

seklinde tanimlanir.

F,,n—inci Fibonacci sayisim1 gostermek iizere n > k dogal sayilari i¢in Fibonomial

katsayilar
n F,!
- — (2.1)
() = 7
ve

(S)F = (Z)F =1L n<kign (}) =0

seklinde tanimhdair.



Fibonomial katsayilarin bazi o¢zellikleri agagidaki gibidir:

n n—1 n—1
(1) = (") # i)
F F F
n\ [ n
k) \n—k
F F
(1) 6),-0)65)
el F—iistel fonksiyon
s
r Lo Ry
n=0

dir.

Gauss Binom formiiltiniin F'—benzeri yani F'—binomial agilimi

(4. y)" = z”: (Z)ka y *

k=0

seklinde tanimlanir [29].

2.2. Tamm

o= 1+—2‘/5 ve = 1_7*/5 olmak tizere, f (x) fonksiyonunun F'—tiirevi

[ (o) — [ (Bx)
(a—pB)x

aFf(:L‘) =

seklinde tanimhdir [31].

Ozel olarak, f(z) = 2™ polinom fonksiyonu i¢in F—tiirev

(2.6)



a bir sabit say1 olmak tizere

0 (a- f(z)) = a- 8 f(x)

dir.

f(x) = e F—iistel fonksiyonu i¢in F—tiirev tanimi uygulanirsa

eazt o eﬁxt
O f () :m
Za " Zﬁ” "E
(04—5)96
> 7fn—l
:tZF”xn_l 1
n=1 n
00 m
=t F,
; e Fn+1!
00 § m
:tzx N
n=0
_tedft

elde edilir.
2.3. Tamim

f (z) bir fonksiyon olmak iizere (p, q) —integral

1 > i i
O/f D,q —(p_Q);p?Hf(pqu)’ ‘

(2.8)

(2.9)



(p, q)—integralde p — a = 1+2*/5 ve ¢q— = 1_7*/5 secilirse

/1 f(@)dag () = /1 f(x)d,.(x)

F'—integral elde edilir. Béylece F'—integral

[104w=@-53 L r( ) 2.10)

olarak tamimlanir.

Ozel olarak Eg.2.10 da f(z) = 2" yazildiginda
1 G B g n
/xn dF(:E) = (CY - ﬁ) Z it (O{i+1>
0 i=0
© 1 6n+1 i
—@=MY o ()
i=0

a—p 1
a2
__a-FB
_Oén—l—l_ﬁn—&—l
1

_Fn+1

elde edilir.

2.2. Bernoulli-Fibonacci Polinomlar: ve Bernolli /'—Polinomlari

Bu bolimde Bernoulli sayilar1 ve Bernoulli polinomlarimin tanimlarindan
bahsedecegiz. Ardindan sirasi ile Bernoulli-Fibonacci sayilari, Bernoulli-Fibonacci
polinomlart ve Bernoulli F'—polinomlarinin tanimlarini vererek, bu polinomlarin
bazilarini grafik iizerinde gosterecegiz. Ayrica galigmamizin ilerleyen boliimlerinde
tanimlayacagimiz fibonomial katsayili 6zel polinomlar igin, literatiirde varolan bazi
0zel polinomlarin tanimlarini verecegiz. Son olarak tanimlarimi verdigimiz bu sayilar

ve polinomlarin tistel iireteclerini tablo ile gosterecegiz.



2.4. Tamm

n negatif olmayan bir tamsay1 ve By = 1 olmak tizere, n > 1 i¢in Bernoulli sayilar1 ve

Bernoulli polinomlari

n—1

B, = _(n—li—l); (”21>B,€ (2.11)
Bu(x) =Y (Z) Bya"* (2.12)

ile tamimhidir [39].

B, (x) Bernoulli polinomlarmin sabit terimleri, B,, Bernoulli sayilaridir.
2.5. Tanim

BF (z) Bernoulli-Fibonacci polinomu

t __
e’ 1

0 tn t tx
> BI(2) = % (2.13)
n=0 n

tistel treteci ile tammhidir [31].

BFY (z) Bernoulli-Fibonacci polinomlarmin sabit terimleri B Bernoulli-Fibonacci

say1ilar1 olup,

o0

tn t
Bf — = 2.14
2 Bl o (214)

n=0

seklindedir.

Bernoulli-Fibonacci sayilarinin iistel tireteci kullanilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa

BI Bernoulli-Fibonacci sayilart Bf" =1 ve n > 1 icin

= 1 n
BF = — BY 2.15
n Z Fk+1 (k,)F n—k ( )
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indirgeme bagintisi elde edilir.

Ornek

2.6. Tamim

B Bernoulli-Fibonacci sayilar1 olmak {izere,

BE (1) =) (Z) BF g+ (2.16)

k=0 F

ile tanimli polinomlara Bernoulli-Fibonacci polinomlar: denir [31].

Bernoulli-Fibonacci polinomlarinin sabit terimleri Bernoulli-Fibonacci sayilaridir.
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Cizelge 2.1. Bernoulli polinomlari, Bernoulli-Fibonacci polinomlar: ve sayilar:

n | B, (x) B, | BE () BF
011 1)1 1

1| 2—3 ~llz-1 —1

2 |2 —ax+ g slat—z+4 :

3|2t —322+ L 0|a®—222+2—3 —3

4 | ot =223 4 2% — 5 —a |t =323+ 3 —x+ &

5| 2% — gx4+§x3’ %x 0 x5—5x4+%x3—5x2+%x—§ —%
2.7. Teorem
BF Bernoulli-Fibonacci sayist ve d,,;, Kronecker fonksiyonu olmak tizere

- 1
$(0) gt -
— \k), Fiia
dir.
fspat
n = 0 i¢cin

0) F 1l

BO — 1 — (5070
(0 . F

dir. » > 1 i¢in Es. 2.15 kullanilirsa

— n 1
BF
Z <k>F "k Fn

k=0

BF—
n Fl

o),

— P

=0

(

+Z<> "kalH

1), ()

1
"F Fin
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olur. n > 1 i¢in d,, 0 = 0 olup, boylece

elde edilir.

Bu teoremin g—benzeri, Kim [9] tarafindan farkli yontem ile ispatlanmigtir.
2.8. Tanim

F,, Fibonacci sayist ve (Z) Fibonomial katsayilar olmak tizere
F

( kf)fn_k (2.18)

seklinde taniml polinoma Bernoulli F'—polinomu denir [29].

1
Fri1

Bur(z) =)
k=0

Cizelge 2.2. Bernoulli F'—polinomlar

011 1
1 lz+1 1
2 |®+x+3 1
3|a¥ 422 +a+3 L
4 | ax* 4+32° + 322 + o+ 1
5| 2%+ 50t + 2ad + 522 + o + 4 1
6 | 2%+ 82° + 202 + 2023 4 822 + x + £ L
7 | 7+ 132°% 4+ 522° + 202t + 522° + 1322 + x + - +

Asgagidaki grafiklerde, Bernoulli polinomu, Bernoulli-Fibonacci polinomu ve Bernoulli

F—polinomu arasindaki iligki goriillmektedir.



—
\)

100 1

)

1 23
— Bn’p (IL’)
BE (z)

Sekil 2.1. B, r (z), BE (z) ve B, (x) polinomlarmm grafikleri.
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2.3. Bernoulli F—Polinomlarinin Bazi Ozellikleri

Bu béliimde, Krot [29] tarafindan tanimlanan B, p () Bernoulli F'—polinomlarinin
F—iistel tiretecini elde edecegiz. Ayrica F—tiirevin tammindan yararlanarak B,, g (z)

Bernoulli F'—polinomlarinin farkli bir tanimini yaparak, bazi 6zelliklerini gosterecegiz.

2.9. Teorem

B, r (x) Bernoulli F—polinomunun F'—iistel treteci

xt t
_ e (eF — 1) 219
gla)=———"" (2.19)
dir [40].
fspat

B, r () Bernoulli F—polinomu ve F—iistel iireteg fonksiyon tanimlar: kullamlirsa

— " N~ (s~ 1 (n tn
B o n—k| ¥

() ()
&) G

elde edilir.
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2.10. Teorem

B,,.r () Bernoulli F'—polinomu ve

Bup(o) =3 (Z) (@ +ry)

1
Fi

olmak tlizere

n

Burtotn =3 (1) Bur@r =3 (1) Burtoa

k=0

esitlikleri saglanir.
jspat

F—iistel fonksiyonun tanimindan

xt n t n
n=0 n=0

olup, Es. 2.18 ve Es. 2.20 den

(32 (32ria) - (55

n=0 k=0
—Z( (k;) Ber (2)y )u
n=0 k=0 F

(; By () ;:,) (; y”;:,) = Z Z Fk:1+1 (Z)Fx”—k;:'
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olup, Es. 2.6 dan

n=0 n=0 e n=0 +1 n=0
(S () ) £
n—0 (k:o Freqi \F/, Fr
oo tn
n=0

dir. Boylece
n _
Burle s =3 (1) Burta
F

k=0

dir. Benzer sekilde

olup
n
B, r(x+y)= Z <k> Byr (y) 2" "
F

k=0

elde edilir.



2.11. Teorem

B,,.r () Bernoulli F—polinomu ve d, F—tiirev olmak iizere;
0.Bnr () =F,B,_1r(x)

dir.

jspat

B,,.r () Bernoulli F—polinomunun birinci mertebeden F—tiirevini alirsak

1 (n\ ,_.
5, <Bn,F (:p)) _4, (; — (k)x )
n—1 1
B Floa <Z> Fom 2™
k=0 ¥

1 F! n—1—k
g €T
| F)
Zk_o Fert Fug1 P

n—1
1 n—1
-5y ( ) e
c— Fepo\ k),

= Fn anl,F ('r)

elde edilir.

Ornek

1
0.Bar (x) =0, (x2+x+2>
:F2$+F1
=z+1

= FQ BI,F (1‘)

17
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1
0,Bs r (x) =0, (:v3 +22° +x + 3)
:F3I2 + QFQ.Z’ + F1

=222 +2x+1

1
=92(2? >
(m +x+2

= F3 BQ’F (x)
2.12. Teorem

B, r () Bernoulli F—polinomu olmak tizere

1 ~—~(n+1
B”’F(x):FnHZ( . )Fx’f (2.21)

k=0

dir.
_fspat

B,,.r () Bernoulli F—polinomunun F'—iistel tiretecinden

t

f: Bor (x) ;f' (a1 (2.92)
n=0 n

olup, esitligin her iki tarafina F'—tiirev uygulanirsa

Oy (e;t - ) =te T (2.23)



ve

(S g) - Solo

- t
= Z Fn anl,F (SL’) —
n=1

dir. FEs.2.22 ve Eg. 2.23 den

n

F,!

ZFBnIF F. i(i(z)ka)

olup
1 n—1
n
By 1 () FZ@ o+
" k=0 F

elde edilir.

Ornek
1 o (4

B = k

5. (2) F4;<k>px
1 4\ 4\ 4 2 3
(o) () )+ (),

F F F F

3 2 1
=x° 4+ 22" + 7+

19
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1 5\ o 9\ ;4 5\ 9\ 5 9\ 4
e ((())x +<1>x +<2>x +<3>x + 4 x
F F F F F
4 3 2 1
=x" +32° + 37 —i—x—f—g
2.13. Teorem

B, r () Bernoulli F—polinomu olmak tizere

n
" = Z <k> o* — F, By_1p (2)
k=0 F

dir.
fspat

B, r () Bernoulli F—polinomu tanimimdan

dir. O halde

n n
T = Z <k> xk — Fn Bn—l,F (l’)
k=0 F

elde edilir.



2.4. Euler-Fibonacci Polinomlari
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Bu boliimde Euler sayilarina ve Euler polinomlarima benzer gekilde Euler-Fibonacci

sayilarimi ve Euler-Fibonacci polinomlarimi tamimlayacagiz. Ayrica Euler-Fibonacci

sayillarinin ve FEuler-Fibonacci polinomlarinin F'—iistel iireteclerini elde edecegiz.

Ardindan tanimlamig oldugumuz bu say1 ve polinomlarin Bernoulli F'—polinomlar ile

iligkisini verecegiz.
2.14. Tanim

E,, Euler sayilar1, Fy = 1 olmak iizere, n > 1 igin

X

k=0

ve E, () Euler polinomu

E,(x)=) (Z) Epa"*

ile tanimhdir [25].

2.15. Tanim

Euler-Fibonacci sayilari, Ey p = 1 olmak tizere n > 1 icin

E.r=-— zn: (Z) Ey r
F

k=0

seklinde tanimhdir.

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Ornek

1
1
Evp=—)_ <k> o
F

2
Eyp = — E
s

4 4 4 4 4
() () () () e
F F F F F
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2.16. Teorem

E, r Euler-Fibonacci sayilarinin F'—itistel tireteci

(2.27)

fspat

E, r Euler-Fibonacci sayilarinin F'—iistel tireteci

flz) = ZETLF ;—»n,
n=0 "
olsun.
f(x) (e; + 1) = (Z E,r ]i"') (2—1-2;:1')
n=0 n=1 "
3y (Seet) (5 7)
- N (= Bep 1
-2 Er g 2 (L ) :
[e'e) [e'e) n—1
-3 mr g+ X (X (1) ) 1
n=0 n=1 k=0 F
zziEnF;n' +§: Zn: (Z) EkF—En,F> linl
n=0 " k=0 F "



elde edilir.

2.17. Tamm

E, r Euler-Fibonacci sayisi olmak tizere Ey g () = 1 ve n > 1 igin

n

n
En,F (QZ) = Z (k‘) Ehp l’nik

k=0

seklinde tanimli polinoma Euler-Fibonacci polinomu denir.

Ornek

1
1
Bur(a) = 3 (1) B 2
k=0

F

2

B (a) =Y @ By a?*

k=0 F
2 2 2
= (O) Eo r z* + (1> Eirp o+ <2> Es
F F F
_2_ v 1
Ty

Euler-Fibonacci polinomlarinin bazi 6rnekleri agagidaki ¢izelgede verilmektedir.

(2.28)
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Cizelge 2.3. Euler polinomlari, Fuler sayilari, Euler-Fibonacci polinomlar: ve sayilari

1 1 |1 1
JES 3o ]
2| 22 —x ~1|z?2-2-1 -1
3|ad—322+1 |- -2+l I
4|2t —22%+x 0 |z*—32% 322+ 32+ 2
5 x5—%$4+3x3—% —% x5—g:p4—1745x3—1—5x2+%x—% —1—2
6 | 2 —32°+52° -3z | 0 |a®—4a® — 102" + 152% + 2527 — P — 4L | =3

2.18. Teorem

E, r (x) Euler-Fibonacci polinomunun F—iistel iireteci

xt
26F

et +1

F

(2.29)
dir.
fspat

Euler-Fibonacci polinomlarinin indirgeme bagintisi ve Euler-Fibonacci ssayilarinin

F—iistel tireteg tanimi kullanilirsa

00 m o) n n - m
2 Fnr @ py =2 (Z (1), Ber ) £
n=0 n=0 k=0
o ! !
|\ = F.! F,_!

() (s
n=0

n=0 n

2 xt
= eF
el +1

elde edilir.



26

2.5. Euler-Fibonacci Polinomlari ile Bernoulli F'—Polinomlarmin ligkisi

2.19. Teorem

E, r, Euler-Fibonacci sayisi ve d,, , Kronecker fonksiyonu olmak tizere

n

Z (Z) En—k,F + En,F =2 5n,0

k=0 F

dir.
fspat
n = 0 i¢in

0
<0> Eor +Eor=2=20dop
F

dir. n > 1 i¢in Es. 2.26 kullanilirsa

n n

(2.30)

n

Z <Z> Ey wr+E,r= Z (Z) En kr— Z (Z) En wr

k=0 F k=0 F

=0
olur. n > 1 i¢in d,, 90 = 0 olup, boylece
Z <Z> Enfk,F + En,F =2 511,0

k=0 F

elde edilir.

k=0

Es. 2.30 un g—benzeri 2014 yilinda Kim [8] tarafindan yapilmigtir.

Simdi B,,  (x) Bernoulli F'—polinomu ile E,,  (x) Euler-Fibonacci polinomu arasindaki

bagintiy1 verecegiz.
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2.20. Teorem

By, r (x) ve E, r (z) Bernoulli F'—polinomu ve Euler-Fibonacci polinomu olmak iizere

e Epap() s~ 1 (n X
B = e H—E
(@) Fiia * ; Frpi \E), (x rLE (x))

dir.
jspat

Bernoulli F'—polinomu ve Euler-Fibonacci polinomunun F —tistel iireteclerinden

o0 n xt t -1
ZBn,F () }i‘ e(Ft)
n=0 e

ol
T 2 (2" = Busrr (@) Fil,

_ ni;o g s _FkEfELF ) t” N Z gt — 7:1 () ;:'

_ i Z - @ (25 = B () £ + i o o o
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dir. O halde
" — B, p(x) —~ 1 (n i
B, = Ui H_F
r () Fry ; Fro \K (96 k+1,F ($))
dir.
Ornek

2.21. Teorem

B,,.r () Bernoulli F—polinomu ve E, r () Euler-Fibonacci polinomu olmak tizere

> (Z) Bip (2) Eyogr = Y (:) By pr (2)
k=0 F

F

1
Fri1



_fspat

Bernoulli F'—polinomu ve Euler-Fibonacci polinomlarinin F'—iistel tireteglerinden

o W1 o o
;Enp(x);‘ (e t ) _ ;En,F(a:)Z!;tFn'
= ; Enr () t:, Z Ftil'
NS Bekr @) 4
N HZ_O <kZ:O Fiq! F:—Fk' ) '
(I o
L))
ve
ZE"F(QE);”! <€t t_ 1) - ZE”FLiIZmn t"‘ Z Ft” !
n=0 " n=0 0 ne =y Pl
o n oo n 1 - n
(i) (2 (i) ) )

n=0 n=0
B i (zn: Bir (x) Epg, F) m
o | |
n=0 \ k=0 Fi Foi
(S () pren) &
n=0 k=0 F

olup, bu iki egitlikten

n

S0 s ] i

k=0 F k=0

elde edilir.
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3. HARMONIK FIBONACCI POLINOMLAR

Caligmamizin bu bolimiinde harmonik tabanli F'—iistel {trete¢ fonksiyonunu
tanimlayarak, Bernoulli F'—polinomlarinin harmonik tabanli F'—iistel tiretecini elde
edecegiz. Ayrica F'—integral yardimi ile Bernoulli F'—polinomlari farkli bir metodla
elde edecegiz. Bernoulli F'—polinomlarinin harmonik Fibonacci sayilar1 ve harmonik

Fibonacci polinomlar ile arasindaki bagintiy1 verecegiz.
3.1. Harmonik Fibonacci Polinomlarmin, Bernoulli F'—Polinomlari ile Tligkisi

h,, harmonik sayilar1, n dogal sayilari i¢in Ay = 0 ve

1
hn::EE:Z; (3.1)
k=1

ile tanimlidir.

Dattoli 2008 yilinda yaptigi caligmasinda harmonik sayilar1 vakum yiikseltme
operator kullanarak, harmonik tabanli tstel iirete¢ fonksiyon yardimi ile
tanimlamigtir [33]. Bunun i¢in bir harmonik umbral vakum operatori tanimlayarak

h,, harmonik sayisin1 agagidaki gekilde ifade etmigtir.

Vz € R igin harmonik umbral vakum operatorii

o, (2) :/11_xzdx (3.2)

— X

olup, h vakum vyiikseltme (vacuum shift) operatorii

0z

>
I
)
—~
@
w
~—

dir [33,41].
h,, harmonik say1 olmak iizere, h" umbral operatorini

W), (2)

z=0



seklinde ifade etmis ve

Wy (2)| =€ @ (2)

2=0

z=0

=P, z—l—n)

=0

('

/7
1 —
0

2=0

I
=
3

ile gostermistir [33].

H,, (z) harmonik polinomunu ise h, n—inci harmonik say1 olmak iizere,

ile tanimlamgtir [33].

Cizelge 3.1. Harmonik polinomlar ve harmonik sayilar

n | H, (z) hn,
011 0
1 |z+1 1
2 3 3
2 | x —|—2I+§ 5
3|2t 432+ 5z + 4 5
4 | 2t 4+ 422 + 922 —|—f:c+ﬁ %
5 | 2® 4 5at 4 1523 4 B2 4 1285 4 1T 187
454 110 434 1252 137 49
6 | 20 +62° + Dt + L2’ + 2g —|—fyc+f %

(3.4)



3.1. Tanim
[F,, harmonik Fibonacci sayisi Fy = 0 olmak iizere

1
Fo=Y —
Fy

k=1

seklinde tanmimhdir [37]. Harmonik Fibonacci sayilarmin tanimindan

1
IE‘n :]Fn
! * Fn+1
dir.
Ornek
1
F, = —
k=1 Fi
1
=7
=1
1
Fy = —
k=1 Fi
_ 11
R B
=2
1
Fy = —
k=1 Fi
1 N 1 n 1
N F Fy
5

33

(3.5)

(3.6)
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Simdi harmonik Fibonacci sayilarim1 F'—integral yardimi ile elde edelim:

3.2. Teorem

F,, harmonik Fibonacci sayisi ve x # 1 olmak tizere

1
1—2a"
IE‘n:/
11—z dF(x)

dir.
fspat

x # 1 ve n € N olsun. F—integral tanimindan

dir.
3.3. Tamim

[F,, harmonik Fibonacci sayis1 olmak tizere Fy (z) =1 ve n > 1 igin

F, (z) = 2" + Z Fy (Z) g F
k=1 F

ile tanimh F,, (x) polinomuna harmonik Fibonacci polinomu denir.



Ornek
1
Fy(z) =2+ Y Fy <k> Lk
k=1 F
1
F
=z +1

4 4 4 4
=2+ TF 34T 24 F F
o+ 1 1 Fx + Iy 9 Fx + I 3 Fx%— 4l y

15 17
:a:4+3x3+12:::2+5:c+E

)

35
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(izelge 3.2. Harmonik Fibonacci polinomlar: ve harmonik Fibonacci sayilari

1 0
1 lz+1 1
2 | 22 +x+2 2
3284227 +4a+ 2 2
4 |2t + 328 + 1222 + Do+ r
5 | 2®+5at +302° + Da® + P 4+ 5 =
6 | 2%+ 8z° + 80z + 1502% + 3022 + Sy 4 38 i

Simdi Dattoli'nin harmonik sayilar i¢in tanimladigi harmonik vakum operatoriinii ve
vakum yiikseltme operatoriinti, benzer gekilde harmonik Fibonacci sayilari igin

uygulayalim.

Burada harmonik Fibonacci sayilari i¢in harmonik Fibonacci vakum operator

1

%(2):/1_332 dr (2)

11—z
ve vakum ytikseltme operatori
f — eaz

dir. Ayrica

dir.
3.4. Tamim

h,, harmonik say1 olmak iizere,

« © $n
eht = ]. + Z hnﬁ
n=1 )
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seklinde tanimh fonksiyona harmonik tabanl tistel fonksiyon denir [33].

Bu tanimi F'—iistele uygularsak, harmonik tabanli F'—tistel fonksiyon

oo tn
eht =11 ZFnﬁ (3.7)
n=1 n

elde edilir. Harmonik tabanli F—iistel fonksiyona, birinci mertebeden F—tiirev

uygulanirsa

= zoo:FnJrl ;,n'

n=0 e
=1+ zoo:FnJrl ;;n'
n=1 w

yani

Oy, (eF') =1+ ilﬁ‘nﬂgl (3.8)
n=1

elde edilir.

3.5. Teorem

F,, () harmonik Fibonacci polinomunun harmonik tabanlh F'—iistel tireteci

et elet (3.9)

dir.
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_fspat

F—iistel tireteg tanimi ve Es. 3.7 kullanilirsa

-~ N N wr) "
;Fn(x)m = ; (x +; (Z)Flﬁn x k) B
o0 n ©_ _n n—k
=Y Y
n=0 n=0 k=0
(i) (o2
:efivtej%t

elde edilir.
3.6. Teorem

B, r () Bernoulli F—polinomu olmak {izere

[ @+ 9)" i (y) = B (@)

dir.
fspat

By, r (x), Bernoulli F—polinomu




dir. Gerekli diizenlemeler yapilir ve Eg. 2.6 kullanilirsa

0/1 (4 )" dr (y) = /1 (i: (Z)F:c’“ y”k) dp (y)

0 \k=0
-2 @ ot ( [ <y>)

k=0 F 0

(1)
= T

k=0 <k i Fn—k+1
—n:c01+n;z:i++nx"i
~\o Foiq 1) Fu n) = R

)
= x

k=0 Fk+1 k F
== Bn,F (ZE)

elde edilir.

3.7. Teorem

B, r () Bernoulli F—polinomunun harmonik tabanh F'—iistel tireteci
k(x) = (0,5 — ekt 1) ¢

dir.

fspat

39

(3.10)

Harmonik tabanli F'—iistel tireteg fonksiyon ve bu fonksiyonun birinci mertebeden

tirevi sirasiyla

(o] tn
=143 Fupry
n=1 n:
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ve

0o .
aFtefJFtL =1 + ZFYH-IF,”!
n=1

olup,
00 m 00 i
@Fyte —@f]Ft — ZFN+1F;,L! - ZF’”F;I‘ (311)
n=1 n=1
00 m
- Z (Fnr — ) E)
n=1
_y L
n=1 +1 Fn'

_j'jlt”_l
L P B

elde edilir. Eg. 3.11 in her iki tarafi elft ile carpilirsa

(aFyteth —efrt + 1) elft =

B |
— \ = Frp! Fo_g
- a 1 n _ tm
() ) w
=0 \ k=0 ~ Ft1 F n

bulunur.

3.8. Teorem

B, r (x) Bernoulli FF'—Polinomu, F, harmonik Fibonacci sayisi1 ve F,, (z) harmonik
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Fibonacci polinomu olmak tizere

n
Bur(x) =2"+ Y Fio ( k) " — T, (z)
k=0 F

dir.
fspat

Harmonik Fibonacci polinom tanimi kullanilirsa
“ +2Fk+1<k> 2k R, (2) == +2Fk+1<k> gk n Zm<k> ok
k=0 F k=0 F k=1 F
n
= Z (Fk+1 — ]Fk) (l{j) x"*k
k=0 F
— 1
- Z I (Z) z"
Ty Tkt -

= Bn,F ((L’)

elde edilir.

Ornek

=2+ (F12® + FoFyr + Fy) — F (2)
=2+ <x2+2x+5> — (x2+a:+2)
2

—x2—|—x+1
B 2



42
& 3
Bur (o) =2+ 3 Fua () 27 - Fa o)
k=0 F

5 3\ 3\ 3 3

2 + (Fia® + FaFaa® + FsFaz + Fy) — Fs (v)

17 5
:x3—|—<x3+4x2—|—5x+6> — <x3+2x2+4m+2>

1
::1:3+2x2—|—x+§

3.2. Harmonik Fibonacci Polinomlarinin Euler-Fibonacci Polinomlar: ve

Bernoulli-Fibonacci Polinomlar: ile Iligkisi

Bu boltimde Euler-Fibonacci sayilarinin, Euler-Fibonacci polinomlarinin ve Bernoulli-
Fibonacci polinomlarinin harmonik tabanli F'—iistel tireteclerini elde edecegiz. Ayrica
Euler-Fibonacci polinomlarinin, harmonik Fibonacci sayilart ve harmonik Fibonacci

polinomlar: arasindaki iligkileri gosteregiz.
3.9. Teorem

Euler-Fibonacci sayilarinin harmonik tabanli F'—tistel iireteci

2
2+t (GF’teth — ekt + 1)

(3.12)

dir.
fspat

Harmonik tabanli F'—{istel iirete¢ ve bu fonksiyonun birinci mertebeden tiirevi sirasiyla

o tn
e =1+ Fury
n=1 n



ve

[e%¢) o
8 tefJFt =1 + ZFn+1m
n=1

dir. Ayrica Eg. 2.27 kullanilirsa

n=0
_2+t(1+ZF"“Fn| i "51)
n=1 n=1 "

dir. Boylece

= ¢n 2
Bop — =
Z PR T et 11
n=0 3

2
T2t (0, efet — et 4 1)

dir.

43
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3.10. Teorem

E, r (x) Euler-Fibonacci polinomlarinin harmonik tabanli F'—iistel tireteci

26mt

2+t (aFyteth —efel 4 1)

dir.
fspat

E, r (z) Euler-Fibonacci polinomlar:
n
En,F (x) = kz_; (k)F Ek,F $nik

ile tanimlidir.

n

~ [~ F, )
- ; z; o lEy] Db k) }in'

SR N
_ nzzo ;Fn—k!Fk! Epp z" ’“)t

= Bur g )
n=0 n=0
olup Es. 3.12 uygulanirsa

xt
26F

0 tn
nzzo Enr (@) El 24t (aF’teth — et + 1)

elde edilir.

(3.13)
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3.11. Teorem

E, r(xz) Euler-Fibonacci polinomu, F, () harmonik Fibonacci polinomu ve I,

harmonik Fibonacci sayisi olmak iizere

Eop(z)=» (Z) (EprFoi (2) — Bor () Foy) (3.14)
k=0

F

jspat

E, r (x) Euler-Fibonacci polinomunun tanimi

Enr(z) = Z (Z) Eyp a"

k=0 F

olup, Teorem 3.10 dan

; E,r(z) ;:, = ; E,r ;:, ;x" ;:Z‘ (3.15)

dir. Es. 3.15 in her iki tarafi harmonik tabanli F—iistel fonksiyon e/#* ile carpilir ve

Cauchy carpimini uygulanirsa

i)

[M]¢

Enp(2) ?,) (1 + iwng') (3.16)
} L F,
+ZEnF ;:, nf;ﬂ% ;,:,
+Z (Z Eyr () E:::'> g
S 2 (Z ( ) By (2) Fn_k) ;:'

0

pnqg

i
o

p'qg

i
o

3
Il
o
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ve
(S ki) = (S 1) (S 8) (S
_ nf;EnF ;:,) (21@” (z) ;:')
-3 (R )
- i (Xn: (Z) Epe.r B (ﬂf)) ]i:, (3.17)
=\ W,

elde edilir.

3" B (@) ;,:‘ = (Z (Z) EyrFo (x)) ;:' -y (Z (Z) Eir (2)Fack

n=0 k=0 F n=1 k=0 F
NN (T BorFo s (2) = Exp (1) Fy_y)—
;;Q{:)F( k,F E\T kF\T k)Fn!

O halde Eg. 3.16 ve Eg. 3.17 den

Bur @)= 3 () (B Bk (0) — Bur (0)F,)

F
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Byp@)=Y (2) (B Faoi (2) — Eip () Fay)

F

= <2> (Eo,p Fo(x) — Eop (x)Fy) + (2

1) (El,F ]Fl (ZE) — ELF (ZE) Fl)

F

e}

i <2> (Ey.p Fo () — By p () o)

2F
- rerzmg) e (e - (oog)) 4 (45 (#-5-3) o)
3.12. Teorem

B[ Bernoulli-Fibonacci sayilarinim harmonik tabanli F—iistel tireteci

L 3.18
0, efrt — et +1 (3.18)
dir.
fspat
F—iistel fonksiyon e; de diizenlemeler yapilirsa
o tn
t _
¢ —1= ZFn' (3.19)
n=1
i tn+1
- |
=0 Fn+1-
— 1 "
=t -
z_; Fn+1 Fn'
:tf:a@ _F,) =
n+1 n Fn'
n=0
= + nHEy T on
n=1 n=1
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dir. Ayrica BY Bernoulli-Fibonacci sayisinin F—iistel iiretecinde e; — 1 yerine yazilirsa

Sl
— "B O, efet —elet 41

harmonik tabanli F'—tstel tireteci elde edilir.

Asagidaki tabloda bazi polinom ve sayilarin F'—istel iiretecleri ve harmonik tabanh

F—iistel tiretecleri verilmigtir.

(Cizelge 3.3. Cesitli polinom ve sayilarin harmonik tabanl F'—iistel tiretecleri

F—tistel Harmonik tabanl
Polinom /Say1
ireteg F'—iistel tireteg
et (et — 1
B, r (x) | Bernoulli F—Polinomu F<;) <8F,teth —elst + 1) e
] . ] 26:1:7& 26:):7&
E, r (z) | Euler-Fibonacci polinomu — £
e +1 2+t <8F7teth —efrt 4 1)
2 2
E,r Euler-Fibonacci sayisi n
€F + ]. 2 _|_ t (aF,tef]Ft — eth + 1)
BF(x) | Bernoulli-Fibonacci pol; te o
x ernoulli-Fibonacci polinomu
" P el —1 9, el —elet 1
t 1
BF Bernoulli-Fibonacci sayis
n rnoulll-Fibonaccl sayisi e;—l aFteth_eth+1
F, (z) | Harmonik Fibonacci polinomu — et efet
F, Harmonik Fibonacci sayisi — efrt — 1
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4. BAZI OZEL MATRISLER

Bu boliimde, elemanlar1 Bernoulli F'—polinomlarindan olusan Fibo-Bernoulli
matrislerini tanimlayacagiz. Fibo-Bernoulli matrisinin tersini, fibonomial katsayil

bazi matrisler ile iligkisini ve faktorizasyonunu gosterecegiz.
4.1. Fibo-Bernoulli Matrisler
4.1. Tanim

(i.) Fibonomiyel katsayilar ve P, (z, F') = {pi,j (f)}

J/p nxn

() I 1 > 7 ise,
pij(z) =4 /e
0 1 < j ise,
seklinde tamimh n x n tipindeki matrise genellegtirilmis Fibo-Pascal matrisi denir [28].

Koger [28], genellegtirilmig Fibo-Pascal matrisinin tersinin a; = 1, a, = —nZ (”) ay
F

olmak tizere

<> ai—jp1 77 1 =7 ise,
] F

Uij =
0 1 < j ise,
ile tanimh V,, = {vij} y matris oldugunu gostermistir.
nxn
Ornek

6 x 6 tipinde genellestirilmis Fibo-Pascal matrisi

1 0 0 0 0 O
xr 1 0 0 0 O
Py (2, F) 2 1 0 0 0
3 222 2 1 0 0
ot 32 622 3z 1 0
I 25 bxt 152% 1522 Bz 1 |
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olup, bu matrisin tersi

1 0 0 0 0 O
— 0 0 0 O
0 —x 1 0 0 O
Vs =
x3 0 —2z 1 0 0
—zt 33 0 —3x 1 0
I —62° —bzrt 1523 0 =5z 1|
dir.
4.2. Tanim

B,,.r () Bernoulli F—polinomu olmak iizere B, (z, F') = [bij (:c)]

nxn

(".) Bijr(x) i>jise,

0 1 < j ise,
seklinde tanimli n x n tipindeki matrise Fibo-Bernoulli matrisi denir.

Ornek

5 x b tipinde Fibo-Bernoulli matrisi asagidaki gibidir.

1 0 0 0 0

r+1 1 0 0 0

Bs(z,F) = ?+r+1 r+1 1 0 0
®+ 2% + x4 3 207 + 2z + 1 22 + 2 1 0
_x4+3x3+3x2+x+é 3234+ 622 +32+1 62°+62+3 3x+3 1

Simdi 6zel bir Fibonomial katsayili matris tanimlayip, bu matrisin genellegtirilmisg
Fibo-Pascal matris ile faktorizasyonunu yaparak, Fibo-Bernoulli matrisini elde

edecegiz.
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4.3. Tanim

F,, Fibonacci sayis1 ve

1 <z> o
, 1> 7 ise,
Wiy = Fi*jJrl I/ -
0 1 < j ise,
olmak tzere W,, = {wij} matrisine Fibonomial katsayili matris denir.
nxn
Ornek

6 x 6 tipinde Wy matrisi

100 0 0O

110 0 0O

11000
We =

%12100

%13310

IEEE RN
seklindedir.

4.4. Teorem

Bf Bernoulli-Fibonacci sayis1 olmak tizere 7,, = [tij} y

i
<> B, i>jise,
t;; = J/a

)

0 1 < j ise,
seklinde tanimli n x n matris olsun. O zaman
Wit =T,

dir.
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_fspat

Matris ¢arpimi ve Eg. 2.17 den yararlanilirsa

k=j

-2 () 2 )
k=3 kF T B jp
— (i z’—j) |
= . | Bi_y,
— <]>F (k_J » Fr_jn
O o)y
j ko) 7T Fea

F k=0

birim matris elde edilir.

Ornek

6 x 6 tipinde 7g matrisi

1 0 0 0 0 0]
1 1 0 0 00
11 1 0 00
Te = .
-1 1 2 1 00
3.1 3 -3 10
5
I




olup,
1 0 0 0 o00][100 0 00]
-1 1 0 0 0O0|[1 100 00
-1 1 0 0011000
To - We = 1 1
-1 1 -2 1 o0o0||t12 100
3 -1 3 -3 10|t 133 10
-2 5 -5 P 5 1] 15 2 5 1]

elde edilir.

4.5. Teorem

o O O o O =

o O o o = O

o O O = O O

o O = O O O
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o = O O O O
_ o O O O O

B, (z, F") Fibo-Bernoulli matris, P, (x, F') genellegtirilmig Fibo-Pascal matris ve W,

Fibonomial katsayili matris olmak tizere
B, (x,F) =P, (z,F) - W,

dir.

fspat

P, (z, F') ve Fibonomial katsayili W, matrislerinin tanimindan
i

(Pu . F) - Wa)y =D @“ Fk_le @

k=j

NN~ 1 (i j) i
. ]l
(])F kz_; Fr_jn (k -7/,
. i—j . .
() S ()
j F k=0 Fk+1 k F

?) B jr ()

J

F

= bij ()

(4.1)
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olup,

P (z, F) W, =B, (x, F)

elde edilir.

Ornek
1 0 0 0 011000 O0]
r 1 0O 0 O 110 00
Ps(z,F) Ws=|2> = 1 0 0 11100
23 222 2 1 0 11210
L2t 32% 62 3z 1] [+ 1 3 3 1]
[ 1 0 0 0
x+1 1 0 0
= ?+r+i r+1 1 0
d+ 2% x4+ 3 20?4+ 2 + 1 21 + 2 1
_$4+3[E3+3$2+5E+% 3x3 + 622 +3x+1 62°+62x+3 3x+3

- 65 (l’, F)
4.6. Teorem

B, (x, F) Fibo-Bernoulli matrisinin tersi, BY" Bernoulli-Fibonacci sayis1 ve

. i—j . .
1 11— F o s
E B . > 7] ise,
d. — (]) ( k ) i—j—k Ap4+1 X ? J 1
) F

F k=0

0 1 < j ise,
olmak tizere D, (z, F) = [dij} ., matrisidir.
_fspat

Es. 4.1 ve ters matris ozelliginden

B, (x, F) =W, P (&, F) =T,V

0
0
0
0
1




dir. © < j icin

elde edilir.

Ornek
1 0 0 O0O0] [ 1
-1 0 00 -
Ts- Vs = % -1 1 00 0
—% 1 -2 10 z3
. &5 -1 3 =3 1] [ -2
[ 1 0
-z —1 1
= x—i—% —x—1
- —3 2z +1
_—x4—3x3—|—x+% 323 — 3w — 1

= D5($,F)

_ o O O
—_ O O O O

0
0
0
0
L]
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llginctir  ki; Fibo-Bernoulli matrisi, Bernoulli F—polinomlar1 kullamlarak
olugturulurken, bu matrisin tersinde ise Bernolli-Fibonacci sayilari kargimiza

cikmaktadir.
4.7. Tanim

E, r Euler-Fibonacci say1si ve

() Eijrpa'™ i =] ise,
‘7 F

Gz‘j =
0 1 < j ise,
olmak tizere, n x n tipinden E,(x, F) = {eij (a:)} y matrisine Fibo-Euler matrisi denir.

Ornek

5 x 5 Fibo-Euler matrisi

1 0 0 0
-5 1 0 0
Es(x, F)= | -4 —% 0 0
2 2 10
274 ws $2 X
S A
seklindedir.
4.8. Teorem

n X n tipinden ‘E,(z, F') Fibo-Euler matrisinin tersi /,, birim matris olmak tizere,
1
H,(x,F) = 2<Pn(a:,F) —O—In> (4.2)

bicimindeki #,(z, F) = [5”@)} matrisidir.

nxn



_fspat

Matris ¢arpimi yapilirsa

nxn

olup,

[Ci]}nxn - ; En(x>F) ’ Pn(x>F) + ; Z:n(xaF)

dir. Buradan

I~ (i (R e 1N, (i .
Cij =5 Z (k) Ei_yrx k(y) "I 4 3 (j) Ei_jpx'™

k=j F F k=j F
_ L i: I B i L[ i:E i
“o\j) Lk —j) TR 2\j) LT
F k=j F F k=j
i—j
() 1 ()
=35 ' Ez—]—kF +E1—3F

Es. 2.30 kullanilirsa

1[4 o
Gij =5 <Z> 7 200,
j F
= <Z> 277 8o
j F

elde edilir. Boylece ¢ = j i¢in

Cii = <Z> $i7j50,z‘fj =1
j F

ve i # j igin

57
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olup,

birim matris olur.

Ornek
1 0 0 0
T 1 0 O
1 1 )
3 222 22 1 0
| 2t 323 627 3z 1
[ 1 0 0 0 0]
%x 1 0 0 0
=32 32 1 0 0
1,.3 2 1 0
1

1
L 2

= Hs(zx, F)

Simdi  Fibo-Bernoulli matrisini, Fibo-Euler

bulacagiz.
Sonug

B, (z, F') Fibo-Bernoulli matrisi olmak iizere
Bu(z,F) = (2H,(x, F) - I,) - W,

dir.

10000
01000
+100 100
00010
(0000 1]

matrisinin tersinden yararlanarak



_fspat

Es. 4.2 den

H,(x,F) = ;(Pn(as, F)+ [n>

olup, buradan

Po(x, F)=2H,(z,F) — I,

bulunur. Es. 4.4 ifadesi Es. 4.1 de yazilirsa
By (2, F) = (2H,(x, F) - I,) - W,

elde edilir.

Ornek

(2H5(x, F) = I5) - W5

1 0 0 0 0] [T O00O0OJ\[1O0OO0OODO
lr 1 0 0 0 01000 1 1000
=232 22 1 0 0O|—-[00 100 11100
o 2 oz 1 0 00010 51210
| dat 32% 32 32 1] [00O0O0 1]/[+ 1331
[ 1 0 0 0
r+1 1 0 0
= ?+r+i r+1 1 0
R 20% + 2z +1 2x + 2 1
Lt + 3% + 3% o+ 1 3P+ 627+ 30 +1 62> +6x+3 3x+3

=B, (z,F)

59

(4.4)
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Ilk béliimde, literatiir hakkinda bilgi
verilmistir. Ikinci boliimde, tezde kullamilacak temel kavramlardan bahsedilmistir.
Uciincii boliimde, cesitli polinomlar, sayilar ve iirete¢ fonksiyonlar elde edilmistir ve
baz1 oOzelliklerine yer verilmigtir. Dordiincti boliimde calismanin asil amaci olan
Fibo-Bernoulli matrisleri ve ¢esitli Fibonomial katsayili matrisler tanimlanmig, bu
matrislerin tersi olan matrisler elde edilmig ve faktorizasyonlar: yapilarak aralarindaki

iligkiler bulunmusgtur.

Bu calisgma boyunca kullanilan Bernoulli F—polinomlarinin, Fibonomial anlamda
Stirling sayilar ile iligkisi gosterilebilir ve gesitli indirgeme bagintilar1 elde edilebilir.
Ayrica elamanlart Fibonomial katsayili Stirling sayilari olan matris tanimlanarak
Fibo-Bernoulli matris ile iligkisi bulunabilir. Harmonik Fibonacci polinom matrisi

tanimlanarak, yine bu matrisin gesitli 6zellikleri ve faktorizasyonu bulunabilir.



62



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

63

KAYNAKLAR

. Bernoulli, J. (1713). Ars conjectandi. Basel: Published Posthumously.

Norlund, N. E. (1924). Vorlesungen tber differenzenrechnung (First edition). New
York: Chelsea Publishing Company, 10-25.

Roman, S. (1984). The umbral calculus. New York: Academic Press Inc.

Carlitz, L. (1948). ¢—Bernoulli numbers and polynomials. Duke Mathematical
Journal, 15(4), 987-1000.

. Al-Salam, W. A. (1958). g—Bernoulli numbers and polynomials. Mathematishe

Nachrichten, 17, 239-260.
Kac, V., Cheung P. (2002). Quantum calculus. New York: Springer.

Hegazi, A. S., Mansour, M. (2006). A Note on g—Bernoulli numbers and
polynomials. Journal of Nonlinear Mathematical Physics, 13(1), 9-18.

Kim, D. S., Kim, T. (2014). Some identities of g—Euler polynomials arising from
g—umbral calculus. Journal of Inequalities and Applications, 2014(19).

Kim, D. S., Kim, T. (2014). g—Bernoulli polynomials and g—umbral calculus.
Science China Mathemtics, 57(9), 1867-1874.

Kim, T., Jang, L.C.and Pak, H.K. (2001). A note on g—Euler and Genocchi
numbers. Proceedings of the Japan Academy, Series A, Mathematical Sciences,

77(8), 139-141.

Srivastava, H. M., Pinter, A. (2004). Remarks on some relationships between the
Bernoulli and Euler polynomials. Applied Mathematics Letters, 17, 375-380.

Catma, G. (2013). Bernoulli and Euler polynomials. Master Thesis, Institute of
Graduate Studies and Research, Fastern Mediterranean Universty, North Cyprus.

Zhang, Z., Whang, J. (2006). Bernoulli matrix and its algebraic properties. Discrete
Applied Mathematics, 154(11), 1622-1632.

Zhang, 7. (1997). The linear algebra of generalized Pascal matrix. Linear Algebra
and its Applications, 250, 51-60.

Ernst, T. (2008). g—Pascal and g¢—Bernoulli matrices and umbral approach.
Department of Mathematics Uppsala Universty D.M. Report, Uppsala, 2008:23.

Ernst, T. (2018). On several g—Special matrices, including the g—Bernoulli and



64

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

g—Euler matrices. Linear Algebra and its Applications, 542, 422-440.
Zheng, D. (2008). g—analogue of the Pascal matrix. Ars Combinatoria, 80, 321-336.

Tuglu, N., Kus, S. (2015). g—Bernoulli matrices and their some properties. Gazi
University Journal of Science, 28(2), 269-273.

Call, G. S., Velleman, D. J. (1993). Pascal’s matrices. American Mathematical
Monthly, 100(4), 372-376.

Yang, S. L., Liu, Z. K. (2005). Explicit inverse of the Pascal matrix plus one.
International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences, 2006, 1-7.

Chan, O. Y. ve Manna, D. (2012). A New g—Analogue for Bernoulli numbers. The
Ramanujan Journal, 30(1),125-152.

Camdelen, N. A. (2010). Genellestirilmis Pascal matrisleri, Yiikksek Lisans Tezi,
Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara.

Kim, D. S., Kim, T. (2015). Umbral calculus associated with Bernoulli polynomials.
Journal of Number Theory, 147, 871-882.

Liu, G. (2008). Generating functions and generalized Euler numbers. Proceedings
of the Japan Academi, Series A, Mathematical Sciences, 84(2), 29-34.

Kim, T. (2008). Note on the Euler numbers and polynomials. Advanced Studies in
Contemporary Mathematics, 17(2), 131-136.

Internet: Quintana, Y., Ramirez, W. and Urieles, A. (2018). Euler matrices and
their algebraic properties revisted. URL:https://arxiv.org/pdf/1811.01455.pdf,
Son Erigim Tarihi: 04.02.2020.

Infante, G. M., Ramirez, J. L. and Sahin, A. (2017). Some results on g—analogue
of the Bernoulli, Euler and Fibonacci matrices. Mathematical Reports, 19(69), 4,
399-417.

Koger, E. G., Tuglu, N. (2013). The Pascal matriz associated with Fontené-Ward
generalized binomial coefficients. 4th International Conference on Matrix Analysis
and Applications (ICMAA-2013), Konya, Turkey.

Krot, E. (2004). An introduction to finite fibonomial calculus. Central Europen
Journal of Mathematics, 2(5), 754-766.

Kwasniewski, A. K., Krot, E. (2008). Lucky 7-th exercises on inversion formulas and
Fibonomial coefficients. Proceedings of the Jangjeon Mathematical Society, 11(1),
65-68.



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

65

Ozvatan, M. (2018). Generalized Golden-Fibonacci Calculus and Applications,
Master Thesis, The Graduate School of Engineering and Sciences of Izmir Institute
of Technology, Izmir.

Pashaev, O.K., Nalci, S. (2012). Golden quantum oscillator and Binet-Fibonacci
calculus. Journal of Physics A: Mathematical and Theoritical, 45(1), 1-23.

Dattoli, G., Germano, B., Licciardi, S. and Martinelli M. R. (2018). Umbral
methods and harmonic numbers. Azioms, 7(62), 1-9.

Dattoli, G., Srivastava, H.M. (2008). A note on harmonic numbers, umbral calculus
and generating functions. Applied Mathematics Letters, 21(79), 686-693.

Cvijovic, D. (2010). The Dattoli-Srivastava conjectures concerning generating
functions involving the harmonic numbers. Applied Mathematics and Computation,
215(11), 4040-4043.

Internet: Mezo, I. (2011). Some possible g—generalizations of harmonic numbers.
URL:https://arxiv.org/pdf/1106.5029.pdf, Son Erigim Tarih: 04.02.2020.

Tuglu, N., Kizilateg, C. and Kesim, S. (2015). On the harmonic and hyperharmonic
Fibonacci numbers. Advances in Difference Equations, 2015(297), 1-12.

Sadjang, P. N. (2018). On the fundamental theorem of (p, q)—calculus and some
(p, q)—Taylor formulas. Results in Mathematics, 73(39), 1-21.

Lalin, M.,N. (2005). Bernoulli numbers. Junior Number Theory Seminar-Universty
of Texas, Austin September 6th.

Kus, S., Tuglu, N. and Kim, T. (2019). Bernoulli F'—polynomials and Fibo-
Bernoulli matrices. Advances in Difference Equations. 2019(145).

Internet: Licciardi, S. (2018). Umbral calculus, a different mathematical language.
URL: https://arxiv.org/pdf/1803.03108.pdf. Son Erigim Tarihi: 04.02.2020.



66



67

OZGECMIS
Kigisel Bilgiler
Soyadi, Adi . KUS, Semra
Uyrugu . T.C.
Dogum tarihi ve yeri 1982, Kirgehir
Medeni hali : Evli
e-mail . semrakus40@gmail.com
Egitim
Derece Egitim Birimi Mezuniyet Tarihi
Doktora Gazi Universitesi/Matematik Ana Bilim Dali Devam ediyor.

Yiksek lisans Gazi Universitesi/Matematik Ana Bilim Dali 2013
Lisans Selcuk Universitesi/Matematik Ogretmenligi 2005
Lise Kirsehir Anadolu Ogretmen Lisesi 2000

Is Deneyimi

Yil Yer Gorev
2008- Kirsehir Ahi Evran Universitesi Ogretim Gorevlisi

Yabanci Dil
Ingilizce
Yayinlar

1. Kusg, S., Tuglu, N. and Kim, T. (2019). Bernoulli F—polynomials and
Fibo-Bernoulli matrices. Advances in Difference Equations. 2019(145).

2. Tuglu, N., Kus, S. (2015). g—Bernoulli matrices and their some properties. Gazi
University Journal of Science, 28(2), 269-273.

3. Tuglu, N, Kus, S. (2013). g— Bernoulli matrices and its some properties. ICMAA-
2013, Konya, Turkey.

4. Kus, S., Tuglu, N. (2019). Some properties of Fibo-Bernoulli matrices. ICMME-
2019, Konya, Turkey.








