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1.GIRiS

Euler “Sonsuzun Analizine Giris” adli eserinin [1] ”Carpimlardan Elde Edilen Seriler

-1
Uzerine” baslikli  boliimiinde P = H(l — ls J carpiminin P = zis olarak
p
P

n=l n
yazilabilecegini gostermis ve PQO=1 kosulunu saglayan @ c¢arpiminin

= % = H (1 —ig] olarak yazilabileceginin agik oldugunu sdyledikten sonra
»

p

1 1 1 1 1 1 1
O=—-F-—oto—o+t———
r2 3 5 6 7 10

: .. 1 o
oldugunu ispatlamigtir. Euler, bu serinin — genel teriminin

(p"p,...p,")

katsayisinin n, =n, =---=n, =01se I, n,=n, =...=n, =1 1ise (-1)" In, 22 ise 0

oldugunu sozciiklerle ifade etmistir.

Euler’in bu sekilde tanimladigi fonksiyonun aritmetik onemi Mobius tarafindan

kesfedilmistir. Mobius [2] ¢alismasinda; “verilen bir keyfi f(z) fonksiyonu ve

g(z)=2 a,f(z") (1.1)
n=1

ile tanimli g(z) fonksiyonu i¢in f(z) yi g(z") in terimleri cinsinden

()= Y be(") (12)

olarak nasil belirlenebilir?” problemini ortaya atmustir. Eger f(z) fonksiyonu

f(z2)=c,z+c,z" ++- bigiminde bir kuvvet serisi olarak almirsa bu problem bigimsel



kuvvet serileri ile ilgili bir problem olarak ele alinabilir. Gergekten verilen (a, )

n=1

katsayilari

1, n=1lise
S a,b, = (13)
d

i 0, n>1ise

esitliginde yerlerine yazilarak (bn )nzl dizisi elde edilir. Ozel olarak her n pozitif
tamsayisi i¢in a, =1 alnirsa b, , u ile gosterdigimiz Mobius fonksiyonundan baska
bir sey degildir. Buradan Mobius’iin sorusunun a, =1 i¢in yaniti; bicimsel seriler

i¢cin
¢ =Y () f(2) = Y ulmg(") (14)

Mobius inversiyon formiilidiir. Burada f(e*)=F(z) ve g(e’)=G(z) alinirsa

Es.1.1. ve Es.1.2. esitlikleri sirasiyla

G(z)= ianF(nz) ve F(z)= ibnG(nz)

n=1
biciminde daha uygun bir hal alir [3].

Glinlimiizde Mobius fonksiyonu i¢in kullandigimiz g ilk kez 1874 yilinda F.

Mertens tarafindan kullanilmistir [3-4].

Hille ve Szasz’in ¢alismalarina [5-6] kadar bu seriler bi¢imsel olarak ele alinmistir.

Hille ve Szasz’in g¢alismalarinin bir sonucu olarak “VneZ" igin g(n)= Z f(mn)

m=1

o0
ve an

n=1

f (n)| yakinsak olacak sekilde bir ¢ >0 sayis1 vardir ancak ve ancak



f(n)=z,u(m)g(mn) ve an g(n)| yakinsak olacak sekilde bir £>0 sayisi
n=1

m=1
vardir” teoremini ispatlamislardir. Boylece Es.1.1. ve Es.1.2. ile verilen serilerin

yakinsakliklart da incelenmistir.

Mobius inversiyon formiiliiniin

g(n)=2f(d)<:>f(n)=Zﬂ(d)g(§) (1.5)

dln dln

bicimindeki ilk sonlu versiyonu Dedekind [7] ve Liouville [8] tarafindan es zamanlh

olarak 1857 yilinda verilmistir.

Bu gelismelerden bagimsiz olarak 1935 yilinda Weisner [9] ve 1936 yilinda Philip
Hall [10] grup teori problemleri ile ilgili ¢aligmalarinda Es.1.5. ile verilen Mdbius
inversiyon formiiliiniin genel bir halini elde etmislerdir. Hall bir kiimenin kuvvet
kiimesinin kapsama bagintist ile olusturdugu kismi sirali kiime iizerinde Mobius

inversiyon formiiliinlii yeniden kesfetmistir. Weisner ise daha genel olarak herhangi

bir kismi sirali kiimede bu genellemeyi ger¢eklestirmistir. (P,S) bir kismi siral

kiime olsun. Verilen bir f:P— C fonksiyonu; bir € P i¢in x>¢ olmadikga

f(x)=0 sartin1 saglasin. Weisner ¢alismasinda [9] x € P i¢in

g)=2 f(2) ise f(x)=) g(z)u(z,x) (1.6)

oldugunu ispatlamstir.
Weisner’in grup teorideki bir problemin ¢oziimii i¢in elde ettigi kismi sirali kiimeler

tizerindeki Mobius inversiyon formiilii 1964 yilinda Rota [11] tarafindan ¢ok daha

genel bir amag i¢in verilmistir.



Gergekten bu kismi sirali kiimenin elemanlarinin grup, halka, cisim, vektor uzayi

gibi cebirsel yapilarin alt yapilart olmasi, bir topolojik uzaymn agik veya kapali

kiimelerinin olmasi, bir grafin koselerinin olmasi, bir parcalanmanin bloklarinin

olmasi durumlarinda Mdbius inversiyon formiiliiniin 6zellikle sayma problemleri ile

ilgili bir ¢ok problemin c¢oziimiinde kullanilmasi bu aracin genelligini c¢ok iyi

vurgulamaktadir.

Rota’dan sonra yapilan ¢aligmalarda [12] P bir kismi sirali kiime olmak tlizere Px P

den C ye tanimlanan incidence fonksiyonlari i¢in Mobius inversiyon formiilii elde

edilmistir. (P,S) yerel sonlu bir kismi sirali kiime olmak iizere F(P) incidence

cebiri lizerinde f * g konviilasyonu Vx,y € P i¢in

g)=Yf(») & f(x)=) g»u(y,x

y<x y<x

ile tanimlanmaktadir. Bu cebirin birim elemani

1 x=
n=ly 1)

olup

o ) 1 x<y
X,p) =
7710 aksi halde

(1.7)

incidence fonksiyonunun * konviilasyonuna gore tersi P nin Mobius fonksiyonu u

dir. Bu durumda Mébius inversiyon formiili / € F'(P) olmak {izere

g=f*of=g*u

veya

(1.8)



h=e*f< f=u*h (1.9
halini alacaktir.

Bu gelismelerden sonra 1997 yilinda Chen [13] yaptig1 genellestirme ile Mdbius
fonksiyonunun ortaya ciktigr seriler ile ilgili problem ile Mobius inversiyon
formiiliiniin sonlu versiyonunu birlestirmeyi basarmistir. 4 bostan farkli bir kiime,

F(P) incidence cebiri ve * Es.1.7. ile tanimlanan konviilasyon olmak tizere Px A

tizerindeki kompleks degerli fonksiyonlar Px A iizerinde bir vektdr uzayi olup bu

uzayl F(Px A) ile gosterilsin. f € F(P) & e F(PxA) olmak tizere

D, f(a,x)=&f(a,x) =) &(a,b) f(b,x)

as<b

ile F(P) soldan F(Px A) ya etki eder ve benzer bicimde

D, f(x,b)= f&(x,b) =) f(x,a)é(a,b)

as<b

ille F(P) sagdan F(PxA) ya etki eder. Chen feF(P) tersinir ve

n(x,a)=Y_ f(x,»)&(y,a) mutlak yakinsak ise &(x,a)=Y_ [ (x, »)n(y,a)

X<y x<y
yeP yeP

Mobius inversiyon formiiliinii elde etmistir.

Haukkanen [14], 1997 yilinda (S,c) ve (S,<) iki kismi sirali kiime olmak iizere

F(PxP,c<) kiimesi iizerinde tammh f:(SxS8)x(SxS)—C incidence

fonksiyonlart i¢in Mobius inversiyon formiiliiniin farkli bir anlamda genellemesini
vermistir. Yine bu caligmasinda Haukkanen regiiler aritmetik konvuliisyonlar
yardimi ile literatiirde yer alan birka¢ genellestirmeyi gerceklestirmis ve bu

genellestirme yardimi ile yeni inversiyon formiilleri elde etmistir.



2006 yilinda Bundschuh, Hsu ve Shive [15] Selberg-carpimsal aritmetik
fonksiyonlarin 6zel bir S smnifi iizerinde Mdbius inversiyon formiiliiniin yeni bir
genellemesini elde etmistir. Bunu ortaya attiklar1 “verilen bir F € § fonksiyonu ve

a, [ aritmetik fonksiyonlari igin

B(n) = ZF(s)a(d) san) =Y GE)AM)

din d|n d

biciminde bir Mdbius tipi inversiyon formiilii gecerli olacak sekilde bir Ge S
fonksiyonu bulunabilir mi?” problemini ¢ozerek yapmuslardir. Ayrica buradaki
genellestirmeye benzer bir genellestirme 1963 yilinda Daykin [16] tarafindan elde

edilmistir.

Bu calismada oOncelikle literatiirde yer alan Mobius inversiyon formiiliiniin

genellestirmelerinin ve uygulamalarinin bir cogu gézden gegirilmistir. Ayn1 zamanda

F(P) incidence cebiri iizerinde Es.1.7. ile verilen * konvulasyonunda z€[x,y]

yerine z yi [x,y] arah@mun bir 4 alt araligindan segerek Es.1.8. ve Es.1.9. ile

verilen inversiyon formiilleri genellestirilmeye c¢alisildi. Bu nedenle literatiirde yer
alan genellestirme ve uygulamalara daha ¢ok bu amac¢ dogrultusunda yer verilmeye

0zen gosterildi

Calismanin birinci boliimiinii konunun tarihsel gelisimini ve ¢alismanin amacini
iceren bu giris bdliimii olusturmaktadir. Ikinci béliimde sayilar teorisinde aritmetik
fonksiyonlar ile ilgili kisa 6n bilgilerden sonra klasik Moébius inversiyon formiilii
ifade edildi. Ugiincii boliimde kismi sirali kiimeler ve latislerle ilgili alt yapidan sonra
kismi sirali kiimeler igin Mobius inversiyon formiilii ve kombinatorikteki g¢esitli
uygulamalar1 sunulmustur. Dordiincii boliimde Haukkanen; Chen ve Bundschuh, Hsu
ve Shive tarafindan elde edilen cesitli genellestirmeler ve uygulamalar sunulmustur.
Besinci boliimde lizerinde calistigimiz genellestirmeler ile ilgili yanit aradigimiz

sorular siralanmistir. Bu sorularla ilgili sonuglar tartisilmistir.



2. ON BILGILER
2.1. Aritmetik Fonksiyon Kavrami

Oncelikle Mobius fonksiyonu ve Mébius inversiyon formiiliiniin sayilar teorisindeki
baslangicindan bahsedilecektir. Bunun i¢in sayilar teorisinin bazi1 araglarmi

ozetleyelim.
2.1. Tanim

Tanim kiimesi dogal sayilar deger kiimesi kompleks sayilar olan f:N —C
fonksiyonlarma aritmetik fonksiyon veya teorik-say1r fonksiyonu denir. Bu

fonksiyonlar1 karmagik sayilarin bir dizisi olarak (a,)=(f(n)) seklinde de

gosterebiliriz [17].

Mobius fonksiyonu, Euler fonksiyonu, kuvvet fonksiyonu ve bdlen fonksiyonu
aritmetik fonksiyonlara birer drnektir. Simdi sirasiyla bu aritmetik fonksiyonlar1 ve
temel ozelliklerini [17] ve [18] kaynaklariin 1siginda goérelim. Bu konuda daha

ayrintili bilgilere [19-22] kitaplarindan ulasilabilir.

2.2. Tanim

D1sPys---» p, farkli asallar olmak lizere n pozitif tamsayist n = p," p5* ... p,* olarak

yazilsin. Klasik Mobius fonksiyonu

1 , n=1
um)=<(=D*, a=a,=...=a, =1
0 , aksihalde

seklinde tanimlanir [17].



Simdi baz1 tamsayilar i¢in Mdbius fonksiyonunun degerlerini hesaplayalim. 15=3-5
oldugundan u(15)=(=1)>=1; 30=2-3-5 oldugundan wu(30)=(-1’=-1 ve

60 =2%3.5 oldugundan £(60)=0.

2.1. Teorem

H Z+ . . z (d) 1) ’nzl
er n e 1¢In =
g d‘nlu O’ 7n>1

dir [18].
Ispat

n=1 ise formiil agik¢a dogrudur. Varsayallm n>1 ve n=p/ ps*...p/* olsun.

z 1(d) toplaminin terimlerinde sifir olmayan terimler sadece d =1 ve d nin, farkli
d ‘n

D, € { V2929 pk} asallarin ¢arpimi olarak yazilabildigi durumlardir. 0 <7 <k olmak

tizere eger d bu asallarin 7 tanesinin carpimi seklinde yaziliyorsa o zaman Mobius

fonksiyonunun tanimindan p(d)=(-1)" dir. Bu r ler (f) binom katsayisina esit
sayida secilebilir. Yani(—1)" sayisina karsilik gelen d boélenlerinin sayist (f)

Boylece z,u(d) toplamin1 7 iizerinden tanimlayabiliriz.
d‘n

> u(d) =D ()1 =1+ (1) =0

d‘n r=

elde edilir.



Bu teoremin kullanilmasiyla yapilacak basit hesaplamalar bize her p asali i¢in

w(p)=-1 ve u(p*)=0 oldugunu gosterir. Aritmetik fonksiyonlara ikinci drnek

olarak Euler fonksiyonunu verelim.
2.3. Tanim

neZ’ icin Euler ¢ fonksiyonu; cebirsel anlamda ¢(n)=|U | yani Z, halkasinin

n
birimsellerinin sayis1 veya sayilar teorisindeki ifadesi ile » ile aralarinda asal ve n

den biiyiik olmayan pozitif tamsayilarin sayisi olarak tanimlayabiliriz [17-18].

n in bazi kiigiik degerleri i¢in Euler fonksiyonunun degerleri asagidaki gibidir:
p)=1,42)=1,43)=2, p(4) =2, p(5) =4
§6)=2, §(7)=6, p(8) =4, ¢(9) =6, #(10)=4

2.2. Teorem

Her neZ' igin ) o(d)=n

d‘n

dir [18].
fspat
S ={1,2,...,n} olsun. Her d |n igin S, = {a eS:(a,n)= S} kiimesini tanimlayalim.

S, kiimeleri S in bir par¢alanisidir. Clinkii eger a € S ise o zaman (a,n) =§ olacak

sekilde » in sadece bir tane d bdleni vardir. Bundan dolay1 Z|Sd| = |S| =n dir.

dln

Geriye her bir d i¢in |S d| =¢(d) oldugunu gostermek kaliyor.
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aeS, & aeZ,1<a<n Ve(a,n)zg.

Eger her bir a tamsayisi i¢in a' :ﬁ yi tanimlarsak S: (a,n) a y1 boldiigiinden
n

. d ... d . .
dolayr «' bir tamsay1 olur. a =2 esitligini — 1ile bdlersek yukaridaki gift
n n

gerektirmeyi 1< a’ <n olmak iizere
n !’ ’ ’
aelS, & azg.a ,a'eZve(a',d)=1

seklinde yazabiliriz. Bundan dolay1 |S d| 1<a’'<d olmak lizere d ile aralarinda asal

a' tamsayilarinin sayisina esittir. Bu, tanmimdan ¢(d) dir. Sonug olarak |S d| =¢(d).

2.4. Tanim

aeR ya da C olmak lizere N”:Z"—>C N“(n)=n" bigiminde tanimlanan

aritmetik fonksiyona kuvvet fonksiyonu denir [17].

2.5. Tanim

(n)= Zl (n in bolenlerinin sayisin1 gosteren fonksiyon),
dln

o(n)= z d (n in pozitif bolenlerinin toplamlarini ifade eden fonksiyonlar)
dn

biciminde tanimlanan 7,0 bodlen fonksiyonu olarak adlandirilir. Bolen fonksiyonu

en genel haliyle « € C olmak tizere o, (n) = Z d” seklinde tanimlanir [17].
d‘n
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2.2. Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Carpimlar:
2.6. Tanim

f ve .g aritmetik fonksiyonlarinin Dirichlet ¢arpimi veya konviilasyonu her n

pozitif tamsayist i¢in
n
(f*)m)=> f(d )g(gj
d‘n
ile tanimlanan f * g aritmetik fonksiyonudur [17].

Eger ezg almirsa f*g carpimint (f *g)(n)= Z f(d)g(e) seklinde de ifade

de=n

edilebilir [18].
2.3. Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Tersi ve Mobius Inversiyon Formiilii

Cebirsel olarak f(1)#0 sartin1 saglayan aritmetik fonksiyonlarin kiimesinin

Dirichlet ¢arpimu ile bir abelyan grup olusturdugunu gostermek igin bazi tanim ve
teoremleri ifade edecegiz. Oncelikle tanimdan hareketle aritmetik fonksiyonlarin
olusturdugu kiimenin Dirichlet carpimina gore kapali oldugunu sdyleyebiliriz. Simdi
bu iglemin degisme ve birlesme 6zelliklerinin var oldugunu gosterelim.

2.3. Teorem

f, g ve h aritmetik fonksiyonlar olmak iizere

frg=gx*fve(f*g)xh=[f*(g*h)

dir [18].
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fspat

f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak {izere. Vn e Z" igin

(fxg)m)=2. f(a)g(b)

ab=n

=2 gla)f(b)

ab=n

=(g* /)

yazilabileceginden f*g=g= f elde edilir. Diger taraftan f, g ve h aritmetik

fonksiyonlart verilsin. Vn e Z" igin

(f*g)=h)m)= D (f *g)d)h(c)

de=n

= ( > f(@g®) fle)

dc=n \ ab=d

= Y, f(@)gb)h(c)

abc=n

ve benzer olarak

(f *(g*h)n) =, fa)g*h)e)

ae=n

=/ (a)(z g(b)h(C)j

ae=n bc=e

= 2, f(@)gb)h(c)

abc=n
elde edilir. Buradan * igleminin birlesmeli oldugu goriiliir.

f (1) # 0 sartin1 saglayan aritmetik fonksiyonlarin kiimesinin Dirichlet ¢carpimi ile bir

abelyan grup olmasi i¢in verilen ozelliklere ek olarak birim elemaninin ve her
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elemaninin tersinin bu kiimede var olmas1 gerekir.
2.7. Tanmim

Her n pozitif tamsayisi igin

I(n)= 1, n=1
"= 0,n>1

seklinde tanimlanan / fonksiyonuna dzdeslik fonksiyonu denir [17].

Asagidaki teorem, bu fonksiyonun yukarida s6zii edilen grubun birim elemani

oldugunu gosterir.
2.4. Teorem
f aritmetik fonksiyonu icin /* f = f*[ = f esitligi saglanir [17].

jspat

(f *I)(n):z f (d)l(g) esitliginin sag tarafinda sifirdan farkli olan tek terim
d|n

f(m)I (E) = f(n)[(1) dir. I(1)=1 oldugundan bu terim de f(n) e esittir. Benzer
n

sekilde (I * f)(n) = f(n) oldugu gosterilebilir.

Simdi verilen bir f aritmetik fonksiyonunun hangi sartlarda tersinin var oldugunu

ve tersinin nasil bulunabilecegini gosteren agsagidaki teoremi ifade ve ispat edelim.
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2.5. Teorem (Aritmetik fonksiyonlarin Dirichlet tersi)

f(1)#0 sartin1 saglayan bir f aritmetik fonksiyonu verilsin. Bu takdirde f in

Dirichlet tersi

n=1igin f~ (1)—%% n>1igin f~ (n)—m;f( )/ (d)

d<n

ile tantmlanan ' aritmetik fonksiyonudur [18].
jspat

# degismeli oldugundan f~'* f =1 oldugunu gdstermek yeterlidir. Yani

z iy ( ) =1I(n) oldugunu gostermeliyiz. n=1 icin f'(1)f(1)=1 elde edilir.

dn

n>1 ise 0 zaman

2./ (d)f(—) [ fO+ (d)f( )

dn d|n
d<n

AC, d d
f(l)%f (@) f( )+%f ( )f( )

=0

elde edilir.

O halde buraya kadar yaptigimiz isi soyle 6zetleyebiliriz: (1) # 0 sartin1 saglayan
aritmetik fonksiyonlarin kiimesi Dirichlet carpimi ile bir abelyan grup teskil eder.

Simdi bu grubun Onemli bir elemant olan Mobius fonksiyonunun tersini

tanimlayalim.
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2.8. Tamim

Her neZ" i¢in u(n)=1 bigiminde tanimlanan u fonksiyonuna birim fonksiyon

denir [17].
2.1. Ornek

Teorem 2.1. den z u(d) = I(n) oldugunu biliyoruz. Bu esitligi Dirichlet ¢arpiminin

d‘n

ve u fonksiyonunun tanimindan hareketle

(uru)(m) =Y u(d)u [gj

= ud)

d‘n

=1(n)

seklinde de gosterebiliriz. Sonug olarak u ="' ve g =u"' dir. Bu son esitlik

asagidaki teoremin ispatinda bize olduke¢a yardimer olacaktir.

2.6. Teorem (Sayilar teorisinde Mdbius inversiyon formiilii)

f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak {izere her n € Z" igin

fm)=2 g(d) g(n)=2f(d)ﬂ(§j 2.1

d‘n d‘n

olmasidir [17].
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fspat

Her neZ" igin f(n)= Z g(d) olsun. Bu f = g *u seklinde ifade edilebilir. Her iki

d‘n

taraf u ile garpilirsa
Jru=(gru)*u
ve bu esitlikten

Sru=gxurp)=g*l=g

elde edilir. Yani a¢ik olarak g(n) = z f(d) ,u[%j dir.

dln
Karsit olarak f * g = g esitliginin her iki tarafi u fonksiyonu ile ¢arpilirsa
(fru)yxu=fx(uru)=f*I=f=g*u
ve buradan
f=g*u

elde edilir ki bu f(n) = Z g(d) anlamina gelir. .

d‘n

Simdi Dirichlet carpimi ve Mdbius inversiyon formiilii yardimiyla agagidaki teoremi

ispatlayalim.



17

2.7. Teorem

Her neZ" igin ¢(n) = Z,u(d)g
d‘n

[18].

jspat

Teorem 2.2. den z¢(d)=n:N(n) oldugunu biliyoruz. Burada Es.2.1. deki

dln
denklemde f =N ve g=¢ alip Mobius inversiyon formiilii uygulanirsa istenilen

sonuca ulasilir.

2.2. Ornek

a 21 olmak tizere Teorem 2.7. yi kullanarak ¢#(p“) nin degerini hesaplayalim.

Hp)=Y u(d)%a

d|p*
=u(p)p +-+u(p)p + u)p

:pa _pa—l
elde edilir.
2.3. Ornek

Yine Teorem 2.6. y1 kullanarak » in bdlenlerinin sayisini1 gosteren 7(n) ve n in

bolenlerinin toplamini veren o(n) fonksiyonlar igin Zl=z‘(n) ve Zd =o(n)
dln dln

esitliklerinden faydalanarak
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Y rdu()=1ve Y o(d)u(-)=n

dln dln
Ozdeslikleri elde edilebilir.
2.4. Ornek (M&bius inversiyon formiiliiniin 6zel bir uygulamasi)

Yuvarlak bir masa etrafina n tane sandalye yerlestiriliyor. Her bir sandalyeye bir
erkek € veya bir kiz (K) oturacaktir. Erkekler veya kizlarin farkliliklar1 dikkate
alinmadiginda 2" muhtemel oturma sekli vardir. Oturanlarin her biri ayn1 yonde bir
sonraki sandalyeye otururlarsa farkli bir oturma sekli elde edilir ancak bu islem »
kez tekrarlanirsa baslangictaki oturma sekline ulasilir. Bir oturma diizeninde herkesin
aynt yonde bir sonraki sandalyeye oturmasi ve bu islemin istenildigi kadar
tekrarlanmas1 ile en fazla d farkli oturma diizeni ortaya ¢ikiyorsa bu oturma
diizeninin periyodu d dir. Eger bir oturma diizeninin periyodu d ise oturma diizeni
yukaridaki anlamda d kez ayni1 yonde dondiiriiliirse yine baslangictaki oturma sekli
elde edilir. Ornegin KK...K ve EE...E oturma diizenlerinin periyodu 1 dir.
EKEK...EK ve KEKE...KE oturma diizenlerinin periyodu 2 dir. Her bir d igin
acaba periyodu d olan oturma diizenlerinden kag tane vardir? Ilk olarak bir oturma
diizeninin periyodu d ise d|n olmasi gerektigini gosterelim. d|n olmadigini

varsayalim: O zaman n=gqd +r 0<r<d olacak sekilde bir tek ¢, » tamsay1 ¢ifti

vardir. Buradan bu oturma bi¢gimi hem »n hem de d defa dondiirildiigiinde

tekrarlanacagindan n—qgd kez dondiiriildiigiinde de tekrarlanir. Halbuki » =n—qgd

olup 0 <r<d oldugundan d nin tanimi geregi » =0 olmalidir.

Simdi f(d) periyodu d olan oturma sekillerin sayisim gostersin. O zaman

Z f(d)=2" olup burada g(n)=2" alinirsa Mobius inversiyon formiiliinden

dln

f=32"u)

dn

elde edilir. Ornegin
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F12)=2"p(12)+ 2% u(6) +2° 1a(4) + 2°* p1(3) +2° 1a(2) + 2" pu(1)
=412
olarak kolayca hesaplanir [18].

2.4. Carpimsal Fonksiyonlar

2.9. Tamim

f 0 a 6zdes olmayan bir aritmetik fonksiyon olsun. Aralarinda asal olan her m,n
pozitif tamsay1 cifti icin f(mn)= f(m)f(n) kosulunu saghyor ise f aritmetik

fonksiyonuna ¢arpimsal fonksiyon denir [17].

2.10. Tanim

f aritmetik fonksiyonu, her m,n pozitif tamsay1 i¢in f(mn)= f(m)f(n) kosulunu

sagliyor ise f aritmetik fonksiyonuna tam ¢arpimsal fonksiyon denir [17].

Basit hesaplamalar ile eger f* fonksiyonu ¢arpimsal ve n,,...,n, pozitif tamsayilar
ikiser ikiser aralarinda asal ise f(n,...n,)=f(n)...f(n,) oldugu bulunabilir.
Ayrica n=p ... p,* seklinde asal ¢arpanlarinin ¢arpimi seklinde ifade ediliyorsa o

zaman f(n)=f(p")...f(p,*) dir. Sonu¢ olarak f c¢arpimsal fonksiyonunun

herhangi bir n pozitif tamsayis1 i¢in degerini hesaplamak istedigimizde » in asal

carpanlarinin f altindaki goriintiisiinii hesaplamak yeterlidir. Mdbius fonksiyonu,

Euler fonksiyonu ve bélen fonksiyonu carpimsal, kuvvet fonksiyonu ve 6zdeslik

fonksiyonu tam ¢arpimsaldir.

2.8. Teorem

f carpimsal fonksiyon ise f(1)=1 dir [18].
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fspat

1 sayist biitlin tamsayilarla aralarinda asaldir. Herhangi bir n pozitif tamsayisi i¢in

f(n)= f(n-1)= f(n)f(1) esitliginden £(1)=1 elde edilir.

Carpimsal fonksiyonlarin kiimesi yukarida Dirichlet ¢arpimi ile olusturulan grubun
bir alt grubudur. Bunun i¢in c¢arpimsal iki fonksiyonun Dirichlet ¢arpiminin da
carpimsal ve carpimsal bir fonksiyonun Dirichlet ¢arpimina gore tersinin de

carpimsal oldugunu gostermek yeterlidir.
2.9. Teorem

Dirichlet ¢arpimi ¢arpimsalligi korur [19].
fspat

Teoremin ispati i¢in ¢arpimsal olan iki f', g aritmetik fonksiyonu i¢in f * g nin de
carpimsal oldugunu gostermeliyiz. k=f*g ve (a,b)=1 olmak {izere

k(ab) = k(a)k(b) oldugunu gostermeliyiz.

k(ab)=Zf(d)g(%b) 22)

dlab

toplaminda a ile b aralarinda asal oldugundan ab nin her d boéleni (x,y)=1 ve
x|la ve y|b olmak iizere d=xy seklinde yazilir. Ayrica (ﬂ,é)zl oldugu
Xy

asikardir. Buna gore Es.2.2. toplamini yeniden ifade edecek olursak

b
k(ab)=Y" @2
(ab) 2 f (xy)g(xy)

b
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=2 [ f (y)g(g)g(é) (f ve g carpimsal)
Xy

xla

yib

=Zf(x)g(%)2f(y)g(%)
xla xla
b ylb

= k(a)k(b)

Carpimsal bir fonksiyonun Dirichlet tersinin de ¢arpimsal oldugunu gostermemize

yarayacak asagidaki teoremi verelim
2.10. Teorem

h ve f*h carpimsal ise f carpimsaldir [17].
jspat

f fonksiyonunun ¢arpimsal olmamasi durumunda f */ 1n da ¢arpimsal olmadigini
gostermek yeterlidir. k= f*h olsun. f carpimsal olmadigindan (m,n)=1 olan m
ve n pozitif tamsayilari i¢in f(mn) = f(m) f(n) dir.

mn =1 i¢in k(1)= f(1)g(l)= f(1) #1 buna gore k ¢arpimsal degildir.

mn >1 igin

(a,b)=1 ve ab<mn a ve b pozitif tamsayilar1 i¢in f(ab) = f(a)f(b) esitligi var

olsun.

k(mn) =Y f(ab)g(—'ZZ )+ f(mn)g(1)
alm
bln

=2 f@f (b)g(%)g(gh £ (mn)
alm
bln

=X F@gCY FB)g() =S (m)f (n)+ f (mn)

alm a bln
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= k(m)k(n) = f (m) f(n) + f (mn)

f(mn)# f(m)f(n) oldugundan k(mn)+# k(m)k(n) elde edilir ve bu sonu¢ £ nin

carpimsal olmadigini gésterir ki bu ise bir ¢eliskidir.

2.11. Teorem

f aritmetik fonksiyonu carpimsal ise f in Dirichlet tersi £~ de carpimsaldir [17].
fspat

f*f"'=1 Teorem2.24ten I ve f ¢arpimsal oldugundan 7' de carpimsaldur.

Sonu¢ olarak carpimsal fonksiyonlar kiimesi aritmetik fonksiyonlarin Dirichlet

carpimiyla olusturdugu grubun bir alt grubudur.
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3. KISMi SIRALI KUMELERDE MOBIUS INVERSIiYON FORMULU
3.1. Kismi Sirah Kiimeler ve Latisler ile lgili Tanim ve Temel Ozellikler

Kismi sirali kiimeler kombinatorikte ¢ok &nemli bir rol oynamaktadir. Ozellikle
kismi sirali bir kiime {lizerinde Mobius inversiyon igerme-disarma prensibinin ¢ok
zengin bir genellestirmesidir. Ornegin sonlu 4,B,C ve D kiimeleri icin
D=ANB=ANnC=BNC=ANBANC olsun. igerme-disarma prensibi (Inclusion-

Exclusion Principle)

AUBUC|=|4|+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC

=|4|+|B|+|C|-2|D| (3.1)

sonucuna ulasmamizi saglar. Dikkat edilirse Es.3.1. denklemindeki 7 terim A4,B,C
kiimelerinin birlesiminde sadece 4 farkli eleman oldugu i¢in 4 terime doniismektedir.
Es.3.1. deki -2 katsayisinin dnemi nedir? Daha fazla sayida kiime verildiginde bu
katsay1y1 hesaplayabilir miyiz? Acikca bu katsayr A4,B,Cve D kiimeleri arasinda
kapsama bagintisiyla tanimlanan ve birlesim kiimesinin eklendigi kismi siral
kiimenin Mobius fonksiyonunun degeridir. Sonug olarak Md&bius inversiyon uygun
sartlarda tanimlandiginda icerme-disarma prensibinin bir basitlestirilmisi ile
sonuclanir. Bununla birlikte Mdbius inversiyonun uygulamalarinda igerme-disarma

prensibinin zengin bir genellestirmesinden ¢ok daha fazlasi oldugunu gorecegiz [12].

Incidence cebiri ve Mobius fonksiyonuna baslamadan once sonlu kismi sirali

kiimelerin yapisini kavramak i¢in bir takim temel tanim ve teoremleri verecegiz.
3.1. Tanim (Kismi sirali kiime, Partially Ordered SET, Poset)
Bir P kiimesi ve bu kiime iizerinde tanimlanan bir < bagintist verilsin.

1) Vx e P i¢in x < x (yansima)

2) x,ye P icin x<y ve y<xise x =y (ters simetri)
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3) x,y,ze P i¢in x<yvey<zise x<z (gecisme)
kosullart saglaniyor ise < bagintisina P iizerinde bir kismi siralama bagintisi1 denir.

Bu bagintiyla birlikte P ye kismi sirali kiime adi verilir [12].
Simdi sonlu kismi sirali kiimelere birkag¢ ornek verelim.

3.1. Ornek

neN olsun. [n]={l,...,n} kiimesinin biitin alt kiimelerinin kapsamaya gore

siralamasiyla olusan B, kiimesi kismi sirali kiimedir. B, kiimesinde eger S <7 ise

S <T dir.
3.2. Ornek

neN olmak iizere [n] = {1,...,n} kiimesi bildigimiz anlamdaki siralama ile kismi

stral1 bir kiimedir. Bundan bdyle bu kismi sirali kiimeyi n ile gosterecegiz.
3.3. Ornek

neN olmak {lizere n in biitiin pozitif bdlenlerinden olusan kiime boliinebilme
bagintist ile kismi sirali bir kiimedir. » in biitiin pozitif bdélenlerinden olusan bu

kismi sirali kiimeyi D, ile gosterecegiz. Bu kiimedeki siralama eger i| j ise i < j ile

tanimlanir.
3.4. Ornek

V.(q), g-elemanli F,_ cismi Uzerinde n- boyutlu bir vektdr uzayim gostersin.
V (q) uzaymn biitiin alt uzaylarinin kapsamaya gore siralanmasiyla olusan L, (g)

kiimesi, bir kismi sirali kiimedir. L, (g), B, kismi sirali kiimesinin g -benzeridir.
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3.2. Tanim

x,yeP icin x<y yaday<x ise x ile y karsilagtirilabilir elemanlardir. Aksi

halde x ile y karsilastirilamayan elemanlardir. Bu durum x|| y ile gosterilir [12].

3.5. Ornek

n kismi siralt kiimesinin biitiin elemanlar1 karsilagtirilabilirdir. Ciinkii iki dogal

sayidan biri digerinden kiiciik veya biyiiktir. D, kiimesinde 2 ile 3

karsilagtirillamayan elemanlardir.
3.3. Tanim

Q, P nin bir alt kiimesi olmak tizere Vx,y €@ i¢in x<,y < x<, y ise O, P nin

bir alt kismi sirali kiimesidir denir [12].

3.6. Ornek

Boliinebilme ile sirali D, ={1,2,3,6} kiimesinin bir alt kismi sirali kiimesi

D, ={1,2} dir.

3.4. Tanim

Bir P kismi sirali kiimesinde x <y olmak iizere [x,y]={ze P:x<z <y} kiimesi,

alt kismi sirali kiime kavramina 6zel bir ornektir. Bu kiime kapali aralik olarak

adlandirilir. Bos kiime bir aralik olarak kabul edilmez. [x,x] kapal1 araligi sadece x

elemanindan olusmaktadir [12].
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3.5. Tanim
P nin her aralig1 sonlu ise P ye yerel sonlu kismi sirali kiime denir [12].
3.6. Tanim

X,y € P i¢ineger x<y ve P nin x <z <y sartin1 saglayan bir z elemani yoksa y

eleman1 x elemanini kaplar deriz ve x <y ile gosteririz. < bagintisina kaplama

bagntisi denir. Eger x < y ise 0 zaman [x, y|={x,y} dir [12].

3.7. Tanim

P kismi sirali kiime olsun. Vx,y € P i¢in x< y yada y < x oluyorsa P ye bir zincir

(tam sirali kiime) denir [12].

Bir zincirin herhangi bir alt kismi sirali kiimesi de yine bir zincirdir. P = {1,2,3,4}

kiimesi adi siralama bagintisiyla bir zincirdir.
3.8. Tanim

Iki kismi sirali kiime P ve Q olsun. Eger x <, y < ¢(x) <, #(y) sarti saglaniyorsa

@ : P — Q birebir eslemesi sira koruyandir denir [12].

P ve Q nun izomorf olmasi igin P den Q ya tanimli sira koruyan ve iizerine bir

doniigiimiin var olmasi gerekir.
3.9. Tanim

P kismi sirali kiimesinin elemanlarin1 x < y ise x y nin asagisinda kalacak sekilde

diyagramla gosterilmesine bu kismi sirali kiimenin Hasse diyagrami denir [12].
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3.7. Ornek

5 sirali kiimesi, 3 elemanli bir kiimenin alt kiimelerinin kapsamayla sirali kismi sirali
kiimesi; B, ve 12 nin pozitif bélenlerinin kiimesi D, ={1,2,3,4,6,12} nin Hasse

diyagrami Sekil 3.1 de verilmistir.

5 B, D,

Sekil 3.1. 5, B,ve D,, kismi siral1 kiimelerin Hasse diyagrami
3.10. Tanim

P kismi sirali kiimesinin biitiin elemanlarindan kiicik yani; Vxe P igin 0<x

olacak sekilde bir 0 eleman: varsa bu elemana P kismi siral kiimesinin faban: dentir.

Benzer sekilde P kismi sirali kiimesinin biitiin elemanlarindan biiyiik olan yani;

Vxe P i¢in x<1 olacak sekilde bir 1 eleman: varsa bu elemana P kismi sirali

kiimesinin tavan: denir [12].
3.11. Tanim

P ve Q kismi sirali kiimelerinin direkt (kartezyen) ¢carpimi PxQ

{(x, y): xePveye Q} kiimesi iizerinde tanimli

(%,) Spo (¥, )) xS, X vey <,

siralama bagintist ile verilen kismi sirali kiimedir.
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3.12. Tamim

B,P,...P smali kiimeler olsun. B, x P, x...x P kartezyen c¢arpimu iizerinde bilesen

bazinda siralama s0yle tanimlanir;
P xP x---xP ‘de (x],xz,...xn)S(yl,yz,...yn) < Vi=12,...,n icin x, <p Vi

dir [12].
3.13. Tanim

P bir sirali kime ve Qc P olsun. Eger xe (0, ye P olmak iizere y<x iken

yeQ oluyorsa Q ya P nin bir asag1 kiimesi denir [12].
3.14. Tanim

Qc P olsun. ¥ 0= {y e P:IxeQiginy < x} kiimesi QO yu kapsayan en kiigiik
asag1 kiimeyi gosterir. Eger Onun kendisi bir asag1 kiime ise Qyu kapsayan en

kiigiik asagi1 kiime QO nun kendisidir.
3.15. Tanim

P bir sirali kiime ve x € P olmak iizere (x) = { yeP:y< x} kiimesine esas agagi

kiime (esas ideal) denir [4]

Simdi kismi sirali kiimelerin 6zel bir sinifindan bahsedelim. Bunun i¢in 6ncelikle alt

ve Ust sinir kavramlarini ifade etmeliyiz.
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3.16. Tamim

P kismi sirali bir kiime ve S < P olsun.Vse S i¢in s <x oluyorsa xe P ye §
kiimesinin bir {ist sinir1 denir. Benzer sekilde Vs e S i¢in y <s oluyorsa ye P ye

S in bir alt sinir1 denir [12].
3.17. Tamim

L kismi sirali kiimesinde her bir eleman ¢iftinin en biiyiik alt sinir1 ve en kiiciik iist

siiri varsa L ye latis denir [12].
3.18. Tanim

Bir L latisinde herhangi iki a,b elemaninin en kiigiik iist sinirin1 a v b ve en biiylik

alt sinirin1 a A b ile gosterilir ve bunlar sirasiyla a joinb ve a meet b diye okunur.

3.8. Ornek

Béliinebilme ile swrali D, ={1,2,3,4,6,12} kiimesi bir latistir. Her zincir aym

zamanda bir latisdir.
3.19. Tanim (Alt latis)

L bir latis ve M #J ve M c L olmak tlizere Va,be M igin avbeM ve

anbeM oluyorsa M ye L nin bir alt latisi denir [12].
3.20. Tanim (Dagilmali latis)

L bir latis ve Va,b,c € L igin ;

anbve)y=(anb)v(anc) ve av(barc)=(avb)a(avrc)
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sartlar1 saglaniyorsa L ye dagilmali latis denir [12].
3.21. Tanim

L, taban1 (0) ve tavani (1) var olan bir latis olsun. a € L i¢in anb=0 ve avb=1

olacak sekilde bir b € L varsa b ye a nin tamlayicisi denir [12].

a nin tamlayicisinin tek olmasi durumunda bunu &' ile gosterecegiz. L nin

dagilmali latis olmas1 durumunda a nin tamlayicisi varsa tektir.
3.22. Tanim

L bir latis olsun. Eger L dagilmali latis, L nin taban ve tavanmi var ve Va € L i¢in

bir ¢’ tamlayicisi var ise L ye Boole latisi denir [12].

3.23. Tanim (Boole cebiri)

<B;\/,/\,',0,1> cebirsel yapist verilsin. <B;/\,\/> dagilmal latis, Vae B igin

avO0=a ve anl=a; YaeB i¢in ava' =1 ve ana'=0 ise B ye Boole Cebiri

denir [12].

X herhangi bir kiime, 4 < X i¢in 4'= X\ 4 ile tanimlansin. <go(X);U, ﬂ,’,@,X>

bir Boole cebiridir.
3.2. incidence Cebiri

P yerel sonlu kismi sirali bir kiime olsun. Int(P) ile P nin tiim araliklarinin

kiimesini gosterelim. K bir cisim olsun. Eger f :Int(P)— K bir fonksiyon ise o

zaman f ([x, y]) yerine f(x,y) yazilr.
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3.24. Tanmim

K bir cisim olmak ilizere x,y e P icin tamimlanan iki degiskenli reel degerli
f:Int(P) > K f(x,y) fonksiyonu x <y olmamasi durumunda f(x,y)=0 olsun.

f fonksiyonuna P nin incidence fonksiyonu denir [12].

3.25. Tanim

f,g incidence fonksiyonlarinin toplami ve skalerle carpimi
(f+8)(x»)=f(x, ) +g(x.y),

(), y)=c.f(x,y)

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonlarin ¢carpimi asagidaki sekilde tanimlanir;

h(x,y)= Y, f(x.2).g(zy) [12].

x<z<y

P yerel sonlu oldugundan fonksiyonlarin ¢arpimi sonlu tane terimden olusur. Agikca

anlasilacagi iizere bu bir reel cisim tizerinde tanimli birlesmeli bir cebirdir. Bu cebire

P nin incidence cebiri denir ve /(P,K) ile gosterilir [12].

Bizim yapacagimiz ¢alismalar i¢cin K =C almak yeterlidir. Bu durumda 7 (P,C)

yerine kisaca /(P) yazalim. Simdi incidence cebirinin birim elemanini tanimlayalim.

3.26. Tanim

I, x=y
o5 =1, %y
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ile tanimlanan &(x, y) Kronecker delta, incidence cebirinin birim elemanidir [12].
Simdi /(P) de Mdbius fonksiyonun tersi olan zeta fonksiyonunu tanimlayalim.
3.27. Tanim

P kismi sirali kiimesinde x <y icin ¢{(x,y)=1 biciminde tanimlanan fonksiyona

zeta fonksiyonu adi verilir [12].

¢ fonksiyonun bir takim o6zellikleri yerel sonlu kismi sirali kiimeler {izerinde ¢ok

kullanisli sonuglar elde etmemizi saglar. Ornegin

¢ (xy)= 2 §(x2)4(z)

x<z<y

= card [x, y]
yani ¢? [x,] araliginin uzunlugunu hesap etmemizi saglar.

Daha genel olarak k € N* olmak {izere

)= 2 1

X=X <X < Sx Sy

x ten y ye uzunlugu k olan ¢oklu-zincirlerin sayisini hesaplar. Benzer sekilde

I, x<y

(€)=

0, x=y

elde edilir. Bundan dolay1 (é’ —l)k (x, y) ile x=x, <x, <---<x, =y bi¢cimindeki x
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ten y ye uzunlugu k olan zincirlerin sayis1 hesap edilebilir [12].

3.3. Kismi Sirah Kiimeler Uzerinde Mébius Inversiyon ve Uygulamalar:

Simdi yerel sonlu kismi sirali bir kiimede Mobius fonksiyonunu ve Mobius

inversiyon formiiliinii uygulamalariyla birlikte verelim.
3.28. Tanim
P nin zeta fonksiyonunun tersine Mdbius fonksiyonu denir ve

u(x,x)=1 VxeP igin

p(x,)==> _ u(x,z) x<y

x<z<y
bigiminde tanimlanir [12].

ue =0 esitliginden hareketle de tiimevarim uygulanarak Mdbius fonksiyonunu bu

sekilde elde edebilirdik.
3.1. Teorem (Kismi sirali kiimeler iizerinde Mobius inversion formiilii)

P her esas ideali sonlu olan bir kismi sirali kiime ve f,g P den C igine iki

fonksiyon olsun. Vx e P igin

gX)=D M & f(x)=D g(y)u(y,x)

y<x y<x

dir[12] .
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fspat

C” ile P den C ye tanimlanan ve sira koruyan biitiin fonksiyonlarin kiimesini

gosterelim. Bu kiime lineer doniisiimlerin bir cebiri olarak /(P) ye sagdan asagidaki

gibi etki eder. f € C” ve ¢ € I(P) olmak iizere

SO@ =Y M)
Dirichlet ¢arpimindan f{ =g < f = gu dir.
3.9. Ornek (igerme-disarma prensibi)

S,,....S, sonlu kiimeler olsun. P bu kiimelerin tiim arakesitlerinin kapsama

bagintisina gore olusturdugu, i:Sl U---u S, birlesimini de kapsayan kismi sirali

kiime olsun. f(T); T'<,T igin T ye ait olup 7" ye ait olmayan elemanlarin

sayisini gostersin. g(T ):|T | olsun. |S1 U---US | yi hesaplayan

S, 008, [=g() = £(T)

r<1

biciminde bir formiil elde etmek istiyoruz.

g(M)=>. [T

T'<T

olup, P iizerinde Mdbius inversiyon uygulanirsa

0=f()=2 gMu(T.1) = gl) =2 |T| u(T.])

TeP T<1
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elde edilir. Simdi Es.3.1. ile verilen 6rnege geri donelim.Bu kismi sirali kiimeyi P

ile gosterelim. P nin Hasse diyagrami Sekil 3.2 de gosterilmistir. Buna gore
wA)=-1, w(B)=-1, w(Cl)=-1 ve u(D,1)=2 ve bdylece Es.3.1.

denkleminin saglandig goriilebilir.

D

Sekil 3.2 Es.3.1. ile verilen kismi sirali kiimenin Hasse diyagrami

Mobius fonksiyonunun kismi sirali kiimeler {izerinde nasil hesaplandigini gosteren

birkag 6rnek verelim.
3.10. Ornek

P, N zinciri olsun.

w(x,x)=1ve u(x,y)=- Z H(x,z) oldugundan

x<z<y

1, i=j
ui, j)=4-1, i+1=j
0, diger durumlarda

dir. Bu durumda Mdbius inversiyon formiilii asagidaki sekle doniisiir; Vz > 0 i¢in

g = £ ) (¥n>0) & f(n)=glm)-gln-1).

Baska bir deyisle z ve A islemleri birbirlerinin tersidirler.
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3.2. Teorem (Carpim teoremi)

P ve QO lokal sonlu birer kismi sirali kiilme ve PxQ direkt ¢arpimlar1 olsun. Eger

PxQ da (x,y)<(x,y") ise 0 zaman

Hpo (%, ), (X', V")) = 4 (X, X). 1y (1, 1)
dir [12].

fspat

(x,¥)<(x',»") olsun.

o (6,1, (50N = D (), (y,v)

(x,)<(u,v)<(x',y")

z( 3 yp(x,u)j( > ﬂQ(y,V)J

x<u<x' y<v<y'
=0_0_,
x'"yy

=0,

(x,0),(x",»")
3.11. Ornek

P, B, Boole cebiri olsun. B, =2" ve2={1,2} zincirinin Méobius fonksiyonu
D) =1, w(2,2)=1, pu(,2)=-1 ile verilir. B, n elemanh bir X kiimesinin
biitiin alt kiimeleri olarak tanimlarsak carpim teoeminden u(7, S)z(—l)‘”‘
sonucuna ulagiriz. [7,S] araligmin  uzunlugu [(T,S)=|S-T| oldugundan
w(T,8)=(-1)"""" olarak ifade edilebilir. B, i¢in Mdbius inversion formiilii

asagidaki gibi olur. f,g:B, — C fonksiyonlari verilsin. VS < X icin
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g$)=> ()& £($)=> (1) "g).

TS TS

Sonug olarak bir Boole cebiri lizerinde Mdobius inversion formiilii igerme-disarma

prensibine denktir.

3.3. Teorem

P bir sonlu kismi sirali kiime ve P, P ye 0 ve ieklenmis halini gostersin. ¢,

A

uzunlugu i olan 0=x,<x <---<x, =1 zincirlerinin sayisin1 gostersin. Ornegin

¢, =0 ve ¢, =1 dir. O zaman
ﬂp((),i)=co—cl +e, =

dir [12].

jspat

0D =+ =) (0.1) == -+ -1 =-)(0.])
=5(0,1)-(¢ -0, Dy -1 (0,1)---

=c,—C +tc,—cy+-
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4. MOBIUS INVERSIYON FORMULUNUN GENELLESTIiRMELERi VE
UYGULAMALARI

4.1. Parametrik Mébius Inversiyon Formiilii

Su ana kadar yaptigimiz ¢alismalarda sonlu toplamlar {izerinden Mdbius inversiyon
formiiliinii uyguladik. Acaba sonsuz toplamlar ve parametre iceren ifadeler i¢in de
Mobius inversiyon formiiliine benzer bir ifade elde edebilir miyiz? Sonsuz toplamda
parametre kullanilmasi kombinatorik inversiyon formiilleri ve ters doniisiimlerin
uygulamalarinda yarar saglamaktadir. Simdi sonsuz toplamlar i¢in bize gerekli olan

bazi kavram ve teoremleri ifade edelim.

P bir kismi sirali kiime ve X bos olmayan herhangi bir keyfi kiime olsun.

F(PxX) PxJXizerinde tanimli biitlin kompleks degerli fonksiyonlar1 gdstersin.

F(PxX) yivektor uzay1 olarak diistinebiliriz [13].

4.1. Tanim

P nin incidence cebiri I(P) F(PxX) vektdr uzayma soldan etkisi asagidaki gibi

tanmimlanair;

Eel(P) ve feF(PxX) olmak iizere

D, f(a,x)=&f(a,x) =) &(a,b) f(b,x).

a<b
Benzer sekilde sagdan etki asagidaki gibi tanimlanabilir;

& el(P) ve ge F(X xP) olmak lizere
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D,g(x,b)=g&(x,b) = > g(x,a)é(a,b)

a<h
dir [13].

Calismada uygun olmasi i¢in tiim kismi sirali kiimeleri sonlu veya sayilabilir sonlu

ve tiim sonsuz toplamlart mutlak yakinsak kabul edecegiz.

4.1. Teorem

cel(P) ve feF(PxX) igin eger & nin tersi var ve

gla,x)=2 &a,b)f(b,x) (4.1)

a<h

mutlak yakinsak ise o zaman

fla,x)=2 & (a,b)g(b,x) (4.2)

a<h
dir [13].
]3]7le

Es.4.1. denklemi Es.4.2. de yerine yazilirsa

D& (ab)gb,x) =3 & (a,b) Y &(b,c) f(c,x)

a<b a<bh b<ce

= > &N a,b)éb,e) f(c,x)

a<bsc

= (Z cf‘l(a,b)e‘(b,c)jf(c,x

a<b<c \ a<b<c



40

=Y 8(a,c)f(c,x)

asc

= f(a,x)

Eger Teorem 4.1. deki & yerine zeta fonksiyonu alimirsa & nin tersi Mdobius

fonksiyonu olur. Bu durumda Es.4.1. ve Es.4.2. denklemleri asagidaki Mdbius

inversiyon formiiliine doniisiir.

g(a,x)=Y f(b,x),

a<h

fla,x)=) ua,b)g(b,x)

as<b
4.1. Sonug

P=N" porzitif tamsayilar ve X =C kompleks sayilar olarak alalim. Eger N*

tizerindeki kismi siralama bagintis1 boliinebilme bagintis1 olarak alinirsa o zaman

u(m,n) Mobius fonksiyonu sayilar teorisindeki ,u(i) e dontistir [13].
m

Bu durumda sonsuz toplam igeren asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

4.2. Teorem

& N'xN" latisi tizerinde tanimlansin. f N*"xC tizerinde tanimli bir fonksiyon

olsun. Eger Vk e N* i¢in &(k,k)#0 ve

g(k,) = X k) o, )

mutlak yakinsak ise, o zaman
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F(n,x) = Z £ (n, kn)g (kn, x)
dir [13].

Teorem 4.2. deki f fonksiyonu f:% oldugu durumlarda £ (k,x)= £ (I, )

b

kosulunu saglayan bir fonksiyon ise o zaman f yi C fiizerinde f (%) = f(k,x)

olarak tanimlayabiliriz. Bu durumda Teorem 4.2. {i asagidaki 6nerme seklinde ifade

edebiliriz.
4.1. Onerme

f(x) ve g(x) birer fonksiyon olmak tiizere;

g =3 fkx) & ()= iy(k)g(%)

dir [13].

Eger f fonksiyonu kx =1y iken f(k,x)= f(/,y) kosulunu saglayan bir fonksiyon
ise o zaman f C iizerinde f(kx)= f(k,x) sekline indirgenebilir. Bu durumda

Teorem 4.2. yi agagidaki 6nerme seklinde ifade edebiliriz.
4.2. Onerme

f(x) ve g(x) iki fonksiyon olmak iizere;
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g0 =3 fk) = 1) =Ytk x)g k)

dir [13].

Eger f x+tk=y+£l olmast durumunda f(k,x)= f(/,y) kosulunu saglayan bir
fonksiyon ise o zaman C {izerinde f fonksiyonu f(x+k)= f(k,x) seklinde

indirgenebilir. Bu durumda asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

4.3. Onerme
g =Y f(r£k) & f(1)= Y ubglx£D)

dir [13].

Simdi bir seride Mdbius inversiyon formiiliiniin uygulamasini goésteren bir 6rnek

verelim.

4.1. Ornek

g(n,x) N"xC tizerinde taniml bir fonksiyon olsun.® kompleks sayilarda birimin

n. mertebeden koki olmak tizere

o0

g(n,x)= Z (;ccn)' = Zx—' :%(ﬂ e _nj

k=1 nli i=0

ise 0 zaman

o kn=1 w'x
x" = n!;,u(n,kn)(; ekn —IJ
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i=0

© kn—1 ea)ix
_n!;y(k)(z . —1}
=<n—1)!i@[k"2_le”’*—knj

i=0
dir [13].
4.2. Soyut Mébius Inversiyon Formiilii

Bu bolimde verilen bir kismi sirali kiimenin bir 4 alt kiimesi Uzerinde Mobius

inversiyon formiiliiniin uygulamasi verilecektir. (S,<) lokal sonlu kismi sirali bir
kiime olsun. < § {iizerinde baska bir lokal sonlu kismi bir siralama bagintis1 olsun.

O zaman (SxS,g S) lokal sonlu kismi sirali bir kiimedir. Bu kiime iizerindeki

siralama

(u,x)_S(v,y) SuUucCv,x<y
seklindedir.

4.2. Tanim

(Sx8)x(SxS) tzerinde tammlanan f fonksiyonu (u,x)c<(v,y) olmamasi
durumunda f((u, x),(v, ¥)) =0 sartin1 sagliyor ise bu fonksiyona (S x§,c < ) in bir
incidence fonksiyonu denir. (S xS, < ) in biitiin incidence fonksiyonlariin kiimesi

1(SxS,c <) ile gosterilir [14].
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(S ,g) ve (S,S) kismi sirali kiimeleri x < y=xc y sartim saglayan birer lokal

sonlu kismi sirali kiime olsun. Kabul edelim ki f,ge/(SxS,c<) ve hel(S,<)

olsun. Oyle ki Vx e Si¢gin h(x,x)# 0 olsun. O zaman Vv,x,y €S igin

(0,0 = D h(x,2)g((2,2),(v, )

x<z<=y
zov

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

g((xx), )=, h(x%,2)f(2,2),(v, )

x<z<=y
zZCv

olmasidir. Burada 4", & mn I(S,<) deki tersidir [14].
jspat

Kabul edelim ki Es.4.3. saglansin. O zaman

D 2 (2,2, ) = D K (x%2) D h(z,w)g((w,w), (v, )

x<z<=y x<z<=y zSw<y
zcv zcv wov

3 ( > hl(x,zm(z,w)jg((w, W), ()

XSw<y \ x<z=<w
wcy

= > S(x,w)g((w,w),(v,))

xSw<y
wov

= g((x,x),(v, ).

Bundan dolay1 Es.4.4. saglanir. Tersi de benzer sekilde ispatlanir.

(4.3)

(4.4)
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Bu teoremde % =¢ zeta fonksiyonu olarak alinirsa asagidaki sonuca ulasilir.
4.2. Sonug

(S,c) ve (S,<) kismi sirali kiimeleri x < y=>xc y sartim saglayan birer lokal

sonlu kismi siralt kiime olsun.

Kabul edelimki f,gel(SxS,c <) olsun. O zaman Vv,x,y €S igin

S, )= 2 g((2,2),(», )

x<z<=y
zcov

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

g((x,x), (v, )= >, p(x,2)f(2,2),(», )

x<z<=y
zZCVv

olmasidir.  1(S,<) in Mdbius fonksiyonudur [14].

4.3. Tanim

Her bir n pozitif tamsayisi i¢in A(n) n in pozitif bdlenlerinin kiimesinin bir alt

kiimesi olsun. A(n) in elemanlarina n in A —bdlenleri denir [14, 23].
4.4, Tanim
f ve g aritmetik fonksiyonunun A4 —konviilasyonu,

(f*,8)m= > fld)g*

deA(n) Ci
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seklinde tanimlanir [14].
4.4. Teorem

Asagidaki tli¢ sart saglaniyor ise A —konviilasyonu regiilerdir denir;
a) bildigimiz anlamda fonksiyonlarin toplama islemi ve A -—konviilasyonu

islemlerine gore aritmetik fonksiyonlarin kiimesi degismeli ve birimli bir halkadir,

b) A—konviilasyonu ¢arpimsalligi korur ve
c) A—konviilasyonuna gore 1 e denk olan fonksiyonun bir tersi z, var ve n bir asal

saymin kuvveti iken x,(n) =0 veya-1 dir [14].
4.5. Tanim ( 4 -Konvulasyonuna Gore Bir f fonksiyonunun Tersi)

f (1) # 0 sartin1 saglayan f aritmetik fonksiyonunun A —konviilasyonuna gore tersi

o0(1)=0 ve n>1 igin 6(n)=0 olmak lizere ;

[, [ =" =5
seklinde tanimlanir [14].

4.5. Teorem

A —konviilasyonu regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) (m,n) =1 igin A(mn)={de:d € A(m),e A(n)}

i1) her bir asal saymnin kuvveti p“>1 icin t=7,(p“) olacak sekilde a nmn bir ¢
bdleni vardir dyleki

A(p*) = {l,p’,pz’,...,p"} (rt=a) ve 0<i<r ,icin A(p")= {l,p’,pz’,...,p”}

kosullarinin saglanmasidir [14].
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4.2. Ornek

n 1in biitlin bolenlerinden olusan D, kismi sirali kiimesinin Dirichlet ¢arpimi ve
U(n) = {d >0:d|n, (d,g) - 1} birimsel konviilasyonu regiilerdir.

4.6. Tanim

Bir n pozitif tamsayisi icin A(n) ={1,n} oluyorsa n e A—ilkeli denir [14].

4.3. Ornek

Dirichlet ¢arpimlarinda ilkel sayilar asal sayilardir. Birimli konviilasyonda bir asal

sayinin kuvveti olan sayilar ilkel sayilardir.

4.4. Ornek

Genellestirilmis Mobius fonksiyonu z, ¢arpimsal bir fonksiyondur ve

-1, (p*>1) A-ilkel ise
0, p“ A-ilkeldegil ise

w1y (p)= {
seklinde verilir. Ozel olarak Hp = Ve = L dir.

4.77. Tanim

(m,n), sembolii A(n) e ait olan m in en biiylik bolenini gosterir [14].

Ozel olarak (m,n),, =(m,n) ve (m,n), =(m,n), dir.
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4.6. Teorem

A ve B birer regiiler doniisiim ve Nx N iizerinde < < bagintisi
(u,x)c<(v,y) @ ueB(v),xe A(y)

seklinde tanimlansin. f(m,n) iki degiskenli bir aritmetik fonksiyon olsun. O zaman

(NxN,c <) inbir ' fonksiyonuile f i u € B(v)vex e A(y) olmak iizere
f '((u,x), (v, y)) =f (K,Z) , diger durumlarda =0 seklinde tanimlayarak bagintili hale
u x

getirebiliriz. Ustelik f — f’ doniisiimii bire-birdir [14].
4.7. Teorem

A ve B birer regiiler doniisiim Oyle ki Vrn e N icin, A(n) B(n) in bir alt kiimesi

olsun. A(n) h(l)# 0 olan bir aritmetik fonksiyon olsun. O zaman

fmmy=3 wd)gZ L) (vmneN)
R B

ancak ve ancak

gmmy=> h"(d)f(g,g) (Vm,n e N)

deB(m)
deA(n)

ve burada 4", & 1n A—konviilasyonuna gore tersidir [14].

Simdi bu teoremin sayilar teorisindeki bazi uygulamalarima o6rnek verelim. Bu

orneklerde B(m)= D, olarak alacagiz.



4.5. Ornek

Ramanujan toplam1 C,(m,n);

C,(m,n)= z exp(2zimx/ n)
x(modn)
(x,m) 4=1

seklinde tanimlanir. Ayni zamanda

Cimmy=3, du, ()

deA(n)
dlm

oldugunu biliyoruz. Teorem 4.7. deki h(n)=n ve g(m,n) =y, (n) alnirsa

wm=3 m(d)&(%%)

deA(n)
d|m

elde edilir. Ozel olarak birimsel-konviilasyonda;

u*(n)=;u*(d)dc*(§,§)
d|m

elde edilir. Burada C*(m,n) = Z du’ (g) dir. Dirichlet konviilasyonunda;

d|m
d|n

m n
p(n) = z y(d)dC(z,;)

d|(m,n)

elde edilir.

49
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4.3. Selberg-Carpimsal Fonksiyonlar Icin Genellestirilmis Mébius inversiyon

Formiilii

Bu boliimde sayilar teorisi ve kombinatorikte kullanilan Mobius inversiyon

formiiliiniin genel bir tipini elde etmeye calisacagiz.

F #0 olmak iizere F:N — C fonksiyonu aralarinda asal olan her m,n pozitif
tamsay1 ¢ifti i¢in F(mn)=F(m)F(n) esitligini saghyorsa F fonksiyonunun
carpimsal oldugunu soOylemistik. M 1ile tiim c¢arpimsal aritmetik fonksiyonlarin
kiimesini gosterelim. M —{0} , kiimesinin Dirichlet carpimui ile bir abelyan grup
olusturdugunu 2. boliimde gostermistik. Bu grubun birim elemanm g(1):=1 ve n>1
icin £(n)=0 ile tanimlanan ¢ carpimsal fonksiyonudur. Simdi carpimsalligin ¢ok

daha genel bir hali olan Selberg ¢carpimsallig: ifade edecegiz.
4.8. Tamim

F bir aritmetik fonksiyon olsun. e, (n); n in asal ¢arpanlarinin ¢arpim seklinde

yazildiginda p nin kuvvetini gostermek iizere n i bdlebilen p asallari i¢in

Fn)=]]/,(e, ()

P
ve n in bdleni olmayan p asallar i¢in f,(0)=1 olacak sekilde bir f,:N, > C
fonksiyonu varsa F' fonksiyonuna Selberg-carpimsal denir [15].

4.6. Ornek

F(12)=T]/,(e,(12))

pl2

= f2(e,(12)) f; (&,(12))
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= L2 1)

Selberg c¢arpimsallik bize cok degiskenli ¢arpimsal fonksiyonu tanimlamak igin

degisiklik olmadan bu gosterimi kullanmamizi saglar.

Simdi Selberg-carpimsal fonksiyonlarin 6zel bir § alt smifim ele alalm. S
kiimesinin elemanlar1 asagidaki sartlar1 saglayan F fonksiyonlarinin kiimesi olsun.

F:N—>Cigin f:N, > C ve f(0)=1 olmak iizere

F(n)=T]f(e,m) (4.5)

sartlarini saglayan bir evrensel f* fonksiyonu var olsun.

Acik¢a her F eS§ icin alisilmis anlamda carpimsal ve F(1)=1 diyebiliriz. Bu

ScM- {0} anlamina gelir. A¢ik olarak klasik Mdbius fonksiyonu g S ye aittir.

4.7. Ornek

Fleck’in genellestirmesi; z € C i¢in g,

=] T (ep (n)] (neN) (4.6)

ile tanimlidir [15].

My =€ ve p =p oldugu agiktir. Ayrica g, =1 (6zdes olarak 1 e esit olan

fonksiyon), x , =7 (klasik bolen fonksiyon) dur.
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Bu oOrnekteki diisiinceden yola c¢ikarak Mobius inversiyon formiiliiniin bir

genellestirilmesi inga edilebilir. Bunun i¢in asagidaki probleme ¢oziim aranacaktir.

F e § verilsin. a, f say1 teorik fonksiyonlari igin

B(n) = ZF(gja(co = a(n)= ZG(g)ﬁ(d) (4.7)

dn dln
Mobius tipi inversiyon gergeklenecek bicimde G € S bulabilir miyiz? [15].

Iste bu béliimiin amaci; bu problemi nce teorik olarak ve daha sonra yapisal ve agik

olarak ¢6zmektir [15].

Verilen bir F fonksiyonu i¢cin G nin bir tek bigimde belirlenebilecegi

gosterilecektir. Bu durumda {F , G}; genellestirilmis Mdbius fonksiyonlarinin bir

carpimsal ters cifti olarak adlandirilir [15].

FeM —{0} fonksiyonunun * konviilasyonuna gére tersi F ile gosterilir. F €S in

F eS i gerektirdigini gosterdigimizde yukaridaki problemin bir tek ¢oziime sahip

oldugu agiktir. Asagidaki dnerme ihtiyagtan biraz fazlasinm verir.

4.4. Onerme
<S,*> kiimesi <M —{O} ,*> n bir alt grubudur [15].
jspat

Bunun icin F.GeS =>H=F=*GeS ve FeS oldugunu gdstermeliyiz.

f,g:N, = C birer fonksiyon olsun dyle ki f(0)=g(0)=1 ve VneN igin
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F(n)=]]f(e,(m) ve Gn)=]]zg(e,(n) (4.8)

sartlar1 saglansin. Noktasal olarak /#:N;, — C fonksiyonunu » € N i¢in

h(r)=2_ f(p)g(r=p) (4.9)
p=0
ile tanimlayalim. 4(0) =1 oldugu asikardir. Ustelik H = F*G € M oldugundan

Hm=[TH(p"")

pln

T12F (PG (p"")

pln p=0

“T13 £ (pte, (- p)

p p=0

=[#te, ()

F €S = F eS8 oldugunu ispatlamak i¢in y : N , = C fonksiyonunu noktasal olarak

w(0)=1 ve Zr:f(p)t//(r—p)zo (r=12,...) (4.10)

seklinde tanimlayalim. f(0)=1 oldugundan bu bir tek sekilde miimkiindiir.

F = F =& ve Es.4.5. denkleminden her bir p asal ver e N igin

0=e(p")

“T1FF™)

=Y FF ()
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dir. O zaman F(1)=1=y/(0) ve tiimevarim ydntemiyle her bir p asali ve r € N i¢in

F(p")=w(r) oldugunu gérebiliriz. Sonug olarak

Fmy=TTF"")

=[[w(e, ()

oldugundan F € S elde edilir.
4.1. Lemma (Yap1y1 insa etme yontemi)

Eger F e M ise, 0 zaman s € C i¢in

S Fon =[S F(p)p™

p r=0
bicimsel denklemi gerceklenir [15].

Simdi yukaridaki problemde oldugu gibi F €S oldugunu kabul edelim. Es.4.5. ve

Lemma 4.1. g6z 6niine alinirsa

S P =[S/ ()p™ (@.11)

p r=0

esitligini buluruz. Ustelik Es.4.11. in sag tarafindaki toplamda x= p~* almarak
bigimsel bir kuvvet serisi olarak diislinebiliriz. O zaman bu bigimsel kuvvet serisinin
bir tersi vardir;

2(0) =1 olmak tizere;
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(Zw: f(r)x’J = ig(r)x’ (4.12)

ile gosterebiliriz. O zaman G(n) = H g(e,(n)) (VneN) seklinde bir sayi-teorik G
P

fonksiyonunu insa edebiliriz. Bu G € § oldugunu gosterir. Boylece Lemma 4.1. den

> G =TTXgp™ 4.13)

p r=0

esitligine sahip oluruz. Es.4.11. in sol tarafini f (s) ve Es.4.13. in sol tarafim g(s)

ile gosterirsek o zaman Es.4.12. yi

b

g(s)= 76)

ile gosterebiliriz. Es.4.12 agikca
D f(Pglr=p)=0 (r=1,2,.)
p=0

esitligine denktir. Bunu Es.4.10. ile karsilastirirsak g =1 oldugunu buluruz.
Gergekten, g(s) = % esitligi Dirichlet serilerinin ¢arpimi i¢in benzer bir kuraliyla
s

birlikte Mobius inversiyonun genel bir tipi anlamina gelir.

4.8. Teorem

FeS olsun. O zaman F(n)=[]f(e,(n), Gn)=]]g(e,(n) ve Es.4.12.

esitliklerini kullanarak Mobius inversiyonun genellestirilmis tipinin gegerli olacagi
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G € § 1 insaa edebiliriz. Bagka bir deyisle «, f:N — C seklinde tanimlanan «, S

fonksiyonlarinin herhangi biri keyfi olarak verildiginde

B(n)= ZF(gja(cn = am=Y G(g)ﬁ(d)

dln dln
esitligi saglanir [15].

Gergekten, eger U,V teorik-say1 fonksiyonu ve Dirichlet serileri diliyle

u(s):= iU(n)n_S , V(s) = iV(n)n_s

veya kisaca
i(s) 2 (Un),, » T« (V(m),

seklinde gosteriliyorsa o zaman Dirichlet serilerinin ¢arpimi ile (aslinda Dirichlet

konviilasyonu ile)

ﬁ(s)ﬁ(s)(L(Z U(%)V(d)j

d|n

elde edilir. Sonug olarak, &(S)&)(a(n))neN,Z;(S)<L>(ﬂ(n))neN oldugunu

kabul edersek Es.4.7. deki iki esitligin

b(s) = f(s)a(s) , a(s)=g(s)b(s)

bagintilarina karsilik geldigini goriirtiz. Acikga g(s):% geregince bu iki
s

denklem birbirine denktir. Bdylece teorem ispatlanmis olur [15].
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4.8. Ornek

f(r)=(=1) (Zj (reN,,zeC) olarak alimrsa
r

(z f(r)x”]_l (=)

elde edilir. Boylece
- —Z
g(r)=(=1 . (reNy)

olarak gosterebiliriz [15].
4.3. Sonug

VzeC igin { ,uz,,u_z} genellestirilmis Mobius fonksiyonlarinin bir carpimsal ters

ciftidir [15].

Bu sonugtan hareketle Es.4.7.

Bn)=3 u. (gjam o am=Yu. (gjﬂ(an

dn dn

olarak aliirsa genellestirilmis Mdbius inversiyon formiilii anlamina gelir. A¢ik¢a bu

son esitlikte z=1 veyaz =—1 alinirsa klasik Mobius inversiyon formiiliine doniisiir.
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Ustelik BEs.4.11. de F =, ve f(r)=(-1) [ZJ (reN,,zeC) olarak alinirsa ¢
r

klasik Riemann zeta fonksiyonu olmak iizere;

iﬂz mn” =[T(1-r")

P

=¢(s)”

esitligi elde edilir. Bu son esitlik ayn1 zamanda 1iyi bilinen

iﬂ(ﬂ)ns =4(s)7, ir(n)n“ = (s)

n=1
bagintilar1 anlamina da gelir.

4.9. Ornek

. . . 1 -
e vee " in Taylor seri agilimi bize » € N, olmak lizere f(r):= — ve g(r)= :
r! r!

almamizi Onerir. Buna gore

( l)e p (1)

» o e,(n)!

tanimlayalim. Burada A(n), v(n) sirastyla Es.4.8. denklemlerindeki F(n) G(n)e
karsilik gelmektedir. O zaman Es.4.7. den

B(n)= ZA(%)a(d) & a(n) =Y v B(d)

dln din d

carpimsal tersi bagmtisini elde ederiz. Ustelik Es.4.11. ve Es.4.13. den asagidaki

denklemleri elde ederiz;
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> A =T Texp(r™),
= GXP(Z p”),
Ve

iv(n)n"s = exp[—z p"sj .

p
4.4. Kombinatorik Analizde Mébius inversiyon Uygulamasi

Bu boliimde [n]={1,...,n} kiimesinin parcalaniglar1 ile olusturulan kismi siral

kiimelerle ilgili baz1 temel tanim ve teoremler verildikten sonra Stirling sayilar ile

Mobius fonksiyonu arasinda olusturulan iliskiden bahsedilecektir.

4.9. Tanim

[n]={1,...,n} kiimesini alalim. 4, 4,,...4, [n] nin bostan farkl: alt kiimeleri olsun.

i) i#jigin 4 NA, =D ve

ii) UAI. =[n]
i=1
sartlar saglaniyor ise 4, 4,,... 4, kiimelerine [n] kiimesinin bir par¢alanisi denir ve

her bir 4, kiimesine parcalanisin bloklar: ad1 verilir.
4.10. Ornek

A ={1,3,7},4,={2},4,={4,5,6,8,9} [9] un bir par¢alamisidir. Kisaligin hatirina

bu parcalanist o =137,2,45689 ile gosterelim.
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4.10. Tanim

Sadece bir bloktan olusan par¢alanmay1 1 ile ve bloklar1 bir tek elemandan olusan

parcalanmayi 0 ile gosterecegiz [12, 24].
4.11. Tanim

7,0 €ll, olsun. Eger 7 nin her blogu o nin bir blogu igerisinde bulunuyor ise

7 <o budurumda 7; o nin bir inceltilmigidir denir [12, 24].

[n]={1,...,n} kiimesinin biitiin par¢alamislarinin olusturdugu kiime I1,, inceltilme

n?o

(refinement) bagintistyla bir kismi sirali kiime olusturur.

4.11. Ornek

n=[9] ve 7 nin bloklar1 137,2,46,58,9 ve o min bloklar1 13467,2589, ise 0 zaman

7 <o dir.budurumda 7 o nin bir inceltilmisidir.

4.12. Tanim

S(n,k) ile [n] in veya n elemanli bir kiimenin k tane bloga parcalanislarinin sayisini

gostersin. S(n,k) ya ikinci tip Stirling sayisi denir. [12, 24].

4.13. Tanim

B = Z S(n,k) ya Bell Sayilar: denir.

k=1
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Pargalaniglarin sayisinin hesaplanmasinda Stirling ve Bell sayilarindan yola ¢ikmak
genel bir yontem sunsa da birtakim zorluklar ortaya ¢ikmaktadir. Diger yandan bu
hesaplamalarda Md&bius inversiyon formiiliintin kullanilmasi hesaplamalarda kolaylik
saglamaktadir. Biz simdi Mobius inversiyon ile bu hesaplamanin nasil

yapilabilecegini gosterecegiz. P =II, olmak lizere 7,0€P i¢in u(r,0) y1

hesaplayalim.
4.9. Teorem

Y lokal sonlu bir kismi sirali kiime olsun. Eger ¥ kiimesinde x<y<z<w ise o
zaman ¥ daki u(y,z) ile [x,w] araligindaki x(y,z) degerleri birbirine esittir [12,
24].

Teorem 4.8. den dolay1 u(7,0) y1 hesaplamak i¢in [x, w] araliginda caligmak

yeterlidir. ¢ 7 nin bloklarinin birlestirilmesiyle elde edildiginden bizim burada
ilgilenmemiz gereken bloklar o ve 7z nin ortak olmayan 7 nin bir elemanl
bloklaridir. Yani bu pargalaniglarda ortak bloklar1 sildigimizde 7=0 ve o=1

olarak goriinmektedir. Ornegin, S, i¢in o =123/45/6 ve #=1/2/3/45/6 olsun. r

nin 1/2/3 bloklar1 bizim i¢in esastir.

4.10. Teorem

0'={0'],c72,...0'k} (o, ler bloklar) olsun.o nin her inceltilmisi her bir o, nin bir
parcalanisindan olusacagl i¢in o nin bir pinceltilmisini (p,,...p,) swrali-k lisi

olarak diisiinebiliriz. Burada p, ler o, nin inceltilmisidir. Bundan dolay1

[0,0]=[0,,0,]%[0,0,]x---x[0,0,]

dir [12, 24].
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Carpim teoreminden dolayr w bir elemanl blok olmak tizere x yi [0, w] iizerinde

hesaplamamiz yeterlidir.

4.4. Sonug

0':{01,...0m} 7r={7r1,...7zn} ve o; ler n, tane 7, birlesmesiyle elde edilsin. Bu

durumda p(z,0)=] ] p, dir[12,24].

i=1
Simdi  x(0,1) 1 hesaplayalim. Bunu yapmak icin pargalaniglarla fonksiyonlari
bagintili hale getirecegiz. S, n elemanli bir kiime ve X x elemanl keyfi bir kiime

olsun. §, nin pargalanislari ile fonksiyonlar arasinda bir bagint1 kuracagiz.

4.14. Tanim (Bir fonksiyonun ¢ekirdegi)

S in herhangi bir 7 pargalanisi ve bir /' :§ — X fonksiyonu verilsin. Eger X in

her bir elemaninin f* altindaki ters goriintiisii 7 nin bir blogu ise 7 pargalanisina f

fonksiyonunun ¢ekirdegi denir [24].

N_(r) ile ¢ekirdegi 7 olan S, den X e taniml fonksiyonlarin sayisini ve
N, () ile ¢ekirdegi 7 ve =z den biiyiik olan S, den X e tanimli fonksiyonlarin

sayisini gosteren ifadelerdir. Agik¢a anlasilacagi tizere

N.(7)=> N_(o) (4.14)

o271

dir. E.4.14. de Mdbius inversiyon formiilii uygulanirsa
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N_(m)= u(z,0)N, (o) (4.15)

o2

elde edilir. Burada 7 =0 alinirsa Es.4.15.

N.(0)=Y 1(0,0)N.(0) (4.16)
oell,

haline doniisiir. N_(0) birebir fonksiyonlarin sayisidir. Ciinkii X in her bir

elemaninin ters goriintiisli sadece bir elemanlidir. Bundan dolay1
N_(0)=x.(x-1)...(x=n+1)=(x),

o nin r(o) tane blogu var olsun. N,(o) ile sayilan fonksiyonlar o nin aym

blogundaki elemanlar1 bir noktayla esleyen fonksiyonlardir. Farkli bloklar1 ayni

noktaya doniistiirebilir. Bizim burada istedigimiz, ¢ekirdegin sadece o dan biiyiik

veya esit olmasidir.Bundan dolay1 N, (o) =x""") dir. O zaman Es.4.16. denklemi

x(x=1)...(x=n+1)=Y (0,0 4.17)

haline gelir. Es.4.17. her x i¢in saglandigindan bir polinom esitligidir. Agikca
anlasilacagi tizere (o) =1 alinirsa o =1 olur. Bu deger Es.4.17. de yerine yazilir ve

x katsayilar1 her iki tarafta esitlenirse

1, =(=1)"".(n—1)! (4.18)

elde edilir. Buradan u(7,0)= H 4, denkleminde Es.4.18. yazilirsa

i=1

u(z,0)=[1()""(n =D!= (1" [ (n, - 1! (4.19)
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elde edilir. Burada o nmn i. blogu 7 nin »n, tane blogunun birlesmesiyle olusmustur.

s(n,k) 1. tip Stirling sayis1 olmak tizere s(n,k) = Z 1(0,0) almirsa o zaman
r(o)=k

(x), = ans(n,k).xk

elde edilir. Burada s(n,k) y1 Mdbius fonksiyonunun degerlerinin toplami olarak

yazabildik.
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5. SONUC

Caligmamizda oncelikle Mobius inversiyon formiiliiniin bugiine degin yapilan
genellestirmelerini  derlemeye  c¢alisttk.  Ayrica asagida verilen anlamda

genellestirmelerin miimkiin olup olmadigin arastik.

Teorem 3.1. de f ve g bir yerel sonlu P kismi sirali kiimesinden C igine

tanimlanan fonksiyonlar olmak {izere Mdbius inversiyon formulii Vx € P icin

g)=Y. M f(X)=D g()u(y,x).

y<x y<x

Burada toplamlar x in ¥ x asagi kiimesindeki P nin elemanlar1 iizerinden

alinmaktadir. Yani kisaca

gx)=Y. f e f(x)=D gMu(y,x)

yedx yedx

yazabiliriz. Calismamizda, Narkiewicz ve Haukkanen’in genellestirmeleri yoniinde

genellestirmeler yapmaya ¢aba sarfettik.

A, d x esas asag1 kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Calismamizda asagidaki anlamda
inversiyon formiilleri elde edip edemeyecegimizi arastirdik. x, yerel sonlu bir P

kismi sirali kiimesinin verilen bir elemani ve 4 < 4 x olsun.

1) Verilen bir g: P — C fonksiyonu i¢in

g(x)=D F(y)

yed,

olacak sekilde bir F': P — C fonksiyonu bulabilir miyiz?
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2) Genel olarak bdyle bir fonksiyon bulunamaz ise 6zel olarak P nin hangi x

elemanlar1 ve hangi 4, kiimeleri i¢in bdyle bir / fonksiyonu bulabiliriz?

Yine yerel sonlu bir P kismi sirali kiimesinin bir x elemani, bir 4 < x alt

kiimesi ve bir F': P — C fonksiyonu verilsin. Buradan

G(x)= D F(»)

yed,
ile bir G: P — C fonksiyonu tanimlayalim.

3) Bu sekilde verilen F ve G fonksiyonlari i¢in nasil bir inversiyon formiilii elde

ederiz?

4) Yukarida verilen f ile F ve g ile G fonksiyonlar: arasinda genel olarak bir

iligki var midir?

Yukaridaki sorulara P kismi sirali kiimesi; bir latis, bir dagilmali latis, bir Boole

cebiri olmasi durumlarinda da yanitlar aradik.

Bu sorulara kayda deger yanitlar bulamadik ancak bu konudaki c¢alismalarimiz
devam etmektedir. Hazirladigimiz bu calismanin bu konu ile ilgilenenler i¢in faydali

bir kaynak teskil etmesini iimit ederiz.
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