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OZET

Bu tez calismasinda Amel Dilmi’nin “Groups whose proper subgroups are
locally finite-by-nilpotent” bashkl makalesi calisilmistir. Bu makalede minimal
(LF)N-olmayan gruplar incelenmektedir. Ilk olarak, bu makaledeki bazi
teoremlerin ispati icin gerekli olan Endimioni ve Traustason’un “On torsion-by-
nilpotent groups” adli makalesi goz oniine alinmustir. Tezin iiciincii boliimiinde
bu makaledeki [3] P.Hall’ m iyi bilinen sonucuna benzer olan “H, G nin bir
normal altgrubu olsun dyle ki H ve G/H (LF)N grup ise G, (LF)N gruptur”
teoreminin ve dordiincii boliimiinde de Amel Dilmi’nin makalesinde verilen
“minimal (LF)N-olmayan bir G grubu asikar olmayan sonlu faktorii
bulunmayan sonlu iiretecli miikemmel gruptur dyle ki G/FratG sonsuz basit
gruptur’” teoreminin daha ayrintih ispati verilmistir. Ayrica minimal (LF)N-
olmayan gruplar icin yapilan ispatlarin minimal (LF) N_-olmayan gruplar icin
de gecerli oldugunun ispati ayrintih olarak verilmistir. Boylece bu cahismada
Amel Dilmi’nin makalesinin daha acik, ayrintih ve kolay anlasilabilir bir sekli
ortaya cikarilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis the paper written by Abel Dilmi titled ‘“Groups whose proper
subgroups are locally finite-by-nilpotent” is studied. In this paper minimal non
(LF)N-groups are looked into. First of all, to prove a few theorems in this thesis
we considered the paper titled ‘“On torsion-by-nilpotent groups” written by
Endimioni and Troustason. In the third chapter of this thesis, the theorem is
proved that is similar to P.Hall’s best known corollary *“ Let H be a normal
subgroup of a group G. If H and G/H" are (LF)N group then G is (LF)N

group” and in the fourth chapter, the theorem is proved that’s given in Amel

Dilmi’s article “If G is a minimal non (LF)N-group, then G is a finitely
generated perfect group which has no non-trivial finite factor and such that
G/FratG is an infinite simple group” in detail. It is given in detail that the
proofs that are made for minimal non (LF)N-groups are also valid for minimal

non (LF)N_-groups. Thus in this paper Amel Dilmi’s article is put into more

clear, detailed and easily understandable form.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.
Simgeler

H<G
H<G
G/H
H=K

|G : H|

<H K>

<>
x'=y"xy
[xy] = x"'x"
[X,,X,]

G

G,

G

Ng(H)
Cs(a)
Cs(A)

2(G)

e

C,

H char G
H°—< g'hg: ge G,he H>
H

G

Aciklama

H, G nin altgrubu

H, G nin normal altgrubu

G nin H ile boliim grubu

H ile K izomorftur

H nin G icindeki indeksi

H ve K tarafindan iiretilen grup
x tarafindan iiretilen devirli grup
x in y ile eslenigi

x ve y nin komiitatorii

<[x,x]: x,e X,, x,e X,>
(GGl

GIG

[G™ .G

H nin G icindeki normalleyeni

a nin G igindeki merkezleyeni
A nm G ic¢indeki merkezleyeni
G grubunun merkezi

H m o fonksiyonu altindaki goriintiisii
Quasidevirli grup

H, G nin karakteristik altgrubu
H nin G i¢indeki normal kapanigi

H nin G i¢indeki koru

viii
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Simgeler Aciklama

Z,(G) G grubunun o merkezi

Z (G) G nin hipermerkezi

Y,(G) 1(G)=G, v,(G)=[v,,(G),G]
G" <g"geG >

HsnG, H << G H, G nin bir altnormal altgrubu
s(G,H) H nin G deki altnormallik indeksi
Aut (G) G nin otomorfizmalar kiimesi
End (G) G nin endomorfizmalar kiimesi
Frat G G nin Frattini grubu

¢ (G) G nin lokal sonlu radikal grubu
I.,(H) G de H nin z-izolator kiimesi
JH [ I,(H) H nin G igindeki izolatorii

S, (H) [H G]



1. GIRIS

X ve Y iki grup sinifi olsun. Eger G bir grup ise N< G iken Ne X ve G/NeY ise G
grubuna X tipindeki bir grubun Y tipindeki bir grupla genislemesi denir. Eger G nin

G/ N nilpotent olacak sekilde normal lokal sonlu N altgrubu varsa G ye bir (L AN

(locally finite-by-nilpotent) grup denir.

G bir grup ve X gruplarin bir siifi olsun. G grubunun her 6z altgrubu bu smifa ait ve
G grubu bu smifa ait degilse G ye minimal X-olmayan grup denir. X gruplarinin
cesitli stmiflart igin [S], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14]’de bircok sonug elde

edilmistir. Bu tezde 6zellikle minimal (£F)/N-olmayan gruplar incelenmistir ve bu

gruplarla ilgili ¢esitli aragtirmalar yapilmastir.

Ozellikle M. Xu tarafindan 1996°da sonlu iiretegli ve sonsuz iiretecli minimal
JFNfinite-by-nilpotent)-olmayan gruplar incelenmistir ve [5]’deki makalesinde
ispatladig1 teoremle minimal FN-olmayan gruplar ile (LF)N gruplarin iliskisini

belirlemistir. Bu teorem asagida verilmistir.

Teorem

Bir G grubunun sonsuz iirete¢li minimal FN-olmayan grup olmasi i¢in gerek ve

yeterli kosul G nin agagidaki sartlardan birini saglamasidir.

(i) Mitkemmel olmayan minimal F A(finite-by-abelian)-olmayan grup,

(ii) Mitkemmel olmayan AN, grup (AN, ; her altgrubu altnormal olan minimal

nilpotent olmayan grup),

(iii) Miikemmel lokal nilpotent minimal nilpotent olmayan grup.



M. Xu bu teoremden yola ¢ikarak sonsuz iiretegli minimal FN-olmayan grubun

(LF)N grup oldugunu gostermistir.

Xu dan 6nce 1979’da Olshanski minimal (£ 7)N-olmayan gruplarin varligi
aragtirmis ve bu gruplarin yapisini [6]’da gosterdigi gibi 6z altgruplar1 devirli olan
sonlu {iiretecli basit ve torsiyonsuz grup olarak belirlemistir. Amel Dilmi ise bu
gruplar hakkindaki calismalara devam etmis ve 2007°de minimal (£F)N-olmayan

gruplar ile ilgili calismalar1 biraz daha genisletmistir.

1996’da M. Xu tarafindan [5]’deki makalesinde “G sonlu iiretecli minimal FN-

olmayan grup olsun. O zaman G asikar olmayan sonlu faktorii olmayan miikemmel
gruptur Oyle ki G/FratG sonsuz basit gruptur” teoremi ispatlanmigtir. Amel Dilmi
“Groups whose proper subgroups are locally finite-by-nilpotent” adli makalesinde

M. Xu’ nun bu teoremini minimal (L£F)N-olmayan gruplara genisleterek
ispatlamigtir. Ayrica ¢>0 bir tamsayt ve N, nilpotentlik smnifi en ¢ok ¢ olan
gruplarin bir sinifi olmak iizere minimal (£F)N-olmayan gruplar igin yapilanlar
minimal (£F) N, -olmayan gruplar igin de yapilmistir. Yine bu makaledeki Onerme

2.1’de sonsuz iiretegli minimal (L£F)N-olmayan grubun bulunmadigi da

ispatlanmistir.

Tezin ilk bolimiinde, yukarida sdylenenleri ispatlamak i¢in kullanilan Endimioni ve
Traustason’nun “On torsion-by-nilpotent groups” adli makalesinden yararlanilmis ve
ozellikle bu makaledeki P.Hall’ 1n iyi bilinen sonucuna benzer olan “ H, G nin bir

normal altgrubu olsun dyle ki H ve G/ H" (LF)N grup ise G, (LF)N gruptur”

teoremi kullanilmagtir.



2. BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUCLARI
2.1. Tanim

G bir grup ve x,ye G olsun. x’=y’xy elemanmna x in y ile eslenigi(konjugesi) denir. X

ve Y, G nin bostan farkl altkiimesi olsun. G nin X in Y ile eslenigi olan altgrubu
X'=<x": xe X, ye Y>

olarak tanimlanir.

2.2. Tamim

G bir grup ve N<G olsun. Her ge G ve ne N i¢in g'lnge N ise o zaman N ye G nin bir

normal altgrubu denir ve N < G seklinde gosterilir.
2.3. Tamim

G bir grup olsun. G nin 1 den ve kendisinden bagka normal altgrubu yoksa G

grubuna basit grup denir.
2.4. Tamim

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. H nin G i¢indeki kosetlerinin kiimesinin

kardinalitesine H nin G i¢indeki indeksi denir ve |G ‘H | ile gosterilir.

2.5. Tanim

G bir grup olsun. G den G ye bir homomorfizmaya G nin endomorfizmasi, G den G
ye bir izomorfizmaya ise G nin otomorfizmast denir. G nin biitiin

endomorfizmalarinin kiimesi End(G) ve otomorfizmalarinin kiimesi Aut(G) ile



gosterilir. Aut(G), End(G) nin bir altkiimesidir. Ayrica Aut(G) fonksiyon bileske

islemine gore bir gruptur.

2.6. Tanim

H, G nin bir altgrubu olmak iizere tiim a€ EndG i¢cin H” <H ise H ya G de fully-

invariant denir.

2.7. Tanim

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Eger her o € Au#(G) icin H* <H ise H ya
G nin karakteristik altgrubu denir ve H char G ile gosterilir. Aslinda her a € Aut(G)

icin H*' <H (H"=a(H)) oldugundan H"= H dur.

Bir grubun Fully-invariant altgruplar1 karakteristiktir ve karakteristik altgruplarda

normaldir.

2.8. Teorem

H K<Gi¢in K< G ve H char K <G olsun. O zaman H< G dir [3].

Ispat

K, G nin normal altgrubu oldugundan her ge G icin g"'Kg = K dir. Boylece

¢, :K—K

k— g’lkg

bir otomorfizmadir. H char K oldugundan her ge G i¢in H® =H dir. Yani; her

g€ G icin g"'Hg =H oldugundan H, G de normaldir.



2.9. Tanim

G bir grup ve x,,Xx,,... G nin elemanlar1 olsun.
g - -1
[x,%]=x"x,"xx,=x, x,?

elemanina x, ve x, nin komiitatorii denir. Daha genel olarak n >2 agirlikli bir basit

komiitator, ardil olarak
[x,...x, =[[x,..x,,1x,]

seklinde tanimlanir. Burada [x, ]=x, olarak kabul edilir. x,ye G i¢cin [x,Yy,...y]
—

n

komiitatorii [x, | v ] ile gosterilir.

n

X,,X,,... G grubunun bostan farkli alt kiimeleri olsun. X, ve X, nin komiitator

altgrubu
[X,,X,]=<[x,,x,]; x,€ X, ve x,e X,>

olarak tanimlanir. Burada X,=X,=G ise [G,G] komiitator grubuna G nin komiitator

altgrubu denir ve G’ ile gosterilir. Daha genel olarak »>2 igin
[X,...X, =l[X,...X,,], X,] ve [X,]=<X,>

dir. Burada G’ =G ise G ye mitkemmel grup denir ve [G,G]= G dir.



2.10. Tanim

G bir grup olsun. Eger /=G,,G,,....G,=G, G nin altgruplarinin bir dizisi ve

G <G, (i=0,1,2,...,n-1) olmak lizere

1=G,<G,<---<G, =G

ise bu diziye G nin bir sonlu serisi denir. G,

-,/ G, boliim gruplarina serinin faktorleri

ve G gruplarma da serinin terimleri denir. Eger G, ler farkli ise n negatif olmayan

tamsayisina serinin uzunlugu denir.

T={H, |a < [)’} bir g ordinaline esit veya kiiciik ordinallerle indekslenen G nin

altgruplarmin bir kiimesi olsun. Eger T kiimesi;

(@ <o, ise H, <H,

(b) H(x < H(x+1

(c) H=1ve H,=G

(d) Eger 2 limit ordinalise H, = U H,

a<l
sartin1 sagliyorsa T ye G nin bir artan serisi denir. Artan bir seriyi
I=H,<H,<---<H; =G
seklinde yazmak miimkiindiir. Eger T kiimesi

(@ o<a,ve H 2H,



(b) H,=G ve H,=1

(C) er+1 < H(x

(d) Eger , limit ordinal ise H, = (1 H,

o<l

sartin1 sagliyorsa T ye G nin bir azalan serisi denir. Azalan bir seriyi

I=H;,<---<H,<H, <H,=CG

seklinde yazmak miimkiindiir. 1=G, < G, <---<G, =G serisinde G,

i+l

/ G, abeliyan

ise bu seriye abeliyan seri denir.

2.11. Tanim

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Eger G nin

H=H <H,  <---<H,=G

olacak sekilde H,, H,,..., H, altgruplar1 varsa H, G de altnormaldir denir. Burada r

sonlu ve i=0,1,...,r-1 icin H

i+

< H, dir. Genellikle H <'G, H <<GveyaHsn G

ile gosterilir.

H_=H olacak sekildeki en kiigiik »>0 tamsayisina H nin G ic¢indeki altnormallik

indeksi denir ve s(G:H) ile gosterilir.

2.12. Tanim

X, G nin bostan farkli bir altkiimesi olsun. G nin X i i¢eren biitiin normal



altgruplarinin ~ kesisimine X in G icindeki normal kapanist  denir.
X%=<g'Xg : geG> ile gosterilir. X¢, G nin X i iceren en kiiciikk normal

altgrubudur.

G bir grup ve X, G nin bostan farkli bir altkiimesi olsun. X“°=G ve her i>0 icin

X*" = X%* olarak tamimlansin. O zaman G nin

e XG,2 q XG,I q XG,()=G

serisi elde edilir. Bu seriye X in G i¢indeki normal kapanis serisi denir.
2.13. Tanim

G bir grup ve X, G nin bostan farkli bir altkiimesi olsun. G de X in koru, G nin X i

iceren biitiin normal altgruplarinin birlesimi olarak tanimlanir ve X ile gosterilir.

Ayrica G nin bir H altgrubu i¢in H; <G ve

H,= UgeGg_ng

dir.

2.14. Tanim

G bir grup olsun. Eger her xe G ve her n pozitif tamsayisi icin x= y" olacak sekilde
bir ye G var ise o zaman G ye koklii(radicable) grup denir. Toplamsal gruplarda
koklii terimi yerine boliinebilir(divisible) terimi kullanilir. Eger her n pozitif

tamsayisi icin G"=G ise G ye yar1-koklii (quasi-radicable) grup denir. Burada

G'=<g":geG>



dir.

2.15. Tanim

G bir grup ve 1=G,<G,;<---<G, =G, G nin bir serisi olsun. Eger her

0<i<nigin G,

/G, degismeli ise G ye bir ¢oziilebilir grup denir. G nin bu sekildeki

serilerinin en kii¢iigliniin uzunluguna G nin komiitator uzunlugu denir.

2.16. Tanim

G bir grup ve a€ G olsun.

C; (@)={ xe G : xa=ax }={xe G : [x ,a]=1}

kiimesine a nin G i¢indeki merkezleyeni denir. Eger N< G ise

C,; (N)={ xe G : her ne N i¢in [n,x]=1}

kiimesine N nin G igindeki merkezleyeni denir. C;(a) ve C;(N), G nin
altgruplaridir. Ozel olarak N< G ise C,; (N)< G dir. C, (G) altgrubuna G nin merkezi
denir ve Z(G) ile gosterilir. Ayrica Z(G)<G ve Z(G) G nin karakteristik

altgrubudur.
2.17. Tamm

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun.

G,={geG:gHg'=H}
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altgrubuna H nin G icindeki normalleyeni denir ve N ;(H) ile gosterilir.

H < N;(H) ve N;(H), Hninnormal oldugu G nin en biiyiik altgrubudur.

2.18. Tamm
G bir grup ve G =G olsun. i >0 olmak iizere
G (i)=[G("-1)’G("-1)]

seklinde tammlansin. O zaman ---< G® <G < G serisine G nin komiitator serisi
denir. Burada 6"'=G" ve G¥=G” dir. Eger G bir ¢oziilebilir grup ise o zaman bir
n>0 tamsayist icin G™ =1 dir. Bu sekildeki en kiicik n>0 tamsayisi G nin

komiitatdr uzunluguna esittir.

Eger bir ¢oziilebilir grubun ¢oziilebilir uzunlugu 2 ise bu gruba metabeliyan grup

denir.

2.19. Tanim

G bir grup ZO(G):I , Z,(G):Z(G) olsun. Eger o limit ordinal ise;

2,(G6)=UZz,(G)

p<a
o limit ordinal degilse Z_(G),
(G)=z(6/z,,(G))

olacak sekilde tanimlansin. Bu sekilde devam edilirse 0yle bir 3 >0 ordinali vardir

ki her o> igin Z, (G)=Z;(G) dir. Z;(G) ye G nin hipermerkezi denir.



11

1=7,(G)<Z,(G)<---

serisine G nin genellestirilmis yukar1 merkez serisi denir. Z; (G)=G ise G bir

hipermerkez gruptur. Bir n dogal sayisi igcin Z (G) =G ise G nilpotent gruptur. Bu

sekildeki en kiigiik n tamsayisina G nin nilpotentlik sinif1 denir.

2.20. Tanim

G bir grupy, (G):G olsun. Eger o limit ordinal ise

Yo, (G) = /Qa Vs (G)

o limit ordinal degil ise

7.(G)=11..,(G),Gl

seklinde tammmlansin. --<%,(G)<y,(G)=G ye G nin genellestirilmis asag1 merkez
serisi denir. Eger bir n tamsayis: i¢cin vy, ,,(G)=1 ise G nilpotenttir. Bu sekildeki

dogal sayilarin en kiiciigii n ise G nin nilpotentlik sinif1  dir.
2.21. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin her elemanin mertebesi sonlu ise G ye
torsiyon(periyodik) grup denir. Eger G nin birimden baska hi¢bir elemaninin
mertebesi sonlu degilse G ye torsiyonsuz grup denir. Eger G nin en az bir

elemaninin mertebesi sonsuz ise G ye periyodik olmayan grup denir.

G bir nilpotent grup olsun. O zaman G de sonlu mertebeli elemanlarin kiimesi 7, G

nin fully-invariant altgrubudur 6yle ki G/T torsiyonsuzdur.
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2.22. Tanim

Bir grubun her sonlu iiretecli altgrubu nilpotent ise bu gruba lokal nilpotent denir.

2.23. Tanim

G bir grup ve p asal say1 olsun. Her ge G i¢in g’ =1 olacak sekilde bir » >0

tamsayis1 varsa, basgka bir deyisle G nin her elemaninin mertebesi p nin bir kuvveti

ise o zaman G ye bir p-grubu denir.

2.24. Tanim

X bostan farkli bir kiime olsun. Elemanlar1 gruplardan olusan ve asagidaki 6zellikleri

saglayan X smifina, bir teorik sinif ya da grup sinifi denir.

1) GeXi¢in G, =G ise G e X dir.

i1) X bir birim(veya asikar) grup igerir.

X gruplarm bir smifi olsun. Ge X ve H, G grubunun bir altgrubu olsun. Eger He X
ise X altgrup kapalidir denir.

H, G grubunun normal altgrubu olmak iizere He X ve G/He X oldugunda eger Ge X

oluyorsa X genisleme kapalidir denir.

2.25. Tanim

G bir grup ve P de gruplarin bir 6zelligi olsun. Eger G nin her 6z altgrubu P yi

sagliyor fakat G saglamiyor ise G ye minimal P-olmayan grup denir.
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2.26. Tanim

X ve Y iki grup simifi olsun. Eger G bir grup ise N< G iken Ne X ve G/Ne Y ise G
grubuna X tipindeki bir grubun Y tipindeki bir grupla genislemesi denir.

2.27. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin G /N sonlu olacak sekilde normal nilpotent N altgrubu

varsa G ye bir A/ grup denir. N nin nilpotentlik sinifi <m ise G ye bir N, _Fgrup

denir.

G bir grup olsun. Eger G nin G/ N nilpotent olacak sekilde normal sonlu N altgrubu

varsa G ye bir A grup denir.

2.28. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin G/ N nilpotent olacak sekilde normal lokal sonlu N
altgrubu varsa G ye bir (£ #/Mgrup denir.

2.29. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin asikar olmayan her sonlu iiretecli altgrubunun sonlu
indeksli bir 6z altgrubu varsa G ye lokal dereceli grup denir. Diger bir deyisle G nin
her asikar olmayan sonlu iiretecli altgrubunun asikar olmayan sonlu goriintiisii varsa
G ye lokal dereceli grup denir.

Ayrica sonlu indeksli bir 6z altgrup iceren sonlu iiretecli grup lokal dereceli gruptur.

2.30. Tanim

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. H <G ve H<K <G iken K=G elde edilirse
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H altgrubuna G nin maksimal altgrubu denir.

2.31. Tanim

X kismi siral1 bir kiime olsun. Her biri bostan farkli X, kiimesi en az bir maksimal

eleman icerirse bu kiimeye maksimallik sartin1 saglar denir.

2.32. Tanim

G bir grup olsun. G nin biitiin maksimal altgruplarinin kesisimine G nin Frattini
altgrubu denir. G nin maksimal altgrubu yoksa Frattini altgrup G ye esit alinir. Bu
altgrup karakteristiktir ve FratG seklinde gosterilir.

2.33. Teorem

Asikar olmayan sonlu tiretegli grup Frattini altgruba esittir [3].

2.34. Teorem

Herhangi bir G grubunda Frattini altgrup, G nin ireteci olmayan elemanlarin

kiimesine esittir [3].

Ispat

g € FratG olmak lizere G=<g,X > fakat G #< X > oldugunu kabul edelim. O
zaman ge¢< X > dir. Bu yiizden [3, 3.3.14] den <X ><M ve ge¢ M sartlarim
saglayan M maksimal altgrubu vardir. Simdi eger M <H <G ise ge Hve H=G
dir. Bu nedenle M, G grubunda maksimaldir. Fakat ge FratG <M ve bu yiizden
G=<g,X>= M dir. Bu ise celiskidir. Bdylece g bir iirete¢ degildir. Yani

g€ FratG ise G=<X > dir.



2.35. Teorem

G bir grup ve x,y,ze G olsun.

(i) [xyl=ly.xl"

(i) [xy,z]=[x2I [y,z] ve [xyzl=[xz][xy]°

i) [x, y 1=y )™ ve [x7, yl=([x, yI° )

(v) [x,y 2Py, 2 xF [z x 7, yI=1

dir [15].

Ispat

(@) [yxT'=(y"'x 'y = x7y ey =[xy

(i) [x.zPy.zl =y [x, 2]yl y, 2]

— y‘lx‘lz‘lxzyy‘lz‘lyz

— y—lx—lz—lxyz

=(xy) "z (xy)z

=[xy, z]

[x 2yl =[x, 2127 [x, ylz

15



[x’ Z]Zfl[x’ y]Z — xflzflxzzflelyflxyz

— x—1Z—1y—1 Xz

=x"'(y2)" x(yz)

=[x, yz]

(i) ([x y1’ ) =Olx yly ™™

=(Oy Ty ™)™

=(m 'y %)

=x" yxy”

=[x, "]

(e, yI )™ = (adx, yl )™

— (xx—ly—lxyx—l )—1

=(y )™

=xy"x"y

=[x, )]

16



Gv) [x,y ", 2y, 27" xI*[z,x, yI'=1 oldugunu gosterelim.

u=xzx 'yx, v=yx y~' zy ve w=zy z~' xz olsun. O zaman

[,y 2P =y"[[x, y "1, zly

=y 'y 1"z %y 2y

=y [y xlz7 [y Ty

=y oy gy zy

=(xzx yx) " yy 2y

[y.2 ' xl'=z"ly, 2" . x]z

=7 [y, 2 T'x[y, 27 Iz

=7z yIx [y, 27 Ixz

-1 -1_-1 —-1_-1 -1
=7 2y Z YX Yy 2yZ XZ

=(yxy 'zy) "z xz

(2,2, yI'=x"[[z,x"' ], y]x

17



=x [[z,x T y [z, x " Tyx

=x"'[x", zly [z, x 7 yx

=x"'xz7'xTzy g e yx

=(zyz ' xz) " azx yx

dir. O halde

X,y Lzl ly, 2 L xFlzx ', yI =uwlwwu =1

dir.

2.36. Teorem

X bir grubun altkiimesi ve K da altgrubu olsun. O zaman

(i) X¥ =<X,[X,K]>

(i) [X,K]* =[X,K]

(i) K =<Y > ise [X,K]=[X,Y]*

dir [3].

18
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2.37. Teorem

G bir grup ve H ve K, G nin altgruplar1 olsun. H=<x> ve K=<y> ise 0 zaman

[HK]=[X,Y]™

dir [3].

2.38. Teorem (Ug Altgrup Lemma)

H, K ve L G nin altgruplar1 olsun. [H,K,L], [K,L,H] ve [L,H,K] nin herhangi ikisi G

nin normal bir altgrubunda icerilirse {iciincii de igerilir [3].

Ispat

Teorem 2.37 den [H,K,L], he H, ke K ve [e Lolmak lizere [h,k’l,l] seklinde
komiitatorlerin eslenikleri tarafindan iiretilir. [K,L,H] ve [L,H,K] iginde benzer
sekildedir. Teorem 2.35 (iv) den [h,k",l], [k,I”",h] ve [I,h"', k] nin herhangi ikisi

G nin herhangi bir altgrubuna ait ise {igiinciide aittir.

2.39. Teorem

G bir grup ve a,be G olsun. O zaman [a,b]*=[a,b] ise her ne Zigin

[a",b]=[a,b]"

dir [15].

Ispat
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Ispat1 n>0 igin n iizerine indiiksiyonla yapalim.

n=1 icin iddia agiktir. n>/ olmak iizere iddia n-/ i¢in dogru olsun. n i¢in iddianin

dogru oldugunu gosterelim. n-1 igin iddia dogru ise [a"~',b]=[a,b]"" dir. Ayrica

[a,b]” =(a,b]")" =(a,b])" =[a,b]" =[a,b]

dir.

[a",b]=[aa"",b]

= [a,b]"" [a",b]

= [a,b][a"",b]

= [a,b][a,b]""

= [a,b]"

Bundan dolay1 n>0 i¢in iddia dogrudur. Simdi n<0 icin iddianin dogru oldugunu

gosterelim. —n>0 oldugundan ilk kisimda gosterildigi gibi

e= [a*nal‘l ,b]

=[a™",b]" [a",b]

= ([a,b]™)" [a",b]

= [a,b]"[a",b]
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Buradan [a",b] =[a,b]" dir. O halde her ne Z igin

[a",b]=(a,b]
dir.
2.40. Tanim

G bir sonlu grup, p bir asal sayi, k, m dogal sayilar ve (k, p)=1 olmak iizere |G| =kp"

olsun. O zaman G nin mertebesi p™ olan p-altgrubuna Sylow p-altgrubu denir.

2.41. Teorem

G sonlu bir grup olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) G nilpotenttir.

(i1) G nin her 6z altgrubu altnormaldir.

(iii) G normalleyen sartlarini saglar.

(iv) G nin her maksimal altgrubu normaldir.

(v) G, Sylow altgruplarmin direkt ¢arpimudir [3].
2.42. Tanim

Lokal nilpotent faktorleri olan bir yiikselen merkez serisine sahip olan gruba radikal

grup denir. G nin lokal sonlu radikal grubu ¢ (G) olarak tanimlanir. Yani ¢ (G), G
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nin biitiin lokal sonlu altgruplarimin ¢arpimudir. Boylece ¢ (G) lokal sonlu ve

¢(G/p(G)) asikardir.
2.43. Teorem

H, bir G grubunun sonlu indeksli altgrubu ve |G:H |:n ise 0o zaman H nin G

igindeki koru H,;, G de sonlu indeksli ve |G: H,| | n! dir [3].

2.44. Teorem

N bir G grubunun normal altgrubu olsun. Eger N ve G/N’ nilpotent ise G
nilpotenttir [3].

2.45. Teorem

G her 6z altgrubu FN olan sonlu iiretecli lokal dereceli bir grup olsun. O halde
Ge FN dir [9].

2.46. Teorem

G her 6z altgrubu nilpotent olan torsiyonsuz lokal nilpotent bir grup olsun. O zaman

G nilpotenttir [13].
2.47. Teorem
Sonlu iiretecli ¢oziilebilir torsiyon grup sonludur [3].

2.48. Tanim

i+

G= <c,. ) =lc),=c,i= ],2,...> seklinde taniml1 G grubuna bir lokal devirli p-grubu
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veya priifer tipli grup veya quasidevirli grup denir ve Cpm ile gosterilir. Cp,, grup her

0z altgrubu sonlu devirli grup olan sonsuz bir p-grubudur.

Eger bir grup sonlu sayida quasideviri grubun direkt carpiminin bir sonlu genislemesi

ise o zaman gruba bir Chernikov grup denir.
2.49. Teorem

G, ¢ smfli nilpotent grubun torsiyon grup genislemesi olan torsiyonsuz lokal

nilpotent bir grup olsun. O zaman G, ¢ siifli nilpotent bir gruptur [4].
2.50. Tanim

G bir grup ve X bir grup smifi olsun. Her 1# ye G icin yg A ve G/A e X olacak

sekilde A <G varsa G ye bir residually X-grubu denir.

2.51. Teorem

Bir sonlu iiretegli torsiyonsuz nilpotent G grubu bir p asal sayisi i¢in residually sonlu

p-grubudur [3].
2.52. Tanim

R birimli ve degismeli bir halka olsun. Girisleri R olan ve kdsegen elemanlar1 1 olan
nxn tipindeki iist licgensel matrise unitriangular matris denir ve bu tip matrislerin
kiimesi U(n,R) ile gosterilir. U(n,R), determinant: birim olan matrislerin bir

grubudur. Ayrica bu grup nilpotentlik sinifi -/ olan nilpotent gruptur.
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3. TORSIYON GRUBUN NiLPOTENT GRUP GENiSLEMESi

Bu kisimda Endimioni ve Traustason’un “On Torsion-by-Nilpotent Groups” isimli

makalesi incelenerek bu makaledeki asagidaki dnemli sonug verilecektir.

C bolim gruplart ve altgruplar altinda kapali olan gruplarin bir siift olsun. C nin
biitiin metabeliyan gruplari, torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi(torsion-by-
nilpotent) ise 0 zaman C nin biitiin ¢6ziilebilir gruplarinin torsiyon grubun nilpotent
grup genislemesi oldugu ispat edilecektir. Buradan P.Hall’ 1 iyi bilinen sonucuna(H
bir G grubunun normal altgrubu olsun. G/H’ ve H nilpotent ise o zaman G
nilpotenttir) benzer sekilde “H, G nin bir normal altgrubu o6yle ki H ve
G/H" (LF)N (locally finite-by-nilpotent) grup ise o zaman G, (LF)N gruptur”
sonucu elde edilecektir. Ayrica burada (LF)N grubun yerine torsiyon grubun
nilpotent grup genislemesi alindiginda bu son durumun yanlig olacagint gosteren bir

ornek verilecektir.

Nilpotent gruplarin siifi genisletme altinda kapali degildir. Buna bir 6rnek asagida

verilmisgtir.

Ornek

S, iin bir normal serisi {(1)} < A, < S, tiir. Burada A, /{(1)} ile S,/A, boliim grubu
abeliyan oldugundan S, ¢oziilebilirdir. Ayn1 zamanda A, ve S, /A, nilpotenttir fakat

Z(S,) =1 oldugundan S, nilpotent degildir.

Fakat G bir grup olmak iizere G nin H normal nilpotent altgrubu igin
G/ H’ nilpotent ise G nin nilpotent oldugu P.Hall tarafindan gosterilmistir. Bu sonug

asagida verilmistir.
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A. Teorem

H bir G grubunun normal altgrubu olsun. G/ H’ ve H nilpotent ise G nilpotenttir [1].

Bu sonug bir grubun nilpotent oldugunu ispatlamak i¢in ¢ok sik kullanilir. Ozellikle

coziilebilirlik uzunlugu tizerine tiimevarimla asagidaki sonucu elde etmek kolaydir.

B. Teorem

C bolim gruplart ve altgruplar altinda kapali olan gruplarin bir siift olsun. C nin
biitiin metabeliyan gruplar1 nilpotent olsun. O halde C nin biitiin ¢ziilebilir gruplari

nilpotenttir [1].

Ispat

C nin ¢oziilebilir gruplarinin ¢6ziilebilirlik uzunlugu tizerine tiimevarim uygulayalim.

He C cozilebilir grubu icin H nin ¢oziilebilirlik uzunlugu 1 ise H abeliyan
oldugundan iddia acgiktir. H nin ¢oziilebilirlik uzunlugu 2 ise H metabeliyan gruptur
ve hipotezden dolayr H nilpotenttir. Iddia n i¢in dogru olsun. H" = 1 dir ve H
nilpotenttir. Coziilebilirlik uzunlugu n+/ olan gruplar i¢in iddianin dogru oldugunu
gosterelim. H nin ¢oziilebilirlik uzunlugu n+1 olsun. O zaman H’ niin ¢oziilebilirlik
uzunlugu 7 oldugundan H’ nilpotenttir. Aym zamanda H /H’ abeliyan oldugundan

Teorem A dan dolay1 H nilpotenttir.

Hall’im ilk sonucundan dolayr benzer yapidaki sonuclar [4]’te verilmektedir. Bu
boliimdeki amag; “nilpotentlik™ ile “torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi” yer

degistirdiginde benzer sonuglari elde etme imkan1 olup olmadigin1 géstermektedir.

[1k olarak Teorem B de “nilpotentlik™ ile “torsiyon grubun nilpotent genislemesi” yer

degistirdiginde benzer sonug elde edilir. Bu durum ispati daha sonra verilmek
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lizere asagidaki sekilde ifade edilmistir.

3.1. Teorem

C bolim gruplart ve altgruplar altinda kapali olan gruplarin bir siift olsun. C nin
biitiin metabeliyan gruplari, torsiyon grubun nilpotent grup geniglemesi olsun. O

zaman C nin biitiin ¢oziilebilir gruplari, torsiyon grubun nilpotent genislemesidir [1].

Fakat “nilpotentlik”, “torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi” ile yer
degistirdiginde Teorem A dogru degildir. Bununla birlikte Teorem A, “nilpotentlik”
ile “(LF)N yer degistirdiginde dogrudur.

3.2. Teorem

H, G grubunun bir normal altgrubu olsun. G/H’ ve H (LF)N grup ise o zaman G,
(LF)N gruptur [1].

Ozel olarak Teorem 2.47 den lokal ¢oziilebilir torsiyon bir grup lokal sonlu

oldugundan asagidaki sonucu elde ederiz.

3.3. Sonug

G lokal ¢oziilebilir bir grup ve H da G nin normal altgrubu olsun. G/H’ ve H
torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi ise o zaman G de torsiyon grubun
nilpotent grup genislemesidir [1].

Yukarida belirtildigi gibi Sonuc¢ 3.3 lokal c¢oziilebilirlik kaldirilirsa yanlistir.
Teorem A mnin sonucu olan Teorem B deki nilpotentlik durumunun aksine

Teorem 3.1, Teorem 3.2 yi ispatlamak icin kullanilacaktir.

Oncelikle yukarida verilen teorem ve sonuglarin ispatinda kullanilacak lemma ve bu
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lemmalarin ispatin1 verelim.

G bir grup ve Xx,,..,x, G grubunun elemanlar1 olsun. [x,,..,x, ] komiitatorii

timevarimla,
-1 ¥
[ X, =[5 X, ] X XX, ] X,

ile tammlanir. H ve K, G nin altgruplar1 olmak iizere [H,K]=<[y,z]; ye H, ze K>

seklinde yazilabilir. n > 1 i¢in y,(G); G nin al¢alan merkez serisinin n. terimi olarak

tanimlanir. Bu altgrup G nin n agirlikl biitiin sol-normlu kiimeleri tarafindan iiretilir.

G nin normal altgruplar iizerinde bir §, gosterimini

8;(H) = [H,G]

seklinde tammlayalim.

3.4. Lemma

G nin herhangi iki H ve K normal altgrubu i¢in

85 (HK) = 8, (H) 8 (K)

dir [1].

Ispat

Bunun icin [HK, G] = [H, G] [K, G] oldugunu gostermeliyiz. Tanim 2.35 (ii) den

[HK, GI=[H,G]" [K,G]
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dir. Dolayisiyla [H,G]*=[H,G] oldugunu gostermek yeterlidir. H<G ve K< G
olmak iizere he H, ke K ve ge G olsun. [h, g1 =[h, k] [h, gk] ve gke G oldugundan

[h,g]" € [H, G] dir. O halde [H,G]* =[H, G] dir. Boylece
[HK, G] =[H, G] [K, G]

dir.

3.5. Lemma

G bir grup, H ve K G nin normal altgruplari olsun. O zaman
8 ([H.K1) < [8;(H), K] [H, §;(K)]
dir [1].
Ispat
[[H.K],G]<[[H,G],K][H,[K,G]] oldugunu gostermeliyiz. Once [H,K] nin G de
normal oldugunu gosterelim. O zaman ge G ve [hkle [H,K] olmak iizere
g '[h,k]g € [H,K] oldugunu gostermeliyiz. H <G, K <G ve HK <G oldugundan
g 'lhklg=g ' (h'k 'hk)g

= g 'h(gg k(g8 Hh(gg Hkg

=(g'hg) (g 'kg) ' (g 'hg)(g 'kg)

=[g 'hg, g 'kgle [H,K]
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dir. Boylece [H,K]< G dir. Benzer sekilde [H,G]< G, [K,G]<G ve H<G,
K <G oldugundan [[H,G],K]<G ve [H,[KG]]<G di. [[HG]K] [HI[KG]] =N
olsun. O zaman [[H,G],K] £ Nve [H,[K,G]] £ N dir. Ug altgrup Lemma geregince;

[[HK],G] < N
dir. Buradan [[H,K],G] <[[H,G],K][H,[K,G]] elde edilir.

Simdi G bir grup, H ve K G nin normal altgruplari olsun. » iizerine tiimevarim

uygulayarak Leibnitz formiilii;

8, [HK] < []I8,(H),8;" (K)]
i=0

elde edilir.

3.6. Lemma

H ve K bir G grubunun normal altgruplar1 olsun. Kabul edelim ki bir ¢ pozitif

tamsayis1 icin 8, (H) < K olsun. O zaman her >0 tamsayis1 igin
8" (v, (H)) £ 8, (K)

dir [1].

Ispat
t lizerine tiimevarim uygulayarak iddiayi ispatlayalim. Eger =1 ise &, (K)=K ve
Y,(H)=H oldugundan hipotezden dolay1 &, "' (y,(H))= 8, (H) < K=8},'(K)dur.

t >1 olmak iizere iddia #-1 i¢in dogru olsun. O zaman



30

8y, (H)) < 8,2(K)
dir. O halde iddianin ¢ i¢in dogru oldugunu gosterelim.
S (v, (H)) = 8" (Y, (H), H])

oldugundan Leibnitz formiiliinden

t(c=1)+1

Sy, (H)) = 8 (1Y, (DL HD) < [ 186 (v (HD)LS ™ (B

i=0
elde edilir. Once (#-1) (c-1)+1-i < 0 olsun.

O halde i>(s-1)(c-1)+1 oldugundan &} (y, ,(H) <8 (y ,(H)) dir. Ayrica

tiimevarim hipotezi geregince 8 " "*'(y, ,(H)) < 8,(K) oldugundan
[8 (Y, (D)L 8 (D TS T8 (v, (D)L 86 (H) ]
<[8%(K),H]
=8, (K)
dir. Simdi de i<(#-1)(c-1)+1 olsun.

Buradan #(c-1)+1-i >¢ oldugundan ve hipotezden 8!™"“"*'(H) < §;,(H) <K dur.

Boylece

[8% (¥, (H)), 8" (H) 1= [(Y,,(H), K] )
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dir. Simdi [y, ,(H), K] < &','(K) oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Ug Altgrup

Lemma ve tiimevarim hipotezinden
[Y,..(H), K] <8, (K)
dir. Boylece (1) den dolay1

[85 (Y, (H)), 87 (H)]1< 8, (K)

t(c—1)+1
dir. Sonug olarak & (y,(H)) < [T [86(v,.,(H)), 8" (H)] <8, (K) dir.

i=0

Buradan
5 (v, (H)) < 8, (K)
oldugundan ispat tamamlanir.

3.7. Tamim

G bir grup H, G nin bir altgubu ve & asal sayilarin bostan farkli bir altkiimesi olsun.
Eger m bir pozitif n-tamsayisi i¢in x” € H olan G nin her x elemanlarimin kiimesine
G de H nin m-izolator kiimesi denir ve I, ;(H) ya da I (H) ile gosterilir. Eger n
biitiin asal sayilarm kiimesi ise izolator kiimesi I;(H) ya da I(H) ile gosterilir. ©
biitiin asal sayilarin kiimesi olmak iizere eger I (H)=H ise H, G de m-izolated

altgrup veya basit izolated altgrup denir [16].

Genel olarak [ (H) altgrup olmak zorunda degildir. Buna bir ornek asagida

verilmigtir.
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Omek

G=3S, ve H =<i> asikar altgrup olsun. n=2 olmak lizere
I(H)={i,(1,2),(1,3),(2,3)}

G nin 2-izolator altkiimesidir. Fakat /_(H), G nin altgrubu degildir.

G bir grup olsun. Eger & biitiin asal sayilarin kiimesi ve G nin her H altgrubu icin

I (H) da G nin bir altgrubu oluyorsa G ye m-izolator ozelligine ya da izolator

oOzelligine sahiptir denir.

Ek olarak G nin biitiin H altgruplar1 i¢in |I_(H): H | sonlu ise o zaman G kuvvetli n-

izolator Ozelligine ya da kuvvetli izolatdr Ozelligine sahiptir denir. Eger G izolator

ozelligine sahip ise G deki biitiin izolatérler G de izolateddir. Eger m biitiin asal

sayilarin kiimesi ise burada I(H) izolator \/ﬁ ile gosterilecektir.
3.8. Teorem

G bir sonlu iiretegli nilpotent grup ve H <G olsun. Eger G =<x,, x,,...,x, > ve bir
r, m-sayisi i¢in x" € H ise o zaman G nin her bir elemaninin pozitif m-kuvveti H

1

dadir. Ayrica |G ‘H | sonludur ve m-sayisidir [16].

Ispat

Eger G abeliyan ise iddia aciktir. Kabul edelim ki G nin nilpotentlik sinifi ¢ olsun. ¢
izerine tiimevarim uygulayalim. Boylece kabiilden dolay1 |G:HYC(G)| sonlu -
sayist d dir. G sonlu iiretegli nilpotent grup oldugundan G nin her altgrubuda sonlu

tireteclidir. Boylece Y.(G) sonlu iiretecli ve iiretegleri y,,y,,...,y, olsun. O zaman
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timevarim hipotezinden Oyle bir pozitif n-sayis1 s, vardir ki y'e HNy (G) dir.

Ayrica

Y.(G):HNYy, (G)| bir pozitif m-sayis1 e ye esittir.

Y.(G):HNY.(G)|=|HY.(G): H|
oldugundan |HY, (G): H|=edir. O zaman
|G:H|=|G:HY.(G)||HY.(G): H|=de

dir. G nilpotent ve H, G nin altnormal altgrubu oldugundan Vg e G i¢in g nin bir

pozitif n-kuvveti H dadir.

3.9. Teorem

G bir lokal nilpotent grup olsun. O zaman

1) G izolator ozelligine sahip;

ii) Eger G sonlu iiretecli ise 0 zaman G kuvvetli izolator 6zelligine sahiptir [16].
Ispat

i) H<G i¢in I(H)nin G nin altgrubu oldugunu gosterelim. x,ye I[(H)ise
x",y’ € H olacak sekilde r,s pozitif tamsayilar1 vardir. < x,y >, G nin sonlu iiretecli

nilpotent altgrubu oldugundan Teorem 3.8 den dolayi ‘< x,y><x",y" > sonlu ve

(xy")"e<x",y" > olacak sekilde m pozitif tamsayis1 vardir. Fakat <x’,y' ><H

oldugundan (xy"')" e H olur ki o zaman xy '€ I(H) dir. Béylece I(H) G nin

altgrubudur. Dolayisiyla G izolator 6zelligine sahiptir.
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i1) Eger G sonlu liretecli ise G sonlu iiretecli nilpotent gruptur. Teorem 3.8 den dolay1

|G:H| sonlu ve |I(H):H| S|G:H| oldugundan |I(H):H| sonludur.

Teorem 3.1 in ispati

Simdi Teorem 3.1 nin ispat1 i¢cin gerekli lemmalar1 verelim.

C altgrup ve boliim gruplart altinda kapali olan gruplarin bir smift olsun. Kabul
edelim ki en az bir d>2 tamsayis1 i¢in C de ¢oziilebilirlik uzunlugu en fazla d -1 olan
biitiin ¢oOziilebilir gruplar, bir torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi olsun. Bu
sartlar altinda Lemma 3.10 dan Lemma 3.15 e kadar G grubu komutatér uzunlugu

<d olan C de bir ¢oziilebilir grup olarak alinacaktir.
3.10. Lemma

G nin torsiyon elemanlariin kiimesi bir altgruptur [1].
Ispat

a, b G nin sonlu mertebeli elemanlar1 olsun. H= <a,b> nin torsiyon grup oldugunu
gostermek istiyoruz. H’ niin komiitator uzunlugu en ¢ok d-1 oldugundan yukaridaki
kabulden dolayr H’ torsiyon grubun nilpotent grup genislemesidir. O zaman H’

niin 6yle bir torsiyon 7T altgrubu vardir ki H’/T nilpotenttir. K=H/T olsun. O zaman
K/K’eC dr. Simdi K/K’/(K/K’) bolim grubu abeliyan ve
(K/K”)Y"=1oldugundan K/K” bolim grubu metabeliyandir. Boylece yukaridaki

kabulden dolay1 K/K” torsiyon grubun nilpotent grup genislemesidir.

(H/ T)’ =H'T/T ve 1I.iIzomorfizma teoreminden

KIK =HIT L = H/H'T
(HIT)
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dir. O halde ¢oziilebilir bir grubun altgrubu ¢ziilebilir oldugundan K/K” a, b nin
goriintiileri tarafindan iiretilen torsiyon gruptur. Torsiyon bir grubun altgrubu da
torsiyon grup oldugundan K’/K” torsiyon gruptur ve K’ =H’/T nilpotent
oldugundan K’ bir torsiyon gruptur. Béylece K/K’ ve K’ niin torsiyon grup
oldugunu gostermis olduk. Bu yilizden K=H /T torsiyon gruptur ve bu H nin

torsiyon grup olmasi anlamina gelir.

3.11. Lemma

H, G nin normal altgrubu ise \/ﬁ bir altgruptur [1].

Ispat

X, V€ JH olsun. O zaman oyle n,m>1 icin x",y" € H oldugundan xH ve yH,
G/H bdlim grubunun torsiyon elemanlaridir. Ayrica Ge C ve C bolim grubu
altinda kapali oldugundan G/H bir C gruptur. O zaman Lemma 3.10 dan dolay1

<xH,yH >, G/H mn torsiyon altgrubudur. Boéylece xy'He<xH,yH >
oldugundan 6yle bir ee Z* vardir ki (xy"'H)*=H dir. Buradan (xy”')H =H ve

(xy™) € H oldugundan ~/H , G nin bir altgruptur.
3.12. Lemma

a, b G nin elemanlar1 ve en az bir r,s>0 tamsayisi icin [a”,b" ]=1 olsun. Eger G

torsiyonsuz ise a ve b degismelidir [1].
Ispat
H=< a, b > olsun. H nin abeliyan oldugunu gostermek istiyoruz. H " niin komiitator

uzunlugu en ¢ok d-1 dir ve bu altgrup yukaridaki kabulden dolay: torsiyon grubun

nilpotent grup genislemesidir. Fakat G torsiyonsuz oldugundan H “de torsiyonsuz



36

gruptur. Boylece H’ niin H’/T nilpotent olacak sekilde torsiyon 7 normal altgrubu

asikar oldugundan H ~ nilpotenttir. H” <~/ H” oldugundan
(B INH") =H'NH INH =1

dir. Boylece H/~H” metabeliyan gruptur. Ayrica boliimiin bagindaki agiklamadan
H/\H” e C dir. H/JH” torsiyon grubun nilpotent grup genislemesidir.

Simdi H/ \/? nin torsiyonsuz oldugunu gosterelim. mWH” e HVH” ve
hWH” #H” olsun. Kabul edelim ki n>0 tamsayisi icin nW'NJH” =JH” olsun. O
zaman bir m>0 tamsayis1 i¢in (h")" € H” elde edilir. O zaman he JH’ olur. Bu ise
bir ¢eliskidir. Bundan dolayir H/ \/? bolim grubu torsiyonsuzdur. Bdylece
HINH nilpotenttir.

H—»H/\/?
<ab>—<ab>/NH =<a~JH b JH >

kanonik epimorfizma oldugundan H/ \/? bolim grubu a, b nin goriintiileri
tarafindan  retilir. [a\/? ,b\/? ]:[a,b]\/? , H/ \/? bolim  grubunun
torsiyonsuz, nilpotent ve ayrica [a’,b']=1 oldugunu kullanarak [a,b]e \/?
oldugundan H/ \/? abeliyandir. Boylece H 'S\/? diir. O zaman Vxe H’ i¢in
xeJH” oldugundan x" e H” olacak sekilde m>0 tamsayisi vardir. O halde
H’/H” torsiyon gruptur. Fakat H’ nilpotent oldugundan bir » icin (H")" =1 dir.
Dolayisiyla (H")"™" torsiyon gruptur. Bu sekilde devam edilirse H’ torsiyon

gruptur. Boylece H’ hem torsiyon grup hem de torsiyonsuz grup olur. Bu ise bir

celigkidir. O halde H’ asikardir. Sonu¢ olarak [H,H]=H =1 oldugundan H

abeliyandir.
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3.13. Lemma

H ve K, G nin normal altgruplar1 olsun. O zaman asagidakiler saglamr [1].

D) [VH VK 1<4[H,K];

i) 8,(VH)<.[5,(H) .

Ispat

H ve K, G nin normal altgruplar1 oldugundan Lemma 3.11 den dolay1 \/ﬁ ve \/f ,

G nin normal altgruplaridir.

1) [a,b]e [\/ﬁ,\/?] olsun. O zaman a€ \/ﬁ ve be \/f oldugundan en az bir

r,s>0 tamsayilar1 i¢in ¢" € H ve p*e K dir. L= G //[H,K]alalim. L de a ve b nin

a=a~[H,K] ve b=b+/[H,K] goriintiileri i¢in
[@,b°] =[(a~J[H,K1)" (b \[H.K1)*1=[a’,b"] J[H,K]

dir. [a",b'l€[H,K] ve [H,K]<.[H,K]oldugundan [a",b'] <\[H,K] dir.

Boylece [a",b*]1=1 dir. L=G/J[H,K] € C komiitator uzunlugu en ¢ok d olan bir

gruptur. Eger g.[H,K]e L igin g”\/[H,K]:\/[H,K] olacak sekilde n>0
tamsayis1 varsa g"e€ +J[H,K] oldugundan g™ e[H,K] olacak sekilde k>0

tamsayisi vardir. O zaman g € \/[H, K] oldugundan L =1dir. O halde L torsiyonsuz

bir gruptur. Boylece Lemma 3.12 den [a@,b]=1 dir. Yani [a,b]\[H,K]1=+[H,K]

oldugundan [a,b], /[H, K] ya aittir. Dolayisiyla lemmanin ilk kismi1 saglanir.
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ii) 8, (vH)=[NH .GI=[NH ,\JG 1 ve \[8,(H)=[[H.G] olup (i) nin ispatindan

aciktir.
3.14. Lemma

H, G nin normal bir altgrubu olsun. Kabul edelim ki en az bir ¢>0 tamsayis1 i¢in

d,(H)<NVH " olsun. O zaman bir >0 tamsayisi i¢in asagidakiler saglanir [1].

D) 8 (v, (H)) < Y (H)

if) 83 (v, (H) ) < .., (H) .
Ispat

i) K=VH olarak almrsa K<G ve H'<G dir Ayrica hipotezden
SZ(H)S\]H/:K oldugundan Lemma 3.6 yi uygulayabiliriz. Boylece

S (y,(H)) < 8 (WH') elde edilir. Lemma 3.13 den dolay:

5 (H) < 5, (#')

dir. Ayrica 8,'(H)=7,,,(H) ve

Sgc—l)ﬂ (’Y;(H)) < 8;1;1(\/;) < W:«/YHI(H)

oldugundan 8" (y,(H)) £ /Y, (H) elde edilir.
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ii) Lemma 3.13 den §"" (4/7[(H)) <O (y,(H)) dir ve bu yiizden (i) yi

kullanarak

S (VP (D) ) < ()

dir. Buradan \/«/Y,H(H) :\/Y,Jr1 (H) oldugundan

Sgc—l)ﬂ (m) < \/m

dir. Boylece ispat tamamdir.

3.15. Lemma

H, G nin normal bir altgrubu olsun. Bir ¢>0 tamsayisi igin &, (G) <VH  olsun.

Herhangi bir # >0 tamsayist icin

f(t):&;c_l)+t icin 8/ (G) <y, (H)

dir [1].
Ispat

t izerine timevarim uygulayalim. =1 i¢in

f(l)zwz(c_l)ﬂz ¢, 8;(G)< \/;=\/Y2(H)



40

dir. O halde ¢ >1 olmak iizere iddiamiz #-1 igin dogru olsun. 8" (G)</y,(H) dir.

iddiamizin ¢ icin dogru oldugunu gosterelim.

Sé(z) (G) — Sgc—l)ﬂsé(;—l) (G) < Sgc—lm (m)

oldugundan &/ (G)< 8\ (/v (H)) dir. Simdi & (G <vH’ 5
G G ' G oldugundan

Lemma 3.14 i uygulayabiliriz. Buradan o """ (¥, (H) ) < /Y, (H) elde edilir. Bu

yiizden

Sé(l) (G) < \/ Yz+1(H)
dir.
Simdi Teorem 3.1 in ispatin1 verebiliriz.

3.1. Teorem

C boliim gruplar ve altgruplar altinda kapali olan gruplarimn bir sinif1 ve C nin biitiin
metabeliyan gruplari, torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi olsun. O halde C

nin biitiin ¢oziilebilir gruplari, torsiyon grubun nilpotent grup genislemesidir [1].
Ispat

G e C komiitator uzunlugu d olan ¢oziilebilir bir grup olsun. d komiitatér uzunlugu
lizerine tiimevarim uygulayalim. d=1 i¢in G'=1 olup G abeliyandir. Bdylece iddia
aciktir. Eger d=2 ise G”=1ve G metabeliyan oldugundan hipotezden dolay1 G,
torsiyon grubun nilpotent grup genislemesidir. O halde d>2 ve iddia d-1 icin dogru
olsun. O zaman C de komiitatdr uzunlugu en c¢ok d-1 olan biitiin ¢oziilebilir gruplar

torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi olsun. Lemma 3.10 dan G nin torsiyon
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elemanlarinin kiimesi bir altgrup seklindedir. Bu yilizden genelligi bozmadan G nin
torsiyonsuz oldugunu kabul edebiliriz. G nin nilpotent oldugunu ispatlamaliyiz.
H=G’" olsun. H nin ¢oziilebilirlik uzunlugu d-1 oldugundan hipotezden torsiyon

grubun nilpotent grup genislemesidir. Fakat H torsiyonsuz oldugundan nilpotenttir.

G/ \/; =G/JG" nin nilpotent ve torsiyonsuz oldugunu gosterelim. Kabul edelim
ki G/\G torsiyonsuz olmasin. O zaman bir ge G/ JG” igin g'e JG” olacak
sekilde n>0 tamsayis1 vardir. Boylece m>0 i¢in g" € G” oldugundan g e JG” olur
ki bu bir celiskidir. Bundan dolay1 G/ JG” torsiyonsuzdur. Ayrica G <G

oldugundan G'VG”//G"=1 dir. Dolayisiyla G/+/G" metabeliyandir. Boylece
G\/G%, Nl abeliyan ve GG/ [G” nilpotent oldugundan G/ %

nilpotenttir.

G/NH ve H nilpotent oldugundan k ve c¢ pozitif tamsayilar olmak {izere

YM(G/\/;):{l} ve Y, (H)={1} dir. Buradan YM(G)S\/; dir.

Y...(G)=38; (G)oldugundan Lemma 3.15 i uygulayabiliriz. Boylece te Z* igin

8/ (G)<\/y,,,(H) dir. t=k olarak almmrsa §.* (G) <. {1} elde edilir. Fakat G

torsiyonsuz oldugundan
8 (G)=7,4.(G) =1
dir. Boylece G nilpotenttir.

Teorem 3.2 nin ispati

Simdi Teorem 3.2 nin ispati1 i¢in gerekli lemmalar1 verelim.
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3.16. Lemma

G bir metabeliyan grup dyle ki G/Z(G) torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi

olsun. O zaman G torsiyon grubun nilpotent grup genislemesidir [1].
Ispat

Hipotezden G/Z(G), torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi oldugundan

G/Z(G) nin bir torsiyon T /Z(G) altgrubu vardir ki G/Z(G) nilpotenttir.

T/Z(G)

(G/Z(G)

O zaman bir k=1 tamsayis1 i¢in Y, ):1 dir. Boylece

T/Z(G)

Y, (G/Z(G))T/Z(G/

T/Z(G)=1 oldugundan v, (G/Z(G)) <T/Z(G) dir. O halde

Y. (G/Z(G)) torsiyon gruptur. k=1 olmasi durumunda G/Z(G) torsiyon gruptur.

Bu yiizden k=2 oldugunu kabiil edebiliriz. x,,x,,...,x,,, € G i¢in
[xZ(G),x,Z(G),...x,Z(G)] € 7, (G/ Z(G))

ve v,(G/Z(G)) torsiyon grup oldugundan dyle bir e>0 tamsayist vardir ki

[x. %% z(G)=1 ve [x,x,,...x,] € z(G) dir. Buradan x,,, € G igin

|:[xl’x2""’xk ]g ’xk+l]:1

dir. G metabeliyan oldugundan G”abeliyandir. ac G, be G igin
[a,b]'=a'[a,bla= a'd[a,b]=[a,b]

oldugundan Teorem 2.39 dan [a°,b] =[a,b]® dir. Bu yiizden
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[[xl,xz,...,xk ]g ,xkﬂ}:[xl,xz,...,xkﬂ]e:l

dir. Ayn1 zamanda vy,,,(G) < G’ dir. G metabeliyan grup oldugundan G abeliyan ve

dolayisiyla v, (G) abeliyandir.  Ayrica  [x,%,,..,%,,,| =1  oldugundan
Y... (G)torsiyon gruptur. Boylece 7v,,(G/v,,,(G))=1 oldugundan G/v,,,(G)

nilpotenttir. Yani G torsiyon grubun nilpotent grup genislemesidir.

3.17. Lemma

G bir ¢oziilebilir grup 6yle ki G/Z(G)torsiyon grubun nilpotent grup genislemesi

olsun. O halde G torsiyon grubun nilpotent genislemesidir [1].
Ispat

C, G coziilebilir grubunun bir smif1 6yle ki G/ Z(G) torsiyon grubun nilpotent grup

geniglemesi olsun. Simdi C nin altgrup kapali oldugunu gosterelim. H, G nin

altgrubu olsun. Hipotezden G/Z(G) torsiyon grubun nilpotent genislemesi

oldugundan G/Z(G) nin torsiyon kismi T(G/Z(G)) olmak iizere
G/Z(G) : : o : . -
%(G 1Z(G)) nilpotenttir. O zaman 0Oyle bir ¢ pozitif tamsayis1 i¢in

Y.(G/Z(G) <T(G/Z(G)) oldugundan Y.(G)Z(G)/Z(G) <T(G/Z(G)) dir. Fakat
Y.(H)Z(G)!Z(G) £Y.(G)Z(G)/ Z(G) oldugundan

Y.(H)Z(G)! Z(G) <T(G/ Z(G))

dir. O zaman Vxevy,(H) icin Oyle bir k pozitif tamsayis1 vardr ki

x*e Z(G)<C,(H) oldugundan x'e C,(H)=Z(H) ve x"eZ(H)dr. Boylece

v.(HIZ(H)<T(HIZ(H))  ve VC(H/Z“%(H/Z(H))Jﬂ oldugundan
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H/Z(H) . . et -
% (H 1 Z(H)) nilpotenttir. Ayrica G ¢0ziilebilir oldugundan H da

coziilebilirdir. Boylece H, C sinifindandir.

Benzer sekilde G nin boliim grubunun C sinifindan oldugu agiktir. Yani ¢oziilebilir
bir grubun her altgrubu ve boliim grubu coziilebilirdir. Bu yiizden Teorem 3.1 ve

Lemma 3.16 dan sonug goriiliir.
Simdi Schur’un iyi bilinen sonucunun bir genislemesini ispatsiz hatirlayalim [4].
3.18. Lemma

G bir grup dyle ki G/Z(G) lokal sonlu bir grup olsun. O halde G’ lokal sonlu bir

gruptur [4].
3.19. Lemma

G bir grup oyle ki G/Z(G) lokal sonlu bir grubun nilpotent genislemesi olsun. O

zaman G lokal sonlu bir grubun nilpotent genislemesidir [1].
Ispat

¢ (G) yi G nin lokal sonlu radikali olarak tanimlayalim. Yani; ¢ (G), G nin biitiin

normal lokal sonlu altgruplarimin ¢arpmmidir. Lokal sonlu gruplarm sinifi genigleme

altinda kapali oldugundan ¢ (G) lokal sonludur ve @(G/@(G)) asikardir. Bu yiizden,
G/@(G) yerine G alabiliriz. O zaman G nin agikar olmayan normal lokal sonlu
altgrubu olmadigindan G nin nilpotent oldugunu ispatlamak yeterlidir. L, G nin
Z(G) yi igeren normal altgrubu 6yleki L/Z(G)= ¢(G/Z(G)) olsun. Z(G)<L
oldugundan Z(G) £ Z(L) dir. Boylece L/Z(G) lokal sonlu oldugundan L/Z(L) lokal

sonludur. O zaman Lemma 3.18 den L’ lokal sonludur. Fakat G asikar olmayan

normal lokal sonlu bir altgrup icermediginden L’={1} alabiliriz. O halde L
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abeliyandir. Aym1 zamanda G/L nilpotent oldugundan G c¢oziilebilirdir. Boylece
Lemma 3.17 dan G torsiyon grubun nilpotent genislemesidir. O zaman G nin dyle bir
T torsiyon altgrubu vardir ki G/T nilpotenttir. G ¢oziilebilir grup oldugundan T
¢oOziilebilir gruptur. T nin her sonlu {iiretecli altgubu Teorem 2.47 den sonlu
oldugundan 7T lokal sonludur. Bdylece G lokal sonlu grubun nilpotent genislemesidir.

Sonug olarak ¢@(G) asikar oldugundan G nin nilpotent oldugu ispatlanmis olur. Bu

da istenendir.
Simdi Teorem 3.2 yi ispatlayalim.
3.2. Teorem

H, bir G grubunun normal altgrubu olsun. Eger G/H" ve H (LF)N grup ise G
(LF)N gruptur [1].

Ispat

Kabul edelim ki H lokal sonlu bir grubun k sinifli nilpotent genislemesi olsun. Bu
teoremi k lzerine tiimevarimla ispatlayalim. k<1 oldugunda sonu¢ aciktir.

G/ @(H) yerine G aldigimizda Lemma 3.18 de oldugu gibi @(H), H nin lokal sonlu

radikali olmak iizere, H normal altgrubunu torsiyonsuz ve k>1 smfli nilpotent grup

olarak kabul edebiliriz.

Tiimevarim hipotezinden G/v,(H) lokal sonlu bir grubun nilpotent genislemesidir.

Boylece G/v,(H) nin lokal sonlu S/vy,(H) normal altgrubu vardir ki

Gl (H/ nilpotentdir. Boylece dyle bir ¢ pozitif tamsayis1 vardir ki
/v, (H)

Yeu (G/ Y (H%/Yk (H)J=1
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dir. Buradan V. (GIv, (H)) < Sy, (H) oldugundan
Y. (G/ v, (H))=v,..(G)y, (H)/v,(H) lokal sonludur. O halde aev,,(G) igin

ac.,(G)y,(H)/v,(H) almirsa dyle bir n tamsayist i¢in g"=1 ve buradan

a"€v,(H) olup ac /Y, (H) dir. Dolayisiyla v, (G) <V, (H) elde edilir.

K=HNJY,(H) olmak iizere &, (H)<K oldugu agiktr. Simdi Lemma 3.6 dan

dolay1 eger ¢ = k alinirsa
e (y, (H)) < 85 (K)

elde edilir. &},'(K) grubu ze K ve y,,...,y, , € H olmak iizere [z, y,,..., y,_, ] seklinde

elemanlar tarafindan iretilir. Boyle liretegler gbz Oniine alindiginda bir e pozitif

tamsayis1 i¢in z¢ € v, (H) olsun. H, k simfinda nilpotent oldugundan

[Z’yl’“-’yk_l ] e=[Z6,y1,-~-,yk_1 ]=1

yazabiliriz. Fakat H torsiyonsuz oldugundan [z,y,...,y,, ]=1 dir. Bu yiizden
81 (K) asikardir. Boylece 85 "*'(y,(H)) asikardir. O halde G nin al¢alan merkez
serisi (Z,(G)),s, olarak yazilrsa vy, (H), Z,,.,,,,(G) de igerilir.

G/vy, (H) lokal sonlu bir grubun nilpotent genislemesi oldugundan G/Z (G)de

k(c-1)+
(LF)N gruptur. Lemma 3.19 un uygulamasim tekrarlarsak G nin (LF)N grup

oldugunu gostermis oluruz.

Teorem 3.2 de (LF)N grup yerine torsiyon grubun nilpotent genislemesi

alindiginda dogru degildir. Buna bir 6rnek asagida verilmistir.
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Ornek

Bir m =2 tamsayisim ve e =665 tek tamsayisimi alalim. S. I. Adian, torsiyonsuz
¢oziilebilir olmayan gruba A(m,e) 6rnegini verdi dyle ki Z(A(m,e)) devirlidir(asikar
olmayan) ve A(m,e)/ Z(A(m,e)), e isli m iireteclidir. Uygunluk icin A=A(m,e)
alalim. B torsiyonsuz, nilpotentlik sinifi 2, merkezi devirli ve B’ ne esit olan bir grup
olsun. (Tamsayilar halkasinda girisleri ile 3x3 tipinde unitriangular matris buna bir

ornektir.)

Kabul edelim ki Z(A)=<a> ve Z(B)=<b> olsun. C=<(a,b)> olmak iizere
G=(AxB)/C olsun. f:B—G homomorfizmast f(z)=(1,z)C seklinde

tanimlansm. H = f(B) i¢in asagidakilerin saglandig: kolaylikla gosterilebilir.

i) H, 2 sinifl1 nilpotent;

ii) G/ H’ (iissii e)-by-abeliyan;

iii) G torsiyonsuzdur ve nilpotent degildir.

Bu yiizden G/H’ ve H torsiyon grubun nilpotent genislemesidir fakat G torsiyon

grubun nilpotent genislemesi degildir.
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4. HER OZ ALTGRUBU LOKAL SONLU GRUBUN NiLPOTENT
GENiSLEMESi OLAN GRUPLAR

G bir grup ve X gruplarin bir siifi olsun. G grubunun her 6z altgrubu bu smifa ait ve
G grubu bu smifa ait degilse G ye minimal X-olmayan grup denir. X gruplarinin

cesitli siniflar1 icin bir baz1 yazarlar tarafindan bir¢cok sonug elde edilmistir.

1979’da Olshanski minimal (£F)N-olmayan gruplarin varligin1 arastirmis ve bu
gruplarm yapisim [6]’da gosterdigi gibi 6z altgruplar1 devirli olan sonlu iiretecli basit

ve torsiyonsuz grup olarak belirlemistir.

M. Xu sonsuz iirete¢li minimal FN-olmayan grubun (LF)N grup oldugunu
gostermistir ve “G sonlu iiretecli minimal FN-olmayan grup ise G asikar olmayan

sonlu faktorii olmayan mitkemmel gruptur dyle ki G / FratG sonsuz basit gruptur”

teoremini ispatlamigtir.

Amel Dilmi ise 2007°de “Groups whose proper subgroups are locally finite-by-

nilpotent” adli makalesinde yukaridaki sonuglari minimal (£7)N-olmayan gruba
genigletmis ve sonsuz iiretegli minimal (L£F)N-olmayan grubun olmadigini
ispatlamistir. Ayrica ¢>0 bir tamsayr ve N, nilpotentlik sinifi en ¢ok ¢ olan
gruplarin bir sinifi olmak iizere minimal (£F)N-olmayan gruplar igin yapilanlar

minimal (LF) N, -olmayan gruplar i¢inde yapmustir.

Tezimizin bu bolimiinde Amel Dilmi’nin bu makalesi iizerinde ¢alistik.

4.1. Teorem

G bir minimal (£F)N-olmayan grup olsun. O zaman G asikar olmayan sonlu

faktorii bulunmayan sonlu iiretecli miikkemmel grup olsun dyle ki G/FratG sonsuz

basit gruptur [2].
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Teorem 4.1 i kullanarak minimal (L£7F)N-olmayan gruplar iizerinde asagidaki

sonuglart ispatlayabiliriz.

4.2. Teorem

¢>0 bir tamsay1 G minimal (LF) N .-olmayan grup olsun. G asikar olmayan sonlu

faktorii bulunmayan sonlu iiretecli miikkemmel grup olsun dyle ki G/FratG sonsuz

basit gruptur [2].

Bu boliimde 6ncelikle Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 nin ispati icin gerekli lemma ve

ispatlar1 verip daha sonra Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 nin ispatin1 verecegiz.

Minimal (£ F)N- olmayan gruplar

Teorem 4.1’in bir boliimii asagidaki 6nermeden hemen goriiliir.

4.3.0Onerme

G 6z altgruplar1 (L£F)N olan bir grup olsun. G asagidaki sartlardan birini saglarsa G
bir (LF)N gruptur.

1) G sonlu indeksli bir 6z altgrubu olan sonlu iiretecli bir grup;

ii) G sonlu iiretegli degildir [2].

Ispat

i) G sonlu iiretecli ve N, G de sonlu indeksli bir 6z altgrup olsun. O zaman Teorem

2.43 den N yi G de normal alabiliriz. Hipotezden N, (LF)N grup ve ayni zamanda
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sonlu iiretegtedir. N, (LF)N grup oldugundan N nin bir K lokal sonlu normal
altgrubu vardir ki N/K nilpotenttir. N/K nilpotent oldugundan 6yle bir k>0 icin

1=y,., (NIK) =[y, (N/K).NIK]

=[7,(N),NIK/K

=Y (NK/K
dir ve boylece y,,, (N)<K dir. K lokal sonlu oldugundan y,,, (N) lokal sonludur.

G/, (N) _
Ny, (N) =CN

ve N, G de sonlu indeksli oldugundan Gl (%/Vk+1 N) sonludur. Ayrica

Vess (N/y,,, (N))=1 oldugundan N/y,,,(N) nilpotenttir. Boylece G7y,,,(N) bir
NF{(nilpotent-by-finite) gruptur. G sonlu iiretecli oldugundan G/y,,,(N) sonlu

treteclidir  oyle ki altgruplar  lizerinde  maksimallik  sartim1  saglar.

H/y,,,(N)<G/y,,,(N) olsun. Maksimal sartin1 saglayan grubun her altgrubu sonlu

tiretecli oldugundan H/y,,,(N) sonlu iireteclidir. Hipotezden H/y,,,(N) nin
K/, ,(N) lokal sonlu altgrubu vardir dyle ki By (%VM (N) nilpotenttir.

K7, (N) lokal sonlu ve sonlu iiretegli oldugundan sonludur. O halde G/y,,,(N) nin
her 6z altgrubu FN(finite-by-nilpotent) gruptur. Boylece Teorem 2.45 den her 6z
altgrubu FN olan lokal dereceli sonlu iiretecli grubun kendisi FN gruptur. NF

simifindaki gruplar agik olarak lokal dereceli oldugundan G/y,,,(N), FN gruptur.
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G/, (N)  FN grup oldugundan G/y,,,(N) nin 6yle bir S/y,,,(N) sonlu normal

i Vi (N)

altgrubu vardir ki .., (N) nilpotenttir.

i (]\7 = G/S
S (N) ~

oldugundan G/S nilpotenttir. Ayrica S/y,,,(N) sonlu ve 7y,,,(N) lokal sonlu

oldugundan S lokal sonludur. Boylece G, (LF)N gruptur.

i1) Kabul edelim ki G sonlu iiretegli olmasin. x,,...,x, G nin sonlu mertebeli

n

elemanlar1 olsun. G sonlu iiretegli olmadigindan (x;,...,x,) G nin 6z altgrubudur. O
halde hipotezden (x,,...,x,), (LF)N gruptur. H=(x,,...,x,) olsun. H, (LF)N grup
oldugundan H/M nilpotent olacak sekilde M lokal sonlu normal altgrubu vardir.

H/M, nilpotent ve sonlu iiretegli torsiyon grup oldugundan Teorem 2.47 den H/M

sonludur. Bu yiizden (x,,...,x,) sonludur. O halde biitiin sonlu elemanlarin kiimesi T

lokal sonludur.

Eger G/T sonlu iiretecli degilse K/T, G/T nin sonlu iiretecli altgrubu olsun. O zaman
K/T#G/T dir. K/T nin nilpotent oldugunu gostermeliyiz. K/T# G/T oldugundan
K# G dir. Hipotezden K, (LF)N gruptur. O halde K/M nilpotent ise M <T
oldugundan K/T nilpotenttir. Buradan da G/T lokal nilpotenttir. G/T torsiyonsuz ve

lokal nilpotent oldugundan H/T < G/T vardir ki H<G dir. Hipotezden He (LF)N

gruptur. Dolayisiyla H/A nilpotent olacak sekilde Ae LF vardir. A<T oldugundan

H/A H/T

T/A =

dir. H/A nilpotent oldugundan H/Iy nilpotent ve dolayisiyla H/T nilpotenttir.

T/A

Boylece G/T nin her 6z altgrubu nilpotenttir. Teorem 2.46 dan G/T nilpotenttir.



52

Boylece G, (LF)N gruptur.

Simdi eger G/T sonlu iiretegliyse, sonlu iiretegli bir A altgrubu vardir 6yle ki G=HT
dir. G sonlu iiretecli olmadigindan H, G nin 6z altgrubudur. Bu yiizden hipotezden H,

(LF)N gruptur. II. izomorfizma Teoreminden

G/T =HT/T = H/HNT

oldugundan G/T, (LF)N grup ve aym zamanda torsiyonsuz oldugundan G/T
nilpotenttir. O halde G, (LF)N gruptur.

Sonlu {iiretecli lokal dereceli gruplarin 6z altgruplar1 sonlu indeksli oldugundan bir

onceki onermeden asagidaki sonucu elde ederiz.

4.4. Sonug

G her 6z altgrubu (LF)N smifindan olan lokal dereceli grup olsun. O zaman G,
(LF)N gruptur [2].

Ispat

Once G sonlu iiretecli olsun. G lokal dereceli grup oldugundan G nin sonlu indeksli

bir 6z altgrubu vardir. O halde Onerme 4.3(i) den G, (LF)N gruptur. Eger G sonlu

iiretegli degilse tekrar Onerme 4.3(ii) den G, (LJF)N gruptur.

4.5. Sonug

G her 6z altgrubu (LF)N smifindan miikemmel olmayan bir grup olsun. O zaman

G, (LF)N gruptur [2].
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Ispat

G sonlu iiretecli degilse Onerme 4.3(ii) den G, (LF)N gruptur. O halde G sonlu

tiretecli olsun; boylece G# G' ve G/G  asikar olmayan sonlu iiretecli lokal dereceli

grup oldugundan G nin agikar olmayan sonlu bir goriintiisii vardir. Ger¢ekten G/G

sonlu iiretecli, abeliyan ve lokal dereceli grup oldugundan G/ % G sonlu olacak

sekilde K/G 6z altgrubu vardir. O zaman G/K sonludur. Yani G nin sonlu indeksli
bir 6z altgrubu vardir. O halde Onerme 4.3(i) den G, (LF)N gruptur.

Simdi Teorem 4.1 in ispatim verelim.
Teorem 4.1 in ispati:

G minimal (L£F)N-olmayan grup olsun. G sonlu iiretecli grup oldugu ve (LF)N
grup olmadig1 icin Onerme 4.3(i) den sonlu indeksli bir 6z altgrubu yoktur. Ayrica G
miikemmel grup ise Sonug 4.5 ten G, (LF)N grup olmadigindan bu bir geliskidir ve

boylece G miikemmel grup olamaz.

Simdi G/FratG nin sonsuz basit grup oldugunu ispatlayalim. G sonlu iiretegli
oldugundan maksimal normal altgrubu vardir. Bundan dolayr FratG#G dir. O
zaman G/FratG asikar degildir. Ayrica G nin sonlu indeksli bir 6z altgrubu

olmadigindan G/FratG sonsuzdur.

N, FratG yi iceren G nin normal 0z altgrubu olsun. Yani G/FratG basit grup
olmasin. O zaman G/FrarG nin N/ FratG 6z normal altgrubu vardir. Buradan
G # N ve N # FratG dir. Hipotezden dolay1 N, (LF)N gruptur ve bir xe N vardir dyle
ki x¢ FratG dir. x¢ FratG oldugundan x¢ M olacak sekilde G nin M maksimal
altgrubu vardir. Boylece N, M yi icermez. O halde G=NM dir.
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Eger NM # G olsaydi NM, G nin maksimal altgrubu ve M<NM olurdu. M, G nin
maksimal altgrubu oldugundan NM=M dir. O halde xe M olur ki bu bir celiskidir.
Boylece G=NM dir

N, (LF)N grup oldugundan Onerme 4.3(i) nin ispatinda goriildiigii gibi en az bir

k>0 igin 7y, , (N) lokal sonludur. G miikemmel oldugundan G=G' ve bdylece

G=9,,, (G)=y,,, (NM)

dir. Simdi k iizerine tiimevarim uygulayarak vy, ,(NM)cNy,,, (M) oldugunu
gosterelim. k=0 ise y,(NM)=N7y,(M)=NM dir. O halde k>0 ve 7y,(NM)c Ny, (M)
olsun. k +1 i¢in vy, ,,(NM) < NY,,,(M) oldugunu gosterelim. ge y,,, (NM) olsun. O

zaman her 1< i < k+1i¢in x, € N ve y,e M olmak iizere

g:[x]y] ..... xk+1yw:|

formunda elemanlarin sonlu ¢arpimlart olarak yazilabilir. v=[x,y,,...xy ] olsun.
Indiiksiyon hipotezinden dolayr ve Ny, (M) dir. Boylece xe N ve ye y,(M) olmak

izere v=xy alinabilir. O halde Teorem 2.35(ii) den
(Vs X Viws J=1695 X i ]
=[xy, Y 10y, x, I

=y VI v e x VP Ly, x, 1)

seklindedir. Burada [y, y,,,]1€ .., (M) ve x, x, € N dir. N, G de normal oldugundan

[x, v, eNve ([x,x,,1[yx,.,,]1) eNdir. O halde
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(X570 xk+1y“,]ENyk+1 (M)

olur. Boylece sonug olarak ge Ny,,, (M) dir. O halde vy, ,(NM)c Ny,,, (M) ve

G=y,,,(NM)c Ny,,,(M) oldugundan G=N7y,,, (M) dir. Buradan
G/IN'= Ny, (M) N'=(NIN")(y,,, (M) N'/N")

dir. 7,,,(M) lokal sonlu ve N/N’ abeliyan oldugundan y,,,(M)N'/N" lokal
sonludur. Bu yiizden N/N'Ny,,,(M)N/N’ lokal sonludur. Ayrica N/N’ abeliyan

ve G/N'= Ny, (M)/N'=N/N')(y,,,(M)N’/N’) oldugundan G/N’, A(LF)
gruptur. Burada A abeliyan gruplarin sinifidir. Boylece G/NZ4 N lokal sonlu

olacak sekilde  A/N’ abeliyan altgrubu vardir. G sonlu lretegli oldugundan

G/N’ 5 ' ;o _ .
/ AN sonludur. Eger G/N'=A/N" ise G=A olur. Fakat G abeliyan

olamayacagindan celigki elde edilir. Ciinkii G abeliyan ise G =1 olur. G miikemmel

oldugundan G=G'=1 olup G nin asikar olmamasiyla celisir. O halde G/N’ # A/N’

dir. Boylece G/ N’ niin sonlu indeksli 6z altgrubu vardir. Ayrica G sonlu iiretecli

oldugundan G/ N’ lokal dereceli gruptur ve Sonug 4.4 den G/ N’, (LF)N gruptur.
Teorem 3.2 den N <G, Nve G/ N (LF)N grup ise G, (LF)N gruptur. Bu ise G

nin (LF)N grup olmamasiyla celisir. O halde G/FrarG basit gruptur.
Simdi ise Teorem 4.2 nin ispat1 i¢in gerekli lemmalar1 verelim.

Minimal (L£F)IN, - olmayan gruplar

4.6. Lemma

G bir grup ve F, G nin lokal sonlu radikali olsun. G/F nilpotent ise G/F

torsiyonsuzdur [2].
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Ispat

F, G nin lokal sonlu radikali ve G =G/F olmak iizere G nilpotent olsun. Kabul
edelim ki ¥, G de sonlu mertebeli bir eleman olsun. Ilk olarak %% normal

kapaniginin lokal sonlu oldugunu gosterelim. < h,,h,,...,h, >, x° nin sonlu iiretecli
bir altgrubu olsun. 1<i<n igin her E elemani x° elemanlarinin bir sonlu carpimi
olarak yazilabileceginden < E],EZ,...,EH >, bir s>0 tamsayist vardir oyle ki 1< j<s

igin en az bir g,€ G olmak iizere <x,X*,..,X* > nin bir altgrubudur. Dahas

<Xx®,x%,..,x% > nilpotent ve her iireteci sonlu mertebeden sonlu iiretegli gruptur.

Teorem 2.47 den sonlu iiretecli nilpotent torsiyon grup sonlu oldugundan

<X*,x*,..,Xx* > sonludur ve dolayisiyla < h,,h,,....h, > sonludur. Sonug olarak

x° lokal sonludur. Fakat G nin asikar olmayan lokal sonlu normal altgrubu

bulunmadigindan x°asikardir. Bdylece ¥ =7 oldugundan G torsiyonsuzdur.

4.7.Onerme

>0 bir tamsay1 ve G her 6z altgrubu (LF)N, sinifindan olan bir grup olsun. Eger

asagidaki sartlardan biri saglanirsa G, (LF) N, gruptur.

1) G sonlu indeksli bir 6z altgrubu olan sonlu iiretecli bir grup;
ii) G sonlu iretegli degildir [2].
Ispat

G, (i) ya da (ii) sartlarindan birini saglasm. (LF)N,, (LF)N tarafindan

icerildiginden Onerme 4.3 den dolay1 G, (LF)N gruptur. Béylece G nin bir N
normal altgrubu vardir 6yle ki N lokal sonludur ve G/N nilpotenttir. Dolayisiyla N, G
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nin lokal sonlu F radikali tarafindan igerilir. N<F, G/N nilpotent ve G/% N = G/F

oldugundan G/I% N nilpotenttir. Dolayisiyla G/F nilpotenttir. A¢ik olarak G nin

lokal sonlu olmadigimi kabul edebiliriz. Boylece G/F asikar degildir. Dolayisiyla

Lemma 4.6 dan G/F torsiyonsuzdur.

Oncelikle G/F sonlu iiretecli olsun. G/F sonlu iiretecli ve torsiyonsuz nilpotent grup
oldugundan Teorem 2.51 den residually sonlu p-gruptur ve bodylece lokal dereceli

gruptur. Dolayistyla G/F nin sonlu indeksli bir 6z normal altgubu vardir. Bu altgrup

K/F olsun. G/I%{/F = G/K oldugundan G/K sonludur. Hipotezden k/F , (LF)N.,

ye ait oldugundan G/F, ((LF)N,.)F ye aittir. G/F torsiyonsuz oldugundan lokal
sonlu altgrubu asikardir. Dolayisiyla G/F, N_F smifindandir. G/F, N_F
sinifindan torsiyonsuz nilpotent grup oldugundan Teorem 2.49 dan G/F ,N.

gruptur. Sonug olarak G, (LF)N,. gruptur.

Simdi G/F sonlu iiretegli olmasin. q,,a,,...,q G/F nin elemanlar1 olsun. G/F

c+l
sonlu irete¢li olmadigindan <a,,a,,...,a,.,,> G/F de 06z altgruptur. Hipotezden
> (LF)N. gruptur. G/F torsiyonsuz oldugundan <a,,a,,....a

<a,,a,,...,q >

c+1 c+1

nin lokal sonlu altgrubu asikardir. Boylece <aq,,a,,...,a,,,> N, gruptur. O halde

Y..(<a,,a,,...,a,,>)=1 veburadan [aq,,a,,...a.,]=1oldugundan
Y.u(G/F)=[G/F,G/F,...G/F]

=<laq,,a,,...,a.,1; a,,a,,..,a,., € G/IF>

=1

dir. Boylece G/F, N, gruptur. Buradan da G, (LF)N, gruptur.
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Sonlu tiretegli lokal dereceli gruplarin sonlu indeksli bir 6z altgrubu bulundugundan

asagidaki sonucu Onerme 4.7 den dolay elde edebiliriz.

4.8. Sonug

>0 bir tamsay1 ve G 0z altgruplar1 (LF) N, sinifindan lokal dereceli grup olsun. O

zaman G, (LF)N_ smifindandir [2].

Ispat

G sonlu iiretecli olsun. G lokal dereceli oldugundan G nin sonlu indeksli bir 6z

normal altgrubu vardir. O halde Onerme 4.7 (i) den G, (LF) N, gruptur.

G sonlu iiretecli olmasin. O zaman Onerme 4.7(ii) den G, (LF) N, gruptur.

Simdi Teorem 4.2 nin ispatin1 verebiliriz.

Teorem 4.2 nin ispatu:

G bir minimal (LF) N -olmayan grup olsun. (LF)N., (LF)N de igerildiginden

dolay1 G nin her 6z altgrubu (LF)N gruptur.

Kabul edelim ki G, (LF)N grup olsun. O halde G nin bir N lokal sonlu normal

altgrubu vardir dyle ki G/N nilpotenttir. G/N nin her 6z normal altgrubu (LF)N, ve

G/N lokal dereceli oldugundan Sonug 4.8 ten G/N, (LF)IN. gruptur.

Sonug olarak N lokal sonlu oldugundan G, (LF)N.. gruptur. Bu bir geliskidir. Yani

G bir minimal (£F)N-0lmayan gruptur. O halde Teorem 4.1 den dolay1 G, asikar
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olmayan sonlu faktdrli olmayan sonlu iretegli miikkemmel grup olsun 6yle ki

G/FratG sonsuz basit gruptur. Boylece ispat tamamlanir.
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