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1. GIRIS

Tiirbiilans gilinliik hayatin bir parcasidir. Tiirbiilansh akislar, miihendislik uygulama-
larinda, okyanus biliminde, meteorolojide, havacilikta, su bilimlerinde, dogada pek
cok olayda meydana gelir. Ornegin atmosferik hareketler; okyanus ve nehirlerin su

hareketleri; arabalarin, gemilerin, ugaklarin etrafindaki olusan akislar tlirbiilanstir.

Sikistirilamaz Newtonian akislarin hareketleri Navier- Stokes denklemleri ile belirle-
nebilir. Bu denklemler Navier tarafindan 1822 yilinda 6nerilmistir ve daha sonra ayni
denklemler Stokes tarafindan 1845’de yeniden incelenmistir. Ancak Poueisille ve
Couette akislar1 gibi basit durumlar disinda bu problemlerin analitik ¢6ziimleri bilin-
memektedir. Sinirl bir bolgede Navier-Stokes denklemi i¢in tanimlanan problemin
bir ¢oziimiiniin varlik ve tekligi iki boyutlu uzayda ispatlanmistir. Ancak li¢ boyutlu
uzayda Navier - Stokes denklemlerinin ¢oziimlerinin tekligi veriler tizerinde herhangi

bir kisitlama olmadan ispatlanamamustir.

Leray (1934 a - 1934 b) ve Hopf (1951 / 1952) tarafindan da bu denklemlerin zayif

¢Ozlimlerinin tanimi yapilmis ve ilgili 6zellikler incelenmistir.

Navier- Stokes denklemleri; Q c R"  siirli bir bolge ve ¢ € [0, 7] olmak {izere;

%+u.Vu—VAu+Ap=f, Q da (1.1)

Vu=0, Qda (1.2)

biciminde ifade edilir. Burada u = u ( x,¢ ) akisin hizini, p basincin, f dis kuvveti,

v > 0 viskosite katsayisini belirtir.

Navier- Stokes denklemleri koruma kanunlarindan elde edilir. Es.1.1 momentum
korunumundan, Es.1.2 kiitlenin korumundan elde edilir. Momentum korumunu

Newton’un F=ma kuralindan hareketle bulunur. Kitlenin korunumu



g—‘f+V.(gu) =0 siireklilik denklemi ile ifade edilir. Burada g kiitle yogunlugunu

gosterir. Sikistirilmaz bir akigkan icin g yogunluk degismez kabul edilir. Boylece
yukaridaki siireklilik denklemi V.z = 0sekline doniisiir. Es.1.1 ve Es.1.2 ve bu
denklemlerin ¢esitli baslangi¢ ve sinir sartlar1 altinda ¢éziimleri pek ¢ok bilim adami
tarafindan calistinlmistir ve diisliniilen baslangic ve smir deger problemlerinin
¢ozlimleri var midir; varsa bu problemlerin ¢oziimleri tek midir; bu tip problemlerin
¢Oziimleri gercek akiglar ne kadar belirliyor sorulart bilim adamlarinin ilgisini ¢eken
onemli sorular olmustur. Bu kisimda belirtilen konularla ilgili detayli bilgi icin [1-5,

9-12] nolu kaynaklara bakilabilir.



2. NOTASYON VE TEMEL KAVRAMLAR

R", n boyutlu Oklid uzayi, Q ®" de bir bolge olsun. u : Q — R tiirevlenebilir bir

fonksiyon olmak tizere

Burada Du = S—U A<i<ndir.
Xi

n
vu? = (Z“uii yolarak alinacaktir.
i=1

2.1. Matris Vektor Operasyonlar icin Notasyonlar

x=(x)", y=(,)L, vektdrler ve 4 = (a;)i, ., B=(b,)!,, dxd matrisler olsun.

Bu durumda asagidaki notasyonlar kullanilir. Iki vektoriin nokta (skaler) carpim

d
Xy = le. vy, d boyutu gostermek lizere bu uzaydan iki vektoriin diyadik ¢arpimi
i=1

xy=(x,y, )Z/:l bir dxd matristir. Iki ~ matrisin nokta carpimi

d
AB=Ya;b, =tr(AB")

i,j=1

A matrisi i¢in ||A

?’

v I(Z‘“ﬁ‘ )"

Q ij=l

|4

tr( . ) ile bir matrisin izi gosterilir.



Bir matrisin diverjensi d= 2 i¢in

0 Oay, n Oay,
VAo ox, (a” a, j _ ox,  Ox,
i ay dp 0a,, + Oay,
ox, ox,  Ox,
2.2. Young Esitsizligi
Ya,b,e >0
ab<Za +%b”', Va,b,e >0,Vpl<p<owo, p'=pl(p-1)
P e

2.3. Holder Esitsiligi

J. u.vdx

Q

= (J.|”|pdx)l/p(,|.|"|p' dx)"'? her p>1 ve i+i, =1
Q Q p p

2.4. Fonksiyon Uzaylan

Qiizerinde k € N olmak iizere k ve k dan kiigiik her mertebeden siirekli tiirevlere
sahip fonksiyonlarm uzaymi C*(Q)ile; k =oolmasi halinde C”*(Q)ile
gosterilecektir. Eger, Q tizerinde C” sinifindan fonksiyonlar Q ’da kompakt destege

sahip ise bu fonksiyonlarin uzay1 C;’ (QQ) veya D(Q) ile gosterilecektir.

Eger leigin“u(x)de integrali sonlu ise; M"nin bir Qalt ciimlesi iizerinde
Q

tanimlt u : Q — R Olgiilebilir fonksiyonuna L” (QQ) uzayindadir denir. p — o igin Q
tizerinde hemen hemen her yerde (h.h.h.) siirli, 6l¢iilebilir fonksiyonlar uzayi

L " (Q)ile gosterilecektir.



L(Q) = {u:|u(x)| < k ; Q'dahhh}

p >1olmak iizere bu uzaylar arasinda L”(Q) < ...c L”(Q)... < L' (Q) bigiminde bir

bagint1 vardir.

2.5. Sobolev Uzay1

Q) c R"de bir bolge, a < molmak lizere m den kiigiik ve m ye esit her mertebeden
D“u tiirevleri L” (QQ) uzayna ait olan fonksiyonlarin uzay1 w™? (Q) ile gosterilir ve

Sobolev uzayi olarak adlandirilir.

Ozel olarak p=2 olmasi halinde w™*(Q)=H"(Q) ile de gésterilir. Bu uzay;

Vu,Vv) . @ = Z(D"’u,D“v) i¢ carpimiyla birlikte bir Hilbert uzayidir. Burada
‘a‘ém
a,...,a, negatif olmayan tam sayilar olmak lizere
P
a=(a,a,,.,a,) |a| =a,+..+a, ve D*=Dl".D"=———— tirev
ox["..0x."
operatoridiir.

wy(Q) = Hy(Q)uzayr Qiizerinde kompakt destege sahip her mertebeden

tiirevlenebilir fonksiyonlarm w'? (Q)uzayinda bir kapanisidir.

Q iizerinde tanmimli bir fonksiyon u olsun. K < Q, K = {x;u(x) #0,x € Q} olmak

lizere eger K < Qise u ya Q da kompakt destege sahiptir denir.

2.6. Zayif (Genellestirilmis ) Tiirev

u e L*(Q) olmak iizere

[uDu = (—1)l [u“, peCr (@)
Q

Q



esitligi saglantyorsa u“”ya u nun «. genelles-tirilmis (zay1f) tiirevi denir. Burada;
a=(a,,..,a,)¢oklu  indis a;ler  negatif  olmayan  tamsayilar  ve
|a| =q +..+ta, 1<i<ndir

o

9 , D, ile gosterilmistir ve D“ = D" ...D" =

= ——— bi¢imindedir.
Ox, ox/'..0x."

2.7. L7 (0, T;X) Uzay1

X bir Banach uzayi ve 1 < p <oo olsun L”(0,7; X) ile

T
(@] " 1< p<oo
0

||u

orn ess sup|u(?)] . , p=©
1e(0,T)

sonlu olacak sekilde;

u:te(0,7) — u(t) € x dlgiilebilir fonksiyonlarin uzayidir.



3. LINEERLESTIRILMIS NAVIER-STOKES DENKLEMI

3.1.Lineerlestirilmis Navier- Stokes Denkleminin Zayif Coziimlerinin Varhgi

Uzerine

Bu boélimde lineerlestirilmis Navier-Stokes denklemlerinin  zayif ¢dzlimleri
calistlmigtir. Calismalarda [11] nolu kaynaktan yararlanilmistir. Oncelikle bu
denklemlere karsilik gelen varyasyonel formiiller elde edilip daha sonra bu
denklemlere karsilik gelen problemlerin ¢éziimlerinin varlik sonuglar1 ifade ve ispat
edilecektir. Sonuglar verilmeden once konu ile ilgili notasyon calisilan uzaylar

tanitilacaktir.

Kabul edelim ki Q,R"de bir ag¢ik Lipschitz smirli ciimle ve V;
V={ueD(Q);divu=0}olsun. V nin L*(Q)ve H,(Q)uzaylarinda kapanislari
sirastyla H ve V olsun. Burada D(Q)) Qda kompakt destege sahip olan her
mertebeden tiiretilebilen fonksiyonlarin uzayi olsun .H uzay1 iizerindeki i¢ ¢arpim

L*(Q) dan indirgenmis (u,v) = J.u.vdx ile tanimlanan i¢ ¢arpim; V uzay1 lizerindeki
Q

i¢ carpim ise (Vu,Vv) = Z(Di u, D, v) seklinde tanimlanmustir ve H, V' birer Hilbert

i=1
uzayidir ayrica V < H=H' V' olarak alimir. Burada H've V' sirasiyla H ve V
uzaylarinin dual uzaylaridir. Ayrica her bir uzay bir sonraki uzayda yogundur.

Burada birebir dontistimler siireklidir. Boylece; f € Hve u eV nin H deki skaler
carpimi; f € V've u €V olmak lizere f've u nun skaler ¢arpimi ile aynidir. Yani;

< fiu>=(f,u) VfeH,h Vue H yazlabilir.

Q cR" de acik Lipschitz siirlt bir climle ve 7>0 bir sabit olsun. Lineerlestirilmis
Navier-Stokes denklemi, Stokes problemine karsilik gelen olusum denklemidir. Bu

denklemlere karsilik gelen problem



%—vAu—l—gmdp:f ; Qx(0,7) ; T>0 (3.1)
Vu=0 ; Qx(0,7) 3.2)
u=0 ; I' (burada I', Q nin siniridir.) (3.3)
u(x,0)=uy(x) ; Qda 3.4)

denklemlerini saglayan akisin hizin1 gosteren

u:Qx[0,T7]—>R";

vektor fonksiyonu ile akisin basincini gosteren

p:Qx[0,T]—>R

skaler fonksiyonun bulunmasi problemidir. Burada /' ve u, verilen fonksiyonlardir. f
fonksiyonunu Qx[0,7]de u,fonksiyonu da Q’da tanimlanir. Son iki denklem

strastyla sinir ve baslangi¢ kosullarini verir.

Oncelikle yukarida Es.3.1 — Es.3.4 ile verilen bir lineerlestirilmis Navier- Stokes

denkleminin varlik sonuglar1 incelenecektir.

Literatiirde zayif ¢oziimlerin pek ¢ok farkli tanimlart bulunabilir. [2] nolu kaynakta

ifade edilen asagidaki zayif ¢6zlimiin tanim1 esas alinacaktir.

3.1. Tanim

u, € HQ) , f e L’(Q,) olsun. Eger &lgiilebilir bir

u:Q, > R"



asagidaki iki ozelligi saglayacak sekilde varsa u ya Navier-Stokes denklemleri i¢in

verilen problemlerin bir zayif ¢6ziimii denir.

a) ue L’(0,T;V)NL*(0,T;H),

b) [ (Va,V i)~ uVuy)ids = =[ (£ )ds + @lOp,) = (oowr,).

Es.3.1- Es.3.4°de verilen probleminin varyasyonel formunu elde etmek i¢in Es.3.1°1

denklemini v € V ile skaler ¢arparak kismi integrasyon kullanilirsa ve
(Vp,v)=0
v(Au,v)=—-v(Vu,Vv)

oldugu dikkate alinirsa;
ou
(E,v)-i-v(Vu, V) =(f,v) (3.5)
elde edilir.
ou d
—,v)=—(u,v
( Py ) % (u,v)

oldugundan ve felL’(0,T;V"),u, € Higin Es.3.5°deki; siireklilik denklemi

g6zoniine alindiginda her v e V' i¢in
d
E(u,v)—i—v(Vu, Vv) =<fv> (3.6)

u(0) =u, (3.7)
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denklemleri ile ifade edilir.
3.1. Teorem [11]

fel 0,1V
u,e H

olsun. Bu durumda Es.3.1. — Es.3.4 probleminin u zayif ¢6ziimii vardir ve

u e (C[0,T];H)dur.

fspat

Teoremin ispati i¢in Faedo — Galerkin metodu kullanilacaktir. V' ayrilabilir uzay

oldugundan V' nin w,,...,w,,... lineer bagimsiz elemanlarinin bir dizisi vardir. Her m

i¢in bir
U, =Y g, (Ow, (3.8)
i=1

yaklasik ¢Oziimii vardir. Bu u, ¢6ziimii Es.3.6 varyasyonel formunda yerine

yazilirsa;
(u,,w,)+v(Vu,, ,Vw,) =< f,w, > j=1..,m (3.9)
u, (0)=u,, (3.10)

elde edilir. Burada u,, , w,,...,w, tarafindan gerilen uzay lizerinde u, in H da dik
izdisiimiidiir. g, , 1<i<m  fonksiyonlar1 [0,7] tizerinde tanimli skaler

fonksiyonlaridir. Es.3.9 esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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D W w)g O +vY (YW, Vw)g,, () =< f{),w, > j=1..m (3.11)
i=1 i=1
elde edilir.

Es.3.11 sistemindeki (w,,w;) (1<i, j<m)elemanlarindan olusan matris tersi

aliabilir  oldugundan; bu  matrisin tersiyle Es.3.11 carpilirsa;
2O+ 0,8,O)=2 B, <f(O,w,> 1<i<m (3.12)
j=l j=1

sabit katsayili lineer denklem sitemi elde edilir. Burada «,; eR ve S, eR

Es.3.10°dan dolay1 g,,(0), u,, ini. bilesenidir.
gim(o):uOm lglgm (3.13)

Boylece Es.3.12°nin ¢oziimleri Es.3.13’lin kosullan ile birlikte [0,T] {lizerinde tek

olarak belirlenir. Boylece
u, € ’(0,T;V),u, e ’(0,T;V) (3.14)

yazilacaktir. Simdi u, ler m den bagimsiz bazi smirlar elde edecegiz ve bdylece
limite gegilebilecegini gosterecegiz. Es.3.9, g, ,1<i<m ile carpilir ve elde edilen

denklemler j=1,...,m icin toplanirsa;

@ (t) , u, (@) +V|Vu, O =< fu, (@) > (3.15)

esitligi elde edilir. Es.3.15’den
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20,04, ) = e, O (3.16)
yazilir. Es.3.15°de Es.3.16 kullanilirsa
%”um(z)”2 + 20|V, (0| =2 < f(t)u, (1) > (3.17)

elde edilir.

Young esitsizliginden;

A @V, 0 < V|V, O+ @) oldugundan ve Es.3.17°den
14

. (3.18)

d 2 2 1
D, @ +Ava, @ <700

elde edilir. Es.3.18’1n esitsizliginin 0’dan s ye 0<s<T olmak {izere integrali alinirsa

2
di

2 2 17
N <o+ 270
elde edilir. Boylece

" dt (3.19)

1 T
i O <™+~ I 7@
yazilabilir. s € [0,7] alindigindan dolay1

” dt (3.20)

2 > 17
4y G <ol + 2 [l @

sup
sef0,T1]
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elde edilir. Bu esitligin sag tarafi sonlu ve m den bagimsiz oldugundan:
u, € L”(0,T;H) (3.21)
elde edilir.

Es.3.18’in 0 dan 7 ye integrali alinirsa;

2

T T
et (D + v [V, @] at < s, | + 1 [[l£ @) dt oldugundan;
0 4 0

T
i (T <l + L[| A2t e i yani
A%
0

u, € L’(0,T:V) (3.22)
yazilir.

Es.3.21°den ve zayif yildiz topolojisine gore m' — o u/ —u e L” (0,T;H) olacak

sekilde u, nin u/, alt dizisi vardir. Yani Vv e L'(0,T; H) igin

[, () —u@®),v(@)dt > 05 m' —> o (3.23)

0
elde edilir. Diger yandan Es.3.22’den zayif topolojiye gore
m' = wiken u', —>u" e *(0,T,V) (3.24)

olacak sekilde u, nin bir ], alt dizisi vardir.
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Yani;

Vv e L*(0,T;V")igin

T

j <u! ()= u.(t),v(t) > dt >0 (3.25)
0

yazilir.

< f,u>=(f,u)oldugundan
ve L’(0,T;H)igin J‘(u,’,1 (), v(2))dt > I(u* (t),v(2))dt (3.26)

elde edilir. Es.3.26, Es.3.23 ile karsilastirilirsa; her v e L*(0,T; H) i¢in

T

[ @@ —u. (), v()de =0 (3.27)
0

oldugundan

u=u, e L>(0,T;V)NL*(0,T; H) (3.28)
yazilir.

Es.3.9 ve Es.3.10 denklemlerinden limite gegmek i¢in [0,7] iizerinde siirekli olarak
tiiretilebilen y(7) =0 olacak sekilde bir y fonksiyonu diisiinelim. Es.3.9 w(¢) ile

carpilir ve ¢ ye gore integrali alinirsa;
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[, 0w w0t =] (u, OO, e~ (u,, (0), w, yr (0)ds
bulunur. Bdylece;

— [, 0.y Ow))dt +v [ (Vu,, (0, ()W, )dt = (g, w, )y (0)
0 0 . (3.29)
< f@O),w, > dt

bulunur. Bu esitlikte Es.3.23, Es.3.26, Es.3.28 kullanilirsa ve m =m' — oolimit

alinip ve H da; u,,, = u, a gii¢lii yakinsak oldugu da gézoniine alinirsa

= [ @@y (w,))dt+v [ (Vu(@),y ()Vw, )di = (g, w; y(0)
0 0 . (3.30)
+[< f@,w; > p(o)dt

yazilir. Bu esitlik her j i¢in saglandigindan;w, lerin sonlu bir lineer kombinasyonu

olan her bir v i¢in
— _T[(u(t),v)t//’(t)dt + vj (Vu(t), Vv (t)dt = (u,,v)y(0) + T< f@),v>w(t)ydt (3.31)

saglanir.

Es.3.31°’de w = ¢ € D(0,T) yazilirsa;

%(u,v) +v(Vu,Vv)=< f,v> ,Yvel; (3.32)
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esitligi ( 0,7 ) lzerinde genellestirilmis anlamda saglanir. Sonu¢ olarak Teorem
3.1’in ispati1 tamamlanmis olur.

3.2. Lineerlestirilmis Navier-Stokes Denkleminin Zayif Coziimlerinin Tekligi

Bu boliimde lineerlestirilmis Navier- Stokes denkleminin tekligi incelenecektir.
Calismalarimizin bu kisminda [11] nolu kaynaktan yararlanilmistir. Teklik igin
gerekli olan asagidaki lemma ispatsiz olarak verilecektir.

3.1. Lemma [11]

V,H,V' Hilbert uzaylarin1 géz oniine alalim. V' uzay1 V uzaymm, H' de H uzaymin

dual uzay1 olmak iizere ¥V « H=H'c V' oldugundan u < L*(0,T;V) ve u nun
tiirevi u' olmak iizere u' e L*(0,T;V")ise bu durumda u fonksiyonu [0,7] — H ’ya

hemen hemen her yerde siirekli bir fonksiyona esit olur. ve
i|u|2 =2<uu> (3.33)
dt

esitligi (0, 7) iizerinde genellestirilmis anlamda saglanir.

Yani;

(i) — Ju(e)|

(i) 7 = (u'(1),u(t))

(1) ve (ii), [0,7] tizerinde integrallenebilir oldugundan Esg.3.33 anlamlidir.
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Problemin ¢oziimiiniin tekligi i¢in bu lemmadan yararlanilacaktir. Navier — Stokes
denklemine karsilik gelen zayif problemin bir baska ifadesi asagidaki formda
yazilabilir. Yani Es.3.1 — Es.3.4 ile verilen problem asagidaki gibi ifade edilebilir.

3.1. Problem

fel’(0,T;V")u, e H verilsin.

ueL’(0,T;V) ,u' e L’*(0,T;V") (3.34)
u'+vAu=f (0,T)de (3.35)
u(0) =u, (3.36)

esitliklerini saglayan bir tek u ¢6ziimii vardir.

Burada A operatdrii asagidaki sekilde tanimlanmustir.

A=AV SV

3.2. Teorem [11]

Problem 3.1°de verilen Es.3.35in bir tek u ¢6ziimii vardir.

Ispat [11]

Es.3.34 — Es.3.36°daki probleminin iki ¢dziimii # ve v olsun. Buna gore

u'—vAu=f
Vi—VvAv = f



esitlikleri saglanir. Bu denklemler taraf tarafa ¢ikarilir ve w = u —valinirsa

(u'=v")=v(A(u—v)) =0 oldugundan

w+vAw =0

elde edilir. Diger taraftan baslangi¢ kosullar1 dikkate alinirsa;
w(0)=0

olur.

Es.3.37°deki denklemin w(¢) skaler carpimi alinirsa;

<w'(@),w(t) > +v(Aw,w(t)) =0
<w'(t),w(t) > +v(-Aw,w) =0
<w'(t),w(t) > +I Vw.Vwdx =0

esitligi saglanir. I¢ carpim ve norm 6zelliklerinden;
L@ + 2wl =0
dt

olur. 0 dan T ye integral alinirsa;

Lda 2 A 2
FL ol + 2ot =0
0 0

18

(3.37)

(3.38)



T
P =[O+ 2v[ o] = 0
0

[wie)]” =[wy <0
0<[w(®)|” < [wo)’

olur. Burada Es.3.38 g6z 6niine alinirsa;
0 <[w()|" <0 bulunur,

O halde;

@] =0

olacagindan

u(t) =v(t)

yazilabilir. Boylece Es.3.40°dan dolay1 problem 3.1’in u ¢6ziimii tektir.

19

(3.39)

(3.40)
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4. NAVIER-STOKES DENKLEMININ ZAYIF COZUMLERININ VARLIGI
VE TEKLiGI UZERINE

Bir onceki boliimde Stokes probleminin zayif ¢dztimlerinin varlik ve teklik sonuglari

elde edilmistir. Bu béliimde ise lineer olmayan terimlerinde bulundugu;

%+(u.V)u=f—Vp+vAu (4.1)
divi =0 (4.2)
U] =0 (4.3)
u(x,0) = u, (x) (4.4)

Navier- Stokes denklemlerine karsilik gelen yukarida belirtilen baglangic ve sinir
deger probleminin zayif ¢oziimleriyle ilgili varlik ve teklik sonuclar1 incelenecektir.

Bu kisimda calismalarimizda [2, 11] kaynaklarindan yararlanilmistir.
4.1. Navier- Stokes Denkleminin Zayif Céziimlerinin Varhg Uzerine

Teorem ifade edilmeden Once ispat icin gerekli olan asagidaki lemmalar ispatsiz
olarak ifade edilecektir. Ispat igin M.Mohanna Rama Rao’nun Ordinary Differantial
Equations kitabindan bakilabilir.

4.1. Lemma (Ascali-Arzela)

0 c R" kompakt ciimlesi tizerinde ( fa (x)) , n=12,... fonksiyonlar dizisi sinirl1 ve

essiirekli olsun. Bu durumda B {izerinde diizglin yakinsak bir ( S (x)) alt dizisi

n

vardir.
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4.2. Lemma (Picard Lindel6f)

f(t.x), By:t,<t<t,+a “x —xOH <b izerinde siirekli ve Lipschitz kosulunu

saglasin. Bu durumda

x' = f(6,x),x(ty) = x,

Baslangig deger problemi [toto + o] lizerinde bir tek x(t) ¢dziimiine sahiptir. Burada a

ve b pozitif reel sayilar ve

o= min[a,ﬁJ , U =max ||f(t x]| dir.
a (t,x)e B,

4.1. Teorem [2]

Q , R"’de acik Lipschitz siirli bir ciimle ve V={u € D(Q ), divu =0 }olsun. V nin
L*(Q)’daki kapanisi H, H, uzayimdaki kapanist V- olsun.
u, e HQ),f e L’(Q,)ve T>0 olmak iizere Es.4.1 — Es.4.4’deki denklemler

Q, iizerinde zay1f ¢oziimleri vardir.
Ispat [2]

Ispat igin “ Faedo — Galerkin “ metodu kullanilacaktir. Es.4.1 — Es.4.4’deki

probleminin varyasyonel formunu elde etmek icin Es.4.1°deki denklemi @V ile

skaler ¢arparak Q, lizerinden integral alinirsa

(g—l:,(ﬂ) +(uV)u,0) = (f,9) = (Vp,p) +v(Au,p) (4.5)

denklemi elde edilir.
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Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa;
d
E(u,¢)+(u-Vu,¢)+V(Vu,V¢) =(/.9) (4.6)

esitligi bulunur. {y } c D(Q), H(Q2) uzay: lizerinde bir baz olsun. Bdylece her

k
keN igin; u(xt)= chl—(t)\u,-(x) yaklasik ¢oziimii tanimlanirsa; ve u, (x,?)
i=1

Es.4.6’da yerine yazilirsa;
d .
) (4 Ny )V VY )= () =Lk 4.7)

bulunur.

Buradan da;

k k k
D2 (Vw () +vY (Vi Vi, Jey(t)+ D (wVy.Vy, Jeyey =(f.v,)

i=1 i=1 i,s=1
i=1,...,k denklem sistemi elde edilir. y,,..,p, lar lineer bagimsizdir.

(v,,w,) (1<i,r <k) elemanlarinin olusturdugu matris singiiler olmayan matristir;

dolayisiyla tersi vardir. Bu matrisin tersi ile yukaridaki sistem carpilirsa

k k

de,
%+Zaircki+2ais,,ckicksz foi=lak (4.8)
i=1

i,5=1

sabit katsayil1 diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
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u,, Hda u,’m y,,..,y, tarafindan gerilen uzayda dik izdiisiimiidiir. Boylece

Es.4.8’deki sistem,;
ci(0)=cy. =(uy,p, ) (4.9)
baslangi¢ sartiyla birlikte diisiiniiliir.

Burada;

fo=0fv)
a, =v(Vy,,Vy,)
a, =W, x)Vy ,v,)

olarak alinmistir. f. € L*(0,T) ve daha sonra elde edilecegi iizere c,, ler smirh a,

ler reel sabitler oldugundan Picard Lindel6f teoreminden dolay1 Es.4.8 ve Es.4.9’daki

sisteminin  bir tek ¢, e W"*(0,T,) ¢dziimii vardir. Burada
T, <Tdir.

Es.4.8’deki denklemi c,,lerle carpip i = 1,...,k ‘ya toplam almir ve {y,} lerinde

ortanormal 6zelligi kullanilirsa ve her € D(Q) icin

(%:”k)"‘(uk-vuwuk):(fvuk)_v(vuksvuk) (4.10)

denklemi elde edilir.

ou, ou
kY — o2k
6t) (6t

Sy )

d ou
E(”kauk) = (6_;9uk)+(uka
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oldugu g6z 6niinde bulundurularak.

o oy 1d _Lldy e
(az ,uk)—2dt(uk,uk)—2dt||uk||2 4.11)

yazilabilir. Es.4.11°1 Es.4.10°daki denklemde yerine yazilirsa ve (u,.Vu,,u,)=0

oldugu dikkate alinirsa;

ld

Sl ==V (f ) (4.12)

denklemi elde edilir.

Bu denklem ¢ €[0,7]oldugundan 0’dan ¢ ye integrali alinirsa;
1 t t

= O ~[oi ) < [ (fru0)dt =v [ [V, | olur.

0 0

Gerekli islemler yapilirsa

1 2 2 0 1 2

S +v [V de < [ et + e 0]

o 0

elde edilir.

Bulunan son denklemde Young esitsizligi kullanirsa;
1 0 0 1 1
Enuk ||2 + v.([”Vuk”2 dt < !(E”uk ||2 + Z”f”2 dt + E”uk (0)”2 bulunur.

Bu denklemde Poincare-Friederic esitsizligi kullanilirsa;



2

1 ’ ’ 1 1
Al +v] vl as] Ceva] + e+ O

elde edilir. Diizenlemeler yapilirsa;

2v—éc
2

1 2 f 2 1ty 2 1 2
Sl + X! [V Sygl 1 e+ e O]

e[+ @v = ao)[[Va | < [ e+ e, O
0 0

N | =

e e qees e Vv
esitsizliginde her ¢ > 0 icin 6zel olarak & =— alinirsa;
c

25

t t
el +v [V << [ de+{un (o) esitsizligi - elde edilir. [, (0)] < iy | ve
0 v 0

f € L’(Q,) oldugu dikkate alinirsa;

t
| +v [V | <M veefor)
0

e[ < M
elde edilir.
k
||uk(x,t)||2 = Zc,fi(t) <M olacagindan Vi=1,..., k i¢in
r=I1

c;fi(t)Sc,f,(t)+...+c,fk(t)£M yani |Cki|SM”2 olur.

Es.4.8 ve Es.4.9 denklemlerine geri doniiliirse

her ke Ni¢cin T, =T

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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olur.

Simdi k& — oo iken {u, } dizisinin yakinsaklig1 arastirilacaktir. Bunun i¢in

G (t)=(u,(t),w,); ( r € N herhangi bir sabit )

fonksiyonlar dizisi almsm. {G\”(¢)} fonksiyonlar dizisinin diizgiin sinirh ve diizgiin

siirekli oldugu gosterilecektir. {G\”(¢)} dizisinin diizgiin sinirl oldugu Es.4.14’den

kolayca goriiliir.

Diizgiin siirekliligini gostermek i¢in Es.4.7°deki denklemin s den ¢ ye integrali

alinirsa;

t

d t t t
[ ow e =~ [ (Vu, Vi = [ @ Vuw de+ [ (f o, )de

s

esitliginden;

| (0,) = (5).9,)

= =v[(Vu,, Yy, )dt = [ (u, Vu,p,)dt+ [ (fp,)dt

elde edilir.

Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

dt

| (0,) = (5).y,)

<vf[vu vy,
: (4.16)
dt

t
+ [l V2 max v,
s

v, (lde+ [| 1]

esitsizligi elde edilir.
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Burada;

v,

=S, ; maxly,(x)[=S, (4.17)

2

ile gosterilirse ve Poincare esitsizligi kullanilirsa ayrica Es.4.14 dikkate alinirsa;

| (0,) = (5).9,)

t s !
<v.S, I||Vuk||dt +S, .M1/2J‘||vuk||dz + Sl_|.||f||dt

<8, [\ Vu, |+ [ £t + S, [|Vu, |t

bulunur. Cauchy - Schwarz esitsizligi kullanilirsa;

t, (O.,) — , (5).,

<v.St=s([[Vu| ) + SNt =s([| ] d"”

+ 8, M= s ([|Vu, [ dp)”

<SWSM" + 8, M+SM")Wt-s
elde edilir.
Boylece

-0 (4.18)

¢ - siken |(u, (0).p,) ~ (u, () ~v,)

Buradan {G\”(¢)} nin diizgiin siirekli oldugu gériiliir. Ascali-Arzela teoreminden
{G(t)},.y dizisinden yakinsak bir alt dizisi segebiliriz. Bu alt diziyi Cantor’un
diogonallestirme metodundan {G\”(¢)},., olarak alirsak; bu dizi diizgiin olarak

siirekli bir G (¢) fonksiyonuna yakinsaktir. H uzaymin zayif kompakligindan
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lim(u, (1) —u(®),y,) =0 (4.19)

diizgiin olarak ¢ €[0,7]ve Vr € N olacak sekilde u(¢) € H(€2) vardir. Simdi u, (¢)

nin u(t) ye L’ de zayif yakinsak yani;

Ilcim(u (O —u®),v)=0 ;te[0,T] ;Vvel’(Q)oldugu gosterilecektir. Helmholtz
ayrisimindan sadecev € H(Q) icin gostermek yeter. u, —u € H oldugundan ve H

olursa (u, —u,v) =0 olur.

) N
v=> v, =Y vy, +v? (4.20)
r=I1 r=1

olarak yazilir.

N

<Dl (t)-u(t)v,,)

r=I

()= u(t),v )= uce) ™|

+2M1/2HVNH

N
<2 M ) -uct)y,)
r=1

u, (1), u(t) ye zayif yakinsak oldugundan

=0ve

lim, (1)~ u(0).7,

Ve>0 IN >keN igin HV(N)H < g olur.

Buradan

lim(u, (£) = u(£),v) = 0 4.21)

elde edilir.
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Es.4.14’den ess sup”u,{”2 <M oldugundan;

u, e L*(0,T;H) (4.22)
yazilabilir.

Buda bize k—> o iken L*(0,7;H)da bir u elemaninin varligini gosterir.
Es.4.22’den {u,} dizisi L"(0,7;H) da smirhdir. Ve L7(0,7;H)uzayr zayif
kompaktdir. Bu ikisinden u, dizisi L”(0,7; H)da zayif yildiz topolojisine gore u ya

yakinsar.

Yani

T
k — oo iken j (u, —u,v)ds >0 YvelL(0,T;H) (4.23)
0

T
sonucunu verir. Es.4.13’den J.”Vuk”j <M oldugundan;
0

u, € L*(0,T;V) (4.24)

yazilabildiginden {u, }dizisi L*(0,T;V) de smrhidir ve L*(0,T;V)uzayr zayif

kompakttir. Bu ikisinden
u, >u € L’0,T;V)
yazilabilir. Yani; u, L*(0,T;V) de u ’a zayif yakinsar.

Boylece;
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T

[<u,—u',v>ds >0 vver’(0,7,7) (4.25)
0

yazilabilir.

VcH=H'cV' (4.26)

V uzay1 H da yogun olacak sekilde, H'uzayr V'de yogun olacak sekilde

i¢erilmektedir.

Buradaki birebir dontisiimler siireklidir. H've  V'uzaylart sirasiyla H ve V

uzaylarinin dualidir.

Yukaridaki agiklamalardan f e H ve u eV olmak lizere H daki (f, u) skaler

carpimi  V've V arasindaki dualitiye gore f ve u nun skaler ¢arpimi < fu > ile

gosterilirse

<fu>>=(fiu) (4.27)

esitligi yazilir.

Burada {u, }dizisinin limitinin tekliginden

u =uel’(0,T;V)NL"(0,T;H) (4.28)

yazilir.

u, uya L'(0,T;V)NL*(0,T; H)de yakinsaktir. Simdi Es.4.7’de limite gecilecegi

gosterilecektir.
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Es.4.21, Es.4.23, Es.4.25 dikkate alinirsa, {u, }dizisinin u ya giiclii yakinsadigi

gosterilecektir. Bunun i¢in Friederichs esitsizligi kullanacaktir.

4.3. Lemma (Friederichs esitsizligi) [1]

C ,R'de bir kip olsun. Bu durumda herhangi 7>0 igin

w, € L”(C) i=1,...,k olmak iizere

j [w); .de < Z j (w(t), w,) 2 dt + UJ‘”VW(I‘)”;C dt (4.29)

esitsizligini saglayacak sekilde bir K(77,C) € N fonksiyonu vardir.
Friederichs esitsizliginde w =u, —u alinirsa

T T T 2
[t =], e < Zk: [ —u),w)zdt +n[|[Vu, —Vu| dt elde edilir.
0

i=l ¢ 0 2,C

T
lim [, —u@®),p,)=0ve Es4.13°den
0

T
tim [, —u} .dr =0 (4.30)
0

k—o0

elde edilir. Dolayisiyla;

u, — u ya giglii yakinsar.

Es.4.7 g0z oniine alinsin. 0<t<T olmak uzere

d
S (V) =V Ny ) = (e Nuy )+ (1.,
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esitliginin 0 <¢ < T degiskenine gore integrali alinirsa;

t t t d
[tV VY, )~ Ny, Jjds ==[ (£, )ds+ [—(w (1), )
0 0 0

[{v(Vu Vv, )~ Ny, s ==[ (£ oy, Jds +(u(O)p,) = (ug v, )} (431)
0 0

elde edilir.

u, - u yave Vu, - Vu zayif yakinsadigindan yani;

lim(u (1)~ u(t),p,) =0 (4.32)

llfimJ‘(Vuk (s)=Vu(s),y, )ds=0 (4.33)
0

yazilabilir.

I|(uk.Vuk,w,)—(u.Vu,t//r)ds| = (Iuk.Vuk —uNVu, +uVu, —uVu,y,)
0 0

t

ju.V(uk —u)y,ds

0

+

[l Vitoyr,) = @V, ds| <|[ (u, 1)V, p, )ds
0 0

t t t
[, — 0V, | < S, —ul @) ([[Vu, |, a0
0 0 0

[, —wVu,p, | < SM ([, —ul, )"
0

0

elde edilir. Burada S = macx|1,y(x)| dir.

Es.4.30’dan dolay1



=0

/11—{2 _([ (u, —u)Vu, .y,

yazilir.
2
Bunun yaninda u.Vu =u,0,u; = Zu@u . oldugundan

iij
i=1

uV(u, —u)=>u,0,u, —u) esitligi dikkate alinirsa
m=1

[ @V, 0, s| | [ 30,0, 1y~ s

o0 m=l1

t n

[V, —u),p,)ds| <@, (u, —u),u,y,)ds
0 m=1

oldugundan ve Es.4.33’den

=0

lim
k—o0

j(u.V(uk —u),y,)ds

elde edilir.

Boylece;

t
lim [ 1w, Yy, )= (uNuy, )jds -0
—®
0

33

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Buradan k& — woicin Es.4.31°de Es.4.32, Es.4.33, Es.4.36 ecsitlikleri kullanilarak

limite gegilebilir.
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Boylece;

[ (Vu Yy~ @Sy, )yds == [ (f .y, )ds + @(@.p,) = (e.p,) (437)

elde edilir.

Yani zayif ¢oziimiin taniminda dikkate alindiginda Es.4.1 — Es.4.4 denkleminin bir

zay1f ¢oziimii v’ dur.
4.2. Navier - Stokes Denkleminin Zayif Coziimlerinin Tekligi

Bu boliimde Navier - Stokes denkleminin zayif ¢oziimiiniin tekligi incelenecektir.

Teklik teoremini ispat etmeden once;

b(u,v,w) = Zn:Iul (Dyv;)w;dx

i,j=10
ti¢ lineer formuyla ilgili olarak asagidaki lemmalar verilecektir.

44. Lemma [11]

b(u,v,w)=-b(u,w,v) ; Yuel, w,veHé(Q)mL”(Q)
b(u,v,v)=0 ; Yuel, ve Hy(Q)N L' (Q)

esitlikleri saglanir.

Ispat [11]



b(u,v,w) = Zn: I(ui(Divj)vj)dx = i I(viDi(vj)z)dx

ij=l Q ij=l Q

p 2 p 2
b(u,v,v) = Z IDi (u, v—zj)dx— Z I%Diuidx

ij=l Q ij=l Q

b(u,v,v) = i Iuivf n,ds — i %va.udx

i,j=1 a0 i,j=1

esitsizligi elde edilir. Sinir kosulu ve V.uu =0 oldugu dikkate alinirsab(u,v,v) =0

bulunur.

b(u,v,w) = Zju, (Dv,)w;dx tammindan hareketle devam edilirse;
i,j=10

b(u,v,w) = Zn:IDi (u,v,w;)dx — iI(Diui)vjwjdx - Zn:juiijiwjdx

i,j=10 i,j=10 i,j=10

b(u,v,w) = i Iuivjwjds - ijuiDiwjvjdx

i,j=160 i,j=10

b(u,v,w)=-b(u,w,v)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.5. Lemma [11]

b(u, v, w) <27 | |Vul| Vv (W Yu,v,we H;(Q)
a2 1/2 2y /2 1

Ayrica; u e L*(0,T;V)NL*(0,T; H) almirsa;
Bu=uNVuve B(u,v) =u.Vvolmak lizere

Bu e L*(0,T;V")olur.

£21/2”u

Boylece ||Bu

yazilabilir.

120,75V L*(0,T;H) ”Vu 12(0,T;V")

Ispat [11]

35
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4.1. Problem [11]

fel’0,T;V"
u, e H

verilsin. ¥ nin dual uzay1 V' olmak tizere

ue’(0,T;V) u' eL'(0,T;V") (4.38)
u'+vAu+Bu=f (0,T) de (4.39)
u(0) = u, (4.40)

esitliklerini saglayan bir tek u ¢oziimii vardir.
4.2. Teorem [11]

Problem 4.1’in 2 boyutlu uzayda bir tek u ¢éziimii vardir. Bunun yaninda u [0, 7]
den H ya hemen hemen her yerde siirekli bir fonksiyona esittir ve t — Oiken H ‘da

u(t) > u, dir.
Ispat [11]

Es.4.39 ve Lemma 4.5 g6z Oniline almirsa; u' = f —vAu— Bu esitliginin sag

tarafindaki her bir terim L*(0,7;V") ye aittir. Boylece u’ € L*(0,T;V")diir. Lemma
3.1’den [0, 7] den H ya hemen hemen her yerde siirekli bir fonksiyona esittir.
Boylece u € C([0,7];H.) dir ve H da t - Oi¢in u(¢) — u, saglanir. Ayn1 zamanda

Lemma 3.1°den u € L*(0,T;V) , u' e L*(0,T;V")oldugundan

%|u(t)|2 =2 <u'(t),u(t) > esitligi saglanr.
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Simdi problem 4.1’in tekligi gosterilecektir. Kabul edelim ki Es.4.39’un iki ¢6ziimii

u, ve u,olsun. O zaman

d

%: f+VAu, —u, Vu,
d

% = f+vAu, —u, Vu,

denklemleri taraf tarafa ¢ikarilir ve u = u, —u, alinirsa;

du, du
Ttl _7; =v(Au, —Au,)—u,NVu, +u, Vu,

d d

DMy = —Bu, + Bu,
dt dt

oldugundan ;

u'+vAu =—Bu, + Bu,
elde edilir.
Es.4.41°1n u(¢) ile i¢ carpimi yapilirsa;

(u',u)+v(Au,u) = (Bu, — Bu,,u)
(' u) +v(Au,u) = (u, Vu,,u)—(u,.Vu,,u)

elde edilir.

Es.4.39°dan ve Lemma 4.5’den ;

i”u(z‘)"z + 21/||Vu(t)||2 =2b(u,,u,,u)—2b(u,,u,,u)
dt

(4.41)

(4.42)
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denkleminin sag tarafindaki elemanlar1 incelenirse;

b(u,u,,u) = ju.Vuz.u = J.(u1 —u,)Vu,(u, —u,)
b(u,u,,u) = jul.Vuz(ul —uz)—J‘uz.Vuz(u1 —u,)
b(u>u27u):b(u1’u2’u)_b(u2’u27u)

esitliginin sag tarafina b(u,,u,,u)eklenip ¢ikarilirsa

b(u,u,,u) =—=b(u,,u,,u)+b(u,,u,,u)—b(u,,u,,u)+b(u,,u,,u)

b(u,u,,u) =-b(u,,u,,u)+b(u,,u,,u)

oldugundan Es.4.42’den

d 2 2

E||u(z )+ 2v|Vu(e)|” = 2b(u,uy,u) (4.43)
elde edilir. Ve

d
E||u(t)||2 +2|Vu@)|" < 20b(u,u,,u)

esitsizligi yazilir.
Lemma 4.5’den

%Ilu(ﬂllz +2|Vu@f < 22"l [l vy o v

<2 ul[Vu [V |
< 2fVul2" ][V

Young esitsizligi kullanilirsa;
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d 1
el +2Vu@f < 2l + 2l [

d 1

Lol + 2w < 2vfval + o

oldugundan;

d 1

@ <l || (4.44)

elde edilir.

t— ||Vu2 (t)||2 integrallenebilir oldugundan yukaridaki esitsizlikten integral alinirsa;
d 1 2 2
—Aexp(—— ! [V, ()| ds)Juco)|*} < 0 (4.45)

elde edilir. Integral almirsa u(0) =0 V¢ [0,7T] icin ||u(t)||2 <0 elde edilir. Boylece

u =u, (4.46)

bulunur yani n = 2 durumunda Bolim 4.1°de verilen Es.4.1 — Es.4.4’de verilen

denklemlerinin u ¢6ziimii tektir.
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