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ABSTRACT 
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1. GİRİŞ 

Türbülans günlük hayatın bir parçasıdır. Türbülanslı akışlar, mühendislik uygulama-

larında, okyanus biliminde, meteorolojide, havacılıkta, su bilimlerinde, doğada pek 

çok olayda meydana gelir. Örneğin atmosferik hareketler; okyanus ve nehirlerin su 

hareketleri; arabaların, gemilerin, uçakların etrafındaki oluşan akışlar türbülanstır.   

 

Sıkıştırılamaz Newtonian akışların hareketleri Navier- Stokes denklemleri ile belirle- 

nebilir. Bu denklemler Navier tarafından 1822 yılında önerilmiştir ve daha sonra aynı 

denklemler Stokes tarafından 1845’de yeniden incelenmiştir. Ancak Poueisille ve 

Couette akışları gibi basit durumlar dışında bu problemlerin analitik çözümleri bilin- 

memektedir. Sınırlı bir bölgede Navier-Stokes denklemi için tanımlanan problemin 

bir çözümünün varlık ve tekliği iki boyutlu uzayda ispatlanmıştır. Ancak üç boyutlu 

uzayda Navier - Stokes denklemlerinin çözümlerinin tekliği veriler üzerinde herhangi 

bir kısıtlama olmadan ispatlanamamıştır. 

 

Leray (1934 a - 1934 b) ve Hopf (1951 / 1952) tarafından da bu denklemlerin zayıf 

çözümlerinin tanımı yapılmış ve ilgili özellikler incelenmiştir. 

 

Navier- Stokes denklemleri; nℜ⊂Ω    sınırlı bir bölge ve ,0[∈t T] olmak üzere; 

 

fpuu.u
t
u

=+−∇+
∂
∂ ΔΔν ,    Ω  da (1.1)                       

0=∇u  ,     Ω  da (1.2)  

 

biçiminde ifade edilir. Burada u = u ( x,t ) akışın hızını, p basıncını, f dış kuvveti,   

ν  > 0 viskosite katsayısını belirtir.  

 

Navier- Stokes denklemleri koruma kanunlarından elde edilir. Eş.1.1 momentum 

korunumundan, Eş.1.2 kütlenin korumundan elde edilir. Momentum korumunu 

Newton’un F=ma kuralından hareketle bulunur. Kütlenin korunumu 
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0).( =∇+
∂
∂ gu

t
g  süreklilik denklemi ile ifade edilir. Burada g kütle yoğunluğunu 

gösterir. Sıkıştırılmaz bir akışkan için g yoğunluk değişmez kabul edilir. Böylece 

yukarıdaki süreklilik denklemi 0. =∇ u şekline dönüşür. Eş.1.1 ve Eş.1.2 ve bu 

denklemlerin çeşitli başlangıç ve sınır şartları altında çözümleri pek çok bilim adamı 

tarafından çalıştırılmıştır ve düşünülen başlangıç ve sınır değer problemlerinin 

çözümleri var mıdır;  varsa bu problemlerin çözümleri tek midir; bu tip problemlerin 

çözümleri gerçek akışlar ne kadar belirliyor soruları bilim adamlarının ilgisini çeken 

önemli sorular olmuştur. Bu kısımda belirtilen konularla ilgili detaylı bilgi için [1-5, 

9-12] nolu kaynaklara bakılabilir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 3

2.  NOTASYON VE TEMEL KAVRAMLAR 

 
nℜ , n boyutlu Öklid uzayı, Ω nℜ  de bir bölge olsun. ℜ→Ω:u türevlenebilir bir 

fonksiyon olmak üzere  

 
)u,...,u,u()x,...,x(u nx2x1xn1 =∇  

∑
=

≤≤=∇
n

1i
jii ni1,uDuu.u dir. 

Burada ni1,
x
uuD
i

i ≤≤
∂
∂

= dir. 

∑
=

=∇
n

1i

2
ix

2 )u(u olarak alınacaktır.  

 

2.1. Matris Vektör Operasyonları İçin Notasyonlar 

 
d
ii

d
ii yyxx 11 )(,)( == ==  vektörler ve d

jiij
d

jiij bBaA 1,1, )(,)( == == dd ×  matrisler olsun. 

Bu durumda aşağıdaki notasyonlar kullanılır. İki vektörün nokta (skaler) çarpımı 

∑
=

=
d

i
ii yxyx

1
.    d  boyutu göstermek üzere bu uzaydan iki vektörün diyadik çarpımı  

d
jiii yxxy 1,)( ==      bir    dd ×        matristir.  İki       matrisin         nokta          çarpımı                          

 

∑
=

==
d

ji

T
ijij ABtrbaBA

1,
)(.  

 

A matrisi için pL
A ,   

 

p
pd

ji
ijL

aA p
/1

1,
)(∫ ∑

Ω =

=  

 

tr( . ) ile bir matrisin izi gösterilir. 
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Bir matrisin diverjensi d= 2 için  
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∂
∂
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∂

+
∂
∂

=⎟⎟
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∂
∂
∂
∂

=∇
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x
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x
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x
a
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x
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2.2. Young Eşitsizliği 

 

0,, >∀ εba  

)1/(,1,0,,,
.

1
−=′∞<<∀>∀

′
+≤ ′

′ pppppbab
p

a
p

ab p

p
p

p ε
ε

ε  

 

2.3. Hölder Eşitsiliği 

 

pppp dxvdxuvdxu ′

Ω

′

ΩΩ
∫∫∫ ≤ /1/1 )()(.  her p>1 ve 111

=
′

+
pp

 

 

2.4. Fonksiyon Uzayları 

 

Ω üzerinde Nk ∈ olmak üzere k ve k dan küçük her mertebeden sürekli türevlere 

sahip fonksiyonların uzayını )(ΩkC ile; ∞=k olması halinde )(Ω∞C ile 

gösterilecektir. Eğer, Ω  üzerinde ∞C sınıfından fonksiyonlar Ω ’da kompakt desteğe 

sahip ise bu fonksiyonların uzayı )(0 Ω∞C  veya )(ΩD  ile gösterilecektir.  

 

Eğer 1≥p için ∫
Ω

dxxu p)(  integrali sonlu ise; nℜ nin bir Ω alt cümlesi üzerinde 

tanımlı ℜ→Ω:u  ölçülebilir fonksiyonuna )(ΩpL uzayındadır denir. ∞→p için Ω  

üzerinde hemen hemen her yerde (h.h.h.) sınırlı, ölçülebilir fonksiyonlar uzayı 

)(Ω∞L ile gösterilecektir. 
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}';)(:{)( hhhdakxuuL Ω≤=Ω∞  

 

1≥p olmak üzere bu uzaylar arasında )()...(...)( 1 Ω⊂Ω⊂⊂Ω∞ LLL p biçiminde bir 

bağıntı vardır.  

 

2.5. Sobolev Uzayı 

 
nℜ⊂Ω de bir bölge, m≤α olmak üzere m den küçük ve m ye eşit her mertebeden 

uDα türevleri )(ΩpL  uzayına ait olan fonksiyonların uzayı )(, Ωpmw  ile gösterilir ve 

Sobolev uzayı olarak adlandırılır.  

 

Özel olarak p=2 olması halinde )()(2, Ω=Ω mm Hw  ile de gösterilir. Bu uzay; 

∑
≤

Ω
=∇∇

m
H vDuDvu m

α

αα ),(),( )(
iç çarpımıyla birlikte bir Hilbert uzayıdır. Burada 

mαα ,...,1 negatif olmayan tam sayılar olmak üzere 

nn ααααααα ++== ...),...,,( 121  ve 
n

n

n
n xx

DDD αα

α
ααα

∂∂
∂

==
...

...
1

1

1
1  türev 

operatörüdür.  

 

)()( 1
0

2,1
0 Ω=Ω Hw uzayı Ω üzerinde kompakt desteğe sahip her mertebeden 

türevlenebilir fonksiyonların )(2,1 Ωw uzayında bir kapanışıdır. 

  

Ω  üzerinde tanımlı bir fonksiyon u olsun. Ω⊂K , },0)(;{ Ω∈≠= xxuxK olmak 

üzere eğer Ω⊂K ise u ya Ω  da kompakt desteğe sahiptir denir.  

 

2.6. Zayıf (Genelleştirilmiş ) Türev 

 

)(2 Ω∈ Lu  olmak üzere  

∫ ∫
Ω Ω

−= ϕααα )()1( uuuD , )(0 Ω∈ ∞Cϕ   
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eşitliği sağlanıyorsa )(αu ya u nun  .α  genelleş-tirilmiş (zayıf) türevi denir. Burada; 

),...,( 1 nααα = çoklu indis iα ler negatif olmayan tamsayılar ve 

nin ≤≤++= 1...1 ααα  dir.  

i
i

D
x

,
∂
∂  ile gösterilmiştir ve 

n

n

n
n xx

DDD αα

α
ααα

∂∂
∂

==
...

...
1

1

1
1 biçimindedir.  

 

2.7. );,( XT0Lp Uzayı 

 

X bir Banach uzayı ve ∞≤≤ p1  olsun );,0( XTLp  ile  

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∞=

∞≤≤
=

∈

∫
ptuess

pdttu
u

x
Tt

T
pp

x

XTLp

,)(sup

1,))((

),0(

0

/1

);,0(
 

 

sonlu olacak şekilde;  

 

xtuTtu ∈→∈ )(),0(: ölçülebilir fonksiyonların uzayıdır.  
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3. LİNEERLEŞTİRİLMİŞ NAVIER-STOKES DENKLEMİ 

 

3.1.Lineerleştirilmiş Navier- Stokes Denkleminin Zayıf Çözümlerinin Varlığı 

Üzerine  

 

Bu bölümde lineerleştirilmiş Navier-Stokes denklemlerinin zayıf çözümleri 

çalışılmıştır. Çalışmalarda [11] nolu kaynaktan yararlanılmıştır. Öncelikle bu 

denklemlere karşılık gelen varyasyonel formüller elde edilip daha sonra bu 

denklemlere karşılık gelen problemlerin çözümlerinin varlık sonuçları ifade ve ispat 

edilecektir. Sonuçlar verilmeden önce konu ile ilgili notasyon çalışılan uzaylar 

tanıtılacaktır.  

 

Kabul edelim ki nℜΩ , de bir açık Lipschitz sınırlı cümle ve V; 

V }0udiv;)(Du{ =Ω∈= olsun. V nin )(2 ΩL ve )(1
0 ΩH uzaylarında kapanışları 

sırasıyla H ve V olsun. Burada ΩΩ)(D da kompakt desteğe sahip olan her 

mertebeden türetilebilen fonksiyonların uzayı olsun .H uzayı üzerindeki iç çarpım 

)(2 ΩL  dan indirgenmiş ∫
Ω

= vdxuvu .),(  ile tanımlanan iç çarpım; V uzayı üzerindeki 

iç çarpım ise ∑
=

=∇∇
n

i
ii vDuDvu

1
),(),(  şeklinde tanımlanmıştır ve H,V birer Hilbert 

uzayıdır ayrıca VHHV ′⊂′≡⊂  olarak alınır. Burada H ′ve V ′  sırasıyla H ve V 

uzaylarının dual uzaylarıdır. Ayrıca her bir uzay bir sonraki uzayda yoğundur. 

Burada birebir dönüşümler süreklidir. Böylece; Hf ∈ ve Vu∈  nin  H deki skaler 

çarpımı; Vf ′∈ ve Vu∈  olmak üzere f ve u nun skaler çarpımı ile aynıdır. Yani; 

HuHfufuf ∈∀∈∀>=< ,),(, yazılabilir.  

 

 nℜ⊂Ω  de açık Lipschitz sınırlı bir cümle ve T>0 bir sabit olsun. Lineerleştirilmiş 

Navier-Stokes denklemi, Stokes problemine karşılık gelen oluşum denklemidir.  Bu 

denklemlere karşılık gelen problem 
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0;),0(; >×Ω=+Δ−
∂
∂ TTfpgradu

t
u ν  (3.1) 

),0(;0. Tu ×Ω=∇  (3.2) 

Γ= ;0u  (burada Γ , Ω  nın sınırıdır.) (3.3) 

da;)x(u)0,x(u 0 Ω=              (3.4) 

 

denklemlerini sağlayan akışın hızını gösteren  

 

;],0[: nTu ℜ→×Ω  

 

vektör fonksiyonu ile akışın basıncını gösteren 

 

ℜ→×Ω ],0[: Tp  

 

skaler fonksiyonun bulunması problemidir. Burada f ve 0u  verilen fonksiyonlardır. f 

fonksiyonunu ],0[ T×Ω de 0u fonksiyonu da Ω ’da tanımlanır. Son iki denklem 

sırasıyla sınır ve başlangıç koşullarını verir.  

 

Öncelikle yukarıda Eş.3.1 – Eş.3.4 ile verilen bir lineerleştirilmiş Navier- Stokes 

denkleminin varlık sonuçları incelenecektir.  

 

 Literatürde zayıf çözümlerin pek çok farklı tanımları bulunabilir. [2] nolu kaynakta 

ifade edilen aşağıdaki zayıf çözümün tanımı esas alınacaktır.  

 

3.1. Tanım 

 

)(,)( 2
0 TLfHu Ω∈Ω∈ olsun. Eğer ölçülebilir bir 

 

 n
Tu ℜ→Ω:  
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aşağıdaki iki özelliği sağlayacak şekilde varsa u ya Navier-Stokes denklemleri için 

verilen problemlerin bir zayıf çözümü denir.  

 

a) );,0();,0(2 HTLVTLu ∞∩∈ , 

b) ∫ ∫ −+−=∇−∇∇−
t t

rr utudsfdsuuuv
0 0

0 ),()),((),()},.(),({ ψψψψψ . 

 

Eş.3.1- Eş.3.4’de verilen probleminin varyasyonel formunu elde etmek için Eş.3.1’i 

denklemini Vv∈ ile skaler çarparak kısmi integrasyon kullanılırsa ve  

 

0),( =∇ vp  

 

)v,u()v,u( ∇∇ν−=Δν  

 

 olduğu dikkate alınırsa; 

 

ν+
∂
∂ )v,

t
u( (∇u, ∇v) = (f,v)   (3.5) 

                                  

elde edilir.  

 

),(),( vu
dt
dv

t
u

=
∂
∂  

 

olduğundan ve HuVTLf ∈′∈ 0
2 ,);,0( için Eş.3.5’deki; süreklilik denklemi 

gözönüne alındığında her Vv∈  için  

 

ν+)v,u(
dt
d (∇u, ∇v) = <f,v>           (3.6)          

                 

0)0( uu =  (3.7) 
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denklemleri ile ifade edilir. 

 

3.1. Teorem [11] 

 

Hu
VTLf

∈

′∈

0

2 );,0(
 

 

olsun. Bu durumda Eş.3.1. – Eş.3.4 probleminin u zayıf çözümü vardır ve  

 

)];,0[( HTCu∈ dır.  

 

İspat 

 

Teoremin ispatı için Faedo – Galerkin metodu kullanılacaktır. V ayrılabilir uzay 

olduğundan V nin  ,...,...,1 nww  lineer bağımsız elemanlarının bir dizisi vardır. Her m 

için bir 

 

∑
=

=
m

i
iimm wtgu

1
)(  (3.8) 

 

yaklaşık çözümü vardır. Bu mu  çözümü Eş.3.6 varyasyonel formunda yerine 

yazılırsa;  

 

mjwfwuwu jjmjm ,...,1,),(),( =>=<∇∇+′ ν   (3.9) 

 

mm uu 0)0( =   (3.10)     

 

elde edilir. Burada mm wwu ,...,, 10 tarafından gerilen uzay üzerinde 0u  ın H da dik 

izdüşümüdür. img , mi ≤≤1  fonksiyonları [0,T] üzerinde tanımlı skaler 

fonksiyonlarıdır. Eş.3.9 eşitliğinde gerekli düzenlemeler yapılırsa;  
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∑ ∑
= =

=>=<∇∇+′
m

i

m

i
jimjiimji mjwtftgwwtgww

1 1
,...,1),()(),()(),( ν  (3.11)   

 

elde edilir. 

 

Eş.3.11 sistemindeki ),1(),( mjiww ji ≤≤ elemanlarından oluşan matris tersi 

alınabilir     olduğundan;   bu      matrisin     tersiyle     Eş.3.11 çarpılırsa;                                

 

∑ ∑
= =

≤≤><=+′
m

j

m

j
jijimijim miwtftgtg

1 1
1),()()( βα  (3.12) 

 

sabit katsayılı lineer denklem sitemi elde edilir. Burada  ℜ∈ji,α   ve  ℜ∈ji,β   

Eş.3.10’dan dolayı mim ug 0),0(  in i. bileşenidir.  

 

miug mim ≤≤= 1)0( 0  (3.13) 

 

Böylece Eş.3.12’nin çözümleri Eş.3.13’ün koşulları ile birlikte [0,T] üzerinde tek 

olarak belirlenir. Böylece  

 

);,0(,);,0( 22 VTLuVTLu mm ∈′∈  (3.14) 

 

yazılacaktır. Şimdi mu  ler m den bağımsız bazı sınırlar elde edeceğiz ve böylece 

limite geçilebileceğini göstereceğiz. Eş.3.9, migim ≤≤1,  ile çarpılır ve elde edilen 

denklemler  j=1,…,m için toplanırsa;  

 

>=<∇+′ )(,)())(,)(( 2 tuftututu mmmm ν  (3.15) 

 

eşitliği elde edilir. Eş.3.15’den 

 



 12

2)())(,)((2 tu
dt
dtutu mmm =′   (3.16) 

 

yazılır. Eş.3.15’de Eş.3.16 kullanılırsa  

 

><=∇+ )(),(2)(2)( 22 tutftutu
dt
d

mmm ν  (3.17) 

 

elde edilir.  

 

Young eşitsizliğinden; 

 

22 )(1)()()(2
vmm tftututf
′

+∇≤∇
ν

ν  olduğundan ve Eş.3.17’den 

 

222 )(1)()(
vmm tftutu

dt
d

′
≤∇+
ν

ν                                                                      (3.18) 

 

elde edilir. Eş.3.18’in eşitsizliğinin 0’dan s ye 0<s<T olmak üzere integrali alınırsa  

 

∫ ′
+≤

s

vmm dttfusu
0

22
0

2 )(1)(
ν

 

 

elde edilir. Böylece  

 

∫ ′
+≤

T

vm dttfusu
0

22
0

2 )(1)(
ν

                                                                             (3.19)  

 

yazılabilir. ],0[ Ts∈  alındığından dolayı  

 

∫ ′
∈

+≤
T

vm
Ts

dttfusu
0

22
0

2

],0[
)(1)(sup

ν
  (3.20) 
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elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafı sonlu ve m den bağımsız olduğundan: 

 

);,0( HTLum
∞∈       (3.21) 

 

elde edilir. 

 

Eş.3.18’in  0 dan T ye integrali alınırsa;  

 

∫∫ ′
+≤∇+

T

vm

T

mm dttfudttuTu
0

22
0

2

0

2 )(1)()(
ν

ν olduğundan; 

∫ ′ν
+≤

T

0

2
v

2
0

2
m dtf1u)T(u   elde edilir; yani;  

 

):,0(2 VTLum ∈                                            (3.22) 

 

yazılır.  

 

Eş.3.21’den ve zayıf yıldız topolojisine göre ∞→′m  );,0( HTLuum
∞∈→′  olacak 

şekilde mu  nin mu′ alt dizisi vardır. Yani );,0(1 HTLv∈∀  için  

 

∫ ∞→′→−′
T

m mdttvtutu
0

;0))(),()((                                                             (3.23) 

 

elde edilir. Diğer yandan Eş.3.22’den zayıf topolojiye göre  

 

∞→′m iken ),,0(2* VTLuum ∈→′                                                                    (3.24) 

 

olacak şekilde mu  nin bir mu′  alt dizisi vardır.  

 



 14

Yani;  

 

);,0(2 VTLv ′∈∀ için  

 

∫ →>−′<
T

m dttvtutu
0

* 0)(),()(                                                                           (3.25) 

 

yazılır. 

 

),(, ufuf >=< olduğundan  

 

);,0(2 HTLv∈ için ∫ ∫→′
T T

m dttvtudttvtu
0 0

* ))(),(())(),((                                         (3.26) 

 

elde edilir. Eş.3.26, Eş.3.23 ile karşılaştırılırsa; her );,0(2 HTLv∈ için  

 

∫ =−
T

dttvtutu
0

* 0))(),()((                                                                                        (3.27) 

 

olduğundan   

 

);,0();,0(2
* HTLVTLuu ∞∩∈=                                                                          (3.28) 

 

yazılır. 

 

Eş.3.9 ve Eş.3.10 denklemlerinden limite geçmek için [0,T] üzerinde sürekli olarak 

türetilebilen 0)( =Tψ  olacak şekilde bir ψ  fonksiyonu düşünelim. Eş.3.9 )(tψ  ile 

çarpılır ve t ye göre integrali alınırsa;  
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 ∫ ∫ −′−=′
T T

jmjmjm dtwudtwttudttwtu
0 0

)0()),0(()),()(()()),(( ψψψ   

 

bulunur.  Böylece; 

 

∫

∫ ∫

><+

=∇∇+′−

T

j

T T

jmjmjm

dtwtf

wudtwttudtwttu

0

0 0
0

),(

)0(),())(),(())(),(( ψψνψ
   (3.29) 

 

bulunur. Bu eşitlikte Eş.3.23, Eş.3.26, Eş.3.28 kullanılırsa ve  ∞→′= mm limit 

alınıp ve H da; 00 uu m →  a güçlü yakınsak olduğu da gözönüne alınırsa  

 

∫

∫∫

><+

=∇∇+′−

T

j

T

jjj

T

dttwtf

wudtwttudtwttu

0

0
0

0

)(),(

)0(),())(),(())(),((

ψ

ψψνψ
                 (3.30) 

 

yazılır. Bu eşitlik her j için sağlandığından; jw  lerin sonlu bir lineer kombinasyonu 

olan her bir v için  

 

∫ ∫ ∫ ><+=∇∇+′−
T T T

dttvtfvudttvtudttvtu
0 0 0

0 )(),()0(),()()),(()()),(( ψψψνψ    (3.31) 

 

sağlanır.  

 

Eş.3.31’de ),0( TD∈= φψ yazılırsa; 

 

;,,),(),( Vvvfvuvu
dt
d

∈∀>=<∇∇+ν                                                            (3.32) 
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eşitliği ( 0,T ) üzerinde genelleştirilmiş anlamda sağlanır. Sonuç olarak Teorem 

3.1’in ispatı tamamlanmış olur.  

 

 

3.2. Lineerleştirilmiş Navier-Stokes Denkleminin Zayıf Çözümlerinin Tekliği  

 

Bu bölümde lineerleştirilmiş Navier- Stokes denkleminin tekliği incelenecektir. 

Çalışmalarımızın bu kısmında [11] nolu kaynaktan yararlanılmıştır. Teklik için 

gerekli olan aşağıdaki lemma ispatsız olarak verilecektir.  

 

 

3.1. Lemma [11]  

 

V,H,V ′  Hilbert uzaylarını göz önüne alalım. V ′ uzayı V uzayının, H ′  de H uzayının 

dual uzayı olmak üzere VHHV ′⊂′≡⊂  olduğundan );,0(2 VTLu∈  ve u nun 

türevi u′ olmak üzere );,0(2 VTLu ′∈′ ise bu durumda u fonksiyonu HT →],0[ ’ya 

hemen hemen her yerde sürekli bir fonksiyona eşit olur. ve  

 

>′<= uuu
dt
d ,22                                                                                            (3.33) 

 

eşitliği (0, T) üzerinde genelleştirilmiş anlamda sağlanır. 

Yani;  

 

(i) 2)(tut →  

(ii) ))(),(( tutut ′→  

 

(i) ve (ii), [0,T] üzerinde integrallenebilir olduğundan Eş.3.33 anlamlıdır. 
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Problemin çözümünün tekliği için bu lemmadan yararlanılacaktır. Navier – Stokes 

denklemine karşılık gelen zayıf problemin bir başka ifadesi aşağıdaki formda 

yazılabilir. Yani Eş.3.1 – Eş.3.4 ile verilen problem aşağıdaki gibi ifade edilebilir.  

 

3.1. Problem  

 

);,0(2 VTLf ′∈ Hu ∈0   verilsin. 

 

);,0(,);,0( 22 VTLuVTLu ′∈′∈                                                                         (3.34) 

 

de)T,0(fAuu =+′ ν                                                                                         (3.35) 

 

0)0( uu =                                                                                                                (3.36) 

 

eşitliklerini sağlayan bir tek u çözümü vardır.  

 

Burada A operatörü aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır.  

 

VVA ′→=Δ− :  

 

3.2. Teorem [11] 

 

Problem 3.1’de verilen Eş.3.35’in bir tek u çözümü vardır. 

 

İspat [11] 

 

Eş.3.34 – Eş.3.36’daki probleminin iki çözümü u ve v olsun. Buna göre  

 

fvv
fuu

=Δ−′
=Δ−′

ν
ν
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eşitlikleri sağlanır. Bu denklemler taraf tarafa çıkarılır ve vuw −= alınırsa  

 

0))(()( =−Δ−′−′ vuvu ν  olduğundan  

 

0=+′ vAww                                                                                                          (3.37) 

 

elde edilir. Diğer taraftan başlangıç koşulları dikkate alınırsa;  

 

0)0( =w                                                                                                                (3.38) 

 

olur.  

 

Eş.3.37’deki denklemin )(tw   skaler çarpımı alınırsa; 

 

∫
Ω

=∇∇+>′<

=Δ−+>′<
=+>′<

0.)(),(

0),()(),(
0))(,()(),(

wdxwtwtw

wwtwtw
twAwtwtw

ν
ν

 

 

eşitliği sağlanır. İç çarpım ve norm özelliklerinden; 

 

02)( 22 =∇+ wvtw
dt
d  

 

olur. 0 dan T ye integral alınırsa; 

 

∫ ∫ =∇+
T T

wvtw
dt
d

0 0

22 02)(  
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22

22
0

222

)0()(0

0)0()(

02)0()(

wtw

wtw

wvwtw
T

≤≤

≤−

=∇+− ∫
 

 

olur. Burada Eş.3.38 göz önüne alınırsa; 

 

0)(0 2 ≤≤ tw  bulunur.  

 

O halde; 

 

0)( =tw                                                                                                               (3.39) 

 

olacağından 

 

)()( tvtu =                                                                                                              (3.40) 

 

yazılabilir. Böylece Eş.3.40’dan dolayı problem 3.1’in u çözümü tektir.  
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4.  NAVIER-STOKES DENKLEMİNİN ZAYIF ÇÖZÜMLERİNİN VARLIĞI                       

VE TEKLİĞİ ÜZERİNE  

 

Bir önceki bölümde Stokes probleminin zayıf çözümlerinin varlık ve teklik sonuçları 

elde edilmiştir. Bu bölümde ise lineer olmayan terimlerinde bulunduğu; 

 

upfu).u(
t
u Δν+∇−=∇+
∂
∂                                                                                   (4.1) 

0=udiv                                                                                                                   (4.2) 

0=Ω∂u                                                                                                                    (4.3) 

)()0,( 0 xuxu =                                                                                                          (4.4) 

 

Navier- Stokes denklemlerine karşılık gelen yukarıda belirtilen başlangıç ve sınır 

değer probleminin zayıf çözümleriyle ilgili varlık ve teklik sonuçları incelenecektir. 

Bu kısımda çalışmalarımızda [2, 11] kaynaklarından yararlanılmıştır. 

 

4.1. Navier- Stokes Denkleminin Zayıf Çözümlerinin Varlığı Üzerine  

 

Teorem ifade edilmeden önce ispat için gerekli olan aşağıdaki lemmalar ispatsız 

olarak ifade edilecektir. İspat için M.Mohanna Rama Rao’nun Ordinary Differantial 

Equations kitabından bakılabilir. 

 

4.1. Lemma (Ascali-Arzela) 

 
nR⊂Ω  kompakt cümlesi üzerinde ( )( )xfn , ,...2,1n =  fonksiyonlar dizisi sınırlı ve 

eşsürekli olsun. Bu durumda B üzerinde düzgün yakınsak bir ( )( )xf kn  alt dizisi 

vardır. 
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4.2. Lemma (Picard Lindelöf) 

 

( )x,tf , bxx,attt:B 0000 ≤−+≤≤  üzerinde sürekli ve Lipschitz koşulunu 

sağlasın. Bu durumda  

 

( ) ( ) 00
1 xtx,x,tfx ==  

 

Başlangıç değer problemi [ ]α+0,0 tt  üzerinde bir tek ( )tx  çözümüne sahiptir. Burada a 

ve b pozitif reel sayılar ve  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

μ
α b,amin  , 

( ) 0Bx,t
max

∈
=μ     ( )x,tf  dir. 

 

4.1. Teorem [2] 

 
nℜΩ , ’de açık Lipschitz sınırlı bir cümle ve V }0udiv);(Du{ =Ω∈= olsun.  V nin 

)(2 ΩL ’daki kapanışı H, 1
0H  uzayındaki kapanışı V olsun. 

)(,)( 2
0 TLfHu Ω∈Ω∈ ve T>0  olmak üzere Eş.4.1 – Eş.4.4’deki denklemler 

TΩ üzerinde zayıf çözümleri vardır.  

            

İspat [2] 

 

İspat için “ Faedo – Galerkin “ metodu kullanılacaktır. Eş.4.1 – Eş.4.4’deki 

probleminin varyasyonel formunu elde etmek için Eş.4.1’deki denklemi V∈ϕ  ile 

skaler çarparak TΩ üzerinden integral alınırsa  

),(),(),(),).((),( ϕνϕϕϕϕ upfuu
t
u

Δ+∇−=∇+
∂
∂                                                  (4.5) 

 

denklemi elde edilir.  
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Bu denklemde gerekli düzenlemeler yapılırsa;  

 

),(),(),.(),( ϕϕϕϕ fuvuuu
dt
d

=∇∇+∇+                                                               (4.6) 

 

eşitliği bulunur. )(),(}{ ΩΩ⊂ HDrψ  uzayı üzerinde bir baz olsun. Böylece her 

Nk ∈  için; ∑
=

ψ=
k

1i
ikik )x()t(c)t,x(u  yaklaşık çözümü tanımlanırsa; ve ),( txuk  

Eş.4.6’da  yerine yazılırsa;  

 

k,...,1i),f(),u(),u.u(),u(
dt
d

rrkrkkrk ==∇∇+∇+ ψψνψψ                     (4.7) 

 

bulunur.  

 

Buradan da;  

 

∑ ∑ ∑
= = =

=∇∇+∇∇+′
k

1i

k

1i

k

1s,i
rkskirikirikiri ),f(cc),s()t(c),()t(c),( ψψψψψψνψψ   

 

i=1,…,k    denklem   sistemi   elde      edilir.      kψψ ,...,1  lar    lineer     bağımsızdır.   

 

kriri ≤≤ ,1(),( ψψ ) elemanlarının oluşturduğu matris singüler olmayan matristir; 

dolayısıyla tersi vardır. Bu matrisin tersi ile yukarıdaki sistem çarpılırsa 

 

 kifccaca
dt

dc
r

k

si
kskiisr

k

i
kiir

ki ,...,1
1,1

==++ ∑∑
==

                                                      (4.8) 

 

sabit katsayılı diferansiyel denklem sistemi elde edilir.  
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oku , H’da 0u ’ın kψψ ,...,1  tarafından gerilen uzayda dik izdüşümüdür. Böylece 

Eş.4.8’deki sistem;  

 

),u(c)0(c r0r0ki ψ==                                                                                             (4.9) 

 

başlangıç şartıyla birlikte düşünülür. 

  

Burada;  

 

),).((
),(

),(

rsiisr

riir

rr

xa
va
ff

ψψψ
ψψ

ψ

∇=
∇∇=

=
 

 

olarak alınmıştır. ),0(2 TLfr ∈  ve daha sonra elde edileceği üzere kic ler sınırlı ira  

ler reel sabitler olduğundan Picard Lindelöf teoreminden dolayı Eş.4.8 ve Eş.4.9’daki  

sisteminin    bir   tek   ),0(2,1
kki TWc ∈    çözümü   vardır.   Burada  

 

TTk ≤ dir.  

 

Eş.4.8’deki denklemi kic lerle çarpıp i = 1,…,k ‘ya toplam alınır ve }{ rψ lerinde 

ortanormal özelliği kullanılırsa ve her )(Ω∈Dψ  için  

 

),(),(),.(),( kkkkkkk
k uuufuuuu
t

u
∇∇−=∇+

∂
∂

ν                                                (4.10) 

 

denklemi elde edilir.  

 

),(2),(),(),( k
kk

kk
k

kk u
t

u
t

u
uu

t
u

uu
dt
d

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=  
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olduğu göz önünde bulundurularak. 

  

2

22
1),(

2
1),( kkkk

k u
dt
duu

dt
du

t
u

==
∂
∂

                                                                   (4.11) 

yazılabilir. Eş.4.11’i Eş.4.10’daki denklemde yerine yazılırsa ve 0),.( =∇ kkk uuu  

olduğu dikkate alınırsa; 

 

),(
2
1 22

kkk ufuu
dt
d

+∇−= ν                                                                            (4.12) 

 

denklemi elde edilir.  

 

Bu denklem ],0[ Tt ∈ olduğundan 0’dan t ye integrali alınırsa;  

 

∫ ∫ ∇−≤−
t t

kkkk dtudtufutu
0 0

22
0

2 ),())((
2
1 ν olur.  

 

Gerekli işlemler yapılırsa 

 

∫ ∫ +≤∇+
t

o

2
k

t

0
k

2
k

2
k )0(u

2
1dtufdtu)t(u(

2
1 ν  

 

elde edilir.  

 

Bulunan son denklemde Young eşitsizliği kullanırsa; 

 

∫ ∫ ++≤∇+
t

k

t

kkk udtfudtuvu
0

2

2
0

2222 )0(
2
1

2
1

2
(

2
1

ε
ε bulunur. 

 

Bu denklemde Poincare-Friederic eşitsizliği kullanılırsa;  
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∫ ∫ ++∇≤∇+
t t

kkkk udtfucdtuu
0 0

22222 )0(
2
1)

2
1

2
(

2
1

ε
εν  

 

elde edilir. Düzenlemeler yapılırsa; 

∫ ∫

∫ ∫

+≤∇−+

+≤∇
−

+

t

k

t

kk

t

k

t

kk

udtfucu

udtfucu

0

2

0

222

0

2

0

222

)0(1)2(

)0(
2
1

2
1)(

2
2(

2
1

ε
εν

ε
εν

 

 

eşitsizliğinde   her 0>ε  için özel   olarak   
c
νε =   alınırsa;  

 

∫ ∫ +≤∇+
t

0

2
k

t

0

22
k

2
k )0(udtfcuu

ν
ν     eşitsizliği   elde edilir.    0)0( uuk ≤  ve 

)(2
TLf Ω∈ olduğu dikkate alınırsa;  

 

∫ ∈∀≤∇+
t

0

2
k

2
k ]T,0[tMuu ν                                                                    (4.13) 

Mu 2
k ≤                                                                                                              (4.14) 

 

elde edilir.  

 

∑
=

≤=
k

1r

2
ki

2
k M)t(c)t,x(u   olacağından  k,...,1i =∀  için  

 

M)t(c...)t(c)t(c 2
kk

2
1k

2
ki ≤++≤  yani 2/1

ki Mc ≤  olur.  

 

Eş.4.8 ve Eş.4.9 denklemlerine geri dönülürse  

 

her Nk ∈  için TTk =                                                                                           (4.15) 
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olur. 

 

Şimdi ∞→k  iken }{ ku dizisinin yakınsaklığı araştırılacaktır. Bunun için  

);),(()()(
rk

r
k tutG ψ=  ( Nr ∈  herhangi bir sabit )                                                

 

fonksiyonlar dizisi alınsın. )}({ )( tG r
k  fonksiyonlar dizisinin düzgün sınırlı ve düzgün 

sürekli olduğu gösterilecektir.  )}({ )( tG r
k dizisinin düzgün sınırlı olduğu Eş.4.14’den 

kolayca görülür. 

 

Düzgün sürekliliğini göstermek için Eş.4.7’deki denklemin s den t ye integrali 

alınırsa;  

 

∫ ∫∫∫ +∇−∇∇−=
t

s

t

s
r

t

s
rkk

t

s
rkrk dtfdtuudtudtu

dt
d ),(),(),(),( ψψψνψ  

 

eşitliğinden;  

 

∫∫∫ +∇−∇∇−=−
t

s
r

t

s
rkk

t

s
rkrkrk dtfdtuudtusutu ),(),.(),()),(()),(( ψψψνψψ  

 

elde edilir.  

 

Gerekli düzenlemeler yapılırsa;  

∫∫

∫

+∇+

∇∇≤−

Ω∈

t

s
rr

t

s
xkk

t

s
rkrkrk

dtfdtxuu

dtuvsutu

ψψ

ψψψ

.)(max.

.)),(()),((
                   (4.16) 

 

eşitsizliği elde edilir.  
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Burada; 

 

212
)(max; SxS rxr ==

Ω∈
ψψ                                                                           (4.17) 

 

ile gösterilirse ve Poincare eşitsizliği kullanılırsa ayrıca Eş.4.14 dikkate alınırsa;  

 

∫∫

∫∫∫

∇++∇≤

+∇+∇≤−

t

s
k

t

s
k

t

s

t

s
k

t

s
krkrk

dtuMSdtfuS

dtfSdtuMSdtuSsutu

2/1
21

1
2/1

21

).(

..)),(()),((

ν

νψψ
 

 

bulunur. Cauchy - Schwarz eşitsizliği kullanılırsa; 

 

stMSMSMS

dustMS

dtfstSdtustSvsutu

t

s
k

t

s

t

s
krkrk

−++≤

∇−+

−+∇−≤−

∫

∫∫

)..(

).(.

)()(.),(()),((

2/1
12

2/1
1

2/122/1
2

2/12
1

2/12
1

ν

ψ

ψψ

 

 

elde edilir.  

 

Böylece  

 

st → iken 0))(()),(( →−− rkrk sutu ψψ                                                            (4.18) 

 

Buradan )}({ )( tG r
k  nin düzgün sürekli olduğu görülür. Ascali-Arzela teoreminden 

Nk
r

k tG ∈)}({ )(  dizisinden yakınsak bir alt dizisi seçebiliriz. Bu alt diziyi Cantor’un 

diogonalleştirme metodundan  Nk
r

k tG ∈)}({ )(  olarak alırsak; bu dizi düzgün olarak 

sürekli bir )()( tG r  fonksiyonuna yakınsaktır. H uzayının zayıf kompaklığından  
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0)),()((lim =−
∞→ rkk

tutu ψ                                                                                        (4.19) 

 

düzgün olarak ],0[ Tt ∈ ve Nr ∈∀  olacak şekilde )()( Ω∈Htu  vardır. Şimdi )(tuk  

nin )(tu  ye 2L  de zayıf yakınsak yani;  

 

)(;],0[;0)),()((lim 2 Ω∈∀∈=−
∞→

LvTtvtutukk
olduğu gösterilecektir. Helmholtz 

ayrışımından sadece )(Ω∈Hv  için göstermek yeter. Huuk ∈−  olduğundan Hv∈  

olursa 0),( =− vuuk olur.  

 

∑ ∑
∞

= =

+==
1 1

)(..
r

N

r

N
rrrr vvvv ψψ                                                                               (4.20) 

 

olarak yazılır.  

 

∑

∑

=

=

+−≤

−+−≤−

N

1r

N2/1
rk

N

1r

)N(
krrkk

vM2)),t(u)t(u(v

v),t(u)t(u().v),t(u)t(u(v),t(u)t(u(

ψ

ψ
 

 

)(,)( tutuk ye zayıf yakınsak olduğundan  

 

0),()(lim =−
∞→ rkk

tutu ψ ve  

 

NkN ∈>∃>∀ 0ε  için ε<)N(v olur.  

Buradan  

 

0)),()((lim =−
∞→

vtutukk
                                                                                          (4.21) 

elde edilir.  
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Eş.4.14’den Muess k ≤2sup  olduğundan;  

 

);,0( HTLuk
∞∈                                                                                                    (4.22) 

 

yazılabilir.  

 

Buda bize  ∞→k  iken );,0( HTL∞ da bir u elemanının varlığını gösterir. 

Eş.4.22’den { ku } dizisi );,0( HTL∞  da sınırlıdır. Ve );,0( HTL∞ uzayı zayıf 

kompaktdır. Bu ikisinden  ku dizisi );,0( HTL∞ da zayıf yıldız topolojisine göre u’ya 

yakınsar.  

 

Yani   

∞→k  iken );,0(0),( 1

0

HTLvdsvuu
T

k ∈∀→−∫                                              (4.23)  

sonucunu verir. Eş.4.13’den ∫ ≤∇
T

k Mu
0

2

2
 olduğundan;  

 

);,0(2 VTLuk ∈                                                                                                      (4.24)  

 

yazılabildiğinden { ku }dizisi );,0(2 VTL  de sınırlıdır ve );,0(2 VTL uzayı zayıf 

kompakttır. Bu ikisinden  

 

∈→ *uuk );,0(2 VTL   

 

yazılabilir.  Yani; ku  );,0(2 VTL  de *u ’a zayıf yakınsar.  

 

Böylece;  
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∫ ′∈∀→>−<
T

k VTLvdsvuu
0

2* ),,0(0,                                                             (4.25) 

 

yazılabilir.  

 

VHHV ′⊂′≡⊂                                                                                                  (4.26)  

 

V uzayı H da yoğun olacak şekilde, H ′uzayı  V ′ de yoğun olacak şekilde 

içerilmektedir. 

 

Buradaki birebir dönüşümler süreklidir. H ′ve  V ′ uzayları sırasıyla H ve V 

uzaylarının dualidir.  

 

Yukarıdaki açıklamalardan Hf ∈  ve Vu∈  olmak üzere H daki (f, u)  skaler 

çarpımı  V ′ ve V arasındaki dualitiye göre f ve u nun skaler çarpımı < f,u > ile 

gösterilirse  

 

< f,u >= ( f, u )                                                                                                       (4.27)   

 

eşitliği yazılır.  

 

Burada { ku }dizisinin limitinin tekliğinden  

 

);,0();,0(2* HTLVTLuu ∞∩∈=                                                                         (4.28)                       

 

yazılır.  

 

ku  u ya );,0();,0(2 HTLVTL ∞∩ de yakınsaktır. Şimdi Eş.4.7’de limite geçileceği 

gösterilecektir.  
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Eş.4.21, Eş.4.23, Eş.4.25 dikkate alınırsa, { ku }dizisinin u ya güçlü yakınsadığı 

gösterilecektir. Bunun için Friederichs eşitsizliği kullanacaktır.  

 

4.3. Lemma (Friederichs eşitsizliği) [1] 

 

C , nℜ de bir küp olsun. Bu durumda herhangi 0>η  için 

kiCLwi ,...,1)( =∈ ∞ olmak üzere  

 

∫ ∑ ∫∫
=

∇+≤
T k

i

T

C

T

CiC
dttwdtwtwdttw

0 1 0

2

,2
0

22

,2
)()),(()( η                                               (4.29) 

 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir NCK ∈),(η fonksiyonu vardır.  

 

Friederichs eşitsizliğinde uuw k −=  alınırsa  

 

∫ ∑∫ ∫
=

∇−∇+−≤−
T k

i C

T T

kCikCk dtuudtwtuudtuu
0 1

2

,20 0

22

,2
)),(( η  elde edilir.  

 

∫ =−
∞→

T

rkk
tuu

0

0)),((lim ψ ve  Eş.4.13’den 

 

∫ =−
∞→

T

Ckk
dtuu

0

2

,2
0(lim                                                                                           (4.30) 

 

elde edilir. Dolayısıyla;  

uuk →  ya güçlü yakınsar.  

 

Eş.4.7 göz önüne alınsın. Tt ≤<0  olmak üzere 

),f(),u.u(),u(),u(
dt
d

rrkkrkrk ψψψνψ +∇−∇∇−=        
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eşitliğinin Tt ≤≤0 değişkenine göre integrali alınırsa;  

 

 

 

)},u()),t(u(ds),f(ds)},u.u(),u(v{ r0rk

t

0
rrkk

t

0
rk ψψψψψ −+−=∇−∇∇− ∫∫     (4.31) 

 

elde edilir.  

 

uuk →  ya ve uuk ∇→∇  zayıf yakınsadığından yani;  

 

0)),()((lim =−
∞→ rkk

tutu ψ                                                                                        (4.32) 

∫ =∇−∇
∞→

t

rkk
dssusu

0

0)),()((lim ψ                                                                           (4.33) 

 

yazılabilir.  

 

∫∫

∫ ∫∫

∫∫∫

∫∫

−≤∇−

∇−≤∇−

−∇+∇−≤∇−∇

∇−∇+∇−∇=∇−∇

t

Ck

t

rkk

t t

kCk

t

rkk

t

rk

t

rkk

t

rrkk

t

rkkkk

t

rrkk

dtuuMSuuu

dtudtuuSuuu

dsuuudsuuudsuuuu

uuuuuuuudsuuuu

0

2/12

,2
2/1

0

0 0

2/12

2
2/12

,2
0

000

00

)(.,)(

)()(,)(

)(.),)(),.(),.(

),...(),.(),.(

ψ

ψ

ψψψψ

ψψψ

 

 

elde edilir. Burada )(max xS
Cx
ψ

∈
=  dir. 

 

Eş.4.30’dan dolayı 

∫∫∫ +−=∇−∇∇−
t

0
rk

t

0
rrkk

t

0
rk )),t(u(

dt
dds),f(ds)},u.u(),u(v{ ψψψψ
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0,)(lim
0

=∇−∫∞→

t

rkkk
uuu ψ                                                                                      (4.34) 

 

yazılır.  

 

Bunun yanında ∑
=

∂=∂=∇
2

1

.
i

jiijii uuuuuu  olduğundan  

 

∑
=

−∂=−∇
n

m
kmmk uuuuuu

1

)()(.   eşitliği dikkate alınırsa  

 

∑∫

∫∑∫

=

=

−∂≤−∇

−∂≤−∇

n

m
rmkm

t

rk

t n

m
rkmm

t

rk

dsuuudsuuu

dsuuudsuuu

10

0 10

)),(()),((

)),()),((

ψψ

ψψ

 

 

olduğundan   ve Eş.4.33’den 

 

0)),(.(lim
0

=−∇∫∞→

t

rkk
dsuuu ψ                                                                                 (4.35) 

 

elde edilir.  

 

Böylece;  

 

∫ →∇−∇
∞→

t

0
rrkkk

0ds)],u.u(),u.u[(lim ψψ                                                             (4.36) 

 

Buradan ∞→k için Eş.4.31’de Eş.4.32, Eş.4.33, Eş.4.36 eşitlikleri kullanılarak 

limite geçilebilir.  
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Böylece; 

∫ ∫ −+−=∇−∇∇−
t t

rrrrr utudsfdsuuu
0 0

0 ),()),((),()},.(),({ ψψψψψν                 (4.37) 

 

elde edilir.  

 

Yani zayıf çözümün tanımında dikkate alındığında Eş.4.1 – Eş.4.4 denkleminin bir 

zayıf çözümü u’dur.  

 

4.2. Navier - Stokes Denkleminin Zayıf Çözümlerinin Tekliği  

 

Bu bölümde Navier - Stokes denkleminin zayıf  çözümünün tekliği incelenecektir. 

Teklik teoremini ispat etmeden önce;  

 

∑∫
= Ω

=
n

ji
jjii dxwvDuwvub

1,
)(),,(  

 

üç lineer formuyla ilgili olarak aşağıdaki lemmalar verilecektir.  

 

4.4. Lemma [11] 

 

)()(,;0),,(

)()(,,;),,(),,(
1
0

1
0

Ω∩Ω∈∈∀=

Ω∩Ω∈∈∀−=
n

n

LHvVuvvub

LHvwVuvwubwvub
 

 

eşitlikleri sağlanır.  

 

İspat [11] 
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udxvdsnvuvvub

dxuD
v

dx
v

uDvvub

dxvDvdxvvDuwvub

j

n

ji
iji

n

ji

ii
j

n

ji

j
ii

n

ji

jii

n

ji
jjii

n

ji

.
2
1.),,(

2
)

2
(),,(

))(())((),,(

2

1,

2

1,

2

1,

2

1,

2

1,1,

∇−=

−=

==

∑∫∑

∫∫ ∑∑

∫ ∫∑∑

=Ω∂=

ΩΩ ==

Ω Ω==

 

 

eşitsizliği elde edilir. Sınır koşulu ve 0. =∇ u  olduğu dikkate alınırsa 0),,( =vvub      

bulunur. 

 

∑∫
= Ω

=
n

ji
jjii dxwvDuwvub

1,
)(),,(  tanımından hareketle devam edilirse;  

 

∑∫∑∫∑∫
= Ω= Ω= Ω

−−=
n

ji
jiji

n

ji
jjii

n

ji
jjii dxwDvudxwvuDdxwvuDwvub

1,1,1,
)()(),,(  

),,(),,(

),,(
1,1,

vwubwvub

dxvwDudswvuwvub
n

ji
jjii

n

ji
jji

−=

−= ∑∫∑ ∫
= Ω= Ω∂  

 

bulunur.  Böylece ispat tamamlanmış olur.  

 

4.5. Lemma [11] 

 

)(,,2),,( 1
0

2/12/12/12/12/1 Ω∈∀∇∇≤ Hwvuwvuuwvub  

Ayrıca; );,0();,0(2 HTLVTLu ∞∩∈  alınırsa;  

uuBu ∇= . ve vuvuB ∇= .),( olmak üzere  

);,0(2 VTLBu ′∈ olur. 

 

 Böylece 
);,0();,0(

2/1
);,0( 22 .2

VTLHTLVTL
uuBu

′′
∇≤ ∞ yazılabilir.  

 
İspat [11]   
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4.1. Problem [11] 

 

Hu
VTLf

∈

′∈

0

2 );,0(
 

 

verilsin. V nin dual uzayı V ′  olmak üzere  

 

);,0();,0( 12 VTLuVTLu ′∈′∈                                                                          (4.38) 

),0( TfBuAuu =++′ ν  de                                                                               (4.39) 

0)0( uu =                                                                                                                (4.40) 

 

eşitliklerini sağlayan bir tek u çözümü vardır. 

 

4.2. Teorem [11] 

 

Problem 4.1’in 2 boyutlu uzayda bir tek u çözümü vardır. Bunun yanında u [0, T] 

den H ya hemen hemen her yerde sürekli bir fonksiyona eşittir ve 0→t iken H ‘da 

0)( utu →  dır.  

 

İspat [11] 

 

Eş.4.39 ve Lemma 4.5 göz önüne alınırsa; BuAufu −−=′ ν  eşitliğinin sağ 

tarafındaki her bir terim );,0(2 VTL ′  ye aittir. Böylece );,0(2 VTLu ′∈′ dür. Lemma 

3.1’den [0, T] den H  ya hemen hemen her yerde sürekli bir fonksiyona eşittir. 

Böylece .)];,0([ HTCu∈  dir ve H da 0→t için 0)( utu →  sağlanır. Aynı zamanda 

Lemma 3.1’den ,);,0(2 VTLu∈ );,0(2 VTLu ′∈′ olduğundan 

 

 >′<= )(),(2)( 2 tututu
dt
d  eşitliği sağlanır.  
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Şimdi problem 4.1’in tekliği gösterilecektir. Kabul edelim ki Eş.4.39’un iki çözümü 

1u  ve 2u olsun. O zaman  

 

222
2

111
1

.

.

uuuf
dt

du

uuuf
dt

du

∇−Δ+=

∇−Δ+=

ν

ν
 

 

denklemleri taraf tarafa çıkarılır ve 21 uuu −= alınırsa; 

 

21
21

221121
21 ..)(

BuBuAu
dt

du
dt

du

uuuuuu
dt

du
dt

du

+−=+−

∇+∇−Δ−Δ=−

ν

ν
 

 

olduğundan ;  

 

21 BuBuAuu +−=+′ ν                                                                                           (4.41) 

 

elde edilir.  

 

Eş.4.41’in u(t) ile iç çarpımı yapılırsa;  

 

),.(),.(),(),(
),(),(),(

1122

12

uuuuuuuAuuu
uBuBuuAuuu

∇−∇=+′
−=+′

ν
ν

 

 

elde edilir.  

 

Eş.4.39’dan ve Lemma 4.5’den ; 

 

),,(2),,(2)(2)( 1122
22 uuubuuubtutu

dt
d

−=∇+ ν                                             (4.42) 
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denkleminin sağ tarafındaki elemanları incelenirse; 

 

),,(),,(),,(

)(.)(.),,(

)()(..),,(

22212

212221212

2122122

uuubuuubuuub

uuuuuuuuuuub

uuuuuuuuuuub

−=

−∇−−∇=

−∇−=∇=

∫ ∫
∫ ∫

 

 

eşitliğinin sağ tarafına ),,( 11 uuub eklenip çıkarılırsa  

 

),,(),,(),,(
),,(),,(),,(),,(),,(

11222

111121222

uuubuuubuuub
uuubuuubuuubuuubuuub

+−=
+−+−=

 

 

olduğundan Eş.4.42’den 

 

)u,u,u(b2)t(u2)t(u
dt
d

2
22 =∇+ ν                                                                   (4.43) 

 

elde edilir. Ve  

 

),,(2)(2)( 2
22 uuubtutu

dt
d

≤∇+ ν eşitsizliği yazılır. 

 

Lemma 4.5’den  

 

2
2/1

2
2/3

2/12/1
2

2/12/12/122

22

2

2.2)(2)(

uuu

uuu

uuuuututu
dt
d

∇∇≤

∇∇≤

∇∇∇≤∇+ ν

 

 

Young eşitsizliği kullanılırsa;  
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2
2

2222

2
2

22222

12)(2)(

2
2
12

2
)(2)(

uuututu
dt
d

uuututu
dt
d

∇+∇≤∇+

∇+∇≤∇+

ν
νν

ν
νν

 

 

olduğundan;  

 

2
2

22 1)( uutu
dt
d

∇≤
ν

                                                                                       (4.44) 

 

elde edilir.  

 
2

2 )(tut ∇→  integrallenebilir olduğundan yukarıdaki eşitsizlikten integral alınırsa;  

 

∫ ≤∇−
t

tudssu
vdt

d

0

22
2 0})().)(1{exp(                                                                  (4.45) 

 

elde edilir. İntegral alınırsa ],0[0)0( Ttu ∈∀=  için 0)( 2 ≤tu  elde edilir. Böylece 

 

21 uu =                                                                                                                   (4.46) 

 

bulunur yani n = 2 durumunda Bölüm 4.1’de verilen Eş.4.1 – Eş.4.4’de verilen 

denklemlerinin u çözümü tektir.  
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