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Bu caligmada kullanilmis

sunulmustur.

Simgeler

xVy
XAy
supA
infA

X8

Lb (Xr Y)
L, (XY)

X~

un

SIMGELER VE KISALTMALAR

simgeler ve kisaltmalar, acgiklamalar1 ile birlikte

Aciklamalar

x'in pozitif kisn

x'in negatif kism

x'in modiilii

Yukart yonlendirilmig ve supremumu x olan net
Asagl yonlendirilmis ve infimumu x olan net
x ile y’nin supremumu

x ile y’nin infimumu

A kiimesinin supremumu

A kiimesinin nfimumu

X in Dedekind tamlamasi1

X nin sra duali

X denY ye tammli sra smirl operatdrlerin kiimesi

viii

asagida

X den'Y ye tammli smirsiz norm siirekli operatorlerin kiimesi

X in smirs1z norm surekli duali



1. GIRIS

90 yil once F.Riesz tarafindan baslatilan Riesz uzaylar1 ve pozitif operatorler hakkmdaki
cahsmalar, kisa bir siire sonra H.Freudenthal ve L.H.Kantorovich tarafindan aksiyomatik
olarak gelistirilmistir. 1960°h yillarin sonuna dogru birgok Onemli matematik¢inin de
katkilariyla Riesz uzaylar1 teorisi i¢in zemin c¢ahsmasi tamamlanmis ve 1970’lerde ise bu
tezin de 6nemli bir parcasi olan Banach orgiileriyle ilgili cahsmalar yapimistir. Yillar igcinde
sistematik sekilde gelistirilen bu konu diferensiyel denklemler, fonksiyon cebirlery... gibi
matematigin farkh alanlarina ek olarak matematiksel fizik ve matematiksel ekonomi gibi

cesitli disiplinlerde de onemli uygulama alanlar1 bulmustur ([1],[2],[3]).

Bu alandaki Onemli calsmalardan dogan topolojik kavramlar lizerne de cahsilmaya
baglanmistir. Bunlar yakmsama ve yakmsamaklarla elde edilen siireklilik kavramlaridw. Bu
tezde bunlardan Onemli ii¢ tanesi ele almarak derinlemesine incelenmistir. Bunlar sira
yakmsama, smrrsiz swra yakmsama ve smrsiz norm yakmsamadwr. Smirrsiz norm

yakmsamaya bagh stireklilik tanmm verilerek baz 6zellikleri detaylandirilmistir.

X bir Riesz uzay,, (x,) € X net ve x € X olmak iizere her a icin @, < a iken |x, — x| <
Y. {0 olacak sekilde (y,) S X neti ve a, varsa (x,),x e sra yakmsaktr denir ve x,, 5x
seklinde gosterilir. Her u € X* igin [x, — x| Au 5 0 ise (x,),x e smrsiz sra yakmsaktir
denir ve x,, Sx biciminde gosterilir. X bir Banach orgiisii olmak tizere [x, — x| A u i 0 ise

un
(x4),x e smrsiz norm yakmsaktr denir ve x, — x seklinde gosterilir.

Nakano, Birkhoff’un Ergodik teoremi ile baglantili olarak yaklasik 80 yil once smwrsiz sira
yakmsama hakkinda g¢ahsmalar yapmaya baslamustir. ‘Sirsiz swra yakmsama’ adi 1964
ylinda R.De Mair tarafindan dretilmistir. Bu gelismelerle birlikte gecen siirede
yakmsamanin smusiz versiyonlarint arasgtrma fikri birgok makalede kullanilmistir. Son
zamanlarda ise N.Gao, “Unbounded order convergence in dual spaces” [4], N.Gao ve
F.Xanthos, “Unbounded order convergence and application to martimgales without
probability” [5] ve N.Gao, V.G.Troitsky ve F.Xanthos, “Uo-convergence and it applications

to cesaro means in Banach lattices” [6] makalelerinde yogun olarak incelenmistir.



Bu cahsmanm ikinci boliimiinde diger ksumlarda kullanacagimiz gerekli tanim ve teoremler

verilmistir.

Uciincii bolimde [6] da verilen “Uo-convergence and it applications to cesaro means in
Banach lattices” isimli makale temel alnarak, sra yakmsama ve smrsiz sra yakmsama
kavramlar1 incelenmistir. Swra yakmsamanm ve smirsiz swra yakmsamanin temel ozellik leri
incelendikten sonra bu yakmsamalarin alt uzayda ve iist uzayda nasil davrandiklar1 ve hangi
kosullarda aym yakmsakliga sahip olduklar1 goriilmistiir. Bu kisimm aym donem yiiksek
lisans yapan Merve Ozbek ile birlikte ¢ahsilmistir.

Doérdiincii bolimde, [7] de verilen “Unbounded norm convergence in Banach lattices” isimli
makelesi baz almarak, Banach oOrgilerinde smrsiz norm yakmsamanmn temel Ozellikleri
verilmistir. Sonra, difer bilinen yakmsamalar ile smirsiz norm yakmsama iliskileri ele
almarak, smmrsiz sra yakmsama ile smirsiz norm yakmsamanin hangi durumlarda birbirini
gerektirdigi ve smwsiz norm yakmsama ve dik diziler arasmdaki iliski verilimistir. Olciide
yakmsama ile smwsiz norm yakmsaman arasmdaki iliski, u sonlu bir dlgii ken L, (w)
uzayindan alman bir dizinin smrsiz norm yakmsak olmasi ile olgiide yakmsak olmasinin
denk oldugunun gosterilmesiyle agiklanmistir. Smrsiz norm yakmsama ile smrsiz sira
yakmsamanin aynt olma durumunun, X swra siirekli norma sahip ve atomk Banach Orgiisii
iken miimkiin oldugu gosterilmistir. Monoton netler i¢in zayrf yakmsamanin norm
yakmsamay1 gerektirdigi ele almarak monoton zayif yakmsayan netlerin smirsiz norm

yakmsak oldugu yine bir dnceki bolimde oldugu gibi detaylandirilmustir.

Besinci boliimde smirsiz norm siirekli operatorler tammlanmis ve ilk olarak smirsiz norm
strekli dualler incelenmistir. Daha sonra genel smirsiz norm siirekli operatorler verilmistir.
X Riesz uzay1 iizerinde tammli herhangi bir f fonksiyoneli smrrsiz norm siirekli ken f*, f~
ve |f| in de smrsiz norm siirekli oldugu gosterilmistir. X Riesz uzayr olmak iizere X in
smirsiz norm siirekli dualinin X in norm siirekli duali i¢cinde ideal oldugu gosterilmistir. Bir

operatdriin smrsiz norm siirekliligi ile norm siirekliliginin hangi durumlarda denk oldugu
cahsilmistir.

Cahsma boyunca tiim Riesz uzaylar1 Archimedian olarak alnmuistir.



2. TEMELTANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde ileride kullanacagimiz baz tamm ve Onermeleri [1], [2], [3] Ve [8] kullanarak

verecegiz.

2.1. Tanim

X reel vektor uzayr ve iizerindeki sralama bagmtis1 " <" olmak iizere her x,y € X ve
x < yiken

HerzeXigh x+z<y+z

i) Her 0 < a e Rigin ax < ay
kosullar1 saglanirsa X uzayma siwrali vektor uzayr denir.
2.2. Tanm

X srah vektor uzayr olsun. X deki herhangi iki elemanin supremumu veya infimumu var ve

X e ait ise X e Riesz uzay1 veya vektor orgiisii denir.
2.3. Tanim

(X, [I-1]) normlu Riesz uzayr olsun. Her x,y € X icin |x| < |y| = ||x|| < ||y|l saglantyorsa

X e normlu vektor orgiisii denir. X bu norma gore tam ise X e Banach orgiisii denir.
2.4. Tanim

(A, <) yukari yonlendirilmis bir kime ve X # @ bir kime olsun. A dan X e tanimli her
fonksiyona X de bir net denir.

2.5. Tanm

(x,) bir net olsun. Her xz,x, € (x,) igin x5 < x5 Ve x, < x5 Olacak sekilde x5 € (x,)

varsa (x,) ya yukar: yonlendirilmis net denir ve x, T ile gosterilir. Benzer sekilde, her



xg,%, € (x,) igin x5 < x5 Ve x5 <x, olacak sekilde x5 € (x,) varsa (x,) ya asag
vonlendirilmis net denir ve x, ! i gosterilir. Ayrica x,T ve supx, =x ise x,Tx

seklinde gosterilir. Benzer sekilde x, | ve infx, = x ise x, | x seklinde gosterilir.
2.6. Tanim

X srrali vektor uzayr ve A € X olsun. Eger A C [a, b] olacak sekilde a, b € X varsa A ya sira

sl kiime denir.

2.7. Tanm

X swrah vektodr uzayr olsun. Eger X in her iistten smirli kiimesinin supremumu ve her alttan
smrli kiimesinin infimumu var ise X e Dedekind tam swali vektor uzayr denir. Bazi

kaynaklarda srra tam vektor uzayr olarak da adlandirilir.
2.8. Tanim

X Riesz uzay1 ve L bir Dedekind tam Riesz uzayr olsun. Eger,
[) X e Riesz izomorfik olacak sekilde L nin bir Y Riesz alt uzay1 vardur.

i) Y, L nin majorizing ve sra yogun Riesz alt uzayidrr.

sartlar1 saglanirsa L ye X Riesz uzayinin Dedekind tamlamas: denir.

[2] Teorem 32.5 den her Riesz uzaymm Dedekind tamlamasi vardr ve bu X° biciminde
gosterilir.

2.1. Teorem

X Riesz uzayl, @ # A,B € X olsun. Asagidakiler saglanir.

i) supA,supBvarve A € B = supA < sup B dir.
i) infA,infBvar ve AC B = infB <infA dir.



2.2. Teorem

XRiesz uzay, @ # A € X bir kiime olmak {izere sup A var ve supA = a € X ise asagdakiler
saglanr.

) —A = {—a : ae A} kimesinin infimumu var ve inf(—A) = —sup A dr.

i) Her x vektorii igin x + A := {x + A : a € A} kiimesinin supremumu var ve sup(x + A) =
x + supA dr.

i) Her 1eR ve A2>0 icin AA:={Aa:a eA} kimesinin supremumu var Ve
sup(14) = Asup A dr.

2.9. Tanim
X Riesz uzay1 ve x € X olsun.

() x vV 0 elemanmna x in pozitif kismi denir ve x* ile gosterilir.
(i) (—x)V 0 elemanma x in negatif kismi denir ve x~ ile gosterilir.

(i) x Vv (—x) elemanmna x in modiilii denir ve |x| ile gosterilir.
2.3. Teorem

X Riesz uzay ve x € X olsun. Asagidakiler saglanir.
D)x=x*—x"

i) x| =xT+x~

i) x*Ax~ =0

2.4, Teorem

X Riesz uzayl, x,y,z € X ve A € Rolmak lizere agagidakiler saglanir.

) |lxl = Iyl| < lx +yl < |x] = |yl

i) [xvz—yvz|<|x—1y|

i) [xAz—yAz| <|x—yl

VM) x+@va)=+y)Vix+2)vex+yAz)=x+y)A(x+2)
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V)xVy=—[(=x)A(=p)]vexAy=—[(-x)V (=y)]
vi) Alx| = |Ax|

2.10. Tanm

X Riesz uzayr ve x,y € X olmak {iizere eger |x| A |y| =0 ise x,y ye diktir denir ve x Ly
seklinde gosterilir.

2.11. Tanm

X Riesz uzay1 olmak iizere her x e X* ve n e N igin n™*x | 0 ise X e Archimedian Riesz

uzayr denir.
2.12. Tanim

X bir Riesz uzay, A € X ve x € Aolsun. Her y € X i¢gin |y| < |x| iken y € A oluyorsa A ya
solid kiimedenir. A solid alt uzay ise Aya ideal denir. A € X herhangi bir kiime olmak iizere

A tarafindan {retilen ideal ( A y1 kapsayan en kiicik ideal) I, ile gosterilir ve

L ={xeX: Ix;,xy..,.x, €A, 1eR", |x| <X, A;x1} dir. xeX igin x elemam

tarafindan {retilen ideal I, ile gosterilir ve [, = {y e X : I3 1 e R*, |y| < A|x|} dir.

2.13. Tanim

X bir Riesz uzayt ve A,X de ideal olsun. Her @ #+# B € A i¢in supB € X iken supB € A
oluyorsa A ya band denir. A € X herhangi bir kiime i¢in A tarafindan iretilen band ( A y1
kapsayan en kiiciik band) B, ile gdsterilir ve B, = {x e X : 3(x,) € A*,0 < x, T |x|} dir.
x €X icin x eleman tarafindan iretien band B, ile gosterilir. B, principal band olarak
adlandirilir ve B, ={ye X: |yl Alx| T |yl }dir.

2.14. Tanm

X bir Riesz uzay1 ve A,X de band olsun. X = B® B% seklinde yazlabiliyorsa B ye
y Y Yy

projeksiyon band denir.



2.15. Tanim

X ve 'Y vektor uzayl, her x,y e X, her a,f e Rve T: X — Y bir lineer doniisiim olmak {izere
T(ax + By) = aT(x) + BT (y) saglamyorsa T ye operator denir.

2.16. Tanm

X ve Y srah vektor uzayr ve T:X — Y bir lineer fonksiyon olsun. Her x € X*i¢in T(x) e Y+

ise T ye pozitif operatér denir.
2.17. Tanim

X bir Riesz uzay, P:X — X operatdr olsun. Eger P2 = P ise P ye projeksiyon denir. Eger P

pozitif ise P ye pozitif projeksiyon denir.

2.18. Tanm

X Riesz uzayi ve B, X icinde bir projeksiyon band olsun. Dolayisiyla X = B@® B¢
oldugundan her x € X elemanmi x, € B ve x, € B¢ olmak iizere x = x; + x, biciminde
yazilabilir.

Py:X > X ve Py(x) =x, ile tanmlanirsa Py, pozitif projeksiyonuna band projeksiyon

denir. Benzer sekilde Pa:X — X ve Poa(x) = x, de bir band projeksiyondur.

2.19. Tanm

X bir Riesz uzay1 ve 0 < e € X olsun. Eger B, = X ise e Ye zayif birim denir.

2.5. Teorem

X Riesz uzay1 ve 0 < e € X olsun. e nin zayif birim olmasi icin gerek ve yeter kosul x L e
ise x = 0 olmasudrr.



2.20. Tanim

X bir normlu 6rgii ve 0 < e € X olsun. Eger I, = X ise e ye yari i¢ nokta denir.

2.21. Tanm

X Riesz uzay1 ve (x,) € X bir dizi olsun. n # migin x,, L x,, ise (x,,) ye dik dizi denir.

2.22. Tanm

X ve Y Riesz uzayl, T:X — Y operator olmak tizere her x,y € X i¢gin T(xVy) = T(x)V

T(y) ise T ye Riesz homomorfizmiya da orgii homomorfizmi denir.

2.23. Tanm

X ve Y Riesz uzay, T:X — Y Riesz homomorfizmi birebir ve Orten ise T ye Riesz

izomorfizmi ya da 6rgii izomorfizmi denir. X ile Y ye Riesz izomorfik denir.

2.6. Teorem

X ve Y Riesz uzay,, T:X — Y birebir ve orten operator olsun. T nin Riesz izomorfizmi olmasi

igin gerek ve yeter sart T ve T ! operatdrlerinin pozitif olmasidr.

2.24. Tanim

(X, A) bir olgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tanmli genisletilmis reel degerli bir u
fonksiyonu

() u(@ =0
(i) Her AeAicin u(4A) =0

(]Jl) Her ayr]k (An) dizisi 19111 H(UzjzlAn) = ;.1o=1 .U(An)

ozelliklerini saghyorsa bu fonksiyona ol¢cti denir. Eger u(X) < oo ise p ye bir sonlu ol¢ii

denir.



2.25. Tanim

(X,A, ) bir 6lgii uzay, f, ve f ler X iizerinde tammli, reel degerli ve A-olgiilebilir
fonksiyonlar olsun. Her ¢ >0 icin lim u(x e X: |f,(x) — f(x)| =€) =0 ise f,, f ye
n—->oo

dleiide yakmsaktr denir ve f, > f seklinde gdsterilir.
2.26. Tanim

(X, A, 1) bir dlgii uzayr, f, ve f ler X iizerinde tammli, reel degerli ve A-Gliilebilir
fonksiyonlar olsun. Eger (f,,) dizisinin f ye noktasal yakmsamadigi noktalarin kiimesinin

Olcisii sifir ise f,,, f ye hemen hemen her yerde yakmnsaktir denir ve f, = f seklinde

gosterilir.
2.27. Tanim

(X, A, 1) bir 6lgli uzayr olsun. 0 < p < oo, M(X, A); X lizerinde tanml, genisletilmis reel
degerli A-06lgiilebilir biitiin fonksiyonlarin kiimesi ve L(X, 4, i), X tizerinde u 6lglisiine gore
integrallenebilen fonksiyonlarmn smifi olmak iizere L, = {f e M(X,A) : |f|” € L(X,A, 1)}
kimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar smfi denir. £, lzerinde f~g <

hemen hemen her yerde f = g bigiminde tanimlanan ~ bagmntis1 bir denklik bagmtisidir.
Dolayssiyla £, uzaymi denklk smiflarina aymr. Bu denklk smiflarmin kiimesi L, ile

gosterilir. Su halde L, nin elemanlar1 [f] bicimindeki denklk smflaridir. L, uzays, [f]+
lg] =[f +g] ve 1€ R olmak iizere A[f] = [Af] seklinde tammlanan toplama ve skalar

1
islemlerine gore bir vektor uzayidr. p = 1 olmak lizere ||[f]||p = ||f||p = (fXIflp du) /p
bigiminde tanmlanan ||. ||, fonksiyonu L, iizerinde bir normdur. Her ne kadar L, nin

elemanlar1 denklk smiflar1 ise de, onlar1 denklk smiflarmin temsilci elemanlar1 ile
gostermek miimkiindir. 0 < p < oo olsun. O halde |f|P nin integrallenebilir oldugu tiim
olgiilebilir fonksiyonlarm kiimesi L., (u) ile gosterilir.

2.7. Teorem (Riesz-Fischer Teoremi)

(X, A, 1) bir 6lgli uzay1 ve 1 < p < oo olsun. Lp(X,A,u) uzayl, ||. IIp normu ve "f < g &

Hemen hemen her x icin f(x) < g(x)" sralamasi1 ile bir Banach orgiistdiir.



10

2.28. Tanim

Hemen hemen her x i¢in [f(x)| < M olacak sekilde M pozitif reel saysi varsa, buna f
fonksiyonunun esas st denir. Bir fonksiyonun esas smr1 mevcutsa fonksiyona esasii
sl denir. Bu nedenle bir f fonksiyonu, Olglisii sifir olan kiimelerin  disinda

smirlandirilmigsa esash smrhdir. Bir f fonksiyonunun esaslt supremumu

Ifll, =inf{M =0 : hemen hemen her x icin |[f(x)| <M }

ile tammlanr. Eger f fonksiyonunun herhangi bir esas smir1 yoksa ||f]||,, = o dr. Hemen
hemen her x igin |f(x)| < |If|l, dr. Esash smrh ve dlgiilebilir fonksiyonlarin smifi £, (i)
ile gosterilir. £, lizerinde f~g < hemen hemen her yerde f = g bigiminde tammlanan

denklik bagmtis1 L, kiimesini denklk smiflarina ayrwr. Bu denklk smiflarinin kiimesi L

ile gosterilir. £, ve L., uzaylar1 birer vektoér uzaydr. ||.[|,, fonksiyonu L, lizerinde bir
normdur.

2.8. Teorem

(X,A,u) bir okt uzay1 obun. L, (X,Au) uzay, |.[l, normu v "f<go

Hemen hemen her x igin f(x) < g(x)" sralamasi ile bir Banach 6rgiisiidir.
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3. SIRAYAKINSAMA VE SINIRSIZ SIRA YAKINSAMA

Bu bolimde [6] da verilen “Uo-convergence and it applications to cesaro means in Banach
lattices” isimli makalenin ve [1] de wverilen “Positive Operators” isimli kitabm ilgili
bolimleri incelenerek swra yakmsama ve smwrsiz swra yakmsamanin temel Ozellikleri

detayland rilmistur.
3.1. Sira Yakimsama ve Ozellikleri
3.1.1. Tanim

X Riesz uzay, (x,) € X net ve x ¢ X olsun. Her a igin a, < a iken |x,—x| <y, 10

o
olacak sekilde (y,) S X neti ve a,varsa (x,),x e sra yakmsaktr denir ve x, — x seklinde

gosterilir.
3.1.1. Lemma

X Riesz uzay, (x,),(y,) S Xnet, x,y € X ve a,b € Rolsun. Asagidakiler saglanr.

o o
) x,—xVvex,—-yise x = ydi.
- o o . .
") Xg 22XV Y, =Y icm,
o

® ax,+ by, - ax+ by

o
® XqVYagXVYy

o
® XgNYg P XNY

o
ox;—)x+

o
® x; X
o
o |x,|— x|

- P o - -
i) Her a icin x, > yve x, —x ise x =y dir.

V) x, T (x, ) ve x, —x ise x, Tx (xy dx) dir
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) x, % x ise her o icin a; < a iken |x, — x| < p, | 0 olacak sekilde (p,) S X neti ve a,
vardrr. x, iyise her a igin a, < a iken |x, — x| < q, ! 0 olacak sekilde (q,) S X neti ve
a, vardr. A yukar yonlendirilmis oldugundan a; < a; Ve a, < a; olacak sekilde a; e A

vardr. Her o igcin a; < a iken Teorem 2.4 i) dikkate almarak,

0<Ix—yl=lx—x,+x, =yl <lx—x,] +1x, -yl < py + 4,

=0 < |[x—y| < inf(p, + q,) <inf(p,) + inf(q,)
a a a

=>lx—yl=0
>x=y
elde edilir.

) o
i) g = x Ve y, > igin

®p,l0wveq,l0ise |alp, !0 ve |blg, ! 0 dr. Dolaysiyla (lalp, + |blg,) ! O olur.

Buradan her a i¢cin a; < a iken Teorem 2.4 i) ve vi) gdz Oniinde bulundurularak,

lax, + by, —ax — by| < lallx, — x| + |blly, — yI
< (lalp, +1blg) 1 0

o
bulunur. O halde ax, + by, — ax + by elde edilir.
e Her a igin a3 < a iken Teorem 2.4 i) ve i) g6z Oniine almnarak,
lx,Vy,—xVvyl=Ix,Vy,—xVy,+xVy, —xVy|
<Ix,Vy,—xVy,l+IxVvy,—xVyl

<l|x, —x|+ |y, =yl
<SPy t+q)i0

bulunur. O halde x,Vy, Sxv y elde edilir.



e Her a icin a; < a iken Teorem 2.4 1) ve iii) dikkate alnarak,
Xy AV, — XAyl =|x, Ay, —x Ay, +xAy, —x AY|
S xg Ay, —x Ay |+ x Ay, —x Ayl

<l|x, —x|+ |y, =yl
<S@etq) 0

0 g
bulunur. Buradan x, Ay, = x Ay elde edilir.

e Her o icin a; < « iken Teorem 2.4 ii)) baz alnarak,

|x} —x*|=[(x,v0)—(xVvO0)|

IA

|x, — x|

P, 0

IA

bulunur. O halde x} %x* elde edili.
e Her a igin a; < a iken Teorem 2.4 i) gz Oniine alnarak,
|x; —x7|=1[(=x,Vv0) = (=xA0)|

=|(x —x,) VOl

< |x —x,4l

<p, 10

bulunur. O halde x_ % x~ elde edil.

e Her a icin a; < a iken Teorem 2.4 i) ve Teorem 2.3. 1) dikkate almarak,

[Ixol = Ixl| = [(x} +x7) — (x* —x7)|
=|(xg —x*)+(xz —x7)|
<lxf—xt|+|x; — x|

<p 10

bulunur. O halde |x,| 5 |x| elde edilir.

13
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. 0 . 0 . . 0
i) x, >0 vex,—xolsun. (i) denx} —x*ve x, > 0 oldugundan x} = x, dir. x} - x*

Ve x,, ix ise x* = xdir. Yani x > 0olur. (x, —y) =0 veii) den(x, —y) 5 (x — y) dir.

O halde (x — y) = 0 ve bdylece x =y olur.
V) x, T Ve x, —>xolsun. x, Tise —x,lve (x—x,)Ldir HerxeXicn  x~ < |x|

oldugundan keyfi f < a icin,

B<a=x3<x,

> =X, S —Xg

SX—Xg SX—Xp
:—(x—xﬁ)S —(x—x,)
:—(x—xﬁ)VOS—(x—xa)vO

= (x — xﬂ)_ < (x—x,)”

oldugu diisiiniiliirse (x — xﬁ)_ < (x —x,)” < |x — x| bulunur.
Ayrica x, Sx oldugundan her a icin a,; < a iken,
0<(x—x5) S(x—x) <lx—x,]<p, 10

olacak sekilde (p,) neti ve a, vardr. Buradan,

0< (x— xﬁ)_ < igf(pa) =0

:—(x—xﬁ)VO=0

= Xg <x
olur. O halde x, Xg icin bir iist smr oldu. Her a i¢in a; < a iken,

0< (x—x,) <l|x—x,<p,

= 0 < inf(x — x,) <inf(p,) =0

= inf(x —x,) =0
a
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= x = sup(x,)
bulunur. O halde x, T x elde edilir.

3.1.2. Tanim

X Dedekind tam Riesz uzayr ve (x,) € X sra smrli net olsun. Va(/\,gza(xﬁ)) elemanina
(x,) netinin  alt limiti denir ve lim inf(x,) bigiminde gsterilir. A,(Vg24(x5)) elemanina
a

(x,) netinin st limiti denir ve lim sup(x,) seklinde gosterilir.
a

3.1.1. Onerme

]
X Dedekind tam Riesz uzayi, (x,) € X sra smirli bir net ve x € X olsun. x, = x olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul x = lim sup(x,) = lim inf(x,) olmasidur.
a (24

fspat
(<) : X Dedekind tam Riesz uzayl, (x,) € X sra smirlt bir net ve x € X olsun.

x = lim sup(x,) = lim inf(x,) alahm.
a a

Tamm 2.1.2 den lim sup(x,) = inf (sup(xﬁ)> = /\a(Vﬁza(xﬁ)) ve
a a \ Bza

lim igf(xa) = sup (};‘;2(’%)) =V o(Ap2q(x5)) oldugunu biliyoruz.

Ya = Vgsa(xg) almirsa y, azalan olur. y, = Vg, (x5) Ve ¥, = Vs, (x5) obsun. 4

yukart yonlendirilmis oldugundan a,,a, € A olmak iizere a, < a; Ve a, < a; olacak

sekilde a; € Avardr. y, = V., (xz) olsun.
3 as Bzaz \*p

A= {xﬁ:ﬁ eNB=a} A, = {xﬁ:ﬁ eAB>a,}ve A, = {xﬁzﬁ €A, B = a;} seklinde

tammlansin. a, < a; Ve a, < a; oldugundan A; € A, ve A; € A, dir. Buradan supA4; <
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supA, ve sup A; < sup4, olup y, <y, Ve y, <y, elde ediir. z,=Ag., (xﬁ) ile

tanmlanirsa z, artan olur. z, = Ags, (x5) Ve

Zg, = Np2a, (xﬁ) olsun. A yukarni yonlendirilmis oldugundan a,,a, € A olmak iizere a; <
az Ve a, < a; olacak sekilde a; € Avardr. z, = Ap.q, (x,;) olsun. B; = {xﬁ:ﬁ eNP =
al}, B, = {xB:,B eNP = az} Ve B; = {xB:,B eNp = as} seklinde tanmlansin. . a; < a4

Ve a, < a, secildiginden B; € B, ve B; € B, olur. Buradan inf B; < inf B, ve inf B, <
infB;olup z, <z, vez, <z, eldeedir. Hipotez goz oniine alndiginda y, | x ve z, 1T

x dir.

Simdi u, =y, — z, olarak tanimlayalim. u, nn azalan oldugunu gosterelim. Her a i¢in

Zg = Npso (X5) < Vpsa(x4) = ¥, oldugundan y, —z, = 0 olur.

Uy, = Vo, ~Za, V& Uq, = Vo, ~ Za, icin A yukart yonlendirilmis oldugundan «a,,a, € A

olmak iizere a; < a; Ve a, < a5 olacak sekide a5 € A vardrr.

Uy, = Vo, — Zq, ObSUN. Y, azalan oldugundan y, <y, Ve y, <y, olur z, artan

oldugundan z, <z, Ve z, <z, olp -z, < -z, Ve —z, < -z, dir. Buradan

a
Ya, = Zay S Va, ~Za, V& Ya, ~ Za, S Vo, — Zq, YaN U, SU, Ve U, Su, ol

Dolayssiyla u, azalandrr.

0<u,=y,—24 =y, +(—2z,) =x —x =0 oldugundan iralf(ua) = 0 dir.
X2 Npog (%5) = 24 Ve x, < Vs (x5) =¥, oldugundan

X=X S Vpoa(x5) = Aps (x5) = u dir.

x < Vﬁza(xﬁ) Ve x, = /\ﬁza(xﬁ) oldugundan

X —X, < Vﬁza(xﬂ) —Npsq (xﬁ) =u, di.

Dolayssiyla |x — x,| < u, ! 0 olacak sekilde (u,) bulundugundan x, % x dir.
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=) :x, % x olsun. Her a icin ay < a iken [x, —x| <y, | 0olacak sekilde (y,) S X neti

Ve a, vardr. a, < a i¢in |x, — x| < y, oldugundan
Ve S X, —x < Y, dr.

Xg= XSV DX =Yy T X
= V/_?za(x/_?) Svﬁza(ya +x) =X +Vﬂza(yﬁ)
= /\a(vﬁza(xﬂ)) = x+ /\a(vﬂza(xﬁ)) =x+ /\a(ya) =X

= lim sup(x,) < x
(04

bulunur.

Ve S X=X DX — Y, < X,
= Npoa(X = ¥p) < Npoal(p)
=x — Vﬁga(yﬁ) =< /\Bza(xﬂ)
=X = No(Vpsa(25)) S x = N(¥) = x = 0 =V, (Apsal(x3))
= x < Vo (Apsal(5))

= x < lim inf(x,)
a

bulunur. Ayrica her f > a ve keyfi sabit a > y i¢in,

/\ﬁza(xﬁ) = Xy = Vﬁza(xﬁ) = /\ﬁza(xﬁ) = Xy = /\a(vﬁza(xﬁ))
= Va(/\ﬁza(xﬁ)) = xy = /\a(vﬁza(xﬁ))
= Va(/\ﬂza(xﬁ)) = Aa(vﬁza(xﬁ))

olur. Bdylece lim sup(x,) < x < liminf(x,) < lim sup(x,) oldugundan
a a a
x = lim sup(x,) = lim inf(x ) elde edilir.
a a

3.1.3. Tanim

X Riesz uzay1 ve Y C X alt Riesz uzay1 olsun.
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) Hor 0<xeX icin 0 <y < x olacak sekilde bir y e Y varsa Y ye X i¢cinde swra yogun
denir.

i) Her x € X i¢cin x < y olacak sekilde en az bir y € Y varsa Y ye majorizing denir.

o
i) Her x € X i¢in x, — x olacak sekilde (x,) S Y neti varsa Y ye X icinde swra yakinsamaya
gore yogun denir.

V) A C Y olsun. Y igcinde infA var ve X igcindeki inf A ya esit ise Y ye regiiler denir.
3.1.2. Lemma
X Riesz uzay1 ve Y € X alt Riesz uzayr olsun. Asagidakiler denktir.

) Y regiilerdir.

i) ACYolsun Y icinde supA var ise X igcinde sup A vardir ve bu ikisi birbirine esittir.
iil) Y icinde y, 13/ ise X icinde y, 5 y dir.
V) Y icinde y, | 0ise X icinde y, ! O dir.

fspat
=ii) :Yicinde sup A = y, olsun. X icinde supA =y, oldugunu gosterelim. B, =

{veY:vxeA x<y}ve By ={y eX:Vx € A,x <y} seklinde tanmlansm. infB, =y, ve
Y regiiler oldugundan inf By = y, dr. Buradan sup A = inf By, =y, elde edilir.

)=>i) : Y icinde y, —y ise her a icin @, < a iken |y,-y| <z, 10 (Y icinde

z, 1 0) olacak sekilde (z,) €Y neti ve a, vardr. Y regiler oldugundan X iginde z, L 0

dr. Buradan X i¢inde |y, —y| <z, 10 (X iginde z, ! 0)yani X icinde 1y, ly drr.

i)=>0) :ASYwveYiginde infA=y,olun. C, ={yeY:VxeAd,y<x}ve Cy =

{y e X:Vx € A,y < x} olsun. Hipotezden supC, ,Y i¢cinde var ve

sup Cy = Y, oldugundan X i¢cinde de sup C, vardr ve sup C, = y, dr.
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)= iil) : Y icinde y, 0 ise y, -0 dr. Hipotezden X icinde y, — 0 olur. Dolaysiyla X

icinde y, 50ve ¥, 4 oldugundan X iginde y, ! 0 elde edilr.
V)=i) :A SY,Y icinde infA var ve inf A = y, olsun. X i¢inde infA var ve

infA =y, oldugunu gosterelim. A4 alttan smrlhidr. B = {A}-; a;: a; € A} olmak tizere A C

B dir. Her by, b, € B i¢in by = Ai_;a; , b, = AjL; ¢; olacak sekilde n,me N ve a;,c; e A

vardr. by =a; Aa, A~ a, Ac; Acy, A+ Ac,y, olsun.

d _{ak ; 1<k<n
K" lc ;n+l1<k<m+n

olmak {iizere d, € A, by = N} d, oldugundan b, € B ve by < b, ve b; < b, oldugundan
B azalandr. B!y, oldugunu gbsterelim. Bunun igin infA = infB oldugunu gostermek
yeterlidir. A € B oldugundan Teorem 2.1 1) den Y i¢inde infB < infA dirr. Her a € A i¢in
Yo < aveherbeBign b =Al, a;oldugundan y, < b olur. Buradan Y i¢inde y, < infB
elde edilir. Dolayisiyla infA =infB = y, dr. B azalan oldugundan (b —y,) ! 0 dr ve

blrellfg(b — Vo) = (b1r611; b) — Yo =¥ — Yo = 0 olur. Hipotezden X i¢inde blrelg(b —9,) =0
dr. Buradan (binlfg b) — Y, = 0 oldugundan binlfg b =y, bulunur. Yukardakine benzer
€ €

sekilde X i¢cinde inf A = inf B = y, oldugu gosterilir.

3.1.2. Sonug

X Riesz uzayr olmak iizere,

i) Y, X in ideali

veya

i) X normlu orgii, Y swra stirekli norma sahip ve bu norma gore X in tam alt Riesz uzayi

skklarindan biri dogruysa Y regiilerdir.
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) Lemma 3.1.2 (iv) den (y,) S Y neti i¢in Y iginde y, ! O0iken X igcinde y, ! 0 oldugunu
gostermek yeterlidir. X icinde her @ igin 0 < y, dr. X iginde bir bagka alt smr z e X ve 0 <
z < y, olsun. Y icinde y, ! 0 oldugundan z = 0 du.

i) Lemma 3.1.2 (iv) den (y,) S Y neti i¢cin Y icinde y, ! 0 iken X icinde y, ! 0 oldugunu
gostermek yeterlidir. X icinde her a igin 0 < y, dr. X iginde bir bagka alt smr ze X ve 0 <

z < y, olsun. X orgli norm ve 0 < z <y, oldugundan

0<|lzll < lly,ll {0 olur. Y sra siirekli norma sahip oldugundan |[|y,|l { 0 dr. O halde

[lz|]] = 0 dir. Buradan z = 0 elde edilir.

Ornek 1

R = {f|f:[0,1] = R fonksiyon} ve Y,[0,1] iizerinde tamml, reel degerli sirekli
fonksiyonlarin uzayr yani Y = C[0,1] olsun.

Ayrica X = { f:€[0,1] - R fonksiyon ve f = g+ h,g € Y ve h: [0,1] » R sonlu tane nokta
hari¢ her yerde sifir olan bir fonksiyon } olsun. R den indirgenen sralama ile X in sirah

01 in Riesz alt uzay1

vektor uzayr oldugunu ve Y € X oldugunu gdrmek kolaydr. X in R!
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in f € X iken |f| € X oldugunu gostermek yeterlidir. f € X
ise g €Y ve hsonlu tane nokta hari¢ her yerde sifir olan bir fonksiyon olmak iizere f =g +
h bigiminde yazilabilir. h m bir x, € [0,1] noktasmdan sifirdan farkli diger yerlerde sifir
oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda yapir ise n tane noktada da benzer sekilde yapilir.

f= g+ hise RI®Y iginde |f] = |g + h| ve her x € [0,1] igin
If1Cx) = 1f ()] = 1g(x) + h(x)] dir.

1.Durum : |g(x)| < 1g(xy) + h(x,)] olsun.

t:[01] >R

_ |g(x0) + h(xo)l - |g(xo)|, X =X
x—>t(x)_{ 0, x #x,
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ile tanml t bir fonksiyondur. Bu durumda |f| = |g| + ¢t dir.

o x = xyicin (gl +t)(x) = lgllxe) + tlx,)
=g (xp)l + (1g(xp) + h(x)| = 1g(xp) D)
= 1g (x¢) + h(x))
= |f (xo)|
= [f1(xo)

o x #x,icin (|gl+t)(x)=Igl(x)+tlx)
=g+ (Ig(x) + ()| = [gC)D)
=g (x) + h(x)]
= f ()]
= If1(x)

olur.
2.Durum : |g(xo) + h(xy)| < |g(x,)| olsun.
s:[0,1]- R

ile tanmli s bir fonksiyondur. Bu durumda |f| = |g| — s dir.

o x = xyicin (gl —s)(xp) = lgl(xy) — s(x)
=g (xp)l = (Ig(xe) | = 1g(xp) + h(xp) D)
= 1g (xp) + h(x))
= |f (xo)|
= |f1(xo)

o x + xyi¢in (gl —s)x) =lgl(x) + s(x)
=g ()]
=g () + h(x)|
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=|f ()
= f1(x)

olur.

3.Durum : |g(x,) + h(xy)| = [g(x,)| olsun. Budurumda |f| = |g| dir.

o x = x,icin |gl(x,) = 1g9(x,)l
=g (x¢) + h(x,)l
= |f (xo)]
= [f1(xo)

o x # xyi¢in |g|(x) = |g(x)]
=g (x) + h(x)|
= |f ()|
= [f1(x)

olur. Boylece tim durumlar g6z oniine alndigimda |f| € X bulunur.
Y nin X iginde sra yakmsamaya gore yogun oldugunu gosterelim. f € X icin

f=g+h,g eYveh,bir x, € [0,1] noktasmda sifirdan farkh diger yerlerde sifir olsun. Eger

g(xy) = h(x,) ise f = g olacagmdan (f,) = f sabit dizisi i¢in (f,,) S Y ve f, 5 f dir.

f=0+xp alrsak £.5fF v (f)cY=cl01] disinin nasil olusturuldugunu
2

gosterelim. Benzer sekilde herhangi bir f € X icin yapilabilir.

( 0 o0<t<i_

' -T2 2n

2" — 2™ 1 1 1<t<1
JACER 2 2!
42"+ 2" 41, -<t<=-+—

2 2 2n
0 1+1<0<1

\ ’ 2 gn =" =



f, = 0 oldugunu gosterelim.

*0<t<Z——icin f,(t) =0=0dr.

11 1 n(l_1 n_1

w=t< icm 2 (2 n)StZ <
=>2" -1 <2t <2
=>-1<t2"-2"1<0
=>0<e2"-2"1+1<1
=>0<f,()<1

dir.

lor<iylign -t <<t

2 2 2 2 2

=>-2"1 -1 < -2 < 2"t
=>-1<—t2"+2"1 <0
50<—t2"+2"1+1<1
=>0<f,(H=<1

dir.

1,1 -
.E+2_"S0S11Gm fn(t)=020d11‘.

Dolayisiyla her n € N* igin £, > 0 dir.

Her n e N* i¢in f,,, < f,, oldugunu gosterelim.

23
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( 0,

o
IN
~
IA

|/\ N |~
~
AN
|

2"t — 2"+ 1,
—t2™ + 2" + 1,
\ 0,

S

+

[
N

fn+1(t) =9

IA
~ N
N
N | R
—+

N|R N[RN[R

1

.OStS 2n+1

1 1 1 1
—=20<t<-—5 v 0t <-—
2n 2 2n 2

=>f,)=0vef, (&) =0
= fre1 (0 < (O

N |-

1 1 1 1 1 1
S St<o Ve oo St <

1
2n+1

<t<i-
2

|-

= fn(t) =t2" =2" +1ve f,, () =—t2™1 + 2" + 1 dr.

t<>=t2m <2
=>t2"(2-1)<2"(2-1)
= t2Mt —2n < 2" -2t
= 2" = 2n < 2" =2t
=2t -2 1< -2+ 1
= fre1 (O < f,(D)

1
2n+1

St<o4o

2 2n+1

So<t<o+ves<t<o+
= f,(t) =—t2"+ 2" +1ve f,,,(t) = —t2"*1 + 2" + 1 drr.
~<t=2m <e2n

=>2"12-1)<t2"(2-1)

= 2" =27 < g2t —g2n

= —t2™1 4 2" < —t2" + 2"

= —t2™1 4+ 2"+ 1 < —2" + 2" +1

= fr1 (D) < f (D)

1 1 1 -
=4 <t<5+2—n:>fn(t)=—t2"+2"1+1vefn+1(t)=0d1r.

2 ZTL+1 -

Her n e N* i¢in f, = 0 oldugundan f,,,(t) =0 < f,(¢) dir.



25

1
on

+

N |-

<t<l=f®=0vef, (=0

= far1 () < £,(8)
elde edilir. Dolayssiyla her ne N* igin f,,,; < f,, olur.

f, 4 f oldugunu gosterelim. f, azalan oldugundan R de f,(t) azalan dizidir. R de azalan bir
dizinin limiti ile infimumu aym olacagndan dizinin limitini inceleyelim. Her ¢t € [0,1] igin

t+ %iken lim £, (t) = 0 oldugunu gosterelim. ¢ € [Oé) ise
n—- oo

0<t< %— 2%0 olacak sekilde bir n, € N vardr. (f,) tanmindan f,(t) =0 dir. Ayrica f,

azalan ve poztif oldugundan ny, <n iken 0<f,(t) < f, (©) =0 olur. Buradan

1

lim £, (t) = 0 elde edilir. te (0,%] ise %— g St < 1 olacak sekilde bir ny € N vardur.
n—oo

(f,) tammindan f,, (t) = 0 dir. Ayrica f, azalan ve pozitif oldugundan n, <n iken 0<

£,(®) < £, (&) = 0 olur. Buradan lim f,(t) = 0 clde edilir. Dolaysiyla f, - f oldugundan
n—->oo

Y,X i¢ginde sra yakmnsamaya gore sra yogundur. Y nin X icinde sra yogun oldugunu

varsayalm. 0 < r < X olacak sekilde r €Y vardr. Hert e [0,1] i¢in ¢t ¢§ iken 0 <

2
r(t) < X{l}(t) =0wveherte[01]ich t # %iken r(t) = 0 olur. Bu ise kabulumiizle ¢elisir.
2
r sirekli oldugundan r G) = 0 olacagmdan r = 0 olur. O halde Y,X i¢inde sra yogun
degildir.

3.1.3. Lemma
X Riesz uzay1 ve Y, X in Riesz alt uzayr olsun. Asagidakiler denktir.
) Y, X igcinde majorizing ve sra yogundur.

i) Her x € X i¢in x = sup{y e Y:y < x} dir.
i) Her x € X igin x = inf{y e Y:y > x} dir.
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) =ii) : Y, X icinde majorizing ve sra yogun olsun. A ={y eY:0<y < x}ve 6nce x =0
alahm. 0 € A oldugundan A # @ dir. Simdi supA = x oldugunu gbsterelim. Bunun i¢in
supA # x oldugunu varsayalim. Bu durumda her y € A igin y < z ve z < x olacak sekilde
bir ze X vardr. x —z> 0 ve Y, X i¢inde sra yogun oldugundan 0 < u < x — z olacak
sekilde u €Y vardr. Buradan z <u+z < x elde edilir. Ayrica her ye A gin y <z
oldugundan u+y <u+z<xeldeedilr. u+yeYveu+y<xoldugundan u+yeA
dr. Kabulden her y € A icin u+ y < z olur. Y vektér uzayr oldugundan 2u+y e Y dir.
Herhangi bir n > 2 igin nu + y < z oldugunu tiimevarimla gosterelim. Her n i¢in dogru
olsun. Buradan her y €A i¢in nu+u+y=M0m+ Du+y<u+z<x dir. Yani her
neN* ve her yeA i¢ih y >0 oldugundan 0 <nu <nu+y<z elde edir. X
Archimedian Riesz uzayr oldugundan u = Obulunur ki bu geliskidir. O halde sup A = x dir.

Simdi B = {y € Y:y < x} seklinde tanimlansm. A ve B nin tanmindan A € B dir. O halde
x = supA < supBolur. Her y € Bigin y < x oldugundan supB < x dir. Yani x > 0 i¢in

sup{y e Y:y < x} = x oldugu gosterildi.

Simdi x € X keyfi olsun. € = {y e Y:y < x} olmak tizere y, € C segelim. y, €Y vey, <x
dir. [y, x] —y, =[0,x —y,] oldugunu gdrmek kolaydr. Ispatm ik kismu gdz Oniine
almrsa  sup{([y,, x] —y,) N Y} =sup{([0,x — y,]) N Y} = x —y, bulunur. Buradan da
sup{[y,, x] N Y} = x, —y, +y, = x elde edilir.

Herhangi bir y € C i¢in

y<x>Supy<zx
yecC

= sup C < x = sup{[y,, x] N Y}

bulunur. Diger yandan [y,,x] NY E C oldugundan x = sup{[y,, x] N Y} <supC bulunur.

Yani sup C = x elde edilir.

i) = iii) :Her x e Xigin x = sup{y e Y:y < x} olsun.

Yani —x = sup{y € Y:y < x} olur. Buradan
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x=—sup{yeY:y < —x}
=inf{—-yeY:x < —y}

=inf{lueY:x <u}

elde edilir.

i) = i) :Her x € Xi¢in x = inf{y € Y:y > x} olsun.

Yani —x = inf{y € Y:y > —x} olur. Buradan

x=—inflyeY:y > —x}
=inf{-yeY:x > —y}

=influeY:x > u}

elde edilir.

i) =1) :Herx e Xigin x = sup{y eY:y < x}olun. :0<xeXveenazhiryeVYigin 0<

y < x oldugunu gosterelim. 0 < x ve {y € Y:y < x} = A olsun.

x = sup{y €Y:y < x} oldugundan A # @ dir. Enazbir ye Yigin y < x ise enaz bir ye Y
icin y* < x dir. Oncelikle y* # 0 oldugunu gdsterelim. Her y €Y igin y* = 0 olsun. Her

yeYign y <yt < xise supy < supy* dr. Buradan x < 0 bulunup celiski elde edilir.
YyeA YyeEA

Y nin X i¢inde srra yogun oldugunu gosterdik, simdi de Y nin X iginde majorizing oldugunu
gosterelim. Bunun icin 0 <xeX ve en az bir yeY icin x <y oldugunu gdstermek
yeterlidir. (i)=(iii) saglandigindan (i) den {y e Y:y > x} = B alnwrsa x = inf{yeY:y >
x} oldugundan B # @ bulunur ve en az bir y € Y igin x < y saglan.

3.1.4. Lemma

X Riesz uzay1 ve Y, X in Riesz alt uzayr olsun.

) Y ideal ise regiilerdir.
il) Y sra yogun ise regilerdir.
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Y, X i¢cinde ideal olsun. [6] Lemma 2.5den Y i¢inde y, ! 0 iken X icinde y, ! 0 oldugunu

gostermek yeterlidir.

) (y,) €Y ve Y icinde y, 0 olsun. Y € X oldugundan (y,) € X ve y, | dr. Simdi X
icinde infy, = 0 oldugunu gosterelim. z e X ve her a igin 0 <z <y, olsun. (y,) €Y ve
Y ideal oldugundan z € Y ve boylece z = 0 bulunur.

i) (y,) €Y veYicinde y, ! 0olsun. X iginde y, ! dirr. z e Xve her a i¢in
0 < z<y,alalm. z# 0 olsun. Budurumda Y sra yogun oldugundan

0<y<z<y, olacak sekilde y €Y vardr. Bu Y icinde infy, = 0 olmasiyla celisir. O
halde z = 0 yani X i¢inde y, ! O du.

3.1.5. Lemma

X ve Y Riesz uzayi, Y sra yogun ve majorizing ve (x,) € Y bir net olsun. Bu durumda Y

(] (o]
icinde x, — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart X igcinde x, — 0 olmasidir.
jspat

Y i¢inde x,, 5 Oolsun. Lemma 3.1.4 den ve Lemma 3.1.2iii) denY regillerdir. Yani Y icinde
X, >0 iken X icinde x,— 0 dr. Simdi X icinde x, - 0 allm.  x, — 0 ise a, < a iken
|x,| <y,l0 olacak sekilde (y,) € X neti ve a, vardr. A={yeY:3aiciny, <
y} olarak tammlayalim. Y majorizing oldugundan A # @ dir. z € X, her a her y € A igin,

0<z<y=z<{yeY:3aiciny, <y}

>0<infz<infy,=0
a a

=z=0

bulunur. O halde X i¢inde infA = 0dr. Simdi Y i¢inde infA = 0 oldugunu gosterelim. B, =
{xeX:VaeAiginx <a} ve B, ={x eY:Va € Aigin x < a} olarak tanimlayalim. B, <

B, = supB, < supB; olup 0 < i{llfA < ig{lfA =0we ir}}fA = 0 bulunur.
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A={yeY:Aaiciny, < y}icn y,,y, € A iken Va, <Y1 V& Yo, < Y, olacak sekilde en az
bir y, ,¥,, vardr. y, | oldugundan y, <y, Ve y, <y, olacak sekide en az bir a,
vardr. y; = y; Ay, € Y alahm.

Ya, S Yo, NVa, S V1 Ny, = Y3 oldugundan y; €4, y; <y, Ve y; <y, dir. Yani A

o
azalandir. Ayrica a, < a iken |x,| <y, olmasi ve A nn tammundan Y i¢inde x, — 0 dr.

[2] Sayfa 151 den her Riesz uzaymin Dedekind tamlamasi vardwr. [2] Tamim 32.1 ve Lemma
2.1.3 den X, X9 iginde majorizing ve sra yogundur.

3.1.2. Sonug

X Riesz uzay, X% X in Dedekind tamlamasi ve (x,) € X bir net olsun. X iginde xai 0

olmas1 i¢in gerek ve yeter sart X9 icinde X, 5 0 olmasidrr.

Ispat

X, X% icinde majorizing ve srra yogundur. Dolayisiyla Lemma 3.1.5 den istenen elde edilir.
3.1.1. Teorem

X Riesz uzay1 ve Y, X in regiiler Riesz alt uzayr olsun. Bu durumda Y%, X% nn regiiler Riesz
alt uzayidrr.

fspat

J:Y > X% gdmme doniisimii olmak {izere Y, X icinde regiiler oldugundan Y iginde x, 5 0
ise X icinde x, 5 0 dir. Benzer sekilde X, X9 iginde regiiler oldugundan X?° icinde x, 5 0
dir. O halde ] srra siireklidir.

[1] Teorem 4.12 den ] doniisimiiniin Y% genislemesi vardr ve buna T diyelim. T:Y% — X9
sira siirekli bir operator ve T|Y =] dir. Simdi a e Y% alahm. Y,Y? icinde sra yogun

oldugundan Y% iginde 0 <y, Ta* ve 0 <z, Ta" olacak sekide (y,),(z,) SY netleri
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vardr. T srra siirekli oldugundan X iginde T, =y, Sat = T(a*)veT(z,) =z,
Sa = T(a™) dir. Ayrica X i¢inde y, — z, = T(y, — z,) 5 T(a) =aolur. a*Aa” =0
oldugundan her a igin Y?° iginde y, Az, =0ve y, = (y,Az,) + (y, —2,)" seklinde
yazilabildiginden y, = (y, — z,)* dir.

Buradan X i¢inde T[(y,—2z,)* ]iT(a‘“) ve T[(ya—za)J“]i) [T(a)]* oldugundan
T(a*) =[T(a)]™ bulunur. Bu da T nin o6rgii homomorfizmi olmasi demektir. Simdi T nin
birebirligini gostermek icin Ta = 0 alahm. T orgii homomorfizm oldugundan |Ta| =
Tlal = 0 olur. Ayrica Y,Y9 iginde sra yogun oldugundan 0 <1y, T |a| olacak sekilde

(v,) €Y neti vardr. Buradan

0<y,=T({,) <Tlal =0 elde edilir. Bu da her a icin y, =0 demektir. y, T |al
oldugundan |a| = 0 ve boylece a = 0 bulunur. T:Y?% — X birebirdir.

(y,) € T(Y5) Ve y, 5 0 dr. (y,) S T(Y‘s) ise gorintii tanmundan T(x,) =y, olacak
sekilde (x,) € Y% vardr. T:Y% - T(Y‘S) orgii homomorfizmi oldugundan x, 5 Odr. T

sira siirekli oldugundan X icinde T'(x,) =y, % 0d.
3.1.6. Lemma

X Riesz uzay1 ve Y, X in regiler sra tam Riesz alt uzayr olsun. (y,) € Y sra smrli neti igin

X icinde y, SxeXbey icinde y, 5 x ey di.
fspat
X9 icinde calisabilecegimiz i¢in X i sra tam alahm. Onerme 3.1.1 den X iginde

X = infsup(yﬂ) = sup gnf (yﬁ) dr. Hipotezden Y sra tam oldugundan Y i¢inde mnfimum
Q@ Bra a bza

ve supremum vardrr. Ayrica Y swra tam ve regiiler oldugundan x e Y ve Y i¢cinde y, 5 x dir.
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3.1.3. Sonug

X Riesz uzayr ve Y, X i regiler Riesz alt uzayr olsun. Y i¢cinde x, 5 0 olmas1 i¢in gerek ve

yeter kosul (x,) S Y sra smrrh neti icin X iginde x,, %0 olmasidir.
Ispat

(x,) sra smrrh net ve Y iginde x,, % 0ise Y, X iginde regiiler oldugundan Teorem 3.1.1 den
Y9,X9% icinde regiilerdir. Sonug 3.1.2 den X iginde x,, 5 0 ise X% icinde x, 5 0 dir. Lemma
3.1.6 dan X° Dedekind tam oldugundan Y? iginde x, %0 olur, Sonug 3.1.2 den Y9 iginde

X, > 0ise Y icinde x, — 0 drr.
3.1.4. Tanim

X Riesz uzay1 ve A € X olsun. Eger her (x,) € A ve x € A i¢in xaixve xeXise Aya

swra kapali denir.

3.1.4. Sonug

X Riesz uzay1 ve Y,X i regiller Riesz alt uzay1 olsun. Y, X icinde sra yakmsamaya gore

yogun ise Y, X iginde swra yogundur. Ek olarak Y sra tam ise Y, X in idealidir.
ispat

Teorem 3.1.1 den Y3,X® nmn regiller Riesz alt uzaydir. Ayrica Y® nn X3 icinde ideal
oldugunu gosterelim. Bunun icin oncelikle her a e X%, beY® icin 0 <a < b iken aeY?®
oldugunu gosterelim. [0,a] = {z € X%:0 < z < a}olsun. X, X® icinde sra yogun oldugundan
X% iginde a = sup([0,a] N X) dir. x € ([0,a] N X) ise X icinde y, 5x olacak sekilde (y,)
neti vardr. X,X% icinde regiller oldugundan X3 icinde yaix dir. z, = |y, Ab olarak
tanimlayalim. Her aicin 0 <z, < b oldugundan (za),YS icinde sra smrhdir ve X® icinde
Zy 5x oldugundan ve Lemma 3.1.6 dan x e Y® dir. Buradan ([0,a] N X) S ([O,a] N Y‘S)
olur. Bu da a =sup([0,a] nX) <sup([0,a] N Y®) demektir. Diger yandan her
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XE€ ([O,a] N Y5) icin x < a oldugundan sup([O,a] N YS) < a dr. O halde X% icinde a =
sup([0,a] N Y?)dur. Boylece YO srra kapal oldugundan a € Y® dir. Ohalde Y, X in idealidir.
Simdi 0 <xeX* alahm. Y,X iginde sra yakmsamaya gore yogun oldugundan vy, 3 X
olacak sekilde (y,) €Y neti vardr. Buradan X i¢inde |y | A x 5x dir. z = |ya0| Ax>0
olacak sekilde en az bir a, vardr. Olmayana ergi yontemiyle ilerleyelim ve z = | ya0| Ax >

0 1saglayan hicbir a olmasm. Yani, her @ i¢in |y, | Ax = 0 olsun. |y,| Ax %0 oldugundan
x = 0 olur. Bu ise kabulimiizle celisir. Y% X% iginde ideal oldugundan zeY?® dr. Y,Y?
icinde sra yogun oldugundan 0 <y <z < x olacak sekilde y € Yvardr. O halde Y, X i¢inde
stra yogundur.

3.2. Smursiz Sira Yakinsama ve Ozellikleri

Bu boliimde [6] da verilen “Uo-convergence and it applications to cesaro means in Banach

lattices” isimli makale baz alnarak smmrsiz sra yakmsama ve Ozellikleri incelenmistir.
3.2.1. Tanm

X Riesz uzayi (x,) € X net ve xeX olsun. Her ueX™ ve her @ i¢cin a, < a iken

|x, —x|au <y, | 0 olacak sekide (y,) €X neti ve a, varsa (x,),x e smrsiz swra

yakinsaktr denir ve x,, Sx seklinde gosterilir.
3.2.1. Lemma

X Riesz uzayy, (x,), (y,) € X net, x,y € X ve k,r € Rolsun. Asagidakiler saglanr.

] uo o uo

) x, — x olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul x,-x — 0 olmasidrr.
. uo uo .

i x, = xvex,—yisex=ydir.

. uo uo .
i) x,— xvey,— yolmak lizere

uo
® kx,+ry, > kx+ry

uo
® XV Yy 2XVY

uo

® X NYg D> XAY
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+29
.xa — X

®x, OX
uo

o |x,|— x|

dir.
V) x, T (x, 1) ve x, — xise x, 1 x (x, 4 %) dir.
fspat

) x, = xise heru e X* ve her a icin @, < aiken |x,x|aru <y, | 0 olacak sekilde (y,) S
X neti ve a, vardr. Dolaysiyla her u € X* ve her a i¢in a, < a iken [(x x)-0lru<y, !
0 esitsizligi aym (y,) € X neti ve aym «, saglanr. Dolaysiyla x,-x =0 elde edilr.
i) xaﬂ xise her u € X* ve her a igin @; < aiken [x -x|au < p, | 0olacak sekilde (p,) S
X neti ve a, vardr. xalﬁy ise her ue X* ve her @ igin a, < a iken |x,x|Au<q,l0
olacak sekilde (q,) € X neti ve a, vardr. A yukari yonlendirilmis oldugundan a,,a, € A
olmak {lizere a; < a; Ve a, < a, olacak sekilde a; € Avardr. Her ue X* ve a; < a igin
Teorem 2.4 i) ve Teorem 2.4 iv) g6z Oniine alnarak,
0<|xylAu=|xx,+x,V|Au

< (Ixaxcgl + lxgyD Au

< |xx | Au+ |x, -yl Au

SPa T 4a
=2>0<|xylAu< igf(pa +q,)=0
= |x-y|Au=0

u = |x-y| almirsa  |x-y| A |x-y| = |x-y| = 0 olacagmdan x = y elde edilir.
i)

®x, = xise her u e X* ve her aicin a; < aiken [x,x|ru < p, | 0 olacak sekilde (p,) S

X neti ve a, vardr. yalf)y ise her u e X* ve her a igin a, < a iken |y,-ylau<q, 10
olacak sekilde (q,) € X neti ve a, vardr. A yukari yonlendirilmis oldugundan a,,a, € A

olmak iizere @; < a; Ve @, < a olacak sekilde a; € Avardr. Her u e X* ve a; < a iken
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p, L0 ve q,!l0ise k,reR oldugundan Lemma 3.1.1 den |k|p, 1 O ve |r|qg, ! O olur.
Dolayssiyla Lemma 3.1.1 den (lk|p, + Irlq,) ! O dir. Ayrica Teorem 2.4 i) ve iv) dikate
almarak, |kx, + ry,-kx-ry| Au = (|kl|lx x| + |r|ly,-y]) Au

< (kllx =D Au+ (rlly,y) Au
< (lklp, +1Irlg) L 0

bulunur. O halde kx,, + 1y, — kx + rydir.

e Teorem 2.4 1) ve iv) gdz Oniine alnirsa,

lx, Vy,«xVylAu=|x,Vy,xVy,+xVy, xVylAu
SUxg VY, xVyl+IxVy,xVyl)Au
< (Ixgxl + lyeyD Au
< lxgxlAu+ly,vIiAu
S@etqa) L0

uo
bulunur. O halde x,Vvy, — xVy di.
e Teorem 2.4 1) ve iv) gdz Oniine alnirsa,

|Xg AV x AYIAU= X Ay XAy, +Xx ANy, x Ayl Au
SUxg AV x Ayl + Ix Ay, xAyl) Au
<lx x| Au+ly, vl Au
<Py +4a) L0

bulunur. O halde x, Ay, ZxA y dir.

e Tanim 2.8 i) g6z Oniine alnarak,

lxtx*Au=[(x,V0)-(xVv0)|Au
< |(x,x)VO|Au
< |x x| Au

<P 0
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bulunur. O halde x} = x* dir.
e Tanim 2.8 1)) dikkate alnarak,

lx x| Au=](x,A0)-(xA0)|Au
< |(x,x) AO| AU
< |x x| Au

<p, 10

bulunur. O halde x;, — x dir.
e Teorem 2.3 i) goz Oniinde bulundurularak,

||xa|—|x| | Au=|(x}+x)-(xtx)|Au
=[(xf-x")+ (xx)|Au
SIxrxtlAu+ |x,x|Au

<p 10
uo i
bulunur. O halde |x,| — |x]| dir.

V) x, Tve xalig x olsun. O halde x, T ise (-x,) ! olur. Dolayssiyla (x-x,) I dir. Her keyfi

B igin Lemma 3.1.1 1) den (x-xz) < |x-x,| dir.

B<a=x3<x,
= Xq S-Xg
= XXy = XXp
= -(xx5) < -(xx,)
= -(x-x5) VO < -(xx,) VO

= (xx5) < (x,)
dir. Her u e X* igin (x-xg) Au < (x-x,) Audir.

O halde her ue X* i¢cin 0 < (x—xﬁ)_ Au < (xx,) Au < |x-x,| Auolur.
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xaligx ise her uwe X* ve her e icin @y, < a iken |x,-x|au < p, ! 0 olacak sekilde (p,) <

X neti ve a, vardr. O halde,

0< (x-xﬁ)_ Au < |xx,l Au < igf(Pa) =0
= [-(xxg)vO]Au=0

= -(x-x5) V0 =0

=X +xp < 0

SXp=X

bulunur. Bdylece xﬁ,xigin bir st smr olur.

Her u € X* ve her a i¢in a, < a iken,

0< (xx,)Au=|xx,]Au<p, !0 olacak sekilde (p,) S X neti ve @, vardr. Buradan

0< igf[(x—xa) Au] < igf(pa) =0
= igf[(x—xa) Aul=0

=>x+ igf(—xa) =0

=X = sgp(xa)

=>x, Tx

elde edilir.

3.2.1. Teorem

X Riesz uzay1 ve Y, X in Riesz alt uzay1 olsun. Asagidakiler denktir.
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) Y regilerdir.
- . . . . . uo - . . uo
i) Her (y,) €Y neti i¢in Y iginde y, — 0 ise X i¢inde y, — 0 dr.

iy Her (y,) € Y neti i¢in Y iginde y, =0 olmasi icin gerek ve yeter kosul X icinde y, =0
olmasidrr.

jspat

i) =) : Lemma 3.1.2den Y i¢inde y, ! Oolsun. y, | Oise her a i¢in @y < aiken y, < y,_

dr. O halde (y,) neti smrlidir. X iginde y, | dr. Hipotez (i) den her u e Y™ ve her

asag
icn a; < aiken y, Au <p, | 0olacak sekide (p,) S X neti ve a, vardrr. Heru € Y* igin

saglandifindan u =y, alnwsa, y, =y, Ay, <P, ! 0 bulunur. Lemma 3.1.1 (iv) den

v, L ve X icinde y, % 0dr. O halde X icinde y, | 0 elde edilir. Dolayisiyla Y regiilerdir.

) = ii)) :Y regiler ve Y i¢cinde y, = 0olsun. X, X9 icinde regiiler oldugundan Y, X? icinde
regillerdir. X¢ icinde Y nin iirettigi ideale I diyelim. I iginde yau—o> 0 oldugunu gosterelim.
u € I'* alahm. Y regiiler oldugundan 0 < u < y olacak sekilde y € Y *vardr. Her z € Y* igin
Y icinde |y,| Az %00l z = y almirsa, Y icinde |y, | Ay %0 olur. Y, X% icinde regiiler

oldugundan [ iginde |y, | Au 50 oldugunu gosterelim. Her u € I'* ve her @ igin a, < a iken

0< |y, lAu<l|y, Ay <p,!0bulunur. O halde |y,|Au <p, ! 0olacak sekide (p,)

neti vardr. [4, Lemma 3.4] den X icinde y, Lodr. Sonu¢ 3.1.2 den X i¢inde yau—o> 0 drr.
i) = 1) : Asikardr.

3.2.1. Sonug

[) X Riesz uzayr ve Y, X in ideali olsun.

veya

i) X normlu orgii ve Y, X in norm tam ve sira siirekli normlu alt orgiisii

olsun.
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uo
sartlarmdan biri saglaniyorsa her (y,) €Y neti igin Y icinde y,— 0 olmasi i¢in gerek ve

u
yeter kosul X i¢cinde y, = 0 olmasidrr.
fspat
Sonu¢ 3.1.1 den Y regiiler olup ispat tamamlanir.

3.2.2. Sonug

X Riesz uzayl ve x, > 0,X in zayif birimi olsun. (x,) € X net olmak tizere xalig 0 olmasi

o
icin gerek ve yeter kosul |x,| A x, = 0 olmasidir.
fspat

uo
(=):x,—~0ise herueX* ve her a icin @, < a iken |x x|au <y, | 0 olacak sekilde
(o]
(¥,) S X neti ve a, vardr. u = x, alnrsa |x,| Ax, <y, ! 0ve lx,| Axy— 0 elde

edilir.

(&) :x,m X° nn da zayif birimi oldugunu gosterelim. X iginde x, m {irettigi band Tanim

2.13den B, = {y eX:|y| Anx, T |y} ve X% icinde x, m iirettigi band

By, = {y eX®: |yl Anxy 1 |yl} dir. B,,= X oldufunu biliyoruz. B; = X% oldugunu
gosterelim. B, < X% dr. X% ¢ B, oldugunu gdrelim. Her y eXlicin |ly|<zwve zeX
olacak sekilde z vardr. X = B, oldugundan z € B, dr. ze€ B, Ve |y| <z oldugundan
y € B, dr. B, < B, saglandigindan y € B, bulunur. O halde x, m X% nn da zayif birimi

oldugunu gostermis olduk.

o] o]
X% iginde |x,| Ax,— 0olsun. Her u € X* igin X° icinde |x,| A u — 0 oldugunu gosterelim.

Bunu gostermek i¢in lim sup (|x,| A u) = 0 oldugunu gdstermek yeterlidir. Her u € X igin

Teorem 2.2 goz Oniine alnarak,

0< [lim sup (|x,| /\u)] AXg
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<lim sup(|x, | AuAx,)
< lim sup (|x,| A x,)

=0

olur. Buradan lim sup(|x,| Au) Ax, = 0 elde edilir. x, zayif birim ve [1] Sayfa 39 dan

lim sup(|x, | Au) =0 olur. Benzer sekide liminf(lx,/Auw)=0 dr. O halde
lim sup(|x,| Aw) A x, = lim inf(|x,| Aw) = 0 oldugundan Onerme 2.2.1 den X?¢ iginde

|x | Au %0 olur. Sonug 3.1.2 den X? iginde |x,|Au %0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

X iginde [x, | Au 5 0 olmasid1r.

3.2.3. Sonug

X Riesz uzayl, (x,,) € X dik dizi ise X icinde x,, =2 0 dr.
jspat

X%,X in Dedekind tamlamas1 olmak iizere (x,) € X dik dizi ise (x,) nin X° icinde de dik
dizi oldugunu gosterelim. X iginde n # m icin |x,| A |x,,| = 0 alahm. X% icinde den #m
icin [x, | Alx,,| =0 oldugunu gosterelim. 0 < |x, | A [x,,| ve X, X% icinde sra yogun
oldugundan 0 < x < |x,| A |x,,| olacak sekilde x € X vardr. Bu ise X i¢inde |x,| A |x,,| =
0 olmast ile celisir. Dolayisiyla (x,,),X? iginde dik dizidir.

Keyfi zeX? icin y, = Vis,(Ix [ A2) |y, = Vi, (x| A2), o,y = Vil (x| A 2)
olmak tzere,

ya =\ (el A2) = 1, v \[ (xda2)
k=n

k=n+1
2 Xp ANVny1

= VYn+1

oldugundan y, azalandrr.
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Simdi y, | 0 oldugunu gosterelim. Hernicin 0 <w <y, iken w = 0 oldugunu gdstermek

yeterlidir. Her n e N* igin w < y, oldugundan w <y, ., dir. Buradan,

0< WA lx, =y Alx,| = [ Z (kal/\z)]AIxnlz \/ (xe Az Alx, D) =0

k=n+1 k=n+1

bulunur. O halde her nigcin w Ay, = O olur.

Ayrica w <y, oldugundan w =w Ay, =wA X (x [A2)] = Vi (x| AzAw) =

0 olur. Dolayssiyla y, 4 0 dr. O halde X9 iginde x,, Soise x icinde x,, =Zodr
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4. BANACH ORGULERINDE SINIRSIZNORM YAKINSAMA

Bu bolimde [7] de verilen ‘“Unbounded norm convergence in Banach lattices” isimli
makale detayll olarak incelenmistir. Ardmdan smirsiz norm yakmsamanm tammiyla birlikte

Ozellikleri detayland rilmistir.
4.1. Smrsiz Norm Yakimsamamn Temel Ozellikle ri

4.1.1. Tanim

.
X Banach orgiisii, (x,) S X net ve x € X olsun. Her u e X* i¢in |x, — x|au — 0 ise (x,),

un
x e simrsiz norm yakinsaktir denir ve x, — x seklinde gosterilir.
4.1.1. Lemma

X Banach orgisti , (x,),(y,) €EX net , x,yeX ve a,b e R olmak iizere asagidakiler
saglanr.

un un
) x,— x olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x, — x — 0 olmasidrr.
. L. un R un R
i) (xx,) nn her (g) alt neti i¢cin x, — x ise y; — x dir.
. un un un .
i) x, > Xxve y,—Yyiseax,+ by, = ax + by dir.
) un un .
V) x,— x Ve x,— yise x = ydi.

un un .
V) x, — x ise |x,| — |x|dir.

fspat

) xalﬂ;x ise her ueX* igin Ixa—xI/\uMO dr. Dolaysiyla her ueX*t igin
I(x, — ) — 0] Au 3 0 olacagmdan x, — x 3 0 elde edir.

i) xaﬁx ise her u e X*icin |x, — x| Au— 0 dr. Her u € X* icin

l|x, —x|Aull >0 olur. Her ue X* ve her € >0 i¢cin a, < a iken |[[x, —x|rull < ¢

olacak sekilde a, vardr. (yg) S (x,) alt net oldugundan her @ igin a < f olacak sekilde f
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vardr. O halde aym a, = 8, olacak sekilde S8, vardir. Her u e X* ve her ¢ > 0 i¢in 8, < B

iken B = B, = a, oldugundan |||yﬁ — x| A u|| < & saglanir. Buradan yj = x olur.

. un . 111 un .
i) x,— xise herueX*igin |x,— x| A\u—->0vey,—>yiseherueX*icn |y, —ylA

1.1
u— 0 dr. Heru e X* i¢cin Teorem 2.4 goz oniine alnirsa,

0 < [(ax, + by,) — (ax + by)| Au = |(ax, — ax) + (by, —by)|Au
< (lax, —ax| + |by, — by|) Au
< (lax, —ax| Aw) + (Iby, — by| Aw)

<lallx, — x| Au+|blly, —yIAu
olur. a,b € R olmak tizere a = 0 ve b = 0 ise asikardr, a # 0ve b # 0 durumuna bakalim.
Her u e X* icin

0 < lim[|(ax, —ax) + (by, — by)| Au]
a
<lim[(|ax, — ax|aw) + (|by, — by|ru)]
a
<lim[|ax, — ax|au] + lim[|by, — by|au]
a a

<lim[lallx, — x| Au] +lim[|blly, — y| Au]
a a

<|al [lign (Ixa — x| ﬁu)] + |b| [li;n (Iya — yI/\ltl)—lu)]

=0

elde edilir. O halde ax,, + by, — ax + by dir.

. un B 1.1 un ..
V) x,— xise heru e X* i¢cin |x, — x|au > 0ve x, — yise her u e X* i¢in lx, —vlau

LIl .
-0 olu. O0<Z|x—yl=Ilx—x,+x,—yl<I|x—x,+|x,—yl dir. Buradan her

ueX"t igin
0<|x—ylau < [lx—x,|+ |x, — yllau < [Ix — x |au] + [Ix, — ylau]
olacagmdan

0 < lim[|x — y|au] < lim[|x — x [au] + lim[|x, — y|Au]
a a a
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250<|x—ylausgo0

> |lx—ylau=0

olur. u = |x — y| almursa;

|x —ylalx —y| =0

>|x—yl=0
>x =y
elde edilir.

un o [I.1I
V) x, — x ise her u e X* i¢in |x, —x|au — 0 dr.

Her u e X" icin

0< ||xa| — |x||/\u <l|x, —x|aru

=50< lim[||xa| — |x||/\u] <lim[|x, — x[au] =0
a a

= ||xa| — |x||/\u M 0

un
= |x,| = x|
elde edilir.

4.1.1. Sonug

un
X Banach orgisii , (x,) € X net ve x € X olsun. x, — x olmas1 i¢gin gerek ve yeter kosul

un
|x, — x| = 0 olmasidr.
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fspat

un

X, — x olmast i¢in gerek ve yeter kosul Lemma 4.1.1 (i) den x, — X0 ve Lemma 4.1.1

(v) den |x, — x| 2 0 olmasidr.

4.1.1. Onerme

[/ un
X Banach orgiisii, (x,) € X net olmak tizere x,— 0 ise x, — 0 dr. Eger (x,) sra smirlh

. un II.Il .
net ise x, — 0 ise x, — 0 dir.

Ispat

A .. . . .
X, — 0ise here > 0 i¢in @, < aiken [|x,|| < eolacak sekilde enazbir a, vardr. X Banach

orgiisii oldugundan her u e X* ve aymt « icin a, < a iken

lx 1w < lx | = [llx,Iaull < lllx, I

=[x, laull < e

un .
olur. O halde x, — 0 dir.

Simdi (x,) sra smrli net olsun. (x,) sra smrrh net ise her @ igin |x,| < z olacak sekilde

. un. . (]
enaz bir z e X* vardr. x, — 0 ise her u e X* i¢in [x |au — 0dr. Her u e X* ve here > 0

icin ay < a iken ||[x |aull < € olacak sekilde en az bir a, vardr. u =z almrsa a, < «

(LIl
icin llx, Il = I[lx,Irz|| < & bulunur. O halde x, — 0 olur.

Ornek 2

. I .. un
(x,) S R bir net olmak tizere x, — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x, — 0 olmasidir.
fspat

(=):Onerme 4.1.1 den ispat tamamlanr.
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un .l Ll
(&):x, = 0olsun. Her A€ R* igin |x,| A1—>0dr. u =1 almnrsa |x,|A1—-0olur. 0<
€ < 1 olmak {iizere her € icn a >, iken |x,| A1 < & olacak sekilde en az bir a, e N
vardr. Her @ > a, i¢in |x,| < € oldugunu gosterelim. En az bir a’ > «a, i¢in |x,/ | > ¢

olsun. O halde en az bir &' > a, i¢in |x,/|A1=>eA1l=¢ olup g¢eliski elde edilir.

Ll
Dolayssiyla |x,| < € olup x, — 0 dir.

Ornek 3

. I . un
(x,) € R™ bir net olmak tizere x, — 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart x, — 0 olmasidir.

fspat
R" = {x = (X4, Xy, ., X,)|X; € R,1 < i< n,n e N*}reel vektor uzaydir.

x,yeR"igin x <y e 1<i<nign x; <y, sralamas1 ve ||x|| = X, |x;| toplam normu

fle R™ bir Banach oOrgiistidiir.
(=):Onerme 4.1.1 den ispat tamamlanr.

un
(&):(xy) = (xf, x5, ..., x%) € R" net ve x, — 0 olsun.

1.1
Xy 0= Her A= (A4, .., 1) eRY icin x| A1=0 dr.
= Her £ > 0 igin @ = agiken |llx,| AZll = X7, (|x¥| A 4;) < € olacak sekilde en
az bir a, vardrr.

= Herj = 1.2,..,n ve her a > a, icin |x7| AA; < e olur.

e []

R deherj =1,2,..,nicn Ormek 2 den xf‘ — 0dr. O halde her j =1,2,...,nve her a >
[l L]

), icin x}" — 0 olur. Dolayisiyla her j = 1,2, ...,ni¢in |xj“| - 0ise hera = Q) icin |xf‘| <

i olacak sekilde en az bir @, vardrr. max{aoj;j =1,2, ...,n} =a' denirse, a = a' i¢in

111
" |xf| < € ve dolaysiyla x, — 0 bulunur.
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Ornek 4

L
Co = {(xn) CR:x,- 0} dizi uzaymi alahm.

x=0,),y=0Dec, ve 1eR" igcin x+y=(x,+y,) ecve Ax= (Ax,) e,

islemleri ile c, bir vektor uzayidir.

Her x = (x,) € ¢, icin ||x||,, = sup{|x,|:n e N*} normu ile c, bir Banach uzaydrr.
(x,) < (y,) @ HerneN*icinx, <y,

srralamast ile ¢, bir Banach orgisiidir. (x,,),(y,) € ¢, dizleri igin,

)N =, ANy, , () V()= (x,Vy,) ve |x,| = (|x,|) esitlikleri saglanir.
(x,) € ¢, bir dizi olmak iizere [9] Ornek 21 den (x,,) dizisinin sifira smwrsiz norm yakmsak

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (x,,) dizisinin sifira bilesen bilesen yakmsak olmasidrr.
4.1.2. Tanim

X normlu 6rgii olsun. (x,) € X net olmak iizere x, 1 0 iken ||x || | 0 ise X e swra siirekli

norma sahiptir denir.

4.1.2. Onerme

uo
X srra siirekli norma sahip Banach orgiisii, (x,) S X net ve x € X olmak iizere x, — x ise

un i
X, — x dir.

fspat

uo
X, —xise herue X* veher aigin ay < a iken |x, —x|au < y, | 0olacak sekilde (y,) S
X neti ve a, vardr. Her u e X* ve her a i¢cin @, < a iken X in sra siirekli norma sahip
Banach orgiisii oldugu goz oniine almarak |||x, — x|aull < |[y,Il { 0 elde edilir. Heru e X*

ve her a i¢in o, < a iken ;
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0< li(gn[lllxa — x|aull] < lién[llyall]

= 0 <lim[|[|x, — x[aull]] = 0
a

II.1l
= |x, —x|au—0

un
DX, X

elde edilir.
4.1.3. Tanim

X Banach orgiisii , A € X olsun. Here > 0 igin A S [—u,u] + &€By olacak sekilde u e X*

varsa A ya hemen hemen swra simirli denir.
4.1.2. Lemma

X Banach orgiisii , A € X olsun. A nn hemen hemen sra smirli olmast i¢cin gerek ve yeter
kosul here >0 ve her x € A i¢cin ||(|x] —w)* || < € olacak sekilde en az bir u € X+
olmasidir.

jspat

(=) : A hemen hemen sra smirli olsun. Her € > 0 i¢gin A € [—u,u] + &By olacak sekilde
ueXt vardr. Here>0 ve herueX® icn xeA alalm xe€[—uu]+ eBy

oldugundany € [—u,u] ve b € eBy olmak lizere x = y + b biciminde yazlabilir.

lx| = ly+b|l < |yl + |b] = u + [b] = |x| —u < |b]
= (lx] — u)* < |b|

= [IClx] —w)*ll < lllplll <e

olur.
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(€):Here>0 veherxeA igin Il (|x] — u)* Il < € olacak sekilde en az bir u e X*

var olsun. ||(|x] —w)*|l < eise (x| —u)* eeBy dir Herue X ve x € A i¢in

x<|x|2x—u<l|x|—-u
> @ -—wt<(x|-w?
= [[x—w* < ldxl —wFli<e

= (x—w™" €eBy

dir. x =xaru+ (x —w)™* saglandigindan x € [-w,u] + B, ve A S [—u,u] + €B, elde

edilir.

4.1.3. Lemma

X Banach orgiisii , A € X olsun. A nn hemen hemen sra smrli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her keyfi x, € X icin A — x, m hemen hemen srra smirli olmasidir.

jspat

(=) : A hemen hemen sra smirli olsun. Her € > 0 igin A € [—u, u] + By, olacak sekilde
enaz bir u € X* vardr. x, € X keyfi olmak iizere A-x, S [-w,w] + €By olacak sekilde
w € X* var oldugunu gosterelim. Her a € 4 igin a € [—u,u] + By oldugundan y € [—u,u]
ve b € eBy olmak lizere a = y + b bigiminde yazlabilir. x, € X icn a — x, = (y + b) — x,
se a—x,=((—x,)+bolur w=u+|x,| alahm y<u ve —x, < |x, | oldugundan

y—x,< u+ |x,| = wve —u< yve —|x,| < —x, oldugundan

—u—|x,| < y-x, elde edilrr Buradan y —x,€e[—w,w]dir. Dolaysiyla A —x,C<
[—w,w] + B, bulunmus olur.

(&) 1 xy € X keyfi bir eleman olmak tizere A-x, hemen hemen sra smrh olsun. Her € > 0
icin A — x, S [—u,u] + eBy olacak sekilde en az bir u € X* vardr. Her a € A i¢in a-—
Xy € [—u,u] + eBy dir. Her a € A igin y € [—u,u] ve b € By oldugundan a—x,=
y + b bigiminde yazlabilir. Buradan a = (y+ b) +x, = (y+ x,) + bdi. w=u+|x,]

alahm. y <u ve x, < [x,| oldugundan y + x, <u+ |xo| =w,—u<y ve —|x,| <x,
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oldugundan —u — [x,| < y + x, dr. O halde A S [-w,w] + €By, dir. Dolayisiyla A hemen

hemen sra smirlidir,

4.1.4. Lemma

un
X Banach orgiisii , (x,) € X net ve x € X olsun. x,— x ve (x,) hemen hemen sra smirl

. Il .
ise x,— x dir.

fspat

.. un | o [H] .
Once x = 0olsun. x, — 0 ise her ueX* i¢in |x,lau— 0 dr.Yani her € >0 ve her

ueX*ticin a, < a iken |[||x |aull < 5/2 olacak sekilde « vardr. (x,) hemen hemen sra
smrrh oldugundan her € > 0 ve her (x,) igin Lemma 4.1.2den ||(|x,| — w*|l < 5/2 olacak
sekilde u € X* vardr. Her a i¢cin a, < a iken |x,| =[x Aul + (|x,| — w)* bigiminde

yazlabildiginden ||lxo|ll < llxgaul | + 1 (Ixe] = w* Il <=+ > = ¢ olur.

[N
Buradan x, — 0elde edilir. xaﬂ x ise Lemma 4.1.1 (i) den x, — X 0 dr. Ayrica Lemma

4.1.3den (x,— x) hemen hemen sira smrrldir. ispatm ik kismindan

I .1
(x, — x) = 0 olacagmdan x, — x elde edilir.
4.1.4. Taim

X Banach orgiisti , (x,) € X net ve x € X olsun. Eger her f € X' icin

f(x,) = f(x) ise x,, x e zayif yakmsiyor denir ve x, %x seklinde gosterilir. Eger her

lol
fexicin If1(Ux]) = If1(Ix]) ise x,,, x e mutlak zayif yakmsiyor denir ve x,,—> x seklinde

gosterilir.
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4.1.5. Tanim
X Banach orgiisii ve A € X olsun.

) Her (x,) € Aneti i¢in (x,) nn zayif yakmsak (mutlak zayif yakmsak) bir alt neti varsa
A ya zayif kompakt (mutlak zayif kompakt) denir.

i) Eger A nn norm kapanmst (A) zayif kompakt (mutlak zayif kompakt) ise A ya goreceli
zayif kompakt (mutlak goreceli zayif kompakt) denir.

4.1.3. Onerme

un
X Banach orgiisii, (x,) € X net ve x € X olsun. (x,) goreceli zayif kompakt ve x, — x ise

lof .
X, — x dir.

ispat

Once x =0 alahm f eX, olsun [1] Teorem 4.37 den her £¢>0 ve her a igin
fl(x,l —w*) < 5/2 olacak sekilde en az bir u € X* vardr. xalﬁ 0 ise her ve X" icin

(LIl .|
|x,lAv =0 drr. f strekli oldugundan f(|x,|av)—f(0) =0dr. Her € >0 icn ¢, <«

iken f(lx, law) <€ /o olacak sekilde a, vardr. Her a igin a, < a iken ,

lxe| = |xorul + (x| —w*™ = f(x, D) = flx |aw) + F((x | —w)™)
= f(lx,l) <e

olur. O halde f(|x,]) = f(0) =0 dr.

Keyfi feX igin f=f*—f~ bigciminde yazlabilir. f* >0 ve f = 0 oldugundan ve
ispatm ilk kismndan f*(|x,[) = 0ve f~(|x,|) = 0dr.

O halde f*(lx,) + f~Ux,) = f*(0)+ f~(0) olur. Dolaysiyla [f[(|x,|) = f(0) =0

lol
olacagindan x,— x buliur. Simdi x,— x olsun. Bu durumda Lemma 4.1.1 (i) den
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xa—xlﬁ)lo dr. (x,) goreceli zayif kompakt oldugundan (x,— x) de goreceli zayif

. ol ol
kompakt olur. Ispatm ik kismindan (x, —x) 20 olacagndan x,, 2, x elde edilr.

4.1.5. Lemma

un
X Banach orgiisti, (x,) € X net ve e, X in yar i¢ noktast olsun. x, — 0 olmas: i¢in gerek ve

II.1
yeter kosul |x,|re = 0 olmasidrr.
fspat

wn N LI I
(=):x,— 0ise her ue X* igin |x, |au— 0dr. u = e alnwsa |x,|re — 0 dr.

II.11
(&) 1 |x,|ne — 0 olsun.
Keyfi ueX*tve meNticn,

|x lau < [x |a[(u —uAme) + (uAme)]

< |xy In(u — uame) + |x,|n(uanme)

< (u—uAme)+|x, Ame|

< (u —uame) + m(|x,|re)
dir. Buradan
lx|Aull < llu-uamell + mll|x,|nell

olur. Keyfi € > 0 igin e yari i¢ nokta oldugundan |lu —uame|| < 5/2 olacak sekilde m e N*

ve ayrica hipotezden a, < a iken |[|x |nrell < i olacak sekilde a, vardr. a4, < aigin

un
Hxglaull < llu —uamel|l + mll|x,|rell < §+ mi = g olur. O halde x, — 0 dr.
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4.1.6. Lemma

X srra siirekli norma sahip Banach orgiisii olsun. e nin X in zayif birimi olmasi icin gerek ve

yeter sart e nin X in yar1 i¢ noktasi olmasidrr.
jspat

(=) :e,X in zayif birimi ise zayif birim tanmindan B, = X dir. Yani her x € X* icin [1]
Sayfa 39 dan xane T x dir. X sra siirekli norma sahip oldugundan |[xane|| T ||x|| olur. O

[H]
halde [[xanell = [Ix|| di. (x,) =x Ane almrsa x,—x dir ve (x,) = xane S I, olur.

Keyfi x € Xicin x =x* —x~ olarak yazilmasi1 ve ispatm ik kismmndan (x,,),(y,) €1, ve

[H] (1] . )
X, > x* ve y, o x~ olacak sekilde (x,),(y,) netleri vardr. Buradan (x, —y,) €1, ve

_ +
X = VDX

—x~ = x olacagmdan I, = X dir.

(&) : e,X in yari i¢ noktasi olsun. B, = X oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in X € B,
oldugunu gostermek yeterlidir. [3] Teorem 100.2 (i) den B, norm kapahdr. Ayrica I, € B,
oldugu ve hipotez diisimillirse X = I, € B, = B, bulunur.

4.1.2. Sonug

un
X srra stirekli norma sahip Banach orgiisii ve e, X in zayif birimi olsun. x, — 0 olmasi i¢in

1.1
gerek ve yeter kosul |x,|ae — 0 olmasidir,
jspat
Lemma 4.1.5 ve Lemma 4.1.6 dan ispat tamamlanir.

4.1.7. Lemma

un un
X Banach orgisii,(x,) S X net ve e, X in yar i¢ noktast olsun. x, = 0 ise x, — 0 olacak

sekilde bir (a,,) artan indis dizisi vardur.
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fspat

11
Lemma 4.1.5 den x,, 50 ise |x,lne = 0dr. O halde her € > 0 ve her a igin a > @, ken

[lx,| A ell < eolacak sekilde en az bir a,, vardr.

e=1gm a = a, ken ||xa1 A e|| < 1 olacak sekilde en az brr a; vardr.

£ = %igina > a, iken ||xa2 A e|| < % olacak sekilde en az bir a, vardrr.

e =—igina > a, iken |x, Ae|| <= olacak sekide en az bir a, vardr.

@, = a, olmayabili. Bu durumda o’ > a, ve a' > «a, olacak sekide a’ var oldugundan
@' =a, almr. Bu sekide olusturulan dizi artan segilebili. Yani «a,,; = a, oldugunu

varsayabiliriz. Boylece a, ., = a,, ve ||xan A e|| <% olacak sekilde (xan) dizisi bulunur.

4.2, Smirsiz Sira Yakimsama ve Dik Diziler

Banach orgiisiinde her norm yakmsak dizinin aym limite swra yakmsayan bir alt dizisi vardir.
Dik dizilerin smwrsiz swra yakmsakligi kullanilarak sdylenene benzer sekilde smirsiz norm

yakmsak bir netin smusiz sra yakmsak bir alt netnin varhgi gosterilmistir.
4.2.1. Lemma

X Riesz uzayt , x€X ,u,ve Xt icn |x| =u+volun. x=y+z,|y|=uve|z|=v

olacak sekilde y,z € X vard.
Ispat

|x| =x* 4+ x~ yazlabildiginden ve x* +x~ = u + v oldugundan [1] Teorem 1.20 den
u=a+b,v=c+d,xt*=a+c ve x~ =b +d olacak sekilde a,b,c,d € X" vardir.

Buradan y = a — bve z = ¢ — d alnrsa
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y+z=(@+c)-(b+d)=x"—x"=x

dir. Ayrica 0 < a <x7,0 < b <x~ vex® L x~ oldugundan a L b olur. [1] Teorem 1.7
den |[y| =|la—b| = a+b = udir. Benzer sekide 0 < ¢ < x* ve 0 <d<x~

oldugundan ¢ L d olur. Buradan da |z| = |c—d| = ¢+ d = velde edilr

4.2.1. Onerme

I
X Banach orgiisti , (x,) € X net olmak {iizere x, 2 x olsun. Bu durumda Xg, — d = 0

olacak sekilde ( a, ) artan indis dizisi ve (d,)ayrk dizisi vardm.
jspat

Once her « igin x, > 0 olsun. Herhangi bir a, € A segelim. Her k > 2 olmak {izere [ =

[I.1I
1,2,--,k—1igin XX = 0 oldugundan a;, > a;, vei =1,2,---,k — 1 i¢cin

||xak/\xai||szk+i olacak sekilde (a,) artan indis dizisi olusturulabilir Burada a;

belirlenmistir.

.. . 1 . .
k=2 iin i=1olp ”xal, AXg, ” < 5 olacak sekilde ay vardr ve x, = Xq, dir.

.. . 1 .
k=3 in i=1,2olup | xalr/\x%” < 575 Olacak sekilde ay ”x(xz,/\xa2 S 5
olacak sekilde a vardr ve x, = Xg, NXa, dir. ||x0c3 Axa1|| < ”xal,/\xa1 < 5 Ve
1 < RTTeT
||xa3/\xa2|| < | Xg,Na,| = 572 oldugu goriiliir.

Bu sekilde elde edilen ( a; ) artan indis dizisidir ve z;, = x, Ax, olmak tzere
1 .. : o
||zik|| < ey dr. Her k icin v, = Z{,;ll zZ;, + Zj=k+1zkj alinirsa

1

vl < || ZHS Zik“ + ||Zj'o=k+1 ij” = i'(;ll”Zik” + Xkt ”ij” <
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. . +
olr. Simdi d, = (x,, — V) alahm.
0<x, ve0=sv,=>x, —V <Xq
+

= (xak - vk) S xak

+
= Xq, — (X4, — 1) 20

elde edilr.

Ayrica

xak - (xak - vk)+ = _[(xak - Uk) v 0] + xak
= [(vk - xak) A O] + Xg,
=V NXg,

< vy

dr. Dolaysiyla 0 <x, —d, <x,_elde edilr

X Banach orgiisii oldugundan [lx,, — d|| < llvll < 3¢ olmasindan [[x,, — di[| - 0 d.
Simdi (d;) nn ayrk dizi oldugunu gdsterelim. k < m olsun.

0= dy = (xa, = 1) < (¥ay = 70,)" =[x, = (xa, A% )" = gy = (g A ) e

0<d, = (xam - vk)+ < (xam _ka)+ = [xam - (xak Axam)]Jr =Xq = (xak /\xam)

olur. Heru,v €eX* i¢in (u—uAv)A(v—uAv) =0 oldugundan d, Ad,, = 0 olur.

Boylece (x,) = 0 iken ispat biter.
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Al
Simdi (x,) keyfi net olsun.|x,| poztif nettir ve xaf x ise her u € X* igin |x,|Au— 0 drr.
Dolayistyla |[x | 2 0 olur Ispatm ik kismindan (a,, ) artan indis dizisi , (w,) ayrik, (h;)

I
pozitif ve h, — 0 dizileri bulunur. Lemma 4.2.1 den |d, | = wy, , |g,| = hy Ve

Xa

. = dx + g, olacak sekilde (d,) ve (g, ) dizleri vardrr.. Buradan (d) ayrk dizi ve

I I
g =~ 0dr. Ohalde x, —d; — 0dr

4.2.2. Onerme
Banach orgiisiinde her norm yakmsak dizinin aym limite sra yakmnsayan bir alt dizisi vardir.
jspat

I1.1
X Banach orgiisii, (x,) € X bir dizi ve x € X olsun. x, — x ise ||xnk —x| < zik olacak

sekilde en az bir (xnk) C (x,,) alt dizisi vardr. Gergekten,

L1 ) 1
_1 b _ 1 .
X=X >€&=7ven, €N" igcin ny >n, iken ||xn1 x|| < o7 olacak sekilde

X, € (x,) vardr.

€= 2% ven, € N* icin n, > n,, iken ||xn2 — x|| < ziz olacak sekilde
Xp, € (x,) vardr.

£ =~ veny €N* igin n, >ng iken ||x, — x| < olacak sekilde
Xp, € (x,) vardr.

Bu sekilde bulman (x,, ) € (x,) alt dizisi isteneni saglar. s, = Xf_,|x, — x| biciminde

tammli (s,) dizisi bir Cauchy dizisidir. t < p i¢in,
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sy = sell =

p t
lenk - x| - Z|xnk - xl
k=1 k=1

- ||(|xn1 —Xl + |Xn2 _Xl +o-t |xnt _X| + -+ |an _X|)

- (lxn1 _xl o |xnt _xl)”

= || |an1 — x|+ |xnt+2 — x|+t |xnp —x|||

< [, = %l + 12, = [+ || 0, = |
1 1 1
< F + ZtT + -+ Z_p
1 1 1
< ot+1 + 2t+1 + ot
olup gi_)rg”sp - st” = gl_r)gj (2f1+1 + 2t1+1 + --~2t1+1) =0 olacagindan }i_}r{)lo”sp - St” =0 elde

edili. X Banach orgiisii oldugundan s = Z,}”ﬂlxnk — x| olacak sekilde s elemani vardr. (s,)

artan ve lim(s,) =s ise sup(s,) =s olr. |x, —x|<s—s, ve 5, Ts oldugundan
t—> o

(s —s¢) L 0olup x,, 5 x elde edilir

4.2.1. Sonug
X srra siirekli norma sahip Banach orgiisii , (x,) & X net ve xalil 0 olsun.

Bu durumda x, Zove X, 2 0 olacak sekilde bir (a,) artan indis dizisi vardr.
ispat

(ay) ve (d,) Onerme 4.2.1 deki gbi segilsin. (d,) ayrk dizi oldugundan Sonug 3.2.3 den

. L
d, = 0drr. Onerme 4.1.2 den d, % 0 olur. Ayrica x, —d, = 0ve X sra sirekli norma

sahip Banach orgiisii oldugundan Onerme 4.1.1 den Xey, — d, 3 0 olur.
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Xgp = (xak —d,) + d,, seklinde yazlabileceginden |xak| < |xak —di| +d; | olur. Her

uex” icn OS|xak|/\uS(lxak_dkl/\u)'l'(ldkl/\U) dr. |Xa —dkl/\uMO ve

.1 I
|dil Aw— 0 oldugu bilindiginden x,, 20 elde edilr. Xq, — di > 0 oldugundan ve

Onerme 4.2.2 den (a,) nn Xq, — A, %0 olacak sekilde bir bagka (aki) alt indis dizisi
vardr. O halde x, —d,, 20 olur Yukardakine benzer sekilde x, =20 ok

un uo un . un
(xaki) c (xak) olmak tizere x, — Ove x, —0dr x, —0ise X, 0 dr. Dolayisiyla

1

xak

uo un
>0 vex,, = 0olur (x, ) S (xq)alt disi isteneni saglar.
i L

4.3. Smirsiz Sira Yakmsak Alt Diziler ve Olciide Yakinsama

4.3.1. Onerme

un uo
X Banach drgiisii , (x,,) € X dizi olmak iizere x, — 0ise x,, — 0 olacak sekilde en az bir

(xnk) C (x,,) alt dizisi vardrr.

fspat
N .. un o0 x|
X Banach orgisii , (x,,) € X dizi ve x, = 0olsun. e = Y>_, ez ile tanmlansin. s, =
n bl o —ym e <o olsun,
E=1 iy 128 T O =1 128

-5, =

m
Z llx; I|21 IIx I|21

| | |2, | |, | |2, | ) ( | | |, | >
= + 44— 44 —_ +ooe 4T
(IIx1II21 Il 122 I, 1127 Il [|2™ [, [[21 I, |27

|44 2,45 |,
o eq 127%2 0l l12742 [l [l 2
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Ixn+1| Ixn+2| |Xm|
Tl 127 |y, 1272 llx 112
[[Eel Mol
Tl 127 |y, 12742 llx 12
1 1 1
< n+1 + n+z + e+ om
1 1 1
S o Tonm T T onm

dir. limlsm—5n|:1im( LSNIE ST
n— oo n-o

© 2n+1 2n+1 2n+1

) = 0 oldugundan (s,) bir Cauchy
dizisidir. X Banach orgiisii oldugundan (s,,) dizisi e ye yakmsaktir ve dolayisiyla e € X olur.
B,, e tarafindan tretilen band olsun. X iginde x,, 30 oldugundan X iginde [x,|Ae - 0ve
bdylece B, iginde |x,|Ae M 0 dr. e, B, nin zayif birimi oldugundan ve Onerme 4.2.2 den

uo

|xnk| Ae >0 olacak sekilde (xnk) C B, vardr. e, B, nin zayif birimi oldugundan Xy, =0
dr. [5] Lemma 3.4 den ideal i¢inde smirsiz swra yakmsayan dizi , tim uzayda smmrsiz swra

yakmsar. Her band ideal oldugundan X iginde x,, = 0 bulunur,

4.3.1. Sonug

(f,), L, (1) uzaymnda bir dizi (1 <p < o) ve u sonlu bir dlgii olsun. f, Zo olmasi i¢in
n p n

gerek ve yeter kosul f, 5 0 olmasidir.
fspat

() f, 5 0 olsun. y sonlu 8lgii oldugundan 1 sabit fonksiyonu, L.,(u) nin zayif birimidir.

fni Ove her e >0i¢in A, = {x e X:|f,,(x)| > &} olmak {izere lim u(4,,) = 0 dr.
n—oo

lim fX(I fl A1)Pdu = 0 oldugunu gdsterelim.

n—oo

Keyfi nigcin |f,|A1<1wve |f,|A1<|f,| oldugundan
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0< [ (Iful A= f, Ufl ADPdp+ [, (If, A DPdp
<, 1du+ [ If,IPdu

< u(4,) +ePuX)

olup lim u(A4,) = 0ve lim & u(X) = Oolacagndan lim [ (If,|A1)Pdu =0 elde edilir.
n—-oo n-—-oo n— oo

I1.11 -
Dolayisiyla |f,,| A 1 — 0 ve boylece f,, 20 elde edilr.

(=) f, =0 alahm. Budurumda (f,) nin her (f, ) ak dizsi icin £, — 0 dr. Onerme 4.3.1

den f,, = 0olacak sekide (f,, ) < (f,,)alt dizisi vardr.

foe =202 |fo [ 2150
=3(9;) € L,(w),i, <iiken ae. |fnki|/\13gil0
Sa.e. xeX, i, <iiken |fnki(x)|/\1(x)Sgl-(x)lO
= a.e xeXi,<iiken |fnki(x)|/\1 <gi(x) L0

olup Ornek 2 den £~ 0 olur. [8] Sayfa 149 Abstrma 6 dan £, 0 dr.
4.3.2. Onerme

X srra stirekli norma sahip Banach 6rgiisii ve (x,,) € X bir dizi olsun. Bu durumda x,, 50
olmast i¢cin gerek ve yeter kosul her (xnk) < (x,,) alt dizisinin x,, = 0 olacak sekilde

(xnk_) c (xnk) alt dizisinin var olmasudrr.
fspat

=) x, i 0 olsun. O halde her (xnk) C (x,,) alt dizisi i¢in Xp, = 0 drr. Onerme 4.3.1 den

uo - . o . e
Xy, ™ 0 olacak sekilde en az bir (xnk ) c (xnk) alt dizisi vardr.

n .
i
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(&) Her (x,) € X dizisi i¢in her (xnk) C (x,,) alt dizisinin xnk'u—o>0 olacak sekilde
(xnk,) c (xnk) alt dizisi var olsun. xnu—>n0 olmadgini varsayahm. Her k e N* igin
|xnk Au| = & olacak sekilde en az bir u e X*, § >0 ve (xnk_) c (xnk) alt dizisi vardur.

Hipotezden x = 0 olacak sekilde enaz bir ( x c (x,, )alt dizisi vardr. Onerme 4.1.2
nki Ny

nki
un un | b 1.1 . ..
den x,, — 0 dr. Xy, ™ 0 ise her u e X™ icin |xnki| Au — 0 olacagmndan olusturulan dizi

4

ile celiski elde edili. Dolaysiyla x,, — 0 dir.

X srra stirekli norma sahip, zayif birimi 0 < e olan Banach orgiisii olsun. Bu durumda [10]
Teorem 1.b.14den L, (u) € X € L (u) ve L ,(w),X i¢inde ve X, L, (w) iginde sra ve norm
yogun olacak sekilde u sonlu 6lgiisii vardr. Bu L, (u) uzayma X in AL-temsili denir.

4.3.3. Onerme

X srra sirekli norma sahip zayif birimi 0 < e olan Banach 6rgiisii, X in AL-temsili L, (w)
olsun. Her (x,) € X dizisi i¢cin X icinde xnﬂlo olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul L,(u)

.. K
icinde x,, = 0 olmasidr.

Ispat

Onerme 4.3.2 den x,, 20 olmast icin gerek ve yeter kosul her (xnk) c (x,,) alt dizisinin
Xy, 50 olacak sekilde (xnki) c (xnk) alt dizisinin var olmasidir. L,(u) iginde uo-
yakmsama ile a.e.—yakmsama denk oldugundan [6] Onerme 3.1 den xnu—T; 0 olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her (xnk) € (x,) alt dizisinin x,, 2% 0 olacak sekilde (xnk ) c (xnk)

i

alt dizisinin var olmasidwr, clde edilir.

[8] Sayfa 149 Alstrma 6 dan u sonlu Olgii olmak {izere X, 5 0 olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul her (xnk) < (x,,) alt dizisinin x,, 250 olacak sekilde (xn )E (xnk) alt

ke

dizisinin var olmasidr, onermesi bilnmektedir. Buradan istenen ¢ikar.
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4.4. Smirsiz Norm Yakinsama ile Siirsiz Sira Yakinsamamn Aym Olma Durumu

Bu boélimde smrsiz sra yakmsama ile smrsiz norm yakmsamanin aym olma durumunu
inceleyecegiz. X bir Riesz uzayt ve 0 #aeXolun. 0 <u<a, 0<v<aveulwvden
u =0 veya v = 0oluyorsa a elemanina atom denir. a, X Banach orgiisinde bir atom ise a
nn trettigi ideal I, = {1a:1 e R} biciminde ve I, projeksiyon banddir. I, {izerine
tammlanan band projeksiyon P, olmak iizere herhangi bir x € X i¢cin P,(x) € I, olacagindan
P,(x) = A,a olacak sekilde A, € R vardr. X Riesz uzaymin {e;} tam dik sistemi, X*nmn
elemanlarinin ikili ayrk bir smifidir. Yani i # jise e; A e; = Odir dyle kiher iigin u Ae; =
Oolur . O halde u = 0 drr. Eger bu tam dik sistem, atomlardan oluguyorsa buna atomik Riesz
uzayr denir. X atomik Banach oOrgiisii ve A ikiser ikiser dik atomlarin kiimesi olmak iizere
her x € X* eleman1 i¢in x =V, 4P, (x) =V, 4A,0a biciminde yazlabilir. Eger X sra
sirekli norma sahip ise A sayilabilirdir ve buradan her x € X* eleman1 x = V2, Ag,a; =

f"zllai a; bigiminde yazlabilir. x,y € X* olmak {izere

x <y e VieN' P (x) <P, (y)oldugunu gdrmek kolaydr. Bunlarin detaylar1 [11] , [10]
Onerme 1.a.9 ve [12] Sayfa 143 den incelenebilir.

Ornek 5

t, ={(x,) S R:Her ne N* icin |x, | < M olacak sekilde M > 0 vardir} dizi uzaymi
alahm.

x=(x),y=W)el, Ve LeR" icin x+y=(x,+y,) el, Ve Ix=x,) €t

islemleri ile ¢, bir vektor uzaydr.

Her x = (x,,) € €., i¢in ||x||, = sup{lx,|:n e N*}normu ile ¢, bir Banach uzaydrr.
(x,) < (y,) ©® HerneN* icinx, <y,

srralamas1 ile £, bir Banach orgisidir. (x,),(y,) € 4, dizleri igin,

)N, =0, Ay, (x,)V ()= (x,Vy,)ve |x,| = (|x,]) esitlikleri saglani.
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(e,) = (es, ey ..., €, ...) € £, standart bazini alahm. (e,) bir dik dizi oldugundan Sonug
3.23dene, = 0 elde edilir. Fakat (e,,) dizisi sifira smirsiz norm yakmsamaz. Kabul edelim
ki; her u e ¢4, icin |e,| Au M 0 olsun. u=(1,1,..,1,...) S ¢, sabit dizisi alnwsa, e, A
u = e, olur. O halde kabuliimiizden e, MO elde edilir. Oysa (e,,) dizisinin ., daki sup

) [1.II
normu |le,ll,, =1 dir. (1) — 0 olamayacagindan celiski elde edili. Dolayisiyla e, IilO
degildir.

Ornek 6

A Lebesgue Olglisii ile donatmis [0,1] arahgmi alahm. Her n icin [0,1] arahgini
[0,11,[1,5],---,[71;1,1] seklinde alt aralklara bolelim. Tim bu aralklari,
n nn n

L B R O o B 2 B o B 2 B M A R

seklinde swralayalim. Bu aralklarin her birine karsiik gelen karakteristik fonksiyonlarin
dizisine (f,,) diyelim. [8] Orek 19.6 dan (f,,) dizisi dlgiide yakmsaktr fakat (f,) dizisi
hemen hemen her yerde yakmsak degildir. [6] Onerme 3.1 den (f,) < L,(2) bir dizi olmak

tizere f, 220 olmasi icin gerek ve yeter sart fnlig 0 olmasdw. L,(4), Ly(1) iginde ideal
oldugundan ve Sonug 3.2.1 den L,(2) iginde f, = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul L,,(4)
icinde f, 20 olmasidir. O halde (f) dizisi L,(4) iginde smrrsiz swa yakmsak degildir. [8]
Lemma 31.6 dan 7}ilrc}ollfnllp = 0 dr. Dolayssiyla f, M 0 olur. Onerme 4.1.1den f,, = 0elde

edilir.
4.4.1. Lemma

X sira siirekli norma sahip ve atomik Banach orgiisii ve (x,,), X de swra smrh bir dizi olmak

1/ 0
lizere x,, — 0 ise x,, » 0 dr.

ispat

Once her n e N*igin x,, = 0oldugunu kabul edelim. (x,,) sra smrl olduundan her n e N*
icin x,, < u olacak sekilde u € X* vardr. O halde u = %2, P, (w) = X2, 1;a; bigiminde

yazilabilir ve bu seri hem norm hem de sra yakmsaktr. Diger yandan her n € N* i¢in x,, =
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i~ Ut a; biciminde yazilmasi nedeniyle her i ve n icin 0 < uf*a; < x,, olur. Buradan her
i e N*icin T{l_r)rgo u? = 0 bulunur. Simdi her k € N* icin v, = YK | (%/\Ai) a; + Xtk 14

biciminde tanmlayalim. Yani,

v, =1 AADa + X2, q;
1 1 o)
v, = (5/\ Al) a, + (E/\Az)a2+2i=3 A,

vy = (%/\/11)511 + (%/\AZ) a, + -+ (%/\Ak)ak + X1 Ak
dr.

— Ykt
Vi1 = Li=1 (_A)Li) a; + XiZpe2 A

1 o
P /11') a; + (m/\ Ak+1) Ay + Xipr2 i

A /11') A+ Apy1Opr + 221 i

A Ai) a; + XiZprr A

oldugundan v, | dir. Her k e N* i¢cin 0 < v, oldugundan sifir bir alt smrdir. Her k € N*
icin 0 < z < v, olacak sekilde bir z € X™ var olsun. z = %2, P, (z) = X2, f;a; bigiminde
yazilabilir ve z < v, oldugundan her i e N* icin P, (z) < P, (v)) dr. z> 0 oldugndan
B;, # 0 olacak sekilde i, €N vardr. Her ke N igih 0<p; a; = Py, (z) < Py, (vy)
olmasindan her k > i, igin 0 < B, a, <(*AA,)a, <ta, yani 0 <p; <7 elde edilir
Bu ise ¢eligkidir. Dolaysiyla v, | 0 olur. Ayrica her n e N* igin 0 < x,, < u oldugundan
her i e N* icin uf'a; = P, (x,,) < B, (W) = 1,.a; olmast ve Al_r)l;lo u? = 0 olmasindan her

ke N* igin n, < n iken x, < v, olacak sekide n, € N* vardr. [6] dan bu da x, 50

[LIl
demektir. (x,,) keyfi sra smrrl dizi ise |x,| = 0ve (|x,|) sra smrh dizidir ve |x,| — 0 dur.

Ispatm ik kismindan |x,,| % 0 olur. Buradan X, % 0 elde edil.
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4.4.2. Lemma

u atomik olmayan sonlu bir olgii ise L, (u) iginde sifira u yakmsayan ama hemen hemen

yakmsamayan bir (f;,) dizisi vardrr.
jspat
Once g, [0,1] aralginda tanimli Lebesgue dlgiisii olsun. [0,1] araligimi k > 0 ve

k k
. n—-2" n-2"+1
2% < n < 2k*1 olmak iizere [ o

| bigiminde araliklara bolelim. Yani
k=0ve1<n<2iin [0,1]

k=1ve2<n<4in [o%][§1]

=245 n<oin [02].[12 2

dir. (f,,) dizisi bu araliklara karsik gelen karakteristik fonksiyonlar olmak iizere f; = x|o 4
=Xy S = A1) fa= Ao} s = X[z Jo = Xz fr = Xy din

2 4’4 4’

fn= X[ﬂn_2k+1] k= 0ve 2k <n < 2% olur. Simdi f,, 50 oldugunu gosterelim.
2k

” Zk

0<e<1 olmak diizere A, ={xe[01]:|f,(x)|=f,(x)=¢} obun. (¢>1 isef,

tanmindan A4, = @ dir.)
k=0vel<n<2iin u (4, =1

k=1ve2<n<4iin u'(4,) =7

k=2ve4<n<8iin u'(4,) =7

Herhangi bir k > 2, 2% < n <2 'i¢n p*(4,) = zik dr.
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n - o icin k — o olacagmdan lim u*(4,) = lim zik = 0 olur. Buradan f, % 0 dr. Fakat
n— oo n—-oo

(f,) sifira hemen hemen yakmsak degildir. Her x € [0,1] icin f,(x) -0 degildir. Bir

x €[0,1] igin f,,(x) =0 olsun. & = % icin ny, <n iken |f,,(x)| = f,(x) < & olacak sekilde

n, dogal sayis1 vardr. ny, < 2% <n < 2¥*1 bigiminde k dogal saylsmi segersek

n—2k Tl—2k+1 . k nk+1 - .. _
X € [ Tl ] olacak sekilde n e [2%,2%* ] vardr ve ny, < ndir.Bu nigin f,(x) =1

oldugundan f,(x) =1< % celigkisi elde edilir. Yani f,(x) — 0 olmayan noktalarin kiimesi

[0,1]ve £*[0,1] = 1 # 0 oldugundan (f,,) hemen hemen sifira yakmsak degildir. p herhangi
bir atomik olmayan sonlu 6lgii ise [13] Alstrma 2 den istenen ¢ikar.

4.4.1. Onerme

X bir Banach orgiisii olmak iizere asagidakiler denktir.

un uo
) Her (x,,) € X dizsi i¢in x,, = 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul x,, = 0 olmasidrr.

i) X sira siirekli norma sahip ve atomiktir.
fspat

[) = ii): [1] Teorem 4.14 den Xin sira siirekli norma sahip oldugunu gostermek i¢in X icinde
srra sl her dik dizinin sifira norm yakmsadigm gostermek yeterlidir. (x,,) S X swra smirli

bir dik dizi olsun.Sonug 3.2.3den x,, — 0 drr. Hipotezden x,, — 0 olur. x,, - 0 ise her y € X*

[LIl
icin [x,| Ay —0dr. (x,)sra smrli oldugundan |x,| < u olacak sekilde u € X* vardr ve

x| Au=|x,] u 0 olur. Buradan da x, MO elde edilir. Boylece X in swra siirekli norma
sahip oldugunu gordik. Simdi X n atomik oldugunu gosterelim. OlmadiZin1 varsayalim. Bu
durumda X icindeki biitiin atomlarin irettigi band X, ise X; € X (6z alt kiime) dir. X,,X,in
tamlayan bandi(X, = X¢) olmak iizere X, # {0} drr. 0 # w e X; ve Y,w nin X iginde
tirettigi band yani Y = B, olsun. X, band oldugundan Y € X, ve Y sra siirekli norma
sahiptir. Ayrica w, Y nin zayif birimi ve Y atomik degildir. Bu durumda L. (u) €Y < L,(w)
olacak sekilde Y nin AL-temsili vardr Y atomk olmadigindan p atomk degildir. Lemma
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4.4.2 den f, Love f,, sifira hemen hemen yakmsamayacak sekilde (f,,) S L., (@) vardir.
Onerme 4.3.3 den

In 3 0 dr. Fakat f, = 0 degildir. f, = 0 olsayd1 f,, sffira hemen hemen yakmsak olurdu ki
bu olamaz. Bu da hipotezle celisir.

i) = 1) : X sira siirekli norma sahip ve atomik olsun.

(x,) € X igin Lemma 4.4.1 distiniiliirse

. . un
Simdi x,, — 0 olsun.

un (A
X, 0=>VyeX*|x,|Ay—0
= Vy 6X+,|xn|/\yi>0

uo
=>x,—0
dir.
. . uo
Simdi x,, — 0 olsun.

uo o
X, > 0=>VyeX' |x,IAy—->0
=>VyeX*t,AngeN,n, <n,|x,|Ay<z,l0o0.5(z,) var.

=>VyeXt,angeNng <nlllx, Ayl <llz,ll 1 0

II.II
>VyeX',|x,IAy—0

un
=>x,—0

olur.
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4.5. Smirsiz Norm Yakinsama ve Zayif Yakinsama

Bu bolimde smnrsiz norm yakmsama ve zayif yakmsama iliskisini inceleyecegiz. Monoton
netler icin zayif yakmsama norm yakmsamayi,  norm yakmsama da smmrsiz norm
yakmsamay1 gerektirdiginden monoton zayif yakmsayan netler smrsiz norm yakmsaktir.

Fakat bunun karsiti genelde dogru degildir.
45.1. Lemma [7,Teorem 2.2]

X sira siirekli norma sahip atomik olmayan bir Banach orgiisii ve x € X* olsun. Bu durumda

X, 5 x ve her ni¢in |x,| = x olacak sekilde (x,,) dizisi vardur.
4.5.1. Onerme

X Banach orgiisii olmak {iizere asagidakiler denktir.

i) Her (x,) C X dizisi icin x, — 0 ise x, — 0 du.

i) X sira stirekli norma sahip ve atomiktir.
fspat

) = i) : X in sra siirekli oldugunu gostermek i¢in [1] Teorem 4.14 den (x,,) sra smrh ve
dik dizi iken sifira yakmsadigimi gostermek yeterlidir. (x,,) sra smrh ve dik dizi olsun. x,, >
0 alahm. y, = VI x; seklinde tanmlansmn. u € R* olmak tizere 0 < x,, < uve n # migin
X, L x,, oldugundan y, =V, x; =X, x; <uolr. Keyfi feX| vehernign f(y,) =

of(x) < f(w olur. Y™, f(x;) serisnin genel toplamlar dizisi artan ve smirli
oldugundan R de supremumu vardr ve limitine esittir. Yakmsak her serinin genel terimi
sifira  gittiginden rli_r)rolof(xn) =0 olur. O halde f(x,) =0 ve x, 5 0 dir. Simdi atomik
oldugunu gosterelim. Atomik olmadigin1 varsayalim. Bu durumda X igindeki biitiin
atomlarm {irettigi band X, ise X, c X dir. X, = X% olarak alrsak X atomik olmadigindan
X, # {0} dr. X, sra siirekli norma sahip ve atomik olmadigindan Lemma 4.4.1 uygulanirsa,
0<zeX,igh z, % 0ve her nigin |z,| = z olacak sekilde (z,) S X, ddizsi vardr. Her n

icin |z, | = x oldugundan z, i 0 olamaz, bu da hipotezle gelisir.
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i) = i) : (x,) C X dizisi icin x, — 0 oksun. X atomik oldugundan [6] Lemma 6.4 den
uo . un -
x, = 0 olur. Onerme 4.4.1 den x,, — 0 elde edilir.

Simdi swa smrli olmayan bir net i¢cin smrsiz norm yakmsamada benzer Ozellik

detayland rilacak tir.

4.5.2. Onerme

X sira siirekli norma sahip Banach 6rgiisii, (x,) X i¢inde pozitif net olmak tizere x, % Oise

un
X, — 0dr.
fspat

(o2
(x,) € X pozitif net ve x, - 0 olsun. Her u e X* ve her a icin 0 <x,Au <x, dr.
a a a a

Buradan her 0 < f e X' igin 0 < f(x, Aw) < f(x,) ve f(x,) = 0 oldugundan

Flx,Aw) — 0 olur. Keyfi feX icin f=f*—f oldugu disimilirse f(x, A1) — 0
elde edili. [1] Sayfa 205 Ormek 10 dan x, Aw — 0 olur. (x, Aw) pozitif ve sra smrl

I
oldugundan x, A u — 0 elde edilir. Bu da x, 2 0 olmas demekti.

Simdi de bir (x,,) dizisinin ne zaman smrsiz norm yakmsak iken zayif yakmsak oldugunu

inceleyelim.
4.5.3. Onerme

X' sira stirekli norma sahip Banach 6rgiisii ve X, iginde norm smirli bir net (x,) olmak tizere

un o A
X, — 0ise x,—0dir.
jspat

un
X' srra siirekli norma sahip ve (x,) € X, norm smrh bir net olmak tizere x, — 0 olsun.

Once her a igin ||x,|l < 1 oldugunu varsayalm. X' sra siirekli norma sahip olduundan ve
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[1] Teorem 4.18 den her € > 0 ve her f € X! i¢in ||x|| < 1 olmak tizere f[(|x|] —w)*] <e
olacak sekilde u € X, vardr. |x| = |[xau| + (|x] —w)* oldugundan her € > 0 ve her f € X!,

icin [|x|| < 1 oldugundan f[|x| — (|x| Aw)] < € olacak sekilde u € X, vardr. Dolaysiyla

1A
her a i¢in f[x, — (x,Au)] <& dr. Ayrica x, Au— 0 oldugundan her feX, icin

f(x,Au) = 0dr. fnin lineerliginden f(x,) <&+ f(x, Aw)olup f(x, Au) = 0 olmasi

g0z Oniine alinrsa yakmsamanm tanimindan

flx,) <e+flx,Au) <e+e=2eolp f(x,) — 0elde edilir. Buda x, 5 0 demektir.
Simdi genel duruma bakalm. (x,) norm smrli oldugundan her « i¢in ||x,|| < M olacak

llcg |l
M

<

sekide M > 0 sayws1 vardr. (y,) = (’ICW—“) bigiminde tanmlarsak 7y, Zowe |y, Il <

1 olur. Ispatm ik kismindan 1y, %0 elde edilir. Buradan da X, % 0 olur.
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5. SINIRSIZNORM SUREKLi OPERATORLER

Bu bolimde ik olarak smirsiz norm siirekli operatorler tanimlanmistir ve bu operatdrlerin

reel degerli olanlar1 yani dualleri incelenmistir. Daha sonra genel teorisi verilmistir.
5.1. Smrsiz Norm Siirekli Dualler

5.1.1. Tanim

X ve Y normlu 6rgii, T: X — Y bir operator olsun. X iginde x, = 0 olan her (x,) neti i¢in Y

icinde T(x,) 3 0 ise T ye smrsiz norm siirekli operator (un-siirekli) denir. Smrsiz norm

stirekli ve sra smrh operatorlerin kiimesi L,,,,(X,Y) seklinde gosterilir.

L,,(X,Y) smrsiz norm siirekli ve swa smrli operatorlerin kiimesi, Y = R alndiginda

L, (X,)Y) =X, seklinde gosterilir ve X, ya X in smrsiz norm siirekli duali denir.
5.1.1. Teorem

X ve Y Riesz uzay1 olmak tizere L,,(X,Y), L,(X,Y) nin alt vektor uzayidir.

fspat

Her S,T €L, (X,Y) ve (x,) S X neti icin Lemma 4.1.1iii) g6z 6ninde bulundurularak,

Xy x = S(x,) > S() ve T(x)—T()
= S(x,) + T(x,) > S(x) + T(x)

= (S+T)(x) = (S +T)(x)
dir.

A€eRicin Lemma 4.1.11ii) dikkate alnarak,

un un
X = x=>T(x,)—>T(x)

= AT(x,) = AT (x)
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= (AT) (x,) = AT(x)
dir.

Dérdiincii bolimde Ornek 2 ve Orek 3 de R ve R™ de bir netin norm yakmsak olmasi igin

gerek ve yeter sartm netin smirsiz norm yakmsamasi oldugunu ispatladik.
5.1.2. Teorem
X Riesz uzayr ve f: X — R sra smrrli herhangi bir f fonksiyoneli i¢in asagidakiler denktir.

) f un-siireklidir.
i) f* ve f~ un-siireklidir.

iil) |£] un-siireklidir.
Ispat

) = i) : (x,) S X" bir net, xalﬂ: 0 ve f un-siirekli olsun. [1] Teorem 1.18 den f* =
sup{f(y) : 0 <y < x} dir. Dolaysiyla her a i¢in f*(x,) =sup{f(y,):0 <y, <x,}
olacaktr. A = {f(y):0 <y < x} olarak tammlayalim. A € Rve supA =a ise her ¢ >0

icn a — ¢ < a, olacak sekilde en az bir a, € A vardr. Buradan her g, >0 ve ¢, | 0 igin
FHe,) < f(y,) + e, Ve 0 <y, <x, olacak sekilde () neti vardr. x, — 0ve 0 < y, <

X, oldugundan y, = 0olr. f un-siirekli oldugundan f(y,) 2 0 dir. Her 1 e RY icin,

0 frXIAAS (f() +e)NAS (FYIAD + (g, A D)

SO0 IAALZIfy ) A+ e, AR
S Fr)ALD 0

dir. O halde £*(x,) = 0 elde edilir
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(x,) S X keyfi bir net ve x,, % 0 oksun. Lemma 4.1.1 V) den |x,| 2 0 olmast ve ispatm ilk

kismindaki  (x,) yerine x| almrsa, f*|x,]—0 oldugu gorilir. [f*(e)| < f*lx,l
olmasmdan

f +(xa)u—7>l 0 bulunur. Yani f* un-siireklidir. f~ = (—f)* olmas1 goz oniine almirsa f~
nin un-stirekli oldugu goriilir.

i) =iii) :|f] =f" +f seklinde yazlabilmesi ve X, vektor uzayr olmasindan |f]| un-

streklidir.

un un
i) = 1) :Her x e X icin |fx| < |f||x|olmasi ve her x, — 0 i¢cin |x,| — 0 olmasi géz Oniine

almirsa;
0 < If(x )l < Ifllxgl

= 0 <lim|f(x)| < im(If1lxq1)

un
= f(x )= 0
dir.

un -

Dolayssiyla f(x,) — 0 elde edilir.
5.1.1. Sonug
X Riesz uzayr olmak tizere X, X~ nn Riesz alt uzaydrr.
5.1.2. Tanm

X,Y Riesz uzay1 ve S,T:X — Y poztif operator olsun. Her x € X i¢in |Sx| < T|x| iken S

operatorii T tarafindan domine edilmistir denir[14].
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5.1.1. Onerme

X,Y Banach orgiisii ve T: X - Y smrsiz norm siirekli operatdr olsun. Eger T operatorii

S:X — Y operatoriinii dommne ederse, S operatorii de smirsiz norm siireklidir.
jspat

(x,) S X net ve x, = 0 olsun. Lemma 4.1.1v) den |x,| i Oolur. Her T: X - Y smrrsiz
norm siirekli operatorii S: X — Y operatorinii domine ettifinden her a icin 0 < [S(x,)| <

T|x,| olur. Her u e X* ve her a iin,

0< IS )IANu<T|x Au=0<|[ISCx)lAull <IT[x,| Aull

= 0 <lim|[[S(x )| A ull < Hm||T |x,| A ull
(04 a

= lim][|SGe )| Aull = 0
a

[l
olup [S(x,)IAu— 0 dir. Dolaysiyla IS(xa)Iu—>n 0 ve S(xa)u—>n 0 bulunur. O halde S

operatorii de un-stireklidir.

5.1.2. Sonug

X Riesz uzayr olmak iizere X, X~ i¢cinde idealdir.
fspat

Her fe X~ icin ge X, ve 0 < |f| <|g| iken f € X, oldugunu gosterelim. X, X~ nin
Riesz alt uzayr oldugundan g e X, ise |g| € X, dir. Onerme 5.1.1 den |g|, f yi domine
ettiginden g smirsiz norm siirekli ise f de smrsiz norm siireklidir. Dolayisiyla f € X, olur.

O halde X;,,, X~ i¢cinde idealdir.
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5.2. Smirsiz Norm Siirekli Operatorler
5.2.1. Onerme

X, Y Banach orgiisii ve T: X — Y (norm) stirekli ve Orten 6rgii homomorfizmi ise T smirsiz

norm sureklidir.

ispat
un
(x,) € X icin x, — 0 olsun. T nin norm siirekli ve 6rgii homomorfizmi oldugun

Xy 0= HerueX* icin llx, Aull -0
= HerueX* i¢in [[T(x, AWl -0
= Herue X" igin ||IT(x )AT@)| -0

olur. Her w € Y™ i¢cin T orten oldugundan T(v) = w olacak sekilde v € X vardr. |T(v)| =

lw| =w olup T o6rgii homomorfizmi oldugundan T|v| = w bulunur. O halde ||T(x,) A

T|v||l - 0 dir. |v] € X* oldugundan T(x,) i 0 olur, yani T smrsiz norm siireklidir.
5.2.1. Sonug

X, Y Banach orgiisii ve T: X — Y orten, dikligi koruyan, siirekli ve swra smrl ise T smirsiz

norm sureklidir.
Ispat

T sra smrli ve dikligi koruyan ise [1] Teorem 1.14 den |T| vardir ve 6rgii homomorfizmdir.

Ayrica T 6rten oldugundan y e Y™ igin,

yeYt=>3xeXicinT(x) =y
S 3dxeXicin|[TX)| =yl =y
= IxeXicin |T||x| =y



76

dir. Simdi keyfi yeY icin y =y* —y~, y*, y~ € Y™ seklinde yazlabildigi goz Oniine
almirsa, |T|(x,) =y* ve |T|(x,) = y~ olacak sekilde en az bir x,,x, € X vardr. O halde

IT|(x)— IT|(x,) =IT|(x; —x,) =y*—y~ =y oldugundan |T| ortendir. T siirekli
oldugundan |T| siirekli ve Onerme 5.2.1 den |T| smrsiz norm siireklidir. 0 < T+ < |T| ve
0< T~ <|T| oldugundan ve T =T* — T~ seklinde yazlabildiginden T smrsiz norm

sureklidir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

X Riesz uzayl olmak tizere X igcindeki bir (x,) agmin sra yaknsamasi smnrsiz sira
yakmsamasi ve smrsiz norm yakmsamasi kavramlarmin temelleri olusturularak, bu
yakmsamalar yardimiyla olusturulan siireklilik kavramlarini ¢ahgmak hedeflenmistir. X ve
Y Riesz uzaylar1 olmak tizere X den Y ye swa siirekli operatorler uzayr L,(X,Y) nin
ozellikleri bilinmektedir. X den Y ye smrsiz norm siirekli swra smrl operatorler uzayi
L,,(X,Y) uzay1 tanmlanarak L, (X,Y) nin sahip oldugu benzer 6zelliklere sahip olup
olmadig1 veya hangi kosullarda sahip oldugunu arastrmak amaclanmistir. Eger Y = R
almrsa L, (Y,R) = X, smrsiz norm siirekli dualin X~ iginde ideal oldugu goriilmiistiir.
Genel durum igcn baz Ozellikler elde edimis ancak bir ¢ok soru heniiz ¢oziime

kavusmanustir. Ornegin;

X/, smsiz norm siirekli dualin X~ i¢inde band midir?

X veY Riesz uzay, T:X — Y smrsiz norm siirekli sra smrli operator ve |T| var ise

smrsiz norm strekli midir?

e Y Dedekind tam Riesz uzayr iken L,,(X,Y) uzayi L,(X,Y) i¢inde ideal midir? Eger
olmadigina dairr bir 6rnek bulunabilir ise X veya Y {izerine hangi sartlar1 koyarsak
L,,,(X,Y) ideal olur?

e Benzer soru band i¢in verilebilir, yani X ve Y lizerine hangi sartlari koyarsak L, (X,Y)

band olur?

Bu sorularin olumlu yanttlar1 elde edilebilirse swa siirekli operator uzaylar1 icin 6nceden

verilmis diger 6zellikleri arastrmak i¢in bir ilerleme olacagmi diisiinmekteyiz.
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