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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

L, (f;x)
B,(f:X)
M, (f;x)
S,(:x)
S.(F%)
Cla,b]
C*[a,b]
(1)
LI

o(f;6,)
[ llejes

(L.
K(f,5)
B(a, r)

Lipy (@)

Aciklamalar

ne N olmak iizere bir operator dizisi
Bernstein polinom dizisi
Meyer-Konig Zeller (MKZ) operator dizisi
Szasz-Mirakyan operatdr dizisi
Genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorii
[a, b] araliginda taniml1 ve siirekli fonksiyon uzay1
f,f,f eC [a,b] olan fonksiyon uzay1
ne N olmak iizere fonksiyon dizisi
(fn) ; f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
f fonksiyonunun siireklilik modiilii

X e[a,b] icin || f ”C[a,b] = leﬁ? f (X)‘ ile taniml1 norm

|t ||c2[a,b] =|f ”C[a,b] +[ f I"C[a,b] +[ f ""C[a,b] norm
Peetre-K fonksiyoneli
Beta fonksiyonu

Lipschitz sinifindan fonksiyon



1. GIRIS

Bu tezde ilk olarak lineer pozitif operatorlerin tanimi1 ve 6zellikleri ele alinmistir. Ayrica
diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlara yer verilecektir ve lineer pozitif
operatorlerin dnemi vurgulanacaktir. Siireklilik modiiliiniin tanim1 yapilacak ve 6zellikleri
incelenecektir. Korovkin teoremi verilip ispati yapilacaktir. Sonraki béliimlerde dogurucu
fonksiyonlarin belirli bir sinifin1 igeren lineer pozitif operatdrler tanitilacak ve yaklasim
ozellikleri, yaklagim hizlari, diferensiyel o6zellikleri incelenecektir. Yaklagim hizlarinin
incelenmesinde Peetre-K fonksiyoneli, siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan
fonksiyonlar kullanilacaktir. Dogru, Ozarslan ve Tasdelen’in 2004 yilinda yaptiklari calisma
incelenmistir. Ozgiin olarak lineer pozitif operatdrlerin tiirevleri binom katsayilari ve
boliinmiis farklarla ifade edilmistir. Bu operatér icin Voronovskaya tipli bir teorem

verilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Calismanin bu boliimiinde pozitif lineer operatorlerin tanimi ve 6zellikleri ele alinmustir.

Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlara da yer verilmistir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

2.1.1. Tanim

X ve Y iki fonksiyon uzayi olmak iizere L: X —Y doniisiimiine operator denir. L(h; X)

ile L operatoriiniin bir h fonksiyonuna uygulanisi ve sonucunun da X degiskenine bagli

oldugu gosterilir [1].
2.1.2. Tanim

v, eR ve X fonksiyon uzayi olmak iizere f,g e X i¢in
L(yf+89;x)=yL(f;x)+BL(9;X)
oluyorsa L operatoriine lineerdir, denir [1].

2.1.3. Tanim

f >0 iken L(f;x)ZO oluyorsa yani L operatorii pozitif degerli bir f fonksiyonunu yine
pozitif degerli bir g fonksiyonuna doniistiiriiyorsa L operatérii pozitiftir, denir [1].

2.1.4. Tanim

L operatorii hem lineer hem de pozitif operatér ise bu operatére pozitif lineer operator

denir [1].
2.2. Siireklilik Modiilii

h fonksiyonu [a,b] de siirekli olmak tizere, V& >0 i¢in h fonksiyonunun siireklilik

modiili,

;) = maks|h(t) = (x)
t—x|<o



seklinde tanimlanir, a)(h, o ) ile gosterilir [2].

Stireklilik modiilii; Ln operatorlerinin h fonksiyonuna yakinsama hizini hesaplamaya yarar.

2.2.1. Lemma
Siireklilik modiilii
i.  o(hs)=0
i. 8,20, ise w(h;6,)<w(h;s,)
iii. reN igin w(h;r5)£rw(h;5)

iv. peR" igin (1+x)w(h;6)>w(h; us)
V. lim(ew(h;5))=0

50

vi.  |h(t)=h(x)|<o(hift-x])

] (u@jw(h;gmh(t)_h(xﬂ

\Y

ozelliklerini saglar [2].
fspat

i) |h(t)—h(x)| >0 oldugundan @(h,&)>0 olacaktir.

i) &,>0, i¢in &, >[t—X| bolgesinin &, >|t—x| bdlgesinden daha bilyiik oldugu agiktir.
Bolge biiytidiik¢e alinan maksimum degeri de biiyiiyeceginden ispat agiktir.
iii) Stireklilik modiiliiniin tanimidan dolay1

h(t)=h(x)

w(h;ré)= ‘mx‘aglfg
x,te[a,b]

ve
t—x|<rs
oldugundan
—To<t—-x<ro
X—ro<t<x+ro

dir ve t =X+rk olarak segilirse



X—ro <X+1k<X+rd
-6 <rk<ro
—-0<k<o

k|<&

olur ve

w(h;rs)= Xngglfs|h X+rk)—h(x)|
\k\<5

seklinde yazilabilir. Diger yandan

xr?f[lﬁ h(x+rk)—h(x)|= {Qg{\i(bs ;:[ (x+(1+n)h)- h(x+nh)]‘
kj<o kl<s =

saglanir. Esitligin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanirsa

g{%ﬁh(Hrk (x)|< Zg‘l?’!‘(% (x+( 1+n)k)—h(x+nk)‘
<w(h;8)+w(h;8)+...+w(h;d)
=aw(h;6)r

elde edilir.

iv) #eR" sayisinin tam kismi [[ U ]] ile gosterilirse bu durumda

1+ [u]>pn>[n]

esitsizligi saglanir. Simdi bu esitsizlik ve (i1) 6zelliginde gosterilen siireklilik modiiliiniin

azalmayan olmasini kullanarak
w(h; (1 + [[,u ]])5) > w(h; u 6)

yazabiliriz. 4 pozitif oldugundan [[ U ]] ifadesi de pozitiftir. Bu esitsizligin sag tarafina (iii)

ozelligini uygularsak
w(h; 5)(1 + [[,u]]) > w(h; (1 + [[,u]])d)

esitsizligini elde ederiz.
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peRigin Ju]+1<1+4 4
oldugundan

(1+ w)wh ) = w(h ([u] +1)8)
olur. Dolayisiyla

1+ p)o(h;6) > w(h; uo)
bulunmastyla ispat tamamlanr.

V) 0 Z|t—X| esitsizligindeki & — 0" olmast t—>X oldugunu gosterir. f siirekli

oldugundan siireklilik tanimin1 kullanirsak {— X oldugundan |h (t)—h (X)| — 0 olur. Buda

lime(h;5)=0

50

anlamina gelir.
vi) o(h; &) ifadesinde & =[t—X| secilirse

h(t)=h(x)

a)(h;|t—x|): maks

t,xe[a,b]

elde edilir ve bu durumda |h(t)—h(x)| degerlerinin maksimumu o(h;t—x|) ya esit
olacagindan ‘h(t)—h(x)‘ ifadesi a)(h;|t—x|) degerinden kiigiik kalacaktir. Bu da
istenilendir.

vii) (vi) 6zelliginden
|h(t)— h(x)| < a)(h;|t —X)=w h;ué
o
yazabiliriz. Bu esitsizlikte (iv) 6zelligini kullanirsak
(1+@jw(h;5) > |h(t)— h(x)|

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.



2.3. P.P. Korovkin Teoremi

2.3.1. Tanim
Bir (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna C[a,b] normunda diizgiin yakinsaksa

VX e [a, b] icin

LT?O f” (X)_ f (X) C[a,b] -
dir. Bu da
limmaks | f, (x)- f (x)|=0

n—o asx<b
anlamina gelir.

Eger ( f,) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsaksa

f DY 5 f

ile gosterilir [1].

1953’te Rus matematik¢i P.P. Korovkin tarafindan ispatlanan asagidaki teorem pozitif lineer

operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsadiklarini géstermeye yarar.
2.3.2. Teorem
f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda siirekli ve VXeR i¢in f fonksiyonu sinirli yani

M, >‘ f (X)‘ olsun. L, (f,X) pozitif lineer operator dizisi Vxe[a,b] igin

i) L, (Lx)—>1

i) L (rx)—>x

i) L (r’x)—2>x

sartlarin1 sagliyorsa bu durumda [a,b] kapali araliginda Ln(f;X) operatori.  f
fonksiyonuna diizgiin yakinsar [1,2].

fspat

f €C[a,b] oldugunu kabul edelim. Bu durumda
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[r—x|<siken |[f(r)—f(x)<e (2.1)
saglanir.

|r - X| > ¢ olmas1 durumunda | f (x)| <M, esitsizligi ve liggen esitsizligi kullanilirsa
£ (r)=f(x)|<|f(r)+]f(x)|<2Mm, (2.2)
yazilabilir. Diger yandan
Ir=x|>6 iken U21
o
olacagindan

(r ;ZX)Z o1 (2.3)

olup Es. 2.2 ve Es. 2.3 ifadelerinden dolay:

2
£ (r)=f (x)|<2M, ssz(r;f) (2.4)
yazilabilir. O halde Es. 2.1 ve Es. 2.4 ifadelerinden dolay1
olacagindan Vx,r €[a,b] i¢in
(r-x)
[f(r)-f(x)|<2M, —"+¢ (2.5)

52
dir. (Ln) operator dizisi (i), (ii) ve (iii) kosullarini1 sagladigindan

lim

n—oo

Ln(f (r);x)— f(x)

clab]

esitligini de sagladigini gosterirsek teoremin ispatini tamamlamis oluruz. Lineerlikten
L (F(r)ix)=F )| =|L, (F(r)ix)—f(x)—L, (F(x);x)+L, (f(x);x)|

L, ((f(r)=f(x));%)+ f (x)(L, (Lx)-1)|

olur. Uggen esitsizligini kullanirsak

|Ln(f (r);x)-f (x)|£|f (X)L, (l;x)—1|+‘Ln ((f (r)-f (x));x)‘




seklinde yazabiliriz.

Diger yandan pozitif lineer operatorler monoton artan oldugundan ve
F(r)=f)=<[f(r)-f(x)
esitsizligi saglanacagindan

L((F ()= 1 00)x)] < (

dir. O halde

L,(f(r)ix)-f (x)‘g L, (| (r)=f ()] x)+| f (X)||L, (%) -1

£(r)=f(x)x)

oldugu gosterilmis olur.
M =|f (x)

oldugundan

Lo (f(r);x)—f (x)‘gMf ‘(Ln (1;x)—1)‘+ Ln(

f(r)-f (x)‘;x)

olur. (Ln) monoton ve artan oldugundan Es. 2.5 ifadesinin kullanilmasiyla

‘Ln(f(r);x)—f(x)‘sMf

(L, (Lx)-1) + L, (g+2|v|f %;x} (2.6)

olur. Diger taraftan L, operatdriiniin lineerlik 6zelliginden

L,{(HZMf M;xj— L, (&:x)+ L{ZMf w;x]
o o

2M
=L, (LX) + - L, (1 = 2xr + %% x)

62

2M
— el (1;x)+5—2f[Ln(r2;x)—x2 +2x*=2xL, (r; %)+ X°L, (1;x)—x2]

=l (1;x)+2|vIf [(Ln(rz;x)—xz)

52

+2x(x— L, (r; x))+ X2 (Ln (L x)—l)]
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yazabiliriz. Buldugumuz bu ifadeyi Es. 2.6 ifadesinde kullanirsak

L,(f(r)ix)—f (x)‘g My |L, (LX) -1+ &L, (LX) + 22/? [(Ln(rz;x)—xz)

+2x(x =L, (r;%))+ %% (L, (% x)—l)] (2.7)
elde edilir. Es. 2.7 ifadesinde (i), (ii) ve (iii) kosullarinin kullanilmasiyla
‘Ln (f (r);x)— f (x)‘ <eg

bulunur. Burada lime, =0

n—o0

dir. O halde

L, (f(r);x)—f (x)‘:O

lim maks

n—o as<x<b

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

2.4. Lipschitz Sinifindan Fonksiyonlar

f (X) , | araliginda taniml1 bir fonksiyon olsun.

0 <« olmak iizere her X; ve X, €l igin

[ (%)= f (%) <M [x —x,[" 2.8)
esitsizligini saglayacak sekilde bir M >0 varsa f fonksiyonuna Lipschitz sinifindandir
denir ve f eLip,, (a) ile gosterilir. f fonksiyonu Lipschitz simifindan ise bu aralikta
stireklidir.

a>1 icin Lipschitz sinifinin elemanlar1 sabit fonksiyonlardir. Dolayisiyla bu smiftaki

fonksiyonlar i¢in 0 < <1 alacagiz. Ayrica
Lip,, (@)=C(1)

dir [2].
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3. DOGURUCU FONKSIYONLARIN BIR SINIFINI iCEREN LINEER
POZITIF OPERATORLERIN YAKLASIM OZELLIiKLERI

Bu bélimde O. Dogru, M. Ozarslan, F. Tasdelen’in 2004 yilinda yaptiklar1 ¢alisma
incelenecektir ve dogurucu fonksiyonlarin bir sinifin1 igeren pozitif lineer operatorlerin
yaklagim ozellikleri incelenecektir. Bu operatorlerin yakinsama hizlart Peetre K-
fonksiyoneli, siireklilik modiilii ve modifiye Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla
hesaplanmistir. Bu operatorlerin p-inci basamaktan genellestirilmesi ve yaklasim 6zellikleri
de verilecektir. Bu operatorlerin diferensiyel denklemlere uygulanmasi tizerinde durularak
bir diferensiyel denklemin 6zel bir ¢oziimiinlin bu operator oldugu gosterilecektir. Ayrica
yapilan diger caligmalardan farkli olarak lineer operatdrlerin m-inci mertebeden tiirevleri de

hesaplanacaktir. Bu operatorler icin Voronovskaya tipli bir teorem ifade edilecektir.
3.1. Dogurucu Fonksiyonlar

3.1.1. Tanim

F (X, t) iki degiskenli fonksiyonunun degiskenlerinden birine gore

F(xt)=Y £ (x)t

n=0
seklinde bir kuvvet serisine agilmis olmasi1 durumunda F(X,t) fonksiyonuna {fn(x)},

n=0,1,2... fonksiyon dizisi i¢in dogurucu fonksiyon denir [3].
3.2. Dogurucu Fonksiyonlarin Bir Simifim i¢eren Lineer Pozitif Operatérler

Xe [0,1) vete (—oo, O] olmak tizere

Ln(f;x):#if{ v JCV(“)(t)xV (3.1)

F.(xt) v &, (v)
seklinde taniml1 olsun.

Burada {F, (x;t)}

neN

00

F(xt)=2.C" (t)x" (3.2)

v=0

ile taniml1 olup
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{CV(”’ (t)} (veNy)

fonksiyon dizisi i¢in dogurucu fonksiyondur.

Vte(—o0,0] igin C"(t)>0

olsun. Ayrica

1. p(x).F (xt)=F_(xt), p(x)<M <o, xe[0,1)

2. vCl"(t)=a,(v)C, (1) - ACy (t), Ac[0,a], ve Z igin C\" (t)=0

3. a,(1+v)=a,(v)=maks{n,v}

kosullarinin saglandigini kabul edersek Es. 3.1 ile tanimlh Ln operatorii bazi 6zel segimler

altinda bilinen baz1 operatorlere dontismektedir.

L"(t) Laguerre polinomu olmak iizere eger

a,(v)=n+v, C"®)=L"1) ve F(xt)= (1_1x)“+1 exp[xtflj

secimi yapilirsa

P.(f;x)= “ i)"l exptltxxji f (Lj L (t)x"

= \v+n

elde edilir. Burada

: exp( = j=it‘$)(t)x“

(1—X)n+1 X_l v=0

oldugundan

1-x)"* exp(xt—ilj

L(Vn)('[) ile tanimlanan Laguerre polinomlarinin dogurucu fonksiyonudur.

0=3Y i

;s (v—r)!(n+r)!r!L

olarak tanimlanan ifadede t =0 alinirsa

L (0)= (-2

(v+n)! 0 (n+v)!
V=00l 0= vl

olur ve

L0(0) = (n +v]

\Y



bulunur.
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Pn(f;X) ifadesinde t=0 alinirsa Cheney ve Sharma tarafindan 1964 yilinda verilen ve

Bernstein kuvvet serileri olarak bilinen

a5

= \n+v){ v

operatorleri elde edilir [4].

a,(v)=1+n+v ,

secilirse 1989’da Khan tarafindan tanimlanan

7 ( ) (1 X)n+1 exp(ltxxji f ( \"

v=0

elde edilir [5].

Z,(f;x) ifadesinde de t=0 alinirsa

n+1 n+v v
Z( ) (A=) ;f(1+n+vj( v jx

ifadesi elde edilir ki; bu da Meyer-Konig ve Zeller operatériidiir [6].

v

F.(xt)=e™, a (v)=n ve CV(”)(t):C—
secilimi yapildiginda ise

S, (f;x)= e*"xz f[ j(nx)

Szasz operatorii elde edilir [7].

F.(xt)=e"" a (v)=h(n) ve

secimi yapildiginda

(1= 1) (h(mx)

= (h(n) vl

elde edilir [8].

0 -0 ve Fy(x0)= (1-x) "exp %

1+n+v

Jwie

C\fn) (t) — (h(nl))v
V!

tx

-1

J
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3.3. Dogurucu Fonksiyonlarin Bir Smifim Iceren Lineer Pozitif Operatorlerin
Yaklasim Ozellikleri

Xe [0,1) te (—00,0] ve be (O,l)
olsun. L operatoriiniin yakinsakligini igeren asagidaki teoremi verelim.

3.3.1. Teorem
f fonksiyonu [0,b] kapali araliginda siirekli, n — oo igin o —0 ise Es. 3.1 ile tanimlanan

L, ( f; X) operatdrii f (x) fonksiyonuna [0,b] araliginda diizgiin yakimsaktr, denir [3].
fspat
Bu teoremin ispat1 i¢in éncelikle L, operatériiniin 6nce pozitif lineer bir operatér oldugunu

gosterip sonra da Korovkin teoreminin kosullarinin sagladigini  gosterirsek ispati

tamamlamis oluruz.

Lt B R o

F.(xt) %

oldugundan Vy, S eR i¢in

=yL,(f;x)+pL,(9;x)
saglanir. Buise L, ( f; X) operatdriiniin lineer oldugunu gosterir.
xe[0,1) ,C"(t)=0 ,te(—o,0] ve F,(x;t) Es.3.2 ile tanmli oldugundan
0<F,(xt)
dir. Bu ifadeler ve Es. 3.1 ile verilen Ln(f;X) tanimiyla beraber diigtiniiliirse 0< f igin
0<L, ( f; X) oldugunu yani L, ( f; X) operatdriiniin pozitif oldugunu gdosterir.

Simdi, Korovkin teoreminin ger¢eklendigini gostermek i¢in Es. 3.1 ifadesinde



f(r)=1
secelim. Bu durumda

L, (Lx)=

=F,(xt)
olur. Dolayisiyla
L, (Lx)—>1
saglanir. Simdi de

f(r)=r

secelim. Bu durumda

. _ 1 c \ (n) v
L, (r;x)= Fn(x;t)z(an(v)] C™M(t)x

v=0

=t vV oy

F.(xt) T a,(v)
Burada (2) 6zelligi kullanilirsa

1
F,(xt) =

L (%)=

<

_ X Nem
B Fn(x;t)z{c“(t)

F (% t)\i{ 0= (

olur ki buradan

o0

Atx 1
ci™(t)x' <0
Fn(x;t)vzt;an(1+v) o

olur, yani

00

2 Clmx

F (xt) &

L,(r;x) >

bulunur.

+l)

i(a (V)C? ) Atc<“+1>(t))

C‘EI” (t)}

C (n+1) (t)}

15

(3.3)

(3.4)
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(3) 6zelligini kullanilirsak
1 1
=>

n a,(v+1)

bulunur. Dolayisiyla Es. 3.3 ifadesinden dolay1

© © (n+1) v
L, (r;x) = 1 > chx - Al ZCH (Ox

F.oct) s F.xt) e a,v)
© o (n+1) v
_ X ch(n) (X' — Atx Z C,"(t)x
Fn (X’t) v=0 Fn(X,t) v=0 an (V+1)

dir. Burada (1) 6zelligini kullanirsak

B Atx & CV(””’(t)xV
F.(xt) = a,(v+1)

L, (r;x)<x

=X— AtXp(X) 1 ZC\EMI) (t)Xv
n Fn+1(x;t) v=0

~ Atxp(x)
n

bulunur. Boylece

L (r;x)<x-— _Atxp(x)
n

elde edilmis olur. Bu esitsizlik ve Es. 3.4 ifadesinden dolayi

X< Ln(r;X)SX—M
n

yani

0< Ln(r;x)—XS—AtX—p(X)

dolayisiyla da

|Ln(r;x)—x|£—Athp(x) (3.5)

ifadesi elde edilir. Bu esitsizligin her iki yaninin X € [0, b] lizerinden maksimumu alinirsa

alt|bM

” Ln(r;x)_x”C[o,b]S (36)

olur. Buradan da x €[0,b] i¢in
L, (r; X)——X

dir. Simdi de

f(r)=r?
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secgersek

2. _ 1 S \ i (n) %
““’”‘aumzimecvmx

v=0

olur. (2) 6zelligi kullanilirsa

v Y M (y—__ Y a_ (v)c® (n:)
i) e mete - act )

v ch@m At
() (a,(v))

C (n+1) (t)

_(v-1+1)C(®) At

7VCP (M)
a,(v) (a,(v))

— (V_l) C\EE (t) + C\Eg (t) _ At > VC\EEQ (t)
av  al)  (a,W)

awnd%)AM?m+me At

(n+1) (t)
a,(v) a,(v) a,(v) (a, (v))
bulunur. Dolayistyla
1 &a,(v-1) e
L (r?;x)—x2 n c™ (t)x' —x cim (t)x"
(%)X [:F;(x,t) ;é; a,(v) (1) } F;( : 3§; )
0 (n) v © (n)+1 v
1 ZCH(t)x LA ZVCH (t)zx 3.7)
F.(xt) = a(v) ‘ F.(xt) v (a,(v))
olup (3) ozelliginden
v+1 v+l n 1
7S S o=
(a,(v+1)) N n°on
bulunur.
Es. 3.7 ifadesindeki dort ayr1 parcayi tek tek hesaplarsak Es. 3.2 ifadesinden dolay1
N ) |t| N (D) () ¥
>C7 (1) X
VZ:an v) ;( v+1)) O
p(X) a|t| S (n+1) v
C, 7 (t)x
n+l(X t) n VZ:(; ( )
alt|xp(x
:H:() 3.9)

olur. Diger yandan (3) 6zelliginden
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1 1
=>

n a,(v+2)
esitsizligi Es. 3.2 ifadesi ile birlikte diistiniiliirse

alt) x> &

> 1
C(n+1) t < C(n+l) t)x"
F(xt)éan @& O S Zaaa > ©
. allX <

n+1) v
nF, (x;t) Z ()

v=0

olur. (1) 6zelliginden

o0

alt|x*p(x) 1 ()
- F v t)ZC ®x"

_afx’p(x)

n

(n+1) v
F(xoé (v)C“ ()X <

elde edilir. Benzer sekilde
1 S 1

n a,(v+1)

ifadesi Es. 3.2 ile birlikte diistiniiliirse

i 1 Céﬂ( _F i Cn )XV

xt) = a, (v) )iz a, (v+1)
<X_1 sy
nk(xt)=
=X
n

bulunur ve

a,(v)>a,(v-1)

oldugu (3) 6zelliginden aciktir. Bundan dolay1

1 33 (VD) o) g2 " C) (1) X2 - x2
C (t —X° < C t —
Fn(x;t)vzzl a, (v) vz (D)X = - (x; VZ:; vz (1) X - x
t)icjm ~x*=0
v=0

elde edilir. Diger yandan
r?—x?=(r—x)" +2xr—2x?

olacagindan

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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L, (r*:x)=x* (L, (Lx)) =L, ((r—x)2 ; x)+2x L, ((r—x);x)
ifadesini yazabiliriz.

Es. 3.4 ifadesinden, L, (ZL' X) =1 oldugundan ve L ifadesinin pozitifliginden dolay1

Ln(rz;x)—x2 >0
yazilir. Ayrica Es. 3.8, Es. 3.9, Es. 3.10 ve Es. 3.11 ifadeleri Es. 3.7 ifadesinde yerine

yazilirsa

L, (r#x)-x* < afpp(x) a|t|x2p(x)+5+o
n n n

elde edilir. Bu ifadede her iki yanin X € [0, b] lizerinden maksimumu alinirsa ve (1) 6zelligi

kullanilirsa
_ altbM alt|b’™M b
L”(rz’x)_XZHC[M]S n o n 'n
1
== 3.12
n(b+a|t|bM(1+b)) (3.12)

elde edilir ve teoremin hipotezinden dolay1
Ln(rz;x)—>DY X2
elde edilir. Dolayisiyla, Korovkin teoreminin kosullarinin saglandigini géstermis oluruz.

Yani L, operatorii f fonksiyonuna X e [O,b] araliginda diizgiin yakinsaktir.

3.4. Dogurucu Fonksiyonlarin Bir Sinifimi i¢eren Lineer Pozitif Operatorlerin
Yakinsama Hiz

Bu bolimde L, operatérlerinin f fonksiyonuna yakmsama hizi ikinci bsliimde tanim

verilen siireklilik modiilii, Lipschitz sinifindan fonksiyonlar ve Peetre K-fonksiyoneli

yardimiyla hesaplanacaktir.

3.4.1. Teorem

L, operatorii Es. 3.1 ile tanimli operator ve f fonksiyonlari [O,b] araliginda stirekli olmak

uzere

1
S, = N ve B =maks{b,bMalt|,b’Malt|}



20

oldugunda
Lo (£5)= (e <(1+V3B)o(f;5,)

dir [3].
fspat

f fonksiyonlar1 [O,b] araliginda siirekli olsun. L, operatdriiniin monoton ve lineer

olmasindan dolay1

L,(f;x)-f (x)|£ Ln(|f (r)-f (x)|;x)

dir. (2.2.1. Lemma, vii) den dolayi
L ([T (r)-f(x)}:ix)<L, [a)(f;én).(1+—|rg_x|j;x]

yazilabilir. L, operatdriiniin lineerlik 6zelliginden dolay1

Ln(f;x)—f(x)|Sw(f;5n)Ln[(1+%j;xj
sl S A

olur. Cauchy — Bunyakowsky - Schwarz esitsizliginden dolay1

CVmx' S )X 1o v Y oo
a, (V) ‘\/ Fn(X;t)\/Fn(X;t) SLn(x;t) V;‘[an(v) X] Cy (t)X] (L, (X))

olup, L, (1; X) =1 oldugundan dolay1

(V)

00

21w

v=0

L,(f:%)-f(x)|<o(f;5,) 1+51[ L i{an\gv)—szcv(”’(t)xvj

2| F(xt)
olur.

A(xt)=—~ i(a ZV)_XJ C” (X" (3.13)

F (xt) Vo

olarak belirlenip esitsizligin her iki yaninin X € [0, b] tizerinden maksimumu alinirsa



bulunur. Vx €[0,b] i¢in Es. 3.13 ifadesinde

A, (xit) =

(
=L, (r*,x)=2xL, (r; %)+ X°L, (LX) +X* = X°
Ly (r*x)-

X2 —2x (r;x)—x)

NGRS

dir. Es. 3.6 ve Es. 3.12 ifadelerinden

maks A, (X;t) <

XeOb

(%)= L () =4

C[0,b]

1 2at|b*M
< H(b+ alt|oM (1+ b))+T
1
_H(b+a|t|bM (1+3b))
seklinde yazilabilir. Burada
B = maks {b,bMalt|,b’Malt|f

olmak tlizere

maks A, (X;t) <3BS;

xe[0,b]

dir. Es. 3.15 ifadesi Es. 3.14 ifadesinde kullanilirsa

Ly (£5%) = F (%)) o < { élnﬁlssaf}w(f;an)
= o(f;5,){1+/3B}

elde edilmesiyle ispat tamamlanir.

3.4.2. Tanim

f,f' f" fonksiyonlari [O, b] araliginda siirekli olsun.
o% [O,b] uzayindaki norm

f

crtos) = T legony 1 oy +1 Flegony

olmak {izere Peetre K- fonksiyoneli

Ln(f;x)_f(x)”C[Ob]_a)(f % ){Hiﬂ(qﬁﬁp\j(“)) }

52 [( Z )]2[()]] cox

21

(3.14)

(3.15)
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K(:8,)= inf [ ]f =0l +3l9

geC?[0,b]

c2[0,b] }

ile tanimlanir [9].

L, ( f; X) operatoriiniin f fonksiyonuna yaklasma hizini Peetre K- fonksiyoneli yardimiyla
hesaplayalim.

3.4.3. Teorem

L, operatorii Es. 3.1 ile tammlanan operator ve f fonksiyonu [O,b] kapali araliginda

surekli ise

5 - b+alt|bM (3+3b)
" 4n

olarak belirlenirse
2K (f;6,)= L, (fix)—f (X)Hc[o,b]

dir [3].
fspat

geC? [O, b] olsun. g (r) fonksiyonu X =r noktasinda Taylor serisine agilirsa
g'(x g"(x

g(r)= g(x)+#(r—x)+#(r—x)2 +0

olur. Buradan

9(r)=9(x)=g'(x)(r=x)+ g"2()()(r_x)2+o

bulunur. Esitligin her iki tarafina L_ operatorii uygulanirsa

L, (9:x)-g(x)| =g'(x)
olur, Es. 3.6 ifadesinden dolay1

bMalt|
n

L, (r—x)2 ;x‘ (3.16)

L, (r—x);x|+%|g "(x)

L, (r—x);x|<

dir ve

L ((r=x)75x) -

Ln(r2 —2Xr +X* = 2x? +2x2;x)‘

L, (r? _xz;x)—2an(r—x;x)‘

<

L, (r;x)—x|

Ln(rz;x)—x2‘+2b
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2
Sl(b+a|t|bM (1+b))+M
n n

1
= H(b+ alt|bM (1+3b))

olur. Es. 3.16 ifadesinden dolay1

alt|\bM "
Ln<g;x>—g<x>||c[0,b]s M 1y + o b+ oM (1+30) 0 g
o (b+a|t|bM (3+3D))l19 ez 01 (3.17)

elde edilir. Diger bir taraftan L, operatoriiniin lineerligi ve tiggen esitsizligi kullanilirsa
L (F33) = £ ()] =L, (F1) = L, (9:%) + Ly (%) =9 () + 9 (x) = f (x)

<L, (F =g+ (0~ 1 (9], (90) -9 x| (2.18)
yazilabilir. L operatériiniin monoton artan oldugu kullanilirsa
L (F)= £ () < Ly (| £ =9l x)+|g ()= F (][ (9:%) =9 (x)
elde edilir. x [0, b] iizerinden her iki yanin maksimumu alinirsa

maks|L, (f;x)—f(x)

xe[0,b]

<maks(|f -g|L, (LX) +|9 (x)|+|Ln(g;x)—g(x)|)

xe[0,b]

= ” f— g”c[o,b] L, (1; X) + ” f— g”c[o,b] +

bulunur. L, (1 x) =1 oldugundan

L, (9:x)—9 (X)”c[o,b]

—f (x)||c[0'b] = x)||c[o’b] +2[[f =90y (3.19)
elde edilir. Es. 3.19 ifadesinde Es. 3.17 ifadesi kullanilirsa
b+altibM (3+3b

L, ( f; X)_ f (X)“c[o,b] = Z{Hf - g”c[o,b] | | ( )” ” 2[ob } (320)

olur. Teoremin hipotezinden dolay1
_b+alt|bM (3+3b)
B 4n

n

oldugundan ve g eC? [0, b] tizerinden her iki yanin infimumunu alirsak

—f (x)||c[0'b] <2K(f,5,)

elde edilir ki bu da ispat tamamlanur.
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3.4.4. Teorem

L, (f;x) operatorii Es. 3.1 ile tanimlanmis operator ve
5 == B max {b, bMalt|,b*Malt]}

n \/ﬁ ’ ) )
olmak tizere, Vf € Lip,, (a) icin

L, ( f: X)_ f (X)”c[o,b] =M (SB)E 5r:l

olur [3].
fspat

f eLip, (a) ve 0<a <1olsun

Es. 2.8 ifadesi ve L, operatoriiniin monotonluk ve lineerlik dzelliklerini kullanirsak
|Ln(f;x)— f (x)|£ L, (|f (r)-f (x)|;x)

a

ci(t)x"

M
< Fn(x;t);:‘

v

a(v)

n

olur. Daha sonra

ng ve QZL
o 2—«a

secimleri ile Holder esitsizligi uygulanirsa

elde edilir.

NS S N V_X2<n) X’
N P v 0

n

olarak secilirse

L,(f;x)-f (x)‘s(A](x;t))% M (3.21)

olur. Es. 3.21 ifadesinin her iki tarafinin X € [O, b] iizerinde maksimumunu alirsak ve elde

ettigimiz ifadede Es. 3.15 ifadesini kullanirsak
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L, (f;x)—f(x (3852)

Netory

=M (3B)z 6"

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

3.5. Ln Operatériiniin p-inci Basamaktan Genellestirilmesi

f eCp[O, b] ve p= 0,1,2... ve neN olmak iizere asagida tanimlanan operatore L,

operatdriiniin p-inci basamaktan genellestirilmesi denir.

(0= ( (V)J[Xa-”zv)j c () (322

|
V=0 i 1!

dir. Bu ifadede p=0 alinirsa Es. 3.1 ile tanimlanan operat6re doniistr [3].

3.5.1. Teorem
L[np] Es. 3.22 ile tanimlanmak iizere,
f(P e Lip, («) ve vf eCP?[0,b]

ise, 0 zaman

[p] ) a M
(%) f(X)Hc[o,blgB(a’ p)a+p(p—1)!

olur [5]. >0 ve p >0 degerleri i¢in

(3.23)

L (fs= i),

clos]

1

B(a,p) = j t*1(1—-¢t)Pldt

0

integrali ile tanimlanan ifade Beta fonksiyonudur .
fspat
Es. 3.22 ifadesinden

f(0-10( 13 = 7 if(x)iﬂ”[afv)][ "’T"zV)J cO @2

dir. Taylor formiiliinden



= 0 (g X—a)” & _
f(x):;f k(l )(x—a) +((p_1;! !(1—2)(') 110 (a+z(x-a))- 17 (a)]d
(3.25)
olur. Burada
“a,(v)

Q=1 (x)-Y fo)[anVV)J[X a\EV)j

olmak lizere

Q=—(X_a\év)] j;(lt)(pl)f(p){ Y +t(x— Y D—f“’)( Y ]dt (3.26)

(P-1)! 3, (V) 3, (v) 3, (v)
elde edilir.
f eLip,, (a)
oldugundan
| _v_ t[_ j _fm(_v JSM H(x_ v M v ]
(an (v) a, (V) a, (V) (V) a,(v)) (@ (v)
V [24
= Mt* [x — 3.27
X 2, (V) (3.27)
yazilir. Beta fonksiyonunun tanimi kullanilirsa
1
(p—l) a
1-t t“dt = B(a,
Ja-)"edt= B ()
bulunur. Es. 3.27, Es. 3.26 ifadeleri Es. 3.25 ifadesinde kullanilirsa
<o)
b . a (V) o v a+p
f(x)-3 10| 2 <2 B(a, -
() ; (an(v)] i! a+p (a IO)(r—1)l X a,(v) (3.28)

bulunur. Bu da Es. 3.24 ifadesinde dikkate alinirsa
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B(, p) - Fl >

Ca+p (P-DIF (xt) =

o M atp
_a+pB(a,p)—( — !Ln(|r—x| ,x)

ifadesi elde edilir. Burada her iki yanin 6nce mutlak degeri sonra da [O,b] tizerinde

maksimumu alinirsa

[P £y} M ey
L (f,X) f (X)Hc[o,b] Ca+p B(a’ p)(p—l)! L (|r X| ’X) clo.b]
ifadesinin elde edilmesiyle ispat tamamlanir. Simdi
g(r)=[r—x"" (3.29)

ge C[O, b] olsunve g(x) =0 oldugundan L, ( f; X) operatorii f (X) fonksiyonuna diizgiin
yakinsadigindan L, (g;x) operatoriide g(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Bu da

lim
n—oo

L (93 %)] g =0
anlamna gelir. 3.5.1. Teorem geregince
f® e Lip, («) dekiher f eCP[0,b] igin
M

<B(a, p)————

a+p(p-1)

lim

n—o0

L (f;x)— f (X)H L, (g; X)HC[O,b] =0 (3.30)

clo.]
elde edilir. 3.4.1. Teorem ve 3.4.4. Teorem ifadesinde M =b" diisiiniiliirse ve
g e Lip, («) oldugunu dikkate alarak 3.5.1. Teorem ifadesinin sonucu olarak agagidaki

sonuglar1 verebiliriz.
3.5.1. Sonug

f e Lip, () ve f eClPl[0,b] ise 0zaman

L (£:x)— f (X)qu,b} < ai‘ . B(a, p)(pl\fl)!(1+\/3_8)a)(g;5n)

dir [3].
fSpat

g (r) = |r - X|Oler olmak iizere 3.4.1. Teorem gerekgesiyle
SCTORY M RCIREICTEY W

s(1+\/§)w(g;5n)
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yazilabilir. Bu ifade Es. 3.23 ifadesinde yerine yazilirsa

I (£1x)— £ (x)], B(ct, p) o (1+3B (g6,

(p-1)!
elde edilmesiyle ispat tamamlanir.

3.5.2. Sonug

<
[0b] a4+ p

f(*) e Lip,, (a) ve f ecl? [0,b] oldugunda

Pl f.v)_ a MbP 2
[P (£:x) f(x)Hc[Oyb]saijB(a, p)(p_l)!(SB)zén
dir [3].
fspat

g (r) = |r — X|aer oldugundan

3.4.4. Teorem gerekgesiyle

L (a(n)-a(0ix),,, -

elde edilir ve bu Es. 3.23 ifadesinde yerine yazilirsa

(0(r10), =M (59)F 0 <0 (38 o

][ £-v) (04 b*M 2
0P (£5%)- 1 (X)HCM S B(a, p) ( p_l)!(SB)z 5
olur.

3.5.3. Sonug

f® e Lip, () ve f eCl”'[0,b] oldugunda

B(a, p)LZK(g;d,)

(p-1)!

U7 (F;%)- (X)qu,b} <— ;

olur.
fspat
3.4.3. Teorem geregince

Lo (9:) =9 ()]0 <2K (9:5;)
dir.

g(x)=0

oldugundan

(90, 52K (6353)

olur.
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g(r)=|r—x""

oldugundan

(|r—x|"Hp )

dir. Bu esitsizlik Es. 3.23 ifadesinde kullanilirsa
[r] v ) — <
P (f;%)— f (X)HC[OM <

elde edilir ve ispat tamamlanir.

<2K(9;5,)

clob]

2K(g;5n)

a+p

3 P) g M

p-1)!

3.6. Ln Operatoriiniin Diferensiyel Denklemlere Uygulanmasi

Es. 3.1 ile tamml L, (f;X) operatoriinde b, <b,,, olmak iizere
a,(v)=b,+v

alinmasiyla

L (f:x)= i[

J " (t)x" (3.31)
operatorii elde edilir.
3.6.1. Teorem
{F,(x:t)} dogurucu fonksiyon dizisi

2R (i)} = Fy () Ko (¥) (3.32)

Ozelligine sahip olsun. Her x e [O,b] vef e C[O,b] oldugu zaman

X%L’;(f;x):—xKn(x)L’;(f;x)+an:(fg;x) (3.33)

dir. Burada g fonksiyonu

9(r)=1"7

ile tammmlidir. Buradan

\'

g V. )_ v+b v
v+b, ) 4V b

vV+Db,

olur. Kn(x) dizisi ise herhangi bir fonksiyon dizisidir [3].
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fspat

Es. 3.31 ifadesinin her iKi tarafinin tiirevi alinirsa

-2 (R.(x)

%L’;(f;x)= FZ(x0) io [ jc(")(t)x
vi;f(b HJ O (t)ux-?
bulunur.

Es. 3.32 ifadesinden de

d . s
— L, (f;x)= f c™ (t)x"
de o F(xt)vZ (b +v] cH)x

s Y,
f cl”(t)x"
VZ:(; [b +vj (bn+vj 0L
olacaktir.

Es. 3.31 ifadesi kullanilirsa

xdiL;(f;x):—xKn(x)L’;(f;x)+an’;(fg;x)
X

elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.6.1. Uyan
Es. 3.33 ifadesi L (f;X) bir diferensiyel denklem degildir; fonksiyonel diferensiyel

denklemdir.

3.7. Ln Operatoriiniin m-inci Mertebeden Tiirevleri

Bu boliimde Es. 3.1 ile tanimlanan L, operatoriiniin baz1 6zel durumlarda tiirevlerini

inceleyecegiz.

L (fix)= F, (1x;t):o (an\év)] SHOL

ile tamimlanan L, operatoriiniin birinci mertebeden tiirevini alalim.

%'—n(f:X)= ;l(:(':n( ))i ( )J n)(t)xv+Fn(lx;t)if(an\EV)]C“(n)(t)vxv_l
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B
_7(FH(X;t)) s v 1 * v
X ™ (t)x" + ™ (t)yx"*
=Jem) gf(mv) "0 Fn<x:t>§f(an<v>JC“ ©)
d
_T((Fn(x;t)) o v S
= Z}f[an(v) a0

olur.

3.7.1. Teorem
K, bir dizi olmak iizere; {F, (X;t)}nEN Es. 3.2 ile tammli dogurucu fonksiyon dizisi

0

2 (R (a0)=(F (0K,

ozelligine sahip olsun. Burada

olsun.

a,(v)=b, ve

vxe[0,b] ve f eC[0,b] olmasi durumunda

s ety (o]

dir.
fspat
1 = v
L (f;x)= f cl” (t)x"
el ol
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ile tamimlanan L operatoriiniin her iki yaninin tiirevini alalim.

v=0

0
——(Fn(xt)w
LR (n()] (1)

LS| e et

elde edilir. Bu ifadede teoremin hipotezlerini kullanirsak

F,(xt) v h
d I R VA N 1 & ,(v+l K,C"(t) ,
_xL”(f X)= Fn(x;t);f{ajcv()(t)x +Fn(xt);f[ n j(v+l) (V1) X

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

R PUCSRIE A0S

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

3.7.2. Teorem
K, bir dizi ve {F, (xt)} dogurucu fonksiyon dizisi

0

(R (60) = (R (x0)K,
ozelligine sahip olmak tizere

vxe[0,b] ve f eC[0,b] olsun.

et (S ) (et
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+...+(—1)”“1($j f (an\EV)H c” (t)x" (3.34)

dir.
fspat
Ispatini1 tiimevarimla yapalim.

m=1 i¢in dogru mu?

d

ax (1) fo":t)[g[f(an?vfl)}f[anv<v>]}5”)“)”]

3.7.1. Teorem gerekgesiyle Es. 3.34 ifadesi m=1i¢in dogrudur.

m=Kk —1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

oS ()

ot (<) ['; :ﬂ f (anzv)j: c (1) x" (3.35)

dir.
m=Kk i¢in dogru mu?

Es. 3.35 ifadesinin her iki yaninin tiirevini alalim.
d (d** —(K,) 7 (K, )-F, (xt) & vik-1
—|— L f’ — n - =
dx{dx“j (1) F? (xt) VZ L(v+k-1)
k-1 v+k—2 ko[ k-1 v
— fl ——— [+..+(-1 f c” (t)x"
[ 1) (an(v+k—2) Fet () (k—l] [an(v)ﬂ Ok
k-1
+(Kn) S ¢ vik-1 | (k-1) [ v+k-2
F.(xt)=| a,(v+k-1) 1 a,(v+k-2)

o o

olur. Bu ifadede diizenlemeler yaparsak,




elde edilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

I RERE= | y Eo=e

k-1

ot (-1)7 k_ljf(ﬁ ™ (t)x"
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olur.

(oS ) e ) ()
e (T (S et s
’ +(_l)k_2 (Ejj f {an\(/\jil)I CV(”) ()X

olur ve

()

oldugunu kullanirsak

eSO s ) )

+(gjf(%}.,.+(_l)k1@f(anzv)ﬂqm(t)xv

elde edilir. Bu YmeN i¢in ifadenin Es. 3.34 ifadesinin saglandigini1 gésterir. Bu da ispati

tamamlar.

3.7.3. Tanim

f fonksiyonu sonlu bir kapali [a,b] araliginda tanimh
Xgr X, Xy... ler de X, <X <X, <.. seklinde bu araligin keyfi noktalar1 olsun. f

fonksiyonunun rastgele bir X, ; k =0,1,2,... noktasindaki degerinin [Xk; f] ile gosterirsek

f(x)=[%:f]
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ifadesine f fonksiyonunun sifirinci boliinmiis farki denir [10].
f ( Xi) —f (Xo )
X =X

ifadesine f fonksiyonunun birinci boliinmiis farki denir [1,10].

[Xo’xﬁf]:

1o Do =% %0 ]
[%: %, %, f]= - x,

ifadesine f fonksiyonunun ikinci boliinmiis farki denir [1,10].

1= o2 P10 % 1]

Xy Xpyees X5
[Oxl n XO_Xn

ifadesine f fonksiyonunun n-inci boliinmiis farki denir [1,10].

Benzer sekilde
X LS ve X _k+l secimiyle
0 b, 1 b, cimiy

{k’k_ﬂ;f}:b“(f(k_ﬂl_fKKJ] (3.36)
b, b, b, b,

olarak bulunur. Benzer sekilde

(ko Lk mak
o—bn,Xl— bn R bn

secilirse

2[k ket ke2 ] [kt ko2 ] [k kel

b,[b, b, " b "] [ b b "] [b b’

mik kel kem | _[k+lk+2  kem o] fk k1 kem-l
bn _bn 1 bn 1" bn 1 - bn 1 bn 1" bn ) bn Ll bn 1" bn 1

olarak bulunur.
3.7.4. Teorem

K, bir dizi olmak tizere {Fn (X;t)} dogurucu fonksiyon dizisi

o
OX

(F. (x:t)

( Fﬂ (X’ t)) Kn
ozelligine sahip olsun ve

a,(v)=b

n

olmak lzere
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vxe[0,b] ve f eC[0,b] olsun.

d" (M (K)" &[vovel  vam L oo
—L (f;x)= —, yerey ; f t
dx™ (%) b Fn(x;t)vz_;‘ b, b, b, (O
dir.

fspat

Ispat1 tiimevarim yéntemiyle yapalim.
m=1 i¢in dogru mu?
d

_ 1 (K,) & v v+l ; .
&Ln(f,x):amz[b—, . ,f}cv()(t)x

olur. Es. 3.36 ifadesinden

sz (o

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

%LJﬁXF%%{f (Vb:l]— f (blnc“ (t)x"

elde edilir. 3.7.1. Teorem gerekgesiyle verilen ifade m=1 i¢in dogrudur.

m=Kk -1 i¢in

! ] (f;x): K )’ (k—l)!i{l1v+l,m,v+k—l; f:|c(n)(t)xv (3.37)

dx** " F(xt) bt Zb, b

n n n

ifadesi dogru olsun.

m=K i¢in

4" ()= LK) (M
F (%

ax™ "

ifadesinin dogrulugunu gosterelim. Bunun i¢in Es. 3.37 ifadesinin her iki yaninin tiirevini

alalim.

d ([ d<t —(K )k (k—l)! =lv v+l vak-1_ ] (n)

— = |L(f:x)= n — fCV ()XY
dx(dxk—lj n( X) Fn(X;t) brl](_l ;_bn bn bn | v ()X
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n n L ~n n bn
dir.
d (K )k (k-)'& || v+l ve2 vk
— L (fix)==—+ ey  f
g (1) F,(xt) b~ 2% 5

B 1,v+11 1v+k—1;]c CV(")(f)xV
b, b, b,

elde edilir.

elde edilmesiyle ifadenin m=Kk i¢in dogru oldugu gosterilmis olur. Bu da ispat1 tamamlar.

3.8. Ln Operatrii i¢in Voronovskaya Tipli Bir Teorem

3.8.1. Lemma

L, operatorii Es. 3.1 ile tanimli lineer pozitif operatdr

a,(v)=h

secimini yapalim ve
b,C.% (t) =vC," (t)

saglansin. Ayrica

N — o igin b, —

olmas1 durumunda

a) L (Lx)=1

b) L,(s;x)=x



d) L (s*x)=x3+ 2
) n( ) bn (bn )2
6x°  7x? X

ifadeleri saglanir.

fspat

a) L,(Lx)=

b) L, (s;x)=

olur. L, operatdrii lineer oldugundan

39



yazilabilir, bu ifadede (a) ve (b) ifadelerini yerine yazarsak

2.0\ _y2, X
Ln(s,x)—x +b

n

elde edilir.

I (571)=— immw

3
1 |V
= = | c"(t)x"
F (xt) ;(bnj -
1 |V i
= = | c(t)x"
- z[bJ ()
2
1 S V+1
— C(n) t v+l
F (xt) ;( b, J (1)

olur. (a), (b) ve (c) ifadelerinin bu ifadede kullanilmasiyla

3x? X
+ 2
b” (bn )

L, (s%x)=x"+

elde edilir.
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olur, L, lineer oldugundan

() S e 23]

F, (;

o0

b X Z[ijc5">(t>xV+—_X S e ()

F.(xt)(b,)" =\ b,

yazilabilir. (a), (b), (c) ve (d) ifadelerinin bu ifadede yerine yazilmasiyla

ifadesi elde edilir.

3.8.2. Teorem

f fonksiyonu [0,b] araliginda siirekli ve (0,1) araliginda ikinci tiireve sahip olsun. Bu

durumda
r|1i_r>2bn (Ln ( f;X)— f (x)): f --(X)g

esitligi saglanir. Burada

a,(v)=b

n
secimini yapalim ve

0,CL1(t) ~vC ! (1)

n
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dir. Ayrica

n— o0 i¢in b, -
saglansin.

fspat

Bir f fonksiyonunun X = s noktasinda Taylor agilima;

()= £ ()4 (s gy 0 (7 iR (sx) (3.38)
dir. Burada
Rn(s—x):% f "'(x)(s—x)ﬁ% FOx)(s=x)" +..

olup, buna kalan terim denir. Es. 3.38 ifadesinde

\'
S=—

bn
secilirse

R TS RIS

yazilabilir. Burada R kalan terim ve

limR, (s—x)=0

dir. Dolayisiyla sinirhidir. Bu durumda

Vvh sayisi i¢in bir H >0 vardir ki
7(h)|<H (3.40)

yazilabilir. Bu durumda Es. 3.39 ifadesi
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(o o

seklinde yazilabilir. Esitligin her iki yanin1

olarak bulunur.

dir. Buradan

(133 = (L (20 ok S el ) - X UL e

F (X t) v=0 0, F, (X t) =
f'(x) &(v ’ . y XE(X) &V e ,
" ) O S S O
4 ZXFf (X(Xt)) gcgw ()X

olur.



elde edilir.

L, (f5x)=f(x)+ f'(x)(L, (s:x)—x)+ f IIZ(X)(LH(SZ;X)—ZXLH(S;X)+X2)

1

’ F,(xt)

> (s=x)"n(s—x) € (Ox

i 2 (X 6 @

olur. Simdi

=F <1x;t)§[é‘sz”[é‘x}5m o

ifadesinin degerini hesaplayalim. Bu durumda

1 LA AR N
+|:n(x;t)_ZX“> [bn Xj U[bn XJCV (t)x (3.42)
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olur.

)

iken

e

dir. Bu ifade ve Es. 3.40 ifadesi Es. 3.42 ifadesinde yerine yazilirsa

<g

= (gX;t)i(bl_qun) (" F (it;t} 2 (bl_XTCSH) ) -

diyelim.

Y
——X|>0

n

oldugundan

1< Y (l_sz (*;/ngzxj c (t)x"

l—x >0 n
by

yazilabilir. Yani

4
J s% > (bl—x} ci” (t)x"

v
——X|>0

n
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dir.

<g (gx ;t)i(g_n_szcv(n) (t)xv+%(x;t)i(é—xj4q”) (t)x"

v=0

elde edilir.
| <el, ((s—x)2 ;x)+% L, ((s—x)4;x)

dir. L, operatoriiniin lineerligi ve 3.8.1. Lemma ifadeleri kullanilirsa

n

I Sg(xz +bl—2x(x)+x2J

3 2 2
+iz x4+ 9%, 7X2+ X3—4x x4 2 X2 +6x2(x2+—j—4x3(x)+x4
o bn (bn) (bn) bn (bn) n
olur.
[xj H{6x*-12x3+6x> 7x°—-4x*> X
I <e| — |+— + —+ 3
b“ o b” (bn) (bn)
dir.
( j H| 3x° X
I<e| — [+—= >+ 3
b” g (bn) (bn)
elde edilir.

| Sg(é}(bn;az (3X2+(k:)j

bulunur. XE[O,b] oldugundan X in maksimum degeri b olur. Bu durumda

<o 2|4 I_223b2+b
b, ) (b,)" s (b,)

b H
<&l — [+ 5
b,) (b)) &

n n

(30° +b)

yazilabilir.



C :%(sz +b)
denirse

.gé[bﬁ <S;>CJ

Ve

D =maks{b,C}

secilirse

.gb_Dn(H (bln)]

seklinde yazilabilir.

1 ..
&, = maks {gb—} secimiyle;

n

| =—0(¢,)

n

elde edilir.

Bu ifadenin Es. 3.41 ifadesinde yerine yazilmasiyla

I
—
—
x
~
—~
—
E]
~—~
«
x
~
I
>
~—
_I_
-—h
—~
>
~—
—
S
—
~—~
w
|
>
~—
x
~—~——
+
O
—~
3
E)
N—"

L, (f;x)—f(x)

elde edilir. 3.8.1. Lemma bu ifadede kullanilirsa

n n

L (fix)—f(x)=f '(x)(x—x)JrfllT(X)[x2 +§—2XX+X2]+$O(6})
bulunur.

L (f:%)— 1 (X)=f"7m(b1]+b30(sn)

n

esitliginin her iki yan1 b, ile carpilirsa
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b, (L, ()= ()< "(x)5+0(s,)

bulunur ki;

n— o igin ¢, — 0 dir.

. . X
limb, (L, (f;x)—f =1 f"(x)=
im, (L, ()= 1 () =lim| (0%
olur.

limb, (L, (f:x)—f (x))= f"(x)=

n—w 2

elde edilmesiyle ispat tamamlanir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada dogurucu fonksiyon igeren lineer pozitif operatorlerin yaklasim 6zellikleri
incelenmis, yaklasim hizlan cesitli yontemlerle hesaplanmistir. Daha sonra bazi kosullar
belirlenerek bu operatorlerin yiiksek mertebeden tiirevleri i¢in bir yontem ifade edilmistir.
Yine bazi kosullar1 saglayan lineer pozitif operatdrler icin Voronovskaya tipinde bir teorem

ifade edilerek yaklasim 6zellikleri incelenmistir.
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