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1. GIRIS

Bu bolimde Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas
dizilerine ait baz1 6n bilgiler verilecektir. Sonra Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas,
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizilerinin bilinen indirgeme bagintilar1 gz Oniine
alinarak bu dizilerin Binet formiilleri incelenecektir. Daha sonra da Fibonacci

dizisinin matris iireteclerinden bahsedilecektir.

Vn tamsayisi i¢in,

U, =AU, _,+BU ,

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {U , } dizisinin asagidaki 6zel durumlarini goz oniine

alacagiz. Burada A, B keyfi tamsayilar olmak lizere,

1. A=1,B=1veU,=0,U, =1 icin; {F, } ile gosterilen Fibonacci dizisi,
2. A=1,B=1veU,=2,U, =1 win; {L, } ile gosterilen Lucas dizisi,

3. A=2,B=1veU,=0,U, =1 icin; {P, } ile gosterilen Pell dizisi,

4. A=2,B=1veU,=2,U, =2 i¢in; {0, }ile gosterilen Pell-Lucas dizisi,
5. A=1,B=2veU,=0,U, =1 icin; {J,}ile gosterilen Jacobsthal dizisi,

6. A=1,B=2veU,=2,U, =1 i¢in; {j,}ile gosterilen Jacobsthal-Lucas dizisi

elde edilir. Bu diziler [9, 17] de ¢alisilmustir.

1.1. Tanim
F,=0,F =1 olmak iizere,

F =F_ +F,.,n>2 (1.1)



seklinde tanimlanan rekiirans bagintisindan elde edilen sayilara Fibonacci sayilari
denir. Bu rekiirans bagintisinin iirettigi tamsayilar dizisine Fibonacci dizisi denir.

Burada F,, n-inci Fibonacci sayisini gosterir.

1.2. Tanim

L, =2,L =1 olmak iizere,

L =L _+L,,,n>2 (1.2)

seklinde tanimlanan rekiirans bagitisindan elde edilen sayilara Lucas sayilar1 denir.

Bu rekiirans bagintisinin iirettigi tamsayilar dizisine Lucas dizisi denir. Burada L,

n -inci Lucas sayisini gosterir.
1.3. Tanim

P ,=0,P =1 olmak iizere,

P =2P +P . n>2 (1.3)

seklinde tanimlanan rekiirans bagintisindan elde edilen sayilara Pell sayilar1 denir.

Bu rekiirans bagintisinin iirettigi tamsayilar dizisine Pell dizisi denir. Burada P, , n -

inci Pell sayisin1 gosterir.
1.4. Tamim

Q ,=2,Q =2 olmak iizere,

Q,=2Q,,+tQ,,,n>2 (1.4)

seklinde tanimlanan rekiirans bagmtisindan elde edilen sayilara Pell-Lucas sayilar
denir. Bu rekiirans bagintisinin irettigi tamsayilar dizisine Pell-Lucas dizisi denir.

Burada Q,, n-inci Pell-Lucas sayisin1 gosterir.



1.5. Tanim

J,=0,J =1 olmak iizere,

J=1 ,+2] ,,n>2 (1.5)

seklinde tanimlanan rekiirans bagintisindan elde edilen sayilara Jacobsthal sayilari
denir. Bu rekiirans bagmtisinin {irettii tamsayilar dizisine Jacobsthal dizisi denir.

BuradaJ, , n-inci Jacobsthal sayisin1 gosterir.

1.6. Tanim

jo=2,j,=1 olmak iizere,
jn+2:jn+l+2jn’n22 (16)

seklinde tanimlanan rekiirans bagintisindan elde edilen sayilara Jacobsthal-Lucas
sayilar1 denir. Bu rekiirans bagintisinin iirettigi tamsayilar dizisine Jacobsthal-Lucas

dizisi denir. Burada j, , n-inci Jacobsthal-Lucas sayisini gosterir.

F, =0,F, =1 olmak iizere F, =F ,+F ,,n>2 seklinde tanimlanan Fibonacci

rekiirans bagintisin1 ele alalim. Bu rekiirans bagitist i¢in F, =x" oldugunu kabul

edelim. Bu durumda,

xn :xn—l +xn—2 = xn—2x2 :xn—2x+xn—2

= x"2x? =x"(x+1)
=x’=x+1

=x'—x-1=0

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri



dir.
1.1. Teorem

1+4/5 1-+/5

, p= olmak iizere,
2 p 2

F , n -inci Fibonacci sayisi ve o =

Y
' B

o —
dir. Bu formiile Fibonacci sayilari i¢in Binet formiilii denir.
fspat

n tzerinden tlimevarimla ispat yapalim.

n=1 igin;

yazilir.

n=2 i¢in;

Fzzozz_'g2 :(a_ﬂ)(OhLﬂ):a+/3:>1=1+2\/§+1_2\/§=1

- (@ —p)

saglanir.

(1.7)



aﬂ_ﬂn

Ifade n igin dogru, yani F, :—,5 olsun. O halde n+1 i¢in dogru oldugunu
a —_—
gostermeliyiz.
Fn+1 :Ez +Fn—l
B an _ﬂn . an—l _ﬂn—l
a-pf a-pf
B an—la_ﬁn—lﬂ+an—l _ﬁn—l
a-p
B aa+)-p(B+1)
a-p
B an—laZ _ﬂzﬁ
a-p
B an+1 _ﬁn+l
a-p

esitligi saglanmis olur. Burada o ve S, x> —x—1=0 karakteristik denkleminin

kokleri oldugundan, a® = a +1 ve f° = B +1 esitliklerinden yararlanilmustir.

L,=2,L, =1 olmak tizere L, =L,  +L, ,,n>2 seklinde tammlanan Lucas

1+\/§

2

n-1

rekiirans bagmtisinin karakteristik denklemi de x* —x—-1=0 olup «a = ve

1-+5

p= 5 koklerine sahiptir.
1.2. Teorem
1 1-
L, , n-inci Lucas sayisive o = +2\/§ ve f = 2\/5 olmak tlizere,

L =a"+p" (1.8)



dir. Bu formiile Lucas sayilar1 i¢in Binet formiilii denir.

jspat

n lzerinden timevarimla ispat yapalim.

n=1 igin;

L=a+p=1=1

saglanir.
n =72 i¢in;

1+45) (1-45Y
L2=a2+,32:>3:( +2 J +[ _2 } =3

oldugu goriiliir.

[fadenin 7 igin dogru oldugunu, yani L, =a" + " oldugunu kabul edip n+1 igin

dogru oldugunu gostermeliyiz.

L,=L,+L,,
=a"+p"+a"" + B
=a"la+ B pra" + g
=a" " (a+)+ B (B+])
:anfla2 +ﬂnflﬂ2

=an+l +ﬂn+l



esitligi saglanmis olur. Burada o ve S, x° —x—1=0 karakteristik denkleminin
kokleri oldugundan, a® = a +1 ve B> = B +1 esitlikleri kullamlmistir.

Benzer sekilde; P, n-inci Pell sayisi; Q,, n-inci Pell-Lucas sayisi ve a =1+ V2 ,

no

p=1- \/5 , x> —2x—1=0 karakteristik denkleminin kokleri olmak iizere,

Pnzuve Q,=a"+p" (1.9)
a-p

dir. Bu formiillere de sirasiyla Pell ve Pell-Lucas sayilari i¢in Binet formiilii denir.

Ayrica; J,, n-inci Jacobsthal sayisi; j , n-inci Jacobsthal-Lucas sayisi ve o =2,

no

B=-1 x*—x-2=0 karakteristik denkleminin kokleri olmak iizere,

J z%ve jo=a"+ B (1.10)

n

dir. Bu formiillere de sirasiyla Jacobsthal ve Jacobsthal -Lucas sayilart i¢in Binet

formiilu denir.

Es. 1.1 kullanilarak ,
F, (1.11)

esitligi elde edilir. Bu son ifadede n <1 alinmasiyla elde edilen {F,} dizisine negatif

indisli Fibonacci dizisi denir. Boylece,

F,=F-F=1,F,=F,—F, =—1,.

-1



seklinde devam edilerek negatif indisli Fibonacci sayilar1 elde edilir. Bunu

genellestirerek asagidaki sonucu elde ederiz.

1.1 Sonug

Her n pozitif tamsayisi igin,

F,=(D""F, (1.12)

dir.

fspat

Bu esitligin ispati i¢in Fibonacci sayilarinin Binet formiiliinii géz oniine alalim. O

halde;

ﬂn_al’l

(_1)” _ (_1\n+l an_ﬂn — (—1\""!
Fo=—y =D [a_ j (-1)"™'F,
bulunur.

Benzer sekilde, Es. 1.2 kullanilarak ,

L.,=L,+L,, (1.13)



esitligi elde edilir. Bu son ifadede »n <1 alinmasiyla elde edilen {L,} dizisine negatif

indisli Lucas dizisi denir. Bdylece,
L, =L -L,=-LL,=L,—-L, =3,..

seklinde devam edilerek negatif indisli Lucas sayilar1 elde edilir. Bunu

genellestirerek asagidaki sonucu elde ederiz.

1.2 Sonug

Her n pozitif tamsayisi igin

L, =(-)"L, (1.14)

dir.

fspat

Bu esitligin ispati icin Lucas sayilarinin Binet formiiliinii g6z oniine alalim. O halde;

L caqr—prot L _F-a —@-f)
a" B (ep) (af)"

yazariz. aff = —1 oldugundan,

— __(an_ﬁn): 1\l n_pgny _ (_ n+l
L= b, == =@ - =)

bulunur.

Es. 1.3, Es. 1.4, Es. 1.5 ve Es. 1.6 kullanilarak ,
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f)n—Z :Pn _Rz—UQn—Z :Qn _Qn—l7']n—2 :Jn _Jn—l7jn—2 :jn _jn—l (115)

esitlikleri elde edilir. Bu son ifadede #»<1 almnmasiyla elde edilen
{P},{0,},{J,},1J,} dizilerine sirasiyla negatif indisli Pell, Pell-Lucas, Jasobsthal

ve Jasobsthal-Lucas dizileri denir. Boylece,

P, =P -P=1,P,=P,—-P, =-2,..

Q—1 = Ql _Qo = _23Q_2 = Qo —Q_l =0,...
J,=J,-J,=LJ,=J,-J,=L..

j—l =j1 _jO =_15j_2 =j0 _j—l :3,

seklinde devam edilerek negatif indisli Pell, Pell-Lucas, Jasobsthal ve Jasobsthal-

Lucas sayilari elde edilir.

Bunlar1 genellestirerek benzer sekilde, her n pozitif tamsayisi i¢in
P,=(-)"P.,0,=(-D"Q,J,=(-D"J,.j,==D", (1.16)
esitliklerini yazariz.

Buradan, n tamsayisina degerler vererek asagidaki sayilar1 bulabiliriz.

n: .6 5 -4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6..
F:..8 5 3 2 -1 1 0 1 1 23 5 8
L:..18 -11 7 -4 3 -1 2 1 3 4 7 11 18..

Rav
“
~J
[e)

29 -12 5 -2 1 0 1 2 5 12 29 70...

©

0...198 -82 34 -14 6 -2 2 2 6 14 34 82 198..
21 11 5 3 1

~
|

|
|
|

|
[

|

I

0o 1 1 3 5 11 2I...
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]n:...@—ﬂl—7 SRR 2 1 5 7 17 31 65...
64 32 16 8 4 2

Simdi Fibonacci dizisinin matris liretegleri ile ilgili asagidaki teoremi verelim.

1.3. Teorem

11
F , n-inci Fibonacci sayist ve 4 = L O} olmak tiizere,

Fn+l Fn
A" = (1.17)
Fn Fn—l
dir.
fspat

Ispatimiz1 n iizerinden tiimevarimla yapalim.

n =1 i¢in;



oldugundan iddia dogrudur. Simdi iddianin n i¢in dogru

1 1 ' E1+1 Ez - s e
A" = Lol | F oldugunu kabul ederek n+1 igin

n n—1

gosterelim.

o[ 17 11t 1] [F. FU 1] [F.+F,
|t o] |1 o|l|to| |F F_ |1 0] |F+F

n n—1

12

oldugunu, yani

dogru oldugunu

_ Fn+2 Fn+1
Fn+1 Fn

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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2. BAZI FIBONACCI VE LUCAS OZDESLIKLERI

Bu boélimde Fibonacci ve Lucas dizileri ile ilgili bazi 6zdeslikleri kapsayan

asagidaki teoremleri veriyoruz.
2.1. Teorem
F, n-inci Fibonacci sayis1 olmak iizere,

n

D F=F,-1 2.1)

i=1
dir.
jspat

Fibonacci sayilari i¢in rekiirans bagintis1 kullanilirsa,

El :E1—1+Fn—2 :>Fn—2 :Fn_Fn—l
olup,

F=F, - F,

F,=F,—F,

F,=F,-F,

El—le:Hl_ n

F =F F

n n+2 n+l

bulunur. Bu ifadeleri taraf tarafa toplarsak,



ZEan+2_FZ=F -1

n+2

elde edilir.
2.2. Teorem

F

no

n -inci Fibonacci sayis1 olmak iizere,

dir.
Ispat
Fibonacci sayilari i¢in rekiirans bagintist kullanilirsa,

F,=F_+F ,=F =F-F,

n—

olup,
B=F-F
F,=F,-F,
F,=F,-F,

FvZn—S = Fy2n—2 - F'2n—4

2n—-1 = FvZn - FVZH—Z

bulunur. Bu ifadeleri taraf tarafa toplarsak,

14

2.2)



elde edilir.
2.3. Teorem

F

no

n -inci Fibonacci sayis1 olmak iizere,

n

Zin =F,,., 1

i=1
dir.

Ispat

n 2n n
ZF21' = ze _zei—l
i=1 i=1 i=l1

= (F2n+2 _1)_(F2n)

=(F,,,-F,)-1

n+2

=15, 1
oldugu goriiliir.

2.4. Teorem (Cassini Formiilii)

F,, n-inci Fibonacci sayis1 olmak {lizere,
2 n
F_F.,.—-F =)"nx1

15

2.3)

2.4)
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dir.

jspat

Ispatimiz1 n iizerinden tiimevarimla yapalim.

n =1 igin;

FF,—F’=(-1)'=01-1"=-1=-1=-1

dir.

n =2 igin;

FF,-F’ =-1)’=12-1"=1=2-1=1=1=1

bulunur.

ifadenin 7 igin dogru oldugunu, yani; F_F, , —F>=(-1)" oldugunu kabul ederek

n+1 i¢in iddianin dogru oldugunu gostermeliyiz.

E1F+2 _F+12 :(F:

n n n

+1 anl)(Fn + Em) - Emz

=F

n+l

Ez + F ? - Fn—lEz - Fn—l'

n+l

2
E1+l

n+l

=F

n+l

F:1 _Fn—an _F’n2 _(_1)71
:Fn+1Fn _Fn(Fn—l +Fn)+(_1)n+l
~F_F -FF

n+l” n n+l

— (_1)n+1

+ (_1) n+l1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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2.5. Teorem

F

n?o

n -inci Fibonacci sayisi olmak lizere,
(2.5)

dir.

jspat

n lzerinden tiimevarimla ispat yapalim.
n =1 igin;

F’=FF,=1"=11=1=1

bulunur.

n =2 igin;
F’+F’=FF,=>1"+1"=12=2=2

yazilir.

Ifade n icin dogru, yani; ZFZ.Z =F F,,, olsun. Buna gore n+1 i¢in iddianin dogru
i=1

oldugunu gostermeliyiz.

n+l

n

2 2 2

> F =Y F+F,
i=1 i=1



=FF  +F,

n” n+l

= E1+1 (Ez + F +1)

n

= Fn+1Fn+2

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

2.6. Teorem

L, , n-inci Lucas sayis1 olmak iizere,
< 2
Ll = LnLn+1 - 2
i=1
dir.
fspat

n lizerinden tiimevarimla ispat yapalim.

n =1 i¢in;

L’=LL,-2=1"=13-2=1=1

bulunur.

n =2 i¢in;

LP+L" =L,L,-2=1"+3"=34-2=1+9=12-2=10=10

yazilir.

18

2.6)
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Ifade n igin dogru, yani; ZLI.Z =L L ,—2 olsun. Buna gore n+1 i¢in iddianin

nn+l
i=1

dogrulugunu gostermeliyiz.

n+l

zLiz = i‘,Liz +Ln+12
i=1 i=1

=L L

n"n+l

2+L 7

n+l
= Ln+l (Ln + Ln+1 ) -2

=L L 2

n1n+2
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
2.7. Teorem

Her n>1 tamsayist i¢in ardisik iki Fibonacci sayisi aralarinda asaldir. Yani

(F,,F,)=1"dir.

no

fspat

Kabul edelim ki (F,,F, ,)=d ve d >1 olsun. En biiyiik ortak bdlen tanimindan

dolay1, d/F, ve d/F, , dir. Bolinebilmenin dzelligi geregi,

d/El Ve d/E1—l = d/(Fn_E1—l)

—dfF,.,

d/EH ve d/E,,z = d/(El—l -F, )

=d[F,,
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Benzer sekilde devam edilirse,

d|F, ve d|F, = d[(F,~ F,)
= d/F,
=d/1

=d=1

elde edilir. Fakat bu d >1 olmas1 kabuliiyle ¢elisir. O halde kabul yanlistir. Yani;

(F,

no

F,)=1"dir.
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3. DETERMINANTLARI FIBONACCI SAYILARINI VEREN BAZI nxn
MATRISLER

Bu béliimde {F,} ={L1,2,...} Fibonacci dizisinin, sasirtic1 bir sekilde ortaya ¢iktig1

bir 6rnegi sunacagiz.

T, esas kosegeni lizerindeki elemanlar: 1, tist kdsegen ve alt kosegen tizerindeki

elemanlar1 i =+/—1 olan nxn tipinde bir matris, yani;

1 i 0 0 0
i 1 i 0 0
loi1 :
"o 0 i 1 0
: i

0 0 0 i 1]

olsun. Bu durumda det7, = F,

n+l

“dir. [2]

Bir alt Hessenberg matris k> j+1 iken a,, =0 ve baz1 j’ler i¢in a, ;,, # 0 olan,

nxn tipinde bir matristir. Bu matris, iist kdsegenin {istlindeki tiim elemanlar1 0 olan,

fakat alt tiggensel olmayan bir matristir.

Bu boliimiin genelinde, asagidaki alt Hessenberg matrise atifta bulunacagiz.

m, m, 0 0
My, My, My, 0
M,=\my, my, my; : (3.1)
: : . . m, i,
| My My M, M, |




{detM

ifade edilmektedir.
3.1. Teorem

M,, her n>1 icin, Esitlik 3.1’ deki gibi verilsin ve

{detM ,n =0}, asagidakileri saglar.

detM, =1,detM, =m,, ve

n—1 n—1
detM, =m, detM _ +> [(-)""m, []m, . detM, Tn=2.

r=l j=r
dir.

fspat

Ispatimiz1 #n iizerinden tiimevarimla yapalim.

n =72 igin,

wm, =" "2 Gldugundan det M, =
, = oldugundan det M, =m, m,, —m, m,,,
m,, m,,

1 1
detM, =m,,det M, + > [(-)*"m, [ [m, ., detM, ]
j=1

r=1
=m,, det M, + (- 1)2"1 m,,m, , det M
=m,,m + (_l)m2,1m1,z )

=my My —mym, ,
bulunur.

n =13 igin;

22

.,n>1} dizisini géz Oniline alacagiz. Esas sonucumuz, asagidaki teoremde

detM, =1 olsun.
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mg, m, 0
M;=|\m,, m,, m,; | oldugundan,

my, My, My,

detM, = m , [m2,2m3,3 - mz,sma,z] -m, [m2,1m3,3 - m3,1m2,3]

=My My My 3 — My G 311 ) — I 51, (M 3 — M 510, 11, 5,

2 2
det M =my det M, + > [(-)*"my, [ [m, ;. det M, ]

r=l1 j=r

2
2
= my 3[mym, , —m, ;m, , ]+ (=1)"ms, H m; i det M,
j=1

2
+(=1) m3,2H m, ;. det M,

J=2

=My My My 3 — T (1 31T 5 — T 511, (10 5 — T 1 (1T, 4
elde edilir.

n =k i¢in;

k-1 k-1
detM, =m,, detM,  + > [(-1)"m, [ ]m, , detM, ]

r=1 j=r
olsun.

n=k+1 igin esitligin dogrulugunu gostermeliyiz.

k k
det M .y = my s, det M + Z‘,[(_I)IH+1 mk+1,erj,j+1 detM] m?

r=l1 j=r

= k-1
k—-r
det M g =My gy det My —my i [my det M + Z[(_l) My, | I m; ;. detM, 1]

r=1 j=r
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=My ke detM, — My My i det M,

k-1 k-1
k—r+1
Ty T 2[(_1) : mk*'l’erj,jH detM, ]

r=1 j=r

=Mk detM, — My My i detM,

>~

-1

k
k—r+1
+ 2 DT my, [ Tm 0 detM, ]
J=r

I
—_

%

k k
=My gy det M + Z [(-D) mkﬂ,,H m; . detM, ]

r=l1 j=r
elde edilir ve ispat tamamlanmais olur.

=i=+-1

olmastyla, matrislerinin bir ailesini elde edebiliriz. Boylece, Fibonacci rekiiransi, tam

Yukaridaki teoremde, m, =1 ve 1<j<n-1 i¢in m =m

J Jj+l J+Lj

olarak,

detM, =1,detM, =2 ve detM, =detM, , +detM, ,

olur.

Bu boliimde, M, ’nin elemanlarinin degistirilmesiyle elde edilen Hessenberg ve
tridiagonal matrisleri inceleyecegiz. M, ’nin elemanlarini degistirerek yeni
matrisler elde edecegiz. Burada, {detM,,n > 1} dizisi, Fibonacci dizilerinin alt dizisi

icinde bulunan rekiiransin bir 6rnegini teskil edecek.

3.1. Ornek

B,,n211¢in b, =1 ve esas kosegen lizerindeki diger tim elemanlari 2, lst kosegen

tizerindeki tiim elmanlar1 -1 ve esas kosegen altindaki tiim elemanlar1 1 olan bir nxn

kare matris olsun.
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1 -1 0 0
1 2 -1 . 0
B =1 2 .0
: .-l
111 1 2]
olsun.
C,; esas kosegen iizerindeki tiim elemanlar1 2, iist kosegen iizerindeki tiim

elemanlar1 -1 ve esas kdsegen altindaki tiim elemanlar1 1 olan bir nxn kare matris

olsun. Yani;

2 -1 0 0
1 2 -1 0
c,=|1 1 2 . 0
: -1
11 1 2]

olsun. O zaman;

det B, =det[l] =1 detC, =det[2] =2
1 -1 (2 -1
det B, = det =3 detC, = det =5
12 12
1 -1 0 2 -1 0
detB, =det|1 2 -1|=8 detC, =detf1 2 -1|=13
11 2 11 2

dir. Burada, bu determinantlarin dizisinin, Fibonacci serisinin tiim elemanlarini

verdigi goriilmektedir. Gerekten,

detB =F, vedetC =F,,,,Vn=>1

2n+1?
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dir. Bu kisa kanit, matrislerin iki ailesi i¢in bu gercegi dogrular. Buradaki piif nokta,
Vn21 i¢in C, ’in, B, ’in (Ll)—kofaktori ve B, ’in, C , ’in (1,2)—kofaktorii

oldugudur.

Simdi, C, ’de iist kosegen lizerindeki -1’ler yerine 1 koyarak yeni bir matris olan D,

matrisini olusturacagiz.

3.2. Ornek

D , n>1 icin esas kosegen iizerindeki tiim elemanlari 2, iist kdsegen {lizerindeki tiim

elemanlar1 1 ve esas kosegen altindaki tiim elemanlar1 1 olan nxn tipinde bir kare

matris olsun. Yani

21 0 - 0]
2 .0
D, =[1 1 2 . 0
: 1
11 1 2

olsun. O zaman;

detD, =2,detD, =3 ve detD, =5

dir. Buradan, bu dizi, n =3 ile baslayan {F } dizisidir.

Tridiagonal Matrisler

Eger; matrisin tiim sifir olmayan elemanlari, sadece esas kdsegen, list kosegen veya
alt kosegen lizerinde ortaya cikiyorsa; matris, tridiagonal olarak adlandirilir. Bu

yiizden; her tridiagonal matris bir Hessenberg matristir. Bu boliimde, benzer diziler

ve tridiagonal matrislerin determinantlar1 arasindaki iliskiyi inceleyecegiz.
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3.3. Ornek

E .n>1 i¢in esas kosegen iizerindeki tiim elemanlar1 3, {ist kdsegen ve alt kosegen

n?’

tizerindeki tiim elemanlar1 -1 olan n x n tipinde bir kare matris olsun. Yani

3 -1 0 -« 0
-1 3 -1 . 0
E,=|0 -1 3 . 0
o

0 0 -1 3|

olsun.

Bu matrislerin ailesi ve onun Fibonacci dizisine uygunlugu [1] *de gosterilmistir.

detE, =3,detE, =8 ve det £, =21

dir. Buradan,

detE =F,

dni2s VN 21
oldugu goriiliir. Fibonacci dizisiyle yakindan ilgili olan

{L,}=141347,..}

dizisi, Lucas dizisidir. Kiigiik bir degisiklikle, determinantlar1 Lucas dizisindeki

sayilar olan matrislerin bir 6rnegini asagidaki gibi verebiliriz.

3.4. Ornek

L,,nz11igin /,, =2, esas kdsegen lizerindeki tiim elemanlar1 1 ve iist kosegen ile
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alt kosegen lizerindeki tiim elemanlari i=+/—1 olan nxn tipinde bir kare matris

olsun. Yani;

1 0 -0

i 2 i . 0

L =0 i 1 . 0
Do i
100 i 1]

olsun. O zaman;

detL =1,detL, =3,detL =detL  ,+detl ,,Vn=3

dir. Bu, 1 ve 3 ile baslayan Fibonacci rekiiransidir ki, bu da Lucas dizisini olusturur.
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4. FIBONACCI DiZiLERI VE HESSENBERG MATRISLERI, iKi-BOYUTLU
FIBONACCI DIiZILERiI VE COZUMLERI FIBONACCI KESIRLERINi
VEREN BAZI LINEER DENKLEM SiSTEMLERI

Fibonacci dizisi, F,=0,F, =1 ve F,=F,  +F, ,,n>2 ile tammlanir. Eger, nxn
tipinde bir matriste list kosegenin yukarisindaki tiim elemanlar sifirsa, bu matris alt

Hessenberg matris olarak adlandirilir. Ornegin, 4, =[1] verilsin ve A , ;

21 0 -« 0
2 .0
A4,=[1 1 2 . 0
: 1

11 11

olsun. Bu 4, matrisi Hessenberg matristir ve determinant1 n. Fibonacci sayisidir.

Determinantlar1 Fibonacci sayilart olan baz1 Hessenberg matrisleri [1], [2], [4] ve [5]
’de gosterilmistir. [5] ° de, reel tridiagonal matrislerin determinantlarinin Fibonacci
sayilar1 oldugundan bahsedilirken; [2] * de, aym 6zellikteki kompleks Hessenberg

matrislerini goriirliz. [4] * te ise, nxn (0,1) — Hessenberg matrisleri ile elde edilen

maksimum determinantin n. Fibonacci sayist F, oldugundan bahsedilir ( burada
&,, 1le ifade edilen matrisler). Biz, bu kisimda, determinantlari ¢F,  +F, , veya
F _,+tF,_, seklinde olan bazi reel yada kompleks ¢ sayilari igin Hessenberg

matrislerinin dizisini inceleyecegiz. Bu sekildeki matrisler, Fibonacci-Hessenberg

matrisler olarak ifade edilecektir.

[k énce, Fibonacci-Hessenberg matrislerinin bes yeni sinifindan bahsedecegiz. Daha

sonra da, iki-boyutlu Fibonacci dizilerini verecegiz.
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Bazi Fibonacci-Hessenberg Matrisleri

a, =a, , +a, , Fibonacci rekiirans bagntisi, a, =1 ve a, =t ile baslamak iizere
Lt,t+1,2¢ 41,3t +2,5¢ +3,... dizisini iiretir. Buradan, a, =tf, |+ f, ,;n=>1 ve t=1

i¢in a, = f, *dir. Ote yandan, a, =1 ve a, =¢ ile baglayan a, =a, , +a, , dizisi,

n—1

a,=tf, +f , yisaglar.

4.1. Tanim

t reel yada kompleks bir say1 ve n de bir tamsay1 olsun. (¢,7) — Fibonaci ile kisaca

t — Fibonacci sayilar1 ifade edilmek iizere,

tf;z—l + n-2 Ve n—1 + tf;z—2

sayilariyla, sirasiyla,1. ve 2. ¢esit Fibonacci sayilar1 kastedilmektedir. 4,, nxn

tipinde bir kare matris olmak iizere, eger m > 0 tamsayisi var ve Vn >m olacak

sekilde bir ¢ tamsayisi i¢in A, ’lerin determinantlar1 ¢ —Fibonacci sayilarim

veriyorsa, A,,4,,... Hessenberg matrislerinin bir dizisi, Fibonacci-Hessenberg

matrisi olarak tanimlanir.

4.1. Ornek

t sayisi verilsin ve R nxn matrisi asagidaki gibi olsun.

n¢t 2

n,t
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R, , ’'nin determinantlar1 detR , ile ifade edilsin.

n,t

detR,, =tF, +F,n>1

seklinde tanimlanir (Teorem 4.2° nin ispatindaki Es. 4.15” e bak.) ve bdylece, R,
bir Fibonacci-Hessenberg matrisidir. Ornegin; detR, , =—F,  +F, =F, dir.

Buradaki det R, _, , Fibonacci dizisinin toplamsal tersini tiretir.

Lucas sayilari,
L=1LL=3vel =L +L ,,n>2

ile ifade edilir. Herhangi biri, L, = F, | +F,,, lizerinden tiimevarimla ispatlanabilir.

Boylece,

detR, , =3F,

n+l

+F,

+F

n+l

+F

n+l

=F

n+l

=F +F +F

n+l n+l n+2

+F,

=F +F

n+l n+3

= Ln+2

elde edilmis olur.

t =0 igin, detR, , = F, ’dir.



4.1. Cizelge. t =-1,0,1,2,3 ve 1 <n <5 i¢in det R, degerleri.

t/m |1 2 3 4 5
3 4 7 11 18 29
2 3 5 8 13 21
1 2 3 5 8 13
0 1 1 2 3 5
-1 0O -1 -1 -2 -3
Bu cizelgeden kolayca,

detRn,l =F,, +F =F

n+2

detR , =F,

n+l

+F

n+l

+F =F_  +

n+l n+2 =

k,

+3

oldugu goriiliir.
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n pozitif bir tamsay1 ve C,, n.siitlin ve n.satirdaki eleman1 ¢ +1 olmak lizere esas

kosegen iizerindeki diger tiim elemanlar1 2, esas kosegen altindaki elemanlar 1, {ist

kosegen iizerindeki elemanlari -1 ve st kosegenin listiindeki tiim elemanlar1 0 olan

nxn tipinde bir kare matris olsun. C,,’nin 1.satir ve 1.siitunundaki elemanini 1 ile

degistirerek, bir diger Hessenberg matris olan B,, ’yi olusturahm.C;, ve B,

asagida verilmistir.

2 -1 0 0 0 1
1 2 -1 0 0 1
C,|1t 1 2 -1 0|, By, =1
11 2 -1 1
1111 s+ 1

-1

—_— = = N
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4.1. Onerme

detC,, ile ifade edilen C,,’nin determinantlari i¢in detC,, = F, +tF,, _,n>1 ve
det B, , ile ifade edilen B, 'nin determinantlari igin det B, , = F,, | +F}, ,,n>1

dir.
Ispat

detC,, =F,, +1tF,, ;,n>1 oldugunu géstermeliyiz. n lizerinden tiimevarimla ispat

n-1°

yapalim.
n =1 i¢in;
C,, =[t+1] oldugundan detC,, =¢+1,

detC,, =F, +tF =1+t.1=¢t+1

bulunur.

n =2 igin;

2 -
C,, :L , J oldugundan detC,, =2(t+1)-1(-1) =2t +2+1=2¢+3,
, n ,

detC,, =F, +tF, =3+t2=2t+3

yazilir.

n—1 igin dogru, yani; detC, , =F,, +tF,, =F, ,+tF, ; oldugunu kabul

ederek iddianin 7 i¢in dogrulugunu gostermeliyiz.
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Matrisi 1. satira gore agarsak,

detC,, =2detC,_, +(-1)detB,_,,

=2detC, ,, +detB, ,, (4.1)

elde edilir.

Benzer islemleri B,, i¢in de yapalm. detB,, =F, , +tF, ,,n>1 esitliginin

dogrulugunu # iizerinden tiimevarim yontemiyle gosterelim.
n =1 igin;

B,, =[1] oldugundan detB,, =1,

Lt

detB,, = F, +1F, =1+1.0=1

yazilir.

n =2 igin;

2.

1 -1
=[l t 1} oldugundan detB,, =1(t+1)-1(-1) =t +1+1=¢+2,
+ :

detB, , =F,+1F,=2+t1=t+2

bulunur.

n—1 i¢in dogru, yani; detB, |, = F,, , , +tF,, , , =F,, ;+tF, , olsun. Idianmn n

icin dogrulugunu gostermeliyiz.

Matrisi 1. satira gore agarsak,



det Bn,t = ldet Cn—],t - (_1) det Bn—l,t

=detC,_,+detB, |,

yazilir.

Es. 4.1’ den; detC,, =2detC

n—1,t

edilir.

Bu ifade Es. 4.2° de yerine konulursa,

detB,, =detC,  +detB, |,
=detC,_, +(detC,, —2detC, )
=detC,_, +detC,, —2detC,_,,

=detC,, —detC,_|,

elde edilir.

+detB, |, =>detB, |, =detC,, —2detC
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4.2)

elde

n—1,t

4.3)

Es. 43 i Es. 4.1’ de yerine koyup, tiimevarim hipotezi geregince, Onermedeki

ifadenin » ’den kii¢lik degerler i¢cin dogru oldugu goz oniine alinirsa,

+detB

n—1t n—1,t

detC,, =2detC
=2detC,_, +(detC,_, —detC,_,,

=2detC, , +detC, , —detC, _,,

=3detC

n—-1,t

—detC,_,,
= 3(F2n—2 + tFZn—3) - (an—4 + thn—5)

= 3F‘2n—2 + tF‘Zn—3 _F;n—4 - tF‘Zn—S

= (3F'2n—2 - FZn—4) + t(3F'2n—3 - FvZn—S)

= (an—z + an—z + an—z _an—4) + t(FZn—3

+ FZn—3 + F2n—3 _FZn—s)



= (an—z + an—z + F2n—3 + FZn—4 - F2n—4) + t(an—3 + F2n—3

= (1—7217—2 + F

2n-2

+F,, 3)+t(F, s+ F

2n-3 2n-3

+ FvZn—4)
= (F;n—2 + F'2n—l) + t(F;n—3 + F’2n—2)

=F, +tF,

n—1

bulunur.

Es. 4.3 den,

detB,, =detC,, —detC,_,,
= (an + thn-l) _(an-z + tFZn—S)

= F,, +1F,, ,~F

-2

tF;

n-1_ 2n-3

= (F'2n - FvZn—2) + t(F'2n—1 - F'2n—3)

= (FVZH—I + F'2n—2 - FVZH—Z) + t(F'2i1—2 + F'2n—3 - F;n—3)
=F, +1F,,

elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanmus olur.

+F;n—4 +F;

n—-5 F;n—S)
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Yukarida verilen Fibonacci-Hessenberg matrislerinin ti¢ sinifi, [1]’de gosterilen D, ,

C, ve B, matrislerinin genellestirilmisidir. Aslinda, [1]’de verilen D,, C, ve B,

matrisleri, sirasiyla, R ,, C,, ve B, dir.

n,1>°

Simdi, Fibonacci-Hessenberg matrislerinin bes yeni siifin1 tanitacagiz. ¢ bir tamsay1

olmak tizere, K

nt 2

; n.sltlin ve n.satirdaki eleman 7+1 olmak iizere esas kdsegen

tizerindeki diger tiim elemanlar1 2, esas kdsegen altindaki elemanlar -1 ile baglayip

doniisiimlii olarak -1 ve 1 seklinde degisen, iist kdsegen iizerindeki elemanlar -1, ve

lst kogegen lstiindeki tiim elemanlar1 0 olan nxn tipinde bir matris olsun. Ky,

matrisi asagida verilmistir.
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K, ’nin 1.satir ve 1.siitunundaki elemanini 1 ile degistirerek, L, , ile ifade edilen
diger bir Hessenberg matrisini tamimlayalim. K, , ve L, de, iist kdsegen tlizerindeki

elemanlarin -1 ile degistirilmesiyle, sirasiyla, K

K, ve L, ile ifade edilen iki yeni

Hessenberg matrisi daha elde edilir.

(2 -1 0 0 0 | 1 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 0 -1 2 -1 0 0
K, =1 -1 2 -1 0 Li,=1 -1 2 -1 0
-1 1 -1 2 -1 -1 1 -1 2 -1
1 -1 1 =1 t+1] 1 -1 1 -1 t+1]
2 1 0 0 O] 1 0 0 O]
-1 2 1 0 0 -1 2 1 0 0
K,,=|1 -1 2 1 0 L,=|1 -1 2 1 0
-1 1 -1 2 1 -1 1 -1 2 1
1 -1 1 -1 41 1 -1 1 -1 2

4.1. Teorem

detK

n,t

detl,,, detK,, ve detL 6 , swrasiyla, K L K

n,t?> n,t > —5.t

ve L,

matrislerinin determinantlar1 olmak iizere,

detK,, =F,+iF, ,n>1

n+l?

detl,, =t+1,

detL,, =detK, ,, =F, ,+tF,_,n>2

detK,, = F,, +1F,, ,n>1

detL,, =t+1,



38
det Ln,t = det I—<n—1,t + det Ln—l,t = FVZn—l + Z‘]72n—27n 2 2

dir. Boylece, yukarida verilen bu dort Hessenberg matrislerinin sinifi, Fibonacci-

Hessenberg matrisleridir.
fspat

detK,, =F, +tF, ,,n>1 oldugunu n {lizerinden tlimevarim yontemini kullanarak

+1°

gosterelim.
n =1 i¢in;

K, = [t +1] oldugundan detK,, =t+1,

detK =K +tF, =1+t1=1+1

yazilir.

n=2 i¢in;

2 -1
K, :{ L J oldugundan detK,, =2(t+1)—(=1)(=1)=2¢+2-1=2¢+1,
p— _I_ El

detK,, =F, +tF, =1+12=2t+1
bulunur.

n—1 i¢in dogru, yani; detK,  , =F,  +tF, olsun. Buna gore n igin iddianmn

dogrulugunu gostermeliyiz.

Matrisi 1. satirina gore agarsak,
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detK,, =2detK, —(=1)(=detL,,,)

=2detK, ,, —detL, |, (4.4)

elde edilir.

detl,, =t+1,

det,, =detK

oy =, +1F,_,n 22 oldugunu gosterelim.

L, =[t+1] oldugundan det L, =¢+1 "dir.

Ispatimiz1 n {izerinden tiimevarimla yapalim.

n =2 igin;

I -1
L,, ={ { g J oldugundan detL,, =1(t+1) - (-1)(-1)=¢t+1-1=1¢,
. _ n .

detl,, =F, +tF=0+1.1=¢

bulunur.

n =23 i¢in;
1 -1 0

L,,=|-1 2 -1 oldugundan,
I -1 t+1

det L, =1[2(t +1) ~ (~)(=1)] = (=DI(~ D)t + 1) = 1(=1)]+0
=12t +2-1]- (D[t —1+1]
=12t +1)—¢

=t+1
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detl,, =F, ,+tF,  =F +tF,=1+t1=1+1

yazilir.

n—1 i¢in dogru, yani; detL, ,, =F, , +tF,_, olsun. Buna goére iddianin 7 iin dogru

oldugunu gostermeliyiz.

Matrisi ilk satirina gore acarsak,

detL,, =ldetk,  —(-1)(-detL, )

n—1,t

=detK, , —detl, ,, 4.5)

oldugu goriiliir.

Es. 4.4° deki ifade Es. 4.5’ de yerine yazilip, tiimevarim hipotezi geregince,

onermedeki ifadenin # ’den kiigiik degerler i¢in dogru oldugu g6z 6niine alinirsa,

detL,, =detK, , —detL

n—1,t

=(2detK, ,,—detL, , )—(detK, ,, —detL, ,,)

n—2,t n—2.t

=2detK, ,, —detL, , —detK, , +detl, ,,

=detK, ,, (4.6)

elde edilir.

Es. 4.6° daki esitlik Es. 4.4° de yerine yazilip, tiimevarim hipotezi geregince,

onermedeki ifadenin 7 ’den kiiciik degerler i¢in dogru oldugu gz 6niine alinirsa,

detK,, =2detK, , —detL

n—1,t n—1,t

=2detK, , —detK, ;,
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=2(F, +tF) = (F, 5 +1F, ;)
=2F +2tF —-F ,—tF _,
=QF,_ —F,_)+tQ2F, - F, )

=+ B - E )+ i(F +F —F )

:(Fn—l+E1—2+E1—3_E1—3)+t(E1+E1—1+ E1—2)

n-2
= (F:H +E172)+I(F;, +F;z—1)

= F:1 + tEI+1
olur.

Es. 4.6’ dan,

detL,, =detK

n—2,t
= Ez—Z + tFn—l

elde edilmis olur.

detK, =F,, +tF, ,n>1 oldugunu n lzerinden timevarim yontemini kullanarak

gosterelim.
n=1 igin;

K,, =[t+1] oldugundan detK,,6 =1+1,

detK,, =F,+th =1+t.1=t+1

bulunur.

n=2 igin,
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2 1
§2t={ { ¢ J oldugundan detK,, =2(t+1)—(-1)1=2¢4+2+1=2¢+3,
A BT ,

detK,, = f, +1f; =3+12=2t+3

yazilir.

n—1 igin dogru, yani; detK, ,, =F, ,+F, , olsun. Buna gore iddianin n igin

dogrulugunu, yani; detK, 6 =F, +tF, , esitliginin saglandigini gostermeliyiz.

n-l1
Matrisi 1. satirina gore agarsak,

detK, =2detK, , —1(—detL,,,)

=2detK, ,, +detL, (4.7)

elde edilir.

detL,, =t+1,

detL,, =detK,  +detL

=n—1,t

=F, +tF, ,,n>2 oldugunu gosterelim.
L,, =[t+1] oldugundan detL,, =¢+1 dir.
Ispatimizi n {izerinden tiimevarimla yapalim.

n =2 igin;

11
L“:L t J oldugundan detL,, =1(t+1)— (=Dl =¢+1+1=1+2,
Sl ,

detL,, =F, +tF, =2+t1=1t+2
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bulunur.

n =73 i¢in;
1 1 0

L;,=|-1 2 1 | oldugundan,
I -1 t+1

detL,, =1[2(:+1) - (=DI]-1[(-1)(z+1)-1.1]+0
=12t +2+1]-[-t—-1-1]
=12t+3)—(-t-2)
=2t+3+1+2
=3t+5

detL,, =F,_ +tF,_,=F,+tF, =5+13=3t+5

yazilir.

Iddia n-1 i¢in dogru, yani; det Ln—l,t = F;(n—l)—l + tp;(n—l)—Z =F,, ; +1F,, , olsun. Buna
gore  n igin dogrulugunu, yani; detl,, =detK, +detl,  =F,  +tF, ,

oldugunu gostermeliyiz.
Matrisi 1. satirina gore agarsak,

detL,, =1det ]—<n—l,t —1(—detL,,,)

=detK, ,, +detL, ,, (4.8)

elde edilir.

Es. 4.8 , Es. 47" de yerine yazilip, tiimevarim hipotezi geregince, onermedeki

ifadenin » ’den kiiglik degerler i¢cin dogru oldugu goz oniine alinirsa,
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detK, =2detK, , +detL, ,,

=2detK

—=n-1,t

+(detK, ,, +detL, ,,)
= 2(F’2n—2 + Z‘F’2n—3) + (F;n—4 + tF‘Zn—S + FvZn—S + tF‘2n—6)

=2F.

2n-2

+ 2tF.

2n-3

+ F

2n—4

+tF,

2n-5

+F

2n-5

+tF,

2n—6

= (2F2n—2 + F2n—4 + an—s) + t(2F2n—3 + FZn—S + an—é)

= (B + 85, 55, g+ By, ) +U(E,

2n-2 2n—-4

s T st By s+ By )
=(Fy, B+ B )+ U(E,, + B+ )

=B+ 5, )+ 1(F, 5+ 5, )

=F,, +tF,,

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

I 1

0 J olsun ve nxn tipinden &, , matrisi verilsin. Verilen
r+ '

&, = [t+1] ve &,, ={

&,, matrisinin Ustiine 1 ile baslayip 0 ile devam eden bir satir ve alterne olarak 1 ve 0

’lardan olusan yeni bir siitun eklenmesiyle ¢ matrisi elde edilir. &5, matrisi

n+l,t

asagida verilmistir.

[4]’te, &,,, n>1 matrislerinin determinantinin F, oldugu gosterilmisti. i, i’ =-1
olan genel kompleks say1 olsun. 1<k <n olmak lizere, & ,, ’nin k.satir ve (k+1).

k+n -
"

siitunundaki eleman1 (-1) ile degistirilerek, H,, ile ifade edilen bir diger

Hessenberg matrisi elde ederiz. H, matrisi asagida gosterilmistir.

1100 0 1 i 00 0
0110 0 01 —i 0 0
g,=|1 0 1 1 01|, H,=[1 0 1 i 0
0101 1 01 0 i
10 1 0 ¢+1] 10 1 0 r+1]
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4.2. Onerme

detg,, ve detH,, swrasiyla, &,, ve H,, matrislerinin determinantlar1 olmak iizere,

dete,, =detH,, =t+1 ve dete,, =detH,  =1F,

n-1

+F,n>2

dir. Boylece, ¢,, ve H,,, Fibonacci-Hessenberg matrisleridir.

n,t 2
fspat

&, = [t +1] oldugundan det &,=t+1,

H 6 = [t +1] oldugundan det H,=t+1
olur. Dolayisiyla; dete,, =det H,, =¢+1 dir.

detg,, =detH,  =tF,  +F,,n>2 oldugunu n lzerinden timevarim yontemini

kullanarak gosterelim.

n =2 igin;

1 1
& = {0 t+1} oldugundan dete,, =1(¢+1)—0.1=1+1,

dete,, =th +F, =t1+=1+1

yazilir.

e,
H,, :{O . ZJ oldugundan detH,, =1(¢+1)—-0(-i)=¢+1,
, n :

detH,, =tF+ F,=t.1+=t+1



46

olur. Dolayisiyla dete,, =det H,, =tF) + F, ’dir.

n =3 igin;
1 1 0

&,=/0 1 1 |oldugundan,
1 0 t+1

dete;, =1[1(z+1)—0.1]-[0( +1)—1.1]
=t+1+1
=t+2,

dete,, =tF, +F,=t.1+2=¢t+2

bulunur.
1 i O

H,,=/0 1 —i | oldugundan,
1 0 ¢+1

det Hy, =1[1(z +1) = 0(=)] - i[O(z +1) = 1(=7)]
=t+1-i’
=t+1+1
=t+2,

detH,, =tF, + F,=t1+2=1t+2

bulunur. O halde; dete;, =det H,, =tF, + F; ’dur.

Iddia n—1 igin dogru, yani; dete, ,, =detH, |, =tF, ,+F,  olsun. O halde; n igin

n—1.t

dogrulugunu, yani; dete,, =detH,, =tF,  +F, oldugunu gostermeliyiz.

&, , matrisini l.satirina gore agarsak,
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dete,, =1dete

n—1,t

—1[0—1dete,_,,]

=dete, ,, +dete, 4.9)

bulunur.

H,,’yi l.satirina gore agacak olursak,

detH,, =1detH, ,, —i[0—(~i)detH, , ]

=detH, , +detH, ,, (4.10)

oldugu goriiliir.

Tiimevarim hipotezi geregince, onermedeki ifadenin »’den kiigiik degerler icin

dogru oldugu g6z oniine alinirsa, Es. 4.9° dan,

dete,, =dete, |, +det Epny
=(tF, _,+F )+({F, ,+F,,)
=tF_,+F +tF  +F ,
=t(F,_,+F,_)+(F,_+F,,)

= t(F;kz + F;fs) + (F;z—l + F;hZ)

=tF, | +F,

bulunur.

Bener sekilde, Es. 4.10° dan,

detH, =detH, ,, +detH, ,,
= (tF;fz + F;z—l) + (tEqa + F;z—Z)

=tF, ,+F,  +tF ,+F,,
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= t(F:z—z +F:1—3)+(F;l—1 +F;1—2)
= t(F;fz +F;173)+(E471 +E172)

=tF

n—1

+F,

yazilir. O halde; dete,, =detH, , =tF, | +F,,n>2 oldugu gosterilmis ve ispat

n’

tamamlanmis olur.
Iki-Boyutlu Fibonacci Dizileri

Simdi, R, ,,C,, ve &,, matrislerinin ilging bir dzelliginden bahsedecegiz. 1<i<n

n,t? n,t

olmak tizere, bu nxn matrislerin i. siitununun 1 siitun vektoriiyle degistirilmesiyle

()

n,t

elde edilen matrisler, sirasiyla, R, ,"”,C, " ve & olsun. Bu yeni matrislerin

determiantlarinin ¢ — Fibonacci sayilarini verdigini asagidaki teoremle sunalim.

4.2. Teorem

detR, ,detC, " ve dete,”, swasiyla, R,,"”,C,." ve ¢, matrislerinin

nt

determinantlar1 olmak {izere asagidaki esitlikler gecerlidir.

detR, ) =tF,_ +F

n—i—1°

nzix1;

detR,, =1+ detR ;

i=1

@) — ; .
detC, " =F,, ., +tF,, ,,n=i>1;

detC,, =+ detC, " ;

i=1

dete, V' =1; dete, " =tf,_+ f,_,,n>2;

dete, ' =tF _+F, . .,n>i>2;

—i+1?



2dete,, =(1+1)+ Y dete, ", n>2.

i=1
Ispat

detR ' =tF,_ +F

n—i n—i—1°

nxi>1;

detR,, =t+» detR, ' oldugunu gosterelim.

i=1

2 1 0 0 | 11 0
1 2 0 12 1
R, =1 1 2 0, R, =11 2
: 1 :
11 1 t+1] 11

Ispatimiz1 n iizerinden tlimevarimla yapalim.
n =1 igin;

R,, =[t+1] oldugundan detR , =t+1,
R =[1] oldugundan detR " =
det Rl,t(l) =1F,+F,

=t0+1
=1

detR, =tr+detR W =r+1

bulunur.

n =72 igin;

49
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2 1
R2t=[1 , J oldugundan detR,, =2(t+1)-1.1=2t+2-1=2¢+1,
. 4 .

1 1

Rz,“)zL t J oldugundan detR, " =1(t+1)—1.1=t+1-1=t¢
o + ’

detR, " =tF, +F,

=t.1+0
=t

detR,, =t+detR,,"” +det R,

=t+r+detR,,”
2 1
R,* :L J oldugundan detR,® =2.1-1.1=2-1=1 "dir. O halde;

detR,, =t+t+1=2¢+1 bulunur.
n—1 i¢in dogru, yani;

detR,  W=tF +F .,

n—1.t

detR,_,, =t+detR _ " +detR_ * +..+detR _ "7

n—1,t
olsun. Buna gore iddianin 7 i¢in dogru oldugunu, yani;

detR ' =tF,_ +F

n—i n—i—1°

n>i>1;

detR,, =1+ Z det Rn’,(i) esitliklerinin saglandigin1 gostermeliyiz.
i=1

1 e .
R " matrisini 1.satirina gore agarsak,

n,t

detR, " =1detR _,, —1detR, ‘"

=detR,_,, —detR _ ‘" (4.11)
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bulunur.

Benzer sekilde R, yi l.satirina gore agarsak,
detR,,, =2detR, _, —1detR _, "

n—2,t

=2detR_,, —detR _, " (4.12)
yazilir.

Es. 4.12° yi Es. 4.11” de yerine yazip, tiimevarim hipotezi geregince, dnermedeki

ifadenin » ’den kii¢lik degerler i¢in dogru oldugu gdz oniine alinirsa, 4.11° den,

detR, V' =detR_, —detR _ "

n—1.t

=(2det R, _,, — det Rn_z)t(”) —(det R, - det Rn_z’t(”)

=2detR_, —detR_, " —detR _,, +detR _, "

=det R, ,, (4.13)
bulunur.

R, , matrisini ilk satirina gore agarsak,

detR , =2detR_, —detR _ (4.14)

elde edilmis olur.

Es.4.14° ii Es. 4.13’ te yerine yanzip, tiimevarim hipotezi geregince, Ornek 4.1” deki
detR, , =1F,, +F,,n>1 esitliginin n’den kiigiik degerler i¢in dogru oldugu goz

Oniine alinirsa,



detR , =2detR_, —detR

=2detR

n—-1,t

—detR,
= 2(tFn + F:1—1) - (tF;,—z + Eq—3)
=2F, +2F,_ —tF_,—F,_,

= t(ZFn - EFZ) + (2E1—1 - Fns)

:t(Fn +E1 _E1—2)+(E1—1+Fn—1 _E1—3)

= t(E1 +Fn—1 +F;1—2 _E1—2)+(F;1—1 +F;1—2 +Eq—3

= t(Eq +F;:71)+(F;.71 +F;172)

=tF

n+l

+F,

elde edilir.

Buradan,

detR, " =detR, _,,

=tF  +F

n—1 n—-2

yazilir.

R " matrisini ilk satirina gore acarsak,

n,t

detR, ) =2detR,_,, —detR, "

=detR, "

oldugu goriiliir.

Boylece, ifade n—1 i¢in dogru oldugundan,

—F

n-3

)

52

(4.15)

(4.16)

4.17)
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detR, " =detR "

=detR

n—i—1,t

tF +F

= i1 n=1(i-1)-1

=tF

n—=1-i+l

+F

n—1-i+1-1

=tF, ,+F, (4.18)
esitligi elde edilir.

Verilen bir M matrisine soldan ve sagdan bir siitun eklenerek sirasiyla 1M ve M1

matrisleri elde edilir.

[lk satira gére matrisi agarsak,
detR, ™ =2detR, """ +(-1)""detAM); M1=R, """
bulunur. Boylece,

detR " =2detR_ " +(-D""R_ " =R_ "V =1=tF,+F,

n—1,t n—1,t

esitligi elde edilir.

n lzerinden tiimevarimla kolayca gosterilebilir ki, ZFJ =F

n+2

’dir. Bu ise,
j=1

detR,, =tF,

n+l

+F, ve  detR " =tF,  +F

n—i—1

denklemleriyle birlikte

detR,, =t+Y detR, " oldugunu gdsterir.

i=1

@) _ ; .
detC, " =F,, y, +tFy, y,n=i21;



detC,, =1+ Z detC, " oldugunu gosterelim.

i=1

2 -1 0 0 1 -1 0 0
1 2 -1 0 1 2 -1 0
c,=[1 1 2 0ol,cC, =1 2 0
-1 : -1
11 1 t+1] 11 1 t+1]

n lizerinden tiimevarimla ispat yapalim.
n =1 i¢in;

C,, =[t +1] oldugundan detC,, =¢+1,
CL,“) =[1] oldugundan det Cl’f” =1,

detC, "V = F, +1F,
=1+10
=1,

detC,, =t+detC,,"

=tr+1
bulunur.

n =2 igin;

2 -1
Cz,:L t J oldugundan detC,, =2(t+1)— (1)1 =2¢+2+1=2¢+3 ,
, . ,

11
c,," =[ } oldugundan detC, " =1(t+1)— (-l =t+1+1=1+2 ,

1 t+1
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detC,," = F, +1F,

=2+t1
=t+2

detC,, =t +detC, " +detC,,”

=t+1+2+detC,,”

o_[2 1 5 @ _ _ _ .
C,,~ = L oldugundan detC,,” =2.1-1.1=2-1=1 olur. O halde;

detC,, =t+t+2=2t+3 bulunur.
n—1 i¢in dogru, yani;

O _
detC = Fyuoayn + 5, )

n—1,t

detC, ,, =t+detC,_ " +detC, 2 +..+detC, "7
olsun. O halde; iddianin 7 i¢in dogrulugunu gdstermeliyiz.

1 . .
Cn’,( ) yi 1. satirina gore agacak olursak,

det C’”(l) =1det Cn—l,t - (_ 1) det Cn—l,t(l)

=detC, ,, +detC, " (4.19)
elde edilir.

Yine, C, ,,"’ matrisini ilk satirma gore acarsak,

detC, " =2detC

n-2,t

—(-DdetC,, "

=2detC, +detC (4.20)

n—2,t n—2,t
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bulunur.

Es. 4.20° yi Es. 4.19° da yerine yazip, tiimevarim hipotezi geregince, 6nermedeki

ifadenin » ’den kii¢lik degerler i¢in dogru oldugu gbz oniine alinirsa, Es. 4.19° dan,

detC, " =detC

n—1t

+detC,_, "
=(2detC, ,, +detC,_, ")+ (detC, ,, +detC,, ")
=2detC, ,, +detC,, " +detC,_,, +detC, _, "

=3detC, ,, +2detC, , " (4.21)

n—2,t
yazilir.

C,,’ yi 1. satirina gore acarsak,

detC,, =2detC

n—1,t

- (_1) det Cn—l,t(l)

=2detC, ,, +detC, " (4.22)

elde edilir.

Es. 421’ i Es. 4.22° de yerine yazip, tiimevarim hipotezi geregince, Onerme 4.1’
deki detC,, =F, +tF, ,n=1 esitliginin n’den kiigiik degerler i¢in dogru oldugu

g6z Online alinirsa,

detC,, =2detC,, +detC, "
=2detC, ,, +(3detC, ,, +2detC, ;")
= 2(Fy oty + 1) 3y g) + y05y0) + 2(Fy sy + 00
= 2By, o +1Fy, ) +3(Fy, o Ty, )+ 2(F,, , + 15, )

= 2F‘2n—2 + 2tﬁ;r1—3 + 3F;n—6 + 3tF

2n-17

+2F

2n-17

+ 2tF,

2n-8
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_l‘(2 2n— 3+3F;n 7+2Fn 8)+(2 2n— 2+3F;n 6+2Fn 7)
:t(F;n 3+F'2n 3+F'2n 7+F;n 7+F'2n 7+F'2n 8+F’2n—8)
+(F'2n 2+F2n 2+F2n6 2n 6+ﬂn 6+f‘2n 7+ﬂn 7)

:t(F;n 3+F;)z 3+F2n 7+F'2n 6 2n 6)+(F2n 2+F'2n 2+F'2n 6+F2n 5+F;n—5)

=t(Fy, s+ By s+ B s+ B )+ (B, + By + B+ B )
=t(F,, s+ 5, +F, )+, ,+F, ,+F, )

=t(Fy, 5+ F, )+ (B, + 5,)

=1(£, )+ (F,)

=tF, +F, (4.23)

oldugu goriiliir.
Buradan,

detC, " =3detC, ,, +2detC, , "
= 3(tFy 0y T 500y + 2(Fy iy + 1y 0h))
=3(tF,, s + Fy, ) +2(5, s +1F), )
=3tF, +3F, ,+2F, (+2tF, |
=t(3F,, +2F, )+Q@F, ,+2F,, J)
:t(an 5+an 5+F2n 5+F2n 6+an_6)+(an 4+an 4+F2n 4+F2n 5+an—5)
=t(Fy, s+ B+ By )+ (B + By 5+ B, )
=1(Fy, 5+ B, )+ (B, + 5, )

=1(F,, ,)+(F,.)

tF2n 2 + F2n 1 (424 )

bulunur.
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CM“) matrisini ilk satirina gore acarsak,

detC, " =detC,_,, +detC, " ,n>i>1 (4.25)

n—-1,t
esitlgi elde edilir.

Benzer sekilde, M1=C, ,,"" olmak iizere, C,," matrisini 1. satirma gére agacak

n—1,t

olursak detC,, =7+ » detC, " oldugu goriiliir.

i=1

m_1. M _ :
detg, =1, dete,,”’ =tf,_;+ [, ,,n=2;

dete, " =iF,_ +F,

n—i+1°

n>i>2;

2dete,, =(t+1)+ Y detg,,”,n>2 oldugunu gosterelim.

i=1

¢, =[1] oldugundan dete,, " =1 olur.
11 0 0 | 11 0 0 |
0 1 0 11 0
&,=|1 0 1 0l ¢, =101 0
: 1 : 1
10 I r+1] 10 1 t+1]

Ispatimiz1 » iizerinden tiimevarimla yapalim.

n=2 igin;

1 1
&, , = oldugundan dete,, =1(t+1)—0.1=¢+1,
2 {0 t+l:| g 2.0 (t+1)



1 1
g, =L t J oldugundan dete, "V =1(r+1)-1.1=r+1-1=¢,
o _+_ ’

dete, "V =tF  +F,
=1.1+0
=t

2dete,, = (t+1)+dete,,” +dete,

_ )
=(t+1)+t+deteg,,

11
g, = { } oldugundan dete,,” =1.1-0.1=1-0=1 olur. O halde;
5 O 1 >

2dete,, = (t+1)+t+dete,

=t+1+1+1
=2t+2

den, dete,, =7+1 bulunur.

n =3 ic¢in;
1 1 0

&,=/0 1 1 |oldugundan
1 0 ¢+1

dete,, =1[1(+1) = 0.1]- 1[0t + )~ 1.1 =+ 1+1=1+2,

11 0
53,,(1) =|1 1 1 | oldugundan,
I 0 r+1

dete, V) =[1(r+1)—0.1]-1[1(r+1)—1.1]=r+1—-1 =1,
dete, V) =tFy+ F,=1.0+1=1,

2dete,, = (1+1)+dete,,V +dete, P +dete,

59
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=(t+1)+1+detg,,® +dete,
11
83J(2) =0 1 1 | oldugundan,
11

dete, P =11 +1)-11]-1[0(/ + 1) - 1.1]=r+1-1+1=¢+1

1
1| oldugundan,
1

3 _
‘93,1 -

—_— O =
O = =

dete,, ¥ =1[1.1-0.1]-1[0.1-1.1]+1[0.1-1.1]= 1+1—-1=1 olur. O halde;
2dete,, =(r+1)+1+dete,,” +dete, Y

=(t+D)+1+@+D)+1

=2t+4

den, detg,, =¢+2 bulunur.

gn’t(l) > yi ilk satirina gore agarsak,

a _ M
dete,, ' =ldete, |, —ldete,

=dete, ,, —dete, " (4.26)
elde edilir.
Yine, €, ") matrisini 1. satirina gére agacak olursak,
dete, |, =ldete, ,, —1[(-Ddete, 5, ]
4.27)

=detg, ,, +dete,
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oldugu goriiliir.

Es. 4.27° yi Es. 4.26° da yerine yazip, tlimevarim hipotezi geregince, dnermedeki

ifadenin » ’den kii¢lik degerler i¢in dogru oldugu gbz oniine alinirsa, Es. 4.26° dan,

1 _ @
detg, ' =dete, |, —detg, |,

=(dete, ,, +dete, ;,)—(dete, ,, —dete, , ")

- M
=dete, ,, +dete, ;, —dete, ,, +dete, ,,

=dete, ,, +dete, , " (4.28)

n—3.t
yazilir.

&

nt

matrisini 1. satirina gore acip, tiimevarim hipotezi geregince, Onerme 4.2° deki
dete,, =tF, | +F,,n>2 esitliginin »n’den kii¢iik degerler igin dogru oldugu goz

Oniine alinirsa,

detg,, =dete, , +dete, ,,
=(F ,+F_)+(F_+F_,)

=tF _,+F,  +tF

n-3

+F
= t(F;fz + F;zf3) + (EH + quz)
=t(F, ) +(F,)

=tF_ +F (4.29)
esitligi yazilir.
Buradan;

+dete, , "

@ _
det gn,t - det gn—S,t n=2.t
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= (tF:7—4 + Fn—3) + (tF;,—S + E1—4)
=+ F L E  +F
= t(F:1—4 + EI—S) + (E1—3 + F:1—4)

= t(Fn—3)+(Fn—2)

=(F_+F_, (4.30)

elde edilmis olur.

g,," matrisini ilk satirina gore agarsak,

dete, " =dete, """ +dete, ,,,n>i>2 (4.31)

oldugu goriilmiis olur.

Benzer sekilde, M1=¢, """ olmak iizere, 3,1,;(”) ’yi ilk satirina gére agacak olursak

n—1,t

2dete,, =(t+1)+ Z dete, ”,n>2 esitliginin varh goriliir ve ispat tamamlanms
i=1

olur.
4.1. Sonug (Fibonacci Kesirleri ve Hessenberg Matrisleri)
R, x =1 denklem sistemi,

_ F;—i—l +tF

X, = L 1<i<n; (4.32)
F +tF,

n+l
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X, 1
X, 1
¢oziimiine sahiptir, ve bu ¢6ziim tektir. Burada x=| : | ve 1=|: | seklinde nx1
X, 1
L x" . _1_
stitun matrisleridir.
Benzer sekilde; C, . x =1 denklem sistemi,
F, . +tF,
x =t 2D 1<i<n; (4.33)
F;n + tF‘Zn—l

¢Oziimiine sahiptir.

Ayrica, ¢, ,x =1 denklem sitemi de,

tF, ,+F, _, ve tF, . +F
_ 3Tl v o= i T i

: il 2<i<n;
tF;t—l + F;’l tF:1—1 + F;z

X

tek ¢oziimiine sahiptir.
jspat

Teorem 4.2° deki esitlikler ve Ornek 4.1° deki det R, =tk

n+l

+F

n’

n>1 esitliginden
yararlanilarak, R, x=1 denklem sisteminin Cramer Metoduyla ¢oziilmesiyle

istenilen elde edilir.
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2 0 0 x | [1]
2 1 ol x, 1
=1 2 0 i |=]|:
' 1 | x,, 1
11 1ot+1 x, | [1]
21 0 0 |
2 1 e
A=l1 1 2 . 0 |=detR;
oo |
11 1 t+1]
11 0 0 | 2 1 0 0 |
12 o 11 oo
Aj=[1 1 2 . 0 |=detR ;A =1 1 2 . 0 |=detrR ;..
: 1 o 1
11 1+ 11 1+
2 1 0 1]
1 2 1 :
A, =111 2 1|=detR " dersek;
A 1
11 11
A, detrR A, detR 2 A, detR "
BT detR,, ’ RN detR, = BTN detR,,
coziimleri elde edilir. Yani ;x, = detR,,” _Lfp b ,1<i<n elde edilmis olur.

detR,,  F,+IF,,

Ayrica R, ile ilaveli matris olan R _“,1<i<n matrislerinin ranklari ayni ve

bilinmeyen sayasina esit oldugundan, bu ¢oziimler tektir deriz.

Teorem 4.2° deki esitlikler ve Onerme 4.1’ deki detC,, =F, +tF, ,,n>1

esitliginden yararlanilarak benzer islemleri C, ,x =1 denklem sistemi i¢in yaparsak,
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C,x=1
2 -1 0 0 x | [1]
1 2 -1 X, 1
=1 1 2 0| i |=|:
: -11x,, 1
11 1 ot+1) x, | [1]
2 -1 0 0 |
1 2 -1 :
A=|1 1 2 0 [=detC,,;
-1
11 1 t+1]
1 -1 0 0 21 0 0 |
1 2 -1 11 -1 -
A=[1 1 2 0 |=detC,";A,=|1 1 2 . 0 |[=detC,"”;..;
» Lo
11 1 ¢+1] 11 1 t+1)
2 -1 0 1]
1 2 -1
A=|1 1 2 1|=detC,," dersek;
1
11 11

NP . . detC, " Fy,yn+tFy . . o
cozlimleri elde edilir. Yani; x, = = ,1<i<n elde edilmis
det Cn,t F;n + Z‘1—72n—1

olur.
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Teorem 4.2° deki esitlikler ve Onerme 4.2’ deki dete, =detH,, =t+1 ve

dete,, =detH,, =tF,  +F,n>2 esitliginden yararlanarak benzer islemleri

&,,x=1 denklem sistemi i¢in yaparsak,

g, x=1
11 0 0 x | [1]
01 1 . i |x 1
=10 1 . 0| i |=:
: oo x| |1
10 0 t+1] x, | [1]
11 0 0 |
0 | I
A=|1 0 1 . 0 |=detg,,;
Co o
10 0 z+1]
11 0 0 | 11 0 0 |
11 oo 01 1
A=l1 1 1 . 0 |[=detg, V57, =1 1 1 0 |=dete, ;..
o | o |
10 0 t+1 11 0 t+1]
11 0 1]
01 1 "
A, =[1 0 1 - 1|=dete, " dersek;
Lo
11 0 1]
A, dets, " A, detg, A, detg, "

2
: ; X, =—= el X, —_—
A detg,, A detg,, A deteg,,

tF_ +F Cdetg, ) F, . +tF,,

cozlimleri elde edilir. Yani; x, = , X, = =
tF;l—l + F:1 det 8!1,[ F;z + tF -
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esitlikleri elde edilmis olur. Yine &,, matrisi ile ¢,,”,1<i<n ilaveli matriserinin

ranklarinin ayn1 ve bilinmeyen sayisina esit oldugundan, bu ¢éziimler tektir deriz.

Ozel olarak, Es. 4.32° ye gore, t =0,1,2 i¢in R, x =1 sistemi su ¢oziimlere sahiptir.

F .
x,=—2EL =0,

n

oo tF, _F

—i— —i+l .
xl — n — n—i+ ,t — 1 ;
Eq + F;I+1 F;1+2
— F;t—i—l + 2F;t—i — F:1—[—1 +F;1—[ + Ez—i — F;:—HZ [ = 2 .
i 5 ’
Eq + 2Eq+l F;: + EHI + F;Hl n+3

Ayrica, Es. 4.33” den, 1 =0,1,2 igin C, x=1 sistemi de su ¢ozlimlere sahiptir.

F, .
2(n—
xi: (n1)+1’t:0;
£,
_ FvZ(n—i)H + F;(n—i) _ F'2(n—i+2) t= 1 .
i - st T
F'2n + F;n—l F;n+1

F + 2F2(n—i) _ FvZ(n—i)+l + FZ(n—i) + F;(n—i) _ FZ(n—i)+2 + F

_ T 2(n=i)+1 2(n—i) t= 2
i o
F;n +2F2 an +F; +F‘2n—l F;n+l +F2n—l

n—1 n—1

nxn Fibonacci-Hessenberg matrisi olan R,,’yi goz Oniine alalim. 1<i<n igin
detR, ' =¢F, ,+F,,, ‘dir. Bu t-Fibonacci sayist n ve i’ye baghdir ve bdylece

Fibonaci sayilarin 2 —boyutlu dizisi olan »(n,i;¢) ’yi elde ederiz.



68

4.2. Cizelge.1< n,i <6 igin detR, " degerleri.

nli 1 2 3 4 5 6

1 thy+F,

2 thi+F, tF+F,

3 tF,+F th+F tF+F,

4 tF,+F, tF,+F tF+F tF+F,

5 tF,+F, tF,+F, tF,+F tF+F tF+F,

6 tF;+F, tF,+F, tF,+F, tF,+F tFh+F tF+F,

4.3. Cizelge. 1<n,i <6 igin detR, ' degerleri.

nfi |1 2 3 4 5 6
1 |1

2 (1 1

3 12 1

4 |13 2 1
5 |5 3 2 1 1
6 |8 5 3 2 1 1

Cizelge 4.2 , 1<n,i <6 i¢in r(n,i;t) degerlerini gostermektedir. r(n,i;t) dizisinin

tim satir ve siitunlart aymidir. Cizelge 4.3 , 1<n,i<6 i¢in r(n,i;1) degerlerini

gostermektedir. Bir n

sabiti i¢in, dizinin n.satiri, ilk » Fibonacci sayisini

vermektedir ve her i i¢in, i. eleman ile baslayan i. siitun, Fibonacci dizisidir.
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