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ÖZET 

Bu tez çalışması yedi bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, giriş kısmı verilmiştir. İkinci 

bölümde, ileriki konularda kullanılacak olan temel tanımlar ve teoremler verilmiştir. Üçüncü 

bölümde, birim dual küre 
2DS ve birim 2-kürenin tanjant demetinin alt kümesi TM

arasındaki izomorfizm verilmiştir. E. Study dönüşümünden yararlanarak, TM üzerindeki 

tabii lift eğrisine 
3
 te regle yüzey karşılık getirilmiştir. Dördüncü bölümde, ilk olarak, 

Lorentz birim küresinin tanjant demetinin alt kümesi TM ve Lorentz birim küresi 
2

1  

arasındaki izomorfizm verilmiştir. İkinci olarak, hiperbolik birim kürenin tanjant demetinin 

alt kümesi ˆTM  ve hiperbolik birim küre 
2
 arasındaki izomorfizm verilmiştir. Kurulan bu 

izomorfizm yardımıyla, TM ve ˆTM üzerindeki herhangi bir tabii lift eğrisine 
3

1  te bir regle 

yüzey karşılık getirilmiştir. Beşinci bölümde, birim dual küre 
2DS  ve birim 2- kürenin alt 

kümesi TM  arasındaki izomorfizm ve E. Study dönüşümü yardımıyla 
3
te tabii lift 

eğrisinin striksiyon eğrisinin ürettiği slant regle yüzeyler tanımlanmıştır. Bu tanımlardan 

yola çıkarak, bazı teoremler ve sonuçlar verilmiştir. Altıncı bölümde, 
3
 te tabii lift 

eğrisinin striksiyon eğrisinin ürettiği Darboux slant regle yüzeyler tanımlanmıştır. Daha 

sonra,  bu slant regle yüzeyle ile ilgili bazı teoremler verilmiştir. Son olarak, yedinci 

bölümde, sonuç ve öneriler verilmiştir.  
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ABSTRACT 

This thesis consists of seven main sections. In first section, the introduction is given. In 

second section, some basic definitions and theorems that will be used in future topics are 

stated. In third section, the isomorphism between unit dual sphere, 
2DS and the subset of 

unit tangent bundle of unit 2-sphere,TM is given. Using E. Study mapping, natural lift curve 

of a given curve onTM is corresponded to the ruled surface in 
3
. In fourth section, firstly, 

the isomorphism between the subset of tangent bundle of Lorentzian unit sphere,TM and 

Lorentzian unit sphere, 2

1  is given. Secondly, the isomorphism between the subset of the 

tangent bundle of hyperbolic unit sphere, ˆTM and hyperbolic unit sphere, 
2
is given. Using 

these isomorphism, the natural lift curve of the curve onTM and ˆTM is corresponded to 

ruled surface in 3

1 . In fifth section, using the the isomorphism between unit dual sphere, 

2DS and the subset of unit tangent bundle of unit 2-sphere,TM and E. Study mapping, the 

striction curve of natural lift curve is corresponded to slant ruled surfaces. Some theorems 

are proved about slant ruled surfaces. In sixth section, Darboux slant ruled surfaces generated 

by the striction curve of the natural lift curve is introduced. Moreover, some theorems about 

this slant ruled surface are discussed. In seventh section, conclusions and comments are 

denoted.  
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

                                                        Regle Yüzey 

     Reel sayılar kümesi 

3

1      Lorentz uzay 

n
                                                     n- boyutlu Reel uzay 

( )s                                                    Eğrinin parametrik gösterimi 

( )s                                                    Tabii lift eğrisi 

2S                                                      Birim 2- küre 

2TS                                                    Birim 2- kürenin tanjant demeti 

2

1                                                        Lorentz birim küre 

2
                                                     Hiperbolik birim küre 

T
2

1                                                      Lorentz birim kürenin tanjant demeti 

T
2
                                                   Hiperbolik birim kürenin tanjant demeti 

2H                                                      Dual hiperbolik birim küre 

2

1S
                                                     Dual Lorentz birim küre 

2DS                                                    Birim dual küre 

3ID                                                    ID-Modül 

3

1ID
                                                   Dual Lorentz uzay 

TM                                                    Birim 2-kürenin tanjant demetinin alt kümesi 

TM                                                    Lorentz birim küresinin tanjant demetinin alt kümesi 

ˆTM                                                    Hiperbolik birim kürenin tanjant demetinin alt kümesi 
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1. GİRİŞ 

 

Diferensiyel geometride, eğri ve yüzeyler teorisi önemli bir rol oynar [1-4]. Eğri ve yüzey 

uygulamaları, başta geometri olmak üzere mühendislik, bilgisayar programlama, fizik gibi 

pek çok alanda kullanılmaktadır [5]. 

 

Tabii lift eğrisi tanımına, ilk olarak, Thorpe’un kitabında rastlanmıştır [6]. Tabii lift eğrisi, 

verilen bir eğrinin her noktasındaki birim tanjant vektörlerinin uç noktalarının çizdiği eğri 

olarak tanımlanır. Literatürde, tabii lift eğrisinin karakterizasyonları ve Frenet çatıları ile 

ilgili pek çok çalışma bulunmaktadır [7-9]. 

 

Yüzeyler teorisi, eğrilerde olduğu gibi pek çok uygulama alanına sahiptir. Yüzeylerin 

diferensiyel geometrisi üzerine pek çok çalışma bulunmaktadır [10-13]. Yüzeyler teorisi 

kapsamında bazı özel yüzeyler özellikle günlük hayatta birçok alanda kullanılmaktadır. Bu 

özel yüzeylerden bir tanesi regle yüzeylerdir. Regle yüzeyler, en genel anlamda, bir 

doğrunun bir eğri boyunca hareketi sonucu oluşan yüzeyler olarak tanımlanır. Literatürde, 

regle yüzeylerin teorisi ve karakterizasyonları pek çok yazar tarafından aktif olarak 

çalışılmıştır [14-24]. 

 

Verilen bir regüler eğrinin, eğriliği ve burulması arasındaki ilişki özellikle geometride 

önemli bir yer tutmaktadır. Bu eğrilerden bir tanesi helis eğrileridir.  Helisler, birçok farklı 

bilim dalında çok geniş kullanım alanlarına ve uygulamalara sahiptirler. Tanım olarak bir 

genel helis, teğet vektörü sabit bir doğrultuyla sabit açı yapan bir eğri olarak verilir. 

Literatürde helisler ile ilgili pek çok çalışma mevcuttur [25-29].  Helisin bu tanımına benzer 

olarak slant helis, asli normal vektörü sabit bir doğrultuyla sabit açı yapan eğri olarak 

tanımlanmıştır. Slant helisler de helislere benzer olarak yaygın şekilde farklı matematikçiler 

tarafından çalışılmıştır [30-34]. 

 

Dual sayılar, 1873 yılında Clifford tarafından tanımlanmıştır [35]. Daha sonra, E. Study 

kendi adını verdiği teoremde çizgiler uzayı ve birim dual kürenin noktaları arasında bağlantı 

kurmuştur [36]. E. Study dönüşümüne göre birim dual kürenin noktalarına 
3
te yönlü 

doğrular karşılık gelir. Dual uzayla ilgili tanım ve teoremleri kullanarak elde edilen pek çok 

çalışma mevcuttur [37-40]. 
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Regle yüzeyler, birim 2- kürenin tanjant demeti ve birim dual küre arasında izomorfizm ilk 

olarak Karakaş ve Gündoğan tarafından verilmiştir [41]. Daha sonra, regle yüzeyler ve birim 

2- kürenin tanjant demeti ile ilgili çalışmalar Bekar, Yaylı ve Hathout tarafından yapılmıştır 

[42]. Bu çalışmada, birim 2- kürenin tanjant demeti ve birim dual küre arasında izomorfizm 

kurularak tanjant demeti üzerinde alınan eğrinin 
3
te ürettiği regle yüzey ile ilgili 

karakterizasyonlar verilmiştir. Öklid uzayında regle yüzeyin açılabilirlik şartıyla ilgili 

sonuçlardan bahsedilmiştir. Aynı yazarlar, Pseudo-kürelerin tanjant demetleri ve dual 

Lorentz küresi, dual hiperbolik küre arasında izomorfizm kurularak tanjant demeti üzerinde 

alınan eğrinin 3

1
te ürettiği regle yüzey ile ilgili karakterizasyonlar vermiştir [43]. 

Minkowski uzayında regle yüzeyin açılabilirlik şartıyla ilgili sonuçlar verilmiştir. 

 

Regle yüzeylerin farklı bir sınıflandırması ve bu sınıflandırmaya bağlı karakterizasyonlar 

ilkin Önder tarafından tanımlanmıştır [44]. Aynı zamanda, slant helis kavramından 

esinlenerek bu yeni regle yüzeyleri slant regle yüzeyler olarak adlandırmış ve slant regle 

yüzeylerin farklı türlerini tanımlayarak bu yüzeylerin karakterizasyonlarını hem Öklid 

uzayında hem de Minkowski uzayında vermiştir. Daha sonra Önder ve Kaya tarafından slant 

regle yüzeylerinin yeni bir türü olarak Darboux slant regle yüzeyler tanımlanmış ve bu 

yüzeylerin diğer slant regle yüzeylerle olan ilişkileri ortaya konulmuştur [45]. 

 

Bu tez, yedi bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm, giriş kısmı için ayrılmıştır. 

 

İkinci bölümde, her bir alt başlık altında ileriki konularda kullanılacak olan temel tanımlar 

ve teoremler verilmiştir.  

 

Üçüncü bölümde, birim dual küre 
2DS ve birim 2-kürenin tanjant demetinin alt cümlesi 

TM arasındaki izomorfizm verilmiştir. E. Study dönüşümüne göre; birim dual kürenin 

noktalarına 
3
te yönlü doğrular karşılık gelir. Bu dönüşümden yararlanarak, TM

üzerindeki tabii lift eğrisine 
3
 te bir regle yüzey karşılık getirilmiştir. Elde edilen regle 

yüzeyin; striksiyon eğrisi, şekil operatörü, ortalama ve Gauss eğriliği hesaplanmıştır. 

Bunlara ek olarak, regle yüzeyin açılabilirlik şartı incelenmiştir. 
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Dördüncü bölümde, ilk olarak, Lorentz birim küresinin tanjant demetinin alt cümlesi TM

ve Lorentz birim küresi 2

1
 arasındaki izomorfizm verilmiştir. İkinci olarak, hiperbolik birim 

kürenin tanjant demetinin alt cümlesi ˆTM ve hiperbolik birim küre 
2
 arasındaki 

izomorfizm verilmiştir. E. Study dönüşümüne göre 2

1
 veya 

2
 üzerindeki herhangi bir 

eğriye 3

1
te regle yüzey karşılık gelir. Kurulan bu izomorfizm yardımıyla, TM ve ˆTM

üzerindeki herhangi bir tabii lift eğrisine 3

1
 te bir regle yüzey karşılık getirilmiştir. Elde 

edilen regle yüzeyin; striksiyon eğrisi, şekil operatörü, ortalama ve Gauss eğriliği 

hesaplanmıştır. Bunlara ek olarak, regle yüzeyin açılabilirlik şartı incelenmiştir. 

 

Beşinci bölümde, birim dual küre 
2DS  ve birim 2- kürenin alt cümlesi TM arasındaki 

izomorfizm ve E. Study dönüşümü yardımıyla 
3
 te tabii lift eğrisinin striksiyon eğrisinin 

ürettiği slant regle yüzeyler tanımlanmıştır. Daha sonra,  alınan bir regle yüzeyin slant regle 

yüzey olma şartı verilmiştir. Daha sonra, 
3
 te  ,q h− −  ve a −  slant regle yüzeyleri 

tanımlanmıştır. Bu tanımlardan yola çıkarak, bazı teoremler ve sonuçlar verilmiştir. 

 

Altıncı bölümde, birim dual küre 
2DS  ve birim 2- kürenin alt cümlesi TM  arasındaki 

izomorfizm ve E. Study dönüşümü yardımıyla 
3
 te tabii lift eğrisinin striksiyon eğrisinin 

ürettiği Darboux slant regle yüzeyler tanımlanmıştır. En sonunda,  bu slant regle yüzeyle ile 

ilgili bazı teoremler verilmiştir. 

 

Son olarak, yedinci bölümde, sonuç ve öneriler verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, ileriki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

2.1. Öklid Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.1. Tanım  

 

n
, n- boyutlu Öklid uzayında 

1 2( , ,..., )nx x x x = ve
1 2( , ,..., ) n

ny y y y=  için

1

,
n

i i

i

x y x y
=

=  şeklinde tanımlanan fonksiyona standart iç çarpım veya Öklid iç çarpım 

denir [1]. 

 

2.2. Tanım 

 

n
de bir 

nx vektörü için, ,x x x= şeklinde tanımlanan fonksiyona x vektörünün 

normu denir [1]. 

 

2.3. Tanım 

 

1 2 3( , , )x x x x = , 3

1 2 3( , , )y y y y=  için vektörel çarpım 

2 3 2 3 3 1 3 1 1 2 1 2( , , )x y x y y x x y y x x y y x = − − −                                                                     (2.1) 

 

şeklinde tanımlanır [1]. 

 

2.4. Tanım 

 

nM  eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda,  ( )', '',..., r   =

sistemi lineer bağımsız ve 
( ) ,k k r   için;  ( )k Sp  olmak üzere,   den elde edilen 

 1 1, ,..., rT N N −
 ortonormal sistemine,  eğrisinin Serret-Frenet r - ayaklı alanı ve s M
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için  1 1( ), ( ),..., ( )rT s N s N s−
 ye ise s M noktasındaki Serret-Frenet r- ayaklısı denir. Her 

bir T ve 
iN , 1 1i r  − , vektörlerine de Serret-Frenet vektör alanı denir [1]. 

 

2.5. Teorem 

 

nM   eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I  yay parametresi olmak üzere, 

( )s noktasındaki i− yinci eğriliği ( )ik s  ve Frenet ( 1)n+ −ayaklısı  1 1( ), ( ),..., ( )rT s N s N s−

ise; 

 

1 1

'

1 1

'

1

'( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 1,

( ) ( ) ( )

i i i i i

n n n

T s k s N s

N s k s N s k s N s i n

N s k s N s

+ +

−

 =


= − +   +


= −

                                                                   (2.2) 

 

dir. 

 

Burada 1( ) ' ( ), ( )i i ik s N s N s−=  fonksiyonuna ( )s  noktasındaki M nin i− yinci eğriliği 

denir [1]. 

 

2n =  özel halinde 2- boyutlu Öklid uzayında Frenet 2- ayaklısı elde edilebilir.

( ) ( ( ), ( ))t x t y t =  olmak üzere 
2 2

1
( ) ( '( ), '( ))

( '( )) ( '( ))
T t x t y t

x t y t
=

+
 ve 

2 2

1
( ) ( '( ), '( ))

( '( )) ( '( ))
N t y t x t

x t y t
= −

+
 vektörleri, sırasıyla,  eğrisinin birim teğet ve 

birim normal vektörleridir. 

 

Bu düzlemsel  eğrisinin Serret-Frenet çatı elemanları  , ,T N  olmak üzere, Frenet 

formülleri '( ) ( ) ( )T t t N t=  ve '( ) ( ) ( )N t t T t= −  olarak tanımlanır ve burada 

3

2 2 2

'( ) ''( ) ''( ) '( )
( )

(( '( )) ( '( )) )

x t y t x t y t
t

x t y t


−

=

+

 ile  eğrisinin eğriliği gösterilmektedir. 
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n=3 özel halinde, yani 3- boyutlu Öklid uzayında Frenet 3- ayaklısı elde edilebilir. Bu özel 

halde; M eğrisi ( , )I   koordinat komşuluğu ile verilmiş ise s I yay parametresi olmak 

üzere, ( )s  noktasında, M eğrisinin Frenet 3-ayaklısı ( ) '( ),T s s=  
''( )

( )
''( )

s
N s

s




=  ve 

( ) ( ) ( )B s T s N s=  şeklindedir. M eğrisinin 1( ) ( )k s s=  eğriliği ve 
2( ) ( )k s s=   burulması 

olmak üzere, 

 

'( ) ( ) ( ),

'( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

'( ) ( ) ( )

T s s N s

N s s T s s B s

B s s N s



 



 =


= − +


= −

                                                                                             (2.3) 

 

şeklindedir ve burada ( ) '( ), ( )s T s N s = ve ( ) '( ), ( )s N s B s =  dir [1]. 

 

2.6. Tanım 

 

Bir eğrinin  , ,T N B  üç ayaklısının her s  anında, bir eksen etrafında, bir ani helis yaptığı 

kabul edilir. Bu eksene eğrinin s  parametresine karşılık gelen ( )s  noktasındaki Darboux 

ekseni denir. Bu eksenin yön ve doğrultusunu veren 'W T B N N = + =   vektörüne 

eğrinin ( )s  noktasındaki Darboux vektörü denir [1]. 

 

B  ile W arasındaki açı   ile gösterilirse  

 

cos ,

sin

W

W

 

 

 =


=

                                                                                                                    (2.4) 

 

olacağı açıktır. ,C Darboux vektörü yönündeki birim vektör ise 

 

2 2W  = +                                                                                                                             (2.5) 

 

olmak üzere 
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C T B
W W

 
= +                                                                                                                  (2.6) 

 

dir. Buradan sin . cos .C T B = + elde edilir [2]. 

 

2.7. Tanım 

 

n
 de bir  eğrisinin ( )s  noktasındaki hız vektörü ( )T s  ve U da sabit bir birim vektör 

olsun. s I   için ( )T s ve U arasındaki açı sabitse  ya bir eğilim çizgisi (helis) denir ve 

 Sp U ya da  eğilim çizgisinin eğilim ekseni denir [1]. 

 

2.8. Teorem 

 

3,  te birim hızlı eğri olsun.  eğrisinin bir doğru olması için gerek ve yeter şart 0 =

olmasıdır [3]. 

 

2.9. Teorem 

 

3,  te eğriliği pozitif olan birim hızlı eğri olsun.  eğrisinin düzlemsel bir eğri olması 

için gerek ve yeter şart 0 =  olmasıdır [3]. 

 

2.10. Teorem 

 

3
te bir  eğrisinin helis olması için gerek ve yeter şart 




 nın sabit olmasıdır [3]. 

 

2.11. Tanım 

 

, nU  de bir açık alt cümle olsun. 

 

( )n

p

p M

U T M M


 = =                                                                                                                (2.7)  
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ile tanımlanan cümleye 
n

de U nun tanjant bundle’ı denir [6]. 

 

2.12. Tanım 

 

1, nM +  de bir hiperyüzey ve , M  üzerinde bir parametrik eğri olsun. M  üzerinde 

diferensiyellenebilir vektör alanı X olmak üzere, eğer her s I için 

 

'( ) ( ( ))s X s =                                                                                                                 (2.8) 

 

ise   ya X in integral eğrisi denir [1]. 

 

2.13. Tanım 

 

: I M →  herhangi bir parametrik eğri olmak üzere 

 

( )( ) ( ( ), '( )) '( ) ss s s s    = =                                                                                                                 (2.9) 

 

ile verilen : I TM →  parametrik eğrisine   nın TM deki tabii lifti denir [6].  

 

Böylece 
n
 deki konneksiyon D olmak üzere, 

 

( ) '( )( '( ) ) '( )s s

d d
s D s

dt dt
 


 = =                                                                                           (2.10) 

 

yazılabilir. 

 

2.14. Lemma 

 

3
te verilen bir  eğrisinin tabii lift eğrisi   olsun.  , ,T N B  ve  , ,T N B , sırasıyla, 

ve  eğrilerinin Frenet çatıları olsunlar. Frenet vektör alanları arasındaki ilişki aşağıda 

verilmiştir: 
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( ) ( ),

( ) cos ( ) sin ( ),

( ) sin ( ) cos ( ).

T s N s

N s T s B s

B s T s B s

 

 

 =


= − +


= +

                                                                                           (2.11) 

 

Burada  açısı Darboux vektörü ve  eğrisinin binormal vektörü arasındaki açıdır [7]. 

 

2.15. Tanım 

 

2,U  uzayının irtibatlı bir açık alt cümlesi ve 3:U →  düzgün ve regüler bir dönüşüm 

olsun. : ( )U U →  dönüşümü bir homeomorfizm ise ( )U  kümesine, 
3

 uzayında bir 

basit yüzey denir [4]. 

 

2.16. Tanım 

 

,Z M  hiperyüzeyi üzerinde bir birim dik vektör alanı olmak üzere, M  nin bir p noktasında, 

 

( )
pp p vS v D Z= −                                                                                                                        (2.12) 

 

eşitliğiyle tanımlı : ( ) ( )p p pS T M T M→  fonksiyonuna, M  hiperyüzeyinin p noktasındaki,

Z  birim dik vektör alanına bağlı şekil operatörü (Weingarten dönüşümü) denir [4]. 

 

M  nin her bir p  noktasına 
pS  fonksiyonunu karşılık getiren S  dönüşümüne de, M

hiperyüzeyinin, Z  birim dik vektör alanına bağlı şekil operatörü (Weingarten dönüşümü) 

denir. 

 

2.17. Tanım 

 

pS  lineer dönüşümünün determinantına, M  hiperyüzeyinin p noktasındaki Gauss eğriliği 

denir ve ( )K p  ile gösterilir [4]. 

 

( ) det( )pK p S=                                                                                                                    (2.13) 
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2.18. Tanım 

 

pS  lineer dönüşümünün izinin yarısına, M hiperyüzeyinin p noktasındaki ortalama 

eğriliği denir ve ( )H p  ile gösterilir [4]. Yani; 

 

1
( ) ( )

2
pH p İz S=                                                                                                                            (2.14) 

 

dir. M  hiperyüzeyinin her bir p noktasına, ( )K p  sayısını karşılık getiren K  fonksiyonuna 

M  hiperyüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu denir. 

 

M  hiperyüzeyinin her bir p  noktasına, ( )H p  sayısını karşılık getiren H  fonksiyonuna 

M  hiperyüzeyinin ortalama eğrilik fonksiyonu denir. 

 

2.2. Lorentz Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.19. Tanım 

 

V  bir reel vektör uzayı olsun. Bir 

 

, :
L

V V →  

 

dönüşümü, 

 

,a b   ve , ,u v w V  için; 

 

(i) , , ,
L L

u v v u=  

(ii) , , ,
L L L

au bv w a u w b v w+ = + , , , ,
L L L

u av bw a u v b u w+ = +  

 

özelliklerine sahip ise bu dönüşüme V  vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form denir 

[3]. 
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2.20. Tanım 

 

V  vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form ,
L
olsun.  

 

(i) v V   ve 0v   için , 0
L

v v   ise ,
L
simetrik bilineer formuna pozitif tanımlı, 

(ii) v V   ve 0v   için , 0
L

v v   ise ,
L
 simetrik bilineer formuna negatif tanımlı, 

(iii) v V  ve 0v   için , 0
L

v v  ise ,
L
 simetrik bilineer formuna yarı-pozitif tanımlı, 

(iv) v V   ve 0v   için , 0
L

v v   ise ,
L
simetrik bilineer formuna yarı-negatif tanımlı, 

(v) v V   için , 0 0
L

v w w=  =  ise ,
L
 simetrik bilineer formuna non-dejeneredir denir 

[3]. 

 

2.21. Tanım 

 

V  bir reel vektör uzayı ve  

 

, :
L

V V →  

 

dönüşümü simetrik, bilineer ve non-dejenere ise ,
L
 ye V  üzerinde bir skaler çarpım, bu 

durumda V  vektör uzayına da skaler çarpım uzayı denir [3]. 

 

2.22. Tanım 

 

V  bir reel vektör uzayı ve , :
L

V V →  simetrik bilineer form olsun. 

 

( , ) :wL
W W →  

 

negatif tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu W alt uzayının boyutuna ,
L
simetrik 

bilineer formunun indeksi denir ve v  ile gösterilir [3]. 

 

Burada, 0 v boyV   dir. 
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2.23. Tanım 

 

V  nin indeksi 1 ve 2boyV   ise V  skaler çarpım uzayına Lorentz uzayı denir [3]. 

 

2.24. Tanım 

 

n
, n- boyutlu standart reel vektör uzayı olmak üzere 

1 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., ) n

n nX x x x Y y y y = =   için 

 

, : n n

L
 →  

1 1

2

( , ) ,
n

i iL
i

X Y X Y x y x y
=

= − +                                                                                                         (2.15) 

 

skaler çarpımına 
n

de Lorentz metriği denir [3]. 

 

2.25. Tanım 

 

n
 üzerinde tanımlı Lorentz metriği ile  , ,n

L
 ikilisine indeksi 1 olan n- boyutlu Lorentz 

uzayı denir ve 
1

n  veya 
nIL  ile gösterilir [3]. 

 

2.26. Tanım 

 

1

n , n- boyutlu Lorentz uzayı olsun. Bir 
1

nX   vektörü için; 

 

(i) , 0
L

X X   veya 0X =  ise X  e spacelike (uzaysı) vektör, 

(ii)  , 0
L

X X   ise X e timelike (zamansı) vektör, 

(iii) , 0
L

X X =  ise X e null veya lightlike (ışıksı) vektör denir [3].  
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2.27. Tanım 

 

Bir 
nX IL  vektörünün normu 

 

,
L L

X X X=                                                                                                                         (2.16) 

 

ile tanımlanır [3]. 

 

2.28. Tanım 

 

Bir 
1

nM   eğrisinin teğet vektör alanı T  olmak üzere; 

 

(i) , 0
L

T T   ise M eğrisine spacelike eğri, 

(ii) , 0
L

T T   ise M eğrisine timelike eğri, 

(iii) , 0
L

T T =  ise M  eğrisine null eğri denir [3]. 

 

2.29. Tanım 

 

1

nM   de ( , )I   koordinat komşuluğu ile verilen bir eğri olsun. M eğrisinin birim teğet 

vektör alanı T ve U  da sabit birim vektör olmak üzere, s I  için T  ile U arasındaki açı 

sabit ise 
1

nM   eğrisine bir eğilim çizgisi (helis) denir [25]. 

 

2.30. Teorem 

 

3

1M   eğrisi ( , )I   koordinat komşuluğu ile verilsin. M  nin ( )s noktasındaki eğriliği 

ve burulması, sırasıyla,   ve  olsun. M  bir eğilim çizgisidir gerek ve yeter şart s I   

için 



 sabittir [25]. 
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2.31. Tanım 

 

3

1 2 3 1 2 3 1( , , ), ( , , )x x x x y y y y= =   olmak üzere 

 

3 3 3

1 1 1: ;L  →  

3 2 2 3 1 3 3 1 1 2 2 1( , , )Lx y x y x y x y x y x y x y = − − −                                                                         (2.17) 

 

çarpımına Lorentz vektörel çarpım denir [10]. 

 

2.32. Tanım 

 

3

1
 te aşağıdaki koşulları sağlayan cümlelere, sırasıyla, Lorentz ( veya de Sitter) birim küre 

ve hiperbolik birim küre denir [43]: 

 

 2 3

1 1 2 3 1( , , ) : , 1 ,
L

x x x x x x= =  =                                                                                    (2.18)

 3

1 2 3 1

2 ( , , ) : , 1 .
L

x x x x x x= =  = −                                                                                               (2.19) 

 

2

1
 ve 

2
 nin tanjant demetleri ve birim tanjant demetleri   

 

 2 2 3

1 1 1( , ) : , 0 ,
L

T v v =   =                                                                                (2.20) 

 2

1

2 3( , ) : , 0 ,
L

T v v =  =                                                                                (2.21) 

 2 2 3

1 1 1( , ) : , 0, , 1 ,
L L

UT v v v  =   = =                                                            (2.22) 

 2 3

1

2 ( , ) : , 0, , 1
L L

UT v v   =  = =                                                           (2.23) 

 

şeklindedir [43].  

 

Eğer 3

1: I  →  eğrisinin s parametresine göre hız vektörü '( )s , sırasıyla, spacelike, 

timelike veya null ise  eğrisine, sırasıyla, spacelike, timelike veya null eğri denir [43]. 
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3

1: I  →  eğrisinin Frenet operatörleri  , , , ,T N B    olsun.  eğrisi spacelike (veya 

timelike) eğri ise Frenet formülleri aşağıdaki gibidir: 

 

1

1

' 0 0

' 0 ,

' 0 0

T T

N N

B B



  

 

    
    

= −    
    
    

  

' 0 0

' 0

' 0 0

T T

N N

B B



 



    
    

=    
    −    

. 

 

Burada, , 1
L

T T =  (veya , 1)
L

T T = − , 
1, 1

L
N N = =  (veya , 1

L
N N = ), 

1,
L

B B = − (veya , 1
L

B B = ) dır [43]. 

 

 

Şekil 2.1. Lorentz birim küresi 2

1
, hiperbolik birim küre 

2 2 2+ −

=  , lightlike koni   

Yukarıdaki şekilde 
2+

ve 
2−

, sırasıyla, future-pointing hiperbolik birim küre ve past-

pointing hiperbolik birim küreyi temsil etmektedir. 
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2.3. Öklid Uzayında Regle Yüzeylerle İlgili Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.33. Tanım 

 

3M   yüzeyi verilsin. p M   noktasında 
3
 ün tamamen M de kalan bir doğrusu 

varsa M  ye bir regle yüzey ve p M   noktasından geçen M de kalan bu doğruya da regle 

yüzeyin doğrultmanı denir [11]. 

 

Regle yüzey aşağıdaki parametrizasyonla verilir: 

 

3: I  →  

( , ) ( , ) ( ) ( ).s v s v s va s = +                                                                                        (2.24) 

 

Burada, ( )s  dayanak eğrisini ve ( )a s  ise birim doğrultman vektörü göstermektedir. 

 

2.34. Tanım 

 

3: I  →  

( , ) ( , ) ( ) ( )s v s v s va s = +  

 

regle yüzeyi s I   için  

 

( 2 ) ( )s s + =                                                                                                              (2.25) 

 

olacak şekilde periyodik ise regle yüzeye kapalıdır denir [11]. Kapalı regle yüzeylerin 

dayanak eğrileri ve ana doğrularının küresel göstergeleri kapalı eğrilerdir. 

 

2.35. Tanım 

 

Bir ( , )s v  regle yüzeyinin ana doğrularının her birini dik olarak kesen eğriye regle yüzeyin 

ortogonal yörüngesi denir ve 

 



18 

 

, 0a d =                                                                                                                        (2.26) 

 

şeklinde gösterilir [11].  

 

2.36. Tanım 

 

Bir ( , )s v  regle yüzeyinin komşu iki doğrultmanının orta dikmesinin doğrultmanlar 

üzerindeki ayaklarına boğaz (striksiyon) noktası denir [11]. 

 

2.37. Tanım 

 

Bir ( , )s v  regle yüzeyinin ana doğrusu dayanak eğrisi boyunca yüzeyi oluştururken boğaz 

noktalarının geometrik yerlerine regle yüzeyin boğaz (striksiyon) çizgisi (eğrisi) denir [11]. 

 

Striksiyon eğrisinin yer vektörü  

 

2

'( ), '( )
( ) ( ) ( )

'( )

s a s
s s a s

a s


 = −                                                                                             (2.27) 

 

şeklindedir. Eğer '( ) 0a s =  ise regle yüzey striksiyon eğrisine sahip değildir. Bu hal regle 

yüzeyin silindir olmasını karakterize eder. Regle yüzeyler için striksiyon eğrisi dayanak 

eğrisi olarak alınabilir.  

 

2.38. Tanım 

 

Bir  (s,v) regle yüzeyinin bir ana doğrusunu kapsayan ve yüzey normaline dik olan 

düzleme teğet düzlem denir [11]. Bir  (s,v)  regle yüzeyinin 

 

 (𝑠,v) ( ) ( )s va s= +  

 

denkleminden s ve v ye göre türevi alınırsa  
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',s T va = +  

 𝑉 'a=  

 

elde edilir. Buradan, 

 

( ') 's V T va a  = +   

 

olur. Ayrıca, yüzey normali 

 

1
( ' )s V

s V s V

N T a va a
 

= =  + 
   

                                                                            (2.28) 

 

dır.  

 

2.39. Tanım 

 

Bir  (𝑠,v)  regle yüzeyinin ana doğruları boyunca teğet düzlemleri aynı kalıyorsa regle 

yüzeye açılabilirdir denir. 

  

2.40. Tanım 

 

Regle yüzeyin komşu iki ana doğrusu arasındaki en kısa uzaklığın ana doğrular arasındaki 

açıya oranına regle yüzeyin dağılma parametresi (dral) denir [11]. 

 

Böylece regle yüzeyin drali aşağıdaki gibi verilir: 

 

2

det( , , ')

'
a

d
a a

dsP
a



= .                                                                                                                 (2.29) 

 

Regle yüzeyler için dral, koordinat değişimlerine göre en basit diferensiyel invaryanttır. 
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2.41. Teorem 

 

( , )s v  regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart dağılma parametresinin sıfır 

olmasıdır [11]. 

 

2.4. Minkowski Uzayda Regle Yüzeylerle İlgili Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.42. Tanım 

 

3

1
, 3- boyutlu Minkowski uzayında, verilen bir d doğrusunun, verilen bir  eğrisi boyunca 

hareket ettirilerek bir yüzey elde edilebiliyorsa, bu yüzeye 3- boyutlu Minkowski uzayında 

bir regle yüzey denir [12]. 

 

2.43. Tanım 

 

3

1
 te bir regle yüzeyin ana doğruları boyunca teğet düzlemleri aynı ise regle yüzeye 

açılabilirdir denir [12]. 

 

2.44. Tanım 

 

3

1
 te açılabilir olmayan bir regle yüzeyin ana doğrusu, dayanak eğrisi boyunca yüzeyi 

oluştururken boğaz noktalarının geometrik yerine regle yüzeyin boğaz (striksiyon) çizgisi 

(eğrisi) denir [12]. 

 

2.45. Tanım 

 

3

1
 te bir regle yüzeyin ana doğrularının herbirini dik kesen bir eğri varsa, bu eğriye regle 

yüzeyin ortogonal yörüngesi denir [12]. 
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2.5. Slant Regle Yüzeylerle İlgili Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.46. Tanım 

 

3: I →  regüler bir eğri olsun.  eğrisinin N asli normal vektörü sabit doğrultulu bir u

birim vektörü ile sabit bir  açısı yapıyorsa, yani 

 

, cos ,N u sabit= =   
2


                                                                                           (2.30) 

 

şartı sağlanıyorsa,  eğrisine bir slant helis denir [12].  

 

2.47. Teorem 

 

3: I → regüler bir eğri olsun.  eğrisinin eğrilik ve burulması, sırasıyla,   ve  olmak 

üzere  eğrisinin slant helis olması için gerek ve yeter şart  

 

2

3

2 2 2

( )

( )

sabit
 


 

=

+

                                                                                                          (2.31) 

 

olmasıdır [12]. 

 

( ),s = 3
 te tanımlı regüler bir eğri ve bu eğriyi dayanak eğrisi olarak kabul eden   

regle yüzeyinin parametrizasyonu aşağıdaki gibi verilir: 

 

 (𝑠,v) ( )s= + v ( ).q s                                                                                                           (2.32) 

 

Özel olarak, q  vektörü sabitse yüzeye silindirik regle yüzey, aksi takdirde silindirik 

olmayan regle yüzey adı verilir [37]. 

 

Bir   regle yüzeyinin birim normal vektörü  
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( ' ')

( ' ')

s v

s v

vq q
m

vq q





  + 
= =
  + 

                                                                                             (2.33) 

 

şeklindedir [12]. 

 

Yüzeyin aynı ana doğrusunun 
1 2v v  gibi farklı iki noktasındaki normal vektörleri 

düşünülürse, bu vektörlerin vektörel çarpımından 

 

1 2 1 2[( ' ') ] [( ' ') ] ( )det( ', , ')v q q v q q v v q q q  +   +  = −                                                 (2.34) 

 

bulunur. Eğer det( ', , ') 0q q = ise aynı ana doğrunun her noktasında normal vektörleri aynı 

doğrultuda olup yüzeyin tekil olmayan noktalarında teğet düzlemleri aynıdır. Böyle bir ana 

doğruya torsal ana doğru adı verilir. Eğer det( ', , ') 0q q   ise aynı ana doğrunun her 

noktasında yüzeyin teğet düzlemleri farklı olur. Böyle bir ana doğruya da torsal olmayan ana 

doğru adı verilir [37]. 

 

2.48. Tanım 

 

Bütün ana doğruları torsal olan bir regle yüzeye açılabilir regle yüzey denir. Aksi halde, 

regle yüzeye aykırı regle yüzey denir [37]. 

 

2.49. Teorem 

 

Bir   regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart det( ', , ') 0q q = olmasıdır 

[37]. 

 

Aykırı bir regle yüzeyin birim normal vektörü ( , )m s v , yüzeyin 
0s s=  gibi torsal olmayan 

bir ana doğrusu üzerinde, v→ için a ya yakınsasın. Buradan, 

 

0

'
lim ( , )

'v

q q
a m s v

q→


= =                                                                                                     (2.35) 
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elde edilir. 

 

2.50. Tanım 

 

Aykırı bir regle yüzeyin 0s  ana doğrusundan geçen ve a ya dik olan düzleme asimptotik 

düzlem denir. Yüzeyin 0s  ana doğrusundan geçen ve asimptotik düzleme dik olan düzleme 

merkez düzlem denir. Bu iki düzlemin değme noktası olan C noktasına 0s  ana doğrusunun 

boğaz noktası adı verilir. C noktasından geçen, asimptotik düzleme ve merkez düzleme dik 

olan doğrular ise, sırasıyla, merkez teğet ve merkez normal doğruları olarak adlandırılır [37]. 

 

q  ya dik olan ve Eş. (2.31) kullanılmasıyla elde edilen h merkez normal vektörü 

 

'

'

q
h

q
=                                                                                                                                  (2.36) 

 

şeklinde tanımlanır. C boğaz noktasının v parametresi için 0h m =  olduğu göz önüne 

alınırsa  

 

', '

', '

q
v

q q


= −                                                                                                                        (2.37) 

 

bulunur. 

 

2.51. Tanım 

 

Aykırı bir regle yüzeyin bütün ana doğruları üzerindeki boğaz noktalarının geometrik yerine 

boğaz çizgisi (striksiyon eğrisi) denir ve bu eğrinin denklemi 

 

', '
( ) ( )

', '

q
c s s q

q q


= −                                                                                                                      (2.38) 

 

ile verilir [37]. 
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2.52. Teorem 

 

Aykırı bir regle yüzeyin dayanak eğrisinin boğaz çizgisi olması için gerek ve yeter şart 

', ' 0q =  olmasıdır [37]. 

 

Aykırı bir regle yüzeyin dağılma parametresi  

 

' , '

', '

q q
d

q q

 
=                                                                                                                       (2.39) 

 

olarak verilir. 

  

2.53. Teorem 

 

Bir   regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart dağılma parametresinin sıfır 

olmasıdır [37]. 

 

2.54. Tanım 

 

 aykırı bir regle yüzey, C  bu yüzeyin bir ana doğrusu üzerindeki boğaz noktası ve ,q h

ve a vektörleri, sırasıyla, ana doğrunun birim doğrultman vektörü, merkez normal ve 

merkez teğet vektörü olmak üzere,  , , ,C q h a  ortonormal çatısına   aykırı yüzeyinin 

Frenet çatısı denir [37].  

 

Regüler bir   yüzeyinin boğaz çizgisi dayanak eğrisi olarak alınsın. Bu takdirde, boğaz 

çizgisinin yay uzunluğu parametresi s  olmak üzere,   regle yüzeyinin parametrizasyonu  

 

 (𝑠,v) ( )c s= +v ( )q s  ( ) 1q s =                                                                                         (2.40) 

 

ile verilir. Eğer   açılabilir bir regle yüzeyse boğaz çizgisinin teğet vektörleri ana 

doğrularla çakışır. Bu takdirde, boğaz çizgisinin teğet vektörü için 
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dc
q

ds
=                                                                                                                                (2.41) 

 

yazılabilir. 

 

Eğer   regle yüzeyi üzerindeki bütün ana doğruların ( )q s  vektörleri orijin noktasına 

bağlanırsa, bu doğrular bir koni oluşturur. Bu koniye  yüzeyinin yönlü konisi denir. Yönlü 

koni, bir uzay eğrisinin teğetler göstergesi düşüncesinin regle yüzeylere uyarlaması olarak 

düşünülebilir. Dolayısıyla, birim doğrultman vektörlerin uç noktaları birim küre üzerinde 

küresel bir eğri çizer. Bu eğriye yüzeyin küresel eğrisi denir ve 1k  ile gösterilir. 1k  eğrisinin 

yay uzunluğu parametresi 
1s  ile ifade edilir [37]. 

 

Yüzeyin 1k  küresel göstergesinin 
1s  yay parametresine göre h  ve a  vektörlerine göre 

türevlerini inceleyelim. h  vektörü birim vektör olduğundan , 1h h =  olup, bu ifadenin 

türevi alındığında , ' 0h h =  elde edilir. Dolayısıyla, 
1

'
dh

h
ds

= vektörünün q ve a vektörleri 

tarafından gerilen düzlemde kaldığı görülür. Buradan, 1( )s = ve 1( )s = , 
1s  yay 

uzunluğu parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonları olmak üzere 

 

'h q a = +                                                                                                                         (2.42) 

 

yazılabilir. , 0h q =  olduğundan, bu ifadenin türevi alındığında  

 

', , ' 0h q h q+ =                                                                                                              (2.43) 

 

olup 'q h=  yazılırsa h birim vektör olduğundan Eş. (2.43) 

 

', 1 0h q + =                                                                                                                  (2.44) 

 

halini alır. Diğer yandan, Eş. (2.42), q ile çarpılırsa q birim vektör olduğundan 
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',h q =                                                                                                                          (2.45) 

 

bulunur. Son olarak, Eş. (2.44) ve Eş. (2.45) den 1 = − elde edilir. 
1( )s =  alınırsa Eş. 

(2.42) den  

 

'h q a= − +                                                                                                                       (2.46) 

 

bulunur. ',h a = ile tanımlı  fonksiyonuna yüzeyin konisel eğrilik fonksiyonu denir. 

 

Benzer şekilde, , 0h a = olduğundan 

 

', , ' , ' 0h a h a h a+ = + =                                                                                          (2.47) 

 

elde edilir ve böylece 

 

, 'h a = −                                                                                                                       (2.48) 

 

bulunur. Öte yandan, 1( )s = , 
1s  yay uzunluğu parametresinin diferensiyellenebilir 

fonksiyonu olmak üzere 'a h= yazılabilir. Bu ifade h  ile iç çarpılırsa, 

 

, 'h a  = = −                                                                                                                 (2.49) 

 

Olacağından 

 

a h= −                                                                                                                                 (2.50) 

 

elde edilir.  

 

Eğer   yüzeyinin Frenet çatısının ( )a s  merkez teğet vektörleri orijin noktasına bağlanırsa, 

bu vektörlerin uç noktalarının birim küre üzerinde çizdiği eğrinin yay parametresi 3s olmak 

üzere 3k küresel eğrisini çizilsin. Buradan 
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1 1

3
3 1 1

10 0

'

s s
ds

s a ds ds
ds

 = =  =                                                                                          (2.51) 

 

eşitliğine ulaşılır.  

 

2.55. Teorem 

 

 bir aykırı regle yüzey olmak üzere,   yüzeyinin yönlü konisinin  , , ,O q h a  Frenet 

çatısının, 1k küresel göstergesinin 
1s yay parametresine göre Frenet formülleri, 

 

' ,

' ,

'

q h

h q a

a h





=


= − +
 = −

                                                                                                                       (2.52) 

 

şeklindedir. Burada, 
3

1

'
ds

a
ds

= =  yüzeyin konisel eğriliğidir [37]. 

 

2.56. Tanım 

 

Frenet formülleri kinematik olarak şöyle yorumlanabilir: s zaman parametresi olarak 

alındığında, eğer q ana doğruları yönlü koniyi çiziyorsa, bu takdirde,  , , ,C q h a  hareketli 

çatısı Eş. (2.52) ile verilen çatıya göre hareket eder. Bu hareket, ani bir ötelemeden ziyade,  

 

W q a= +                                                                                                                         (2.53) 

 

Darboux vektörüyle verilen açısal hızlı bir ani dönme içerir [37]. Darboux vektörünün yönü 

ani dönme ekseninin yönü ile aynıdır ve uzunluğu  

 

21W = +                                                                                                                     (2.54) 

 

kadardır. Böylece, Eş. (2.52) ile verilen Frenet formülleri 
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' ,q W q=    ' ,h W h=    'a W a=                                                                                  (2.55) 

 

ile de verilebilir. 

 

Aykırı bir  regle yüzeyinin boğaz çizgisinin yay uzunluğu parametresi s olsun. Buradan, 

 

3 32

1 1 1

ds ds ds

ds ds ds





= = =                                                                                                      (2.56) 

 

olup 3
2

ds

ds
 = ve 1

1

ds

ds
 = alınırsa 

2

1





=  olur. Burada, 1 ve 2 fonksiyonları, sırasıyla, 

yüzeyin birinci ve ikinci eğrilikleri olarak adlandırılır [37]. 

 

2.57. Teorem 

 

  aykırı bir regle yüzey olsun. 1
1

ds

ds
 = , 3

2

ds

ds
 =  ve 

1s  ile 3s , sırasıyla, q ve a  vektörleri 

tarafından çizilen 
1k  ve 

3k  küresel eğrilerinin yay parametreleri olmak üzere,  yüzeyinin 

boğaz çizgisinin s parametresine göre Frenet formülleri, 

 

1

1 2

2

,

,

dq
h

ds

dh
q a

ds

da
h

ds



 




=




= − +



= −


                                                                                                                 (2.57) 

 

ile verilir [37]. 

 

2.58. Tanım 

 

 yüzeyi, 
3
 uzayında tanımlı bir regle yüzey olsun. ( ),c s   yüzeyinin boğaz çizgisi ve 

,s  boğaz çizgisinin yay parametresi olmak üzere;  yüzeyi 
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 (𝑠,v) ( )c s= +v ( ),q s   ( ) 1q s =                                                                                                 

 

parametrizasyonuyla verilsin.  , ,q h a  ve 0  , sırasıyla, yüzeyin Frenet çatısı ve konisel 

eğrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir u olmak üzere, yüzeyin q ana 

doğruları u ile sabit açı yapıyorsa, yani 

 

, cos ,q u =  
2


                                                                                                            (2.58) 

 

ise   regle yüzeyine q− slant regle yüzey denir [44]. 

 

Bu tanımdan yola çıkılarak, bir q− slant regle yüzeyin ana doğrularının birim doğrultuları 

birim kürenin merkezine bağlanırsa bu vektörlerin uç noktalarının küre üzerinde bir çember 

veya çember yayı çizdiği sezgisel olarak söylenebilir. 

 

2.59. Tanım 

 

  yüzeyi, 
3
uzayında tanımlı bir regle yüzey olsun. ( ),c s   yüzeyinin boğaz çizgisi ve 

,s  boğaz çizgisinin yay parametresi olmak üzere;  yüzeyi 

 

 (𝑠,v) ( )c s= +v ( ),q s   ( ) 1q s =                                                                                          

 

parametrizasyonuyla verilsin.  , ,q h a  ve 0  , sırasıyla, yüzeyin Frenet çatısı ve konisel 

eğrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir u olmak üzere, yüzeyin h merkez 

normal vektörü u ile sabit açı yapıyorsa, yani 

 

, cos ,h u =  
2


                                                                                                            (2.59) 

 

ise   regle yüzeyine h− slant regle yüzey denir [44]. 
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q− slant regle yüzeylerdeki düşünceye benzer olarak, bir h− slant regle yüzeyin h merkez 

normal vektörleri birim kürenin merkezine bağlanırsa, bu vektörlerin uç noktaları, sezgisel 

olarak, bir çember ya da çember yayı çizerler. 

 

2.60. Tanım 

 

  yüzeyi, 
3
uzayında tanımlı bir regle yüzey olsun. ( ),c s    yüzeyinin boğaz çizgisi ve 

,s  boğaz çizgisinin yay parametresi olmak üzere;  yüzeyi 

 

 (𝑠,v) ( )c s= +v ( ),q s   ( ) 1q s =                                                                                          

 

parametrizasyonuyla verilsin.  , ,q h a  ve 0  , sırasıyla, yüzeyin Frenet çatısı ve konisel 

eğrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir u olmak üzere, yüzeyin a merkez 

teğet vektörü u ile sabit açı yapıyorsa, yani 

 

, cos ,a u =   
2


                                                                                                            (2.60) 

 

ise  regle yüzeyine a− slant regle yüzey denir [44]. 

 

q− slant ve h− slant regle yüzeylerdeki gibi, bir a− slant regle yüzeyde yüzeyin a  merkez 

teğet vektörleri birim kürenin merkezine bağlanırsa, bu vektörlerin uç noktaları, sezgisel 

olarak, küre üzerinde bir çember ya da çember yayı çizerler. 

 

2.61. Tanım 

 

 yüzeyi, 
3
uzayında tanımlı bir regle yüzey olsun. ( ),c s  S  yüzeyinin boğaz çizgisi ve ,s  

boğaz çizgisinin yay parametresi olmak üzere;  yüzeyi 

 

 (𝑠,v) ( )c s= +v ( ),q s   ( ) 1q s =                                                                                          
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parametrizasyonuyla verilsin.  , ,q h a  ve 0  , sırasıyla, yüzeyin Frenet çatısı ve konisel 

eğrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir u olmak üzere, yüzeyin W Darboux 

vektörü u ile sabit açı yapıyorsa, yani 

 

, cos ,W u =    
2


                                                                                                            (2.61) 

 

ise  regle yüzeyine W − slant regle yüzey denir [45]. 

 

2.6. Dual Uzayla İlgili Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.62. Tanım 

 

*,a a  olmak üzere tüm ( *,a a ) sıralı ikililerinin cümlesini ID  ile gösterelim.  

 

 * *( , ) : ,ID a a a a=                                                                                                               (2.62) 

 

üzerinde *( , )A a a =  ve *( , )B b b ID=  için; 

 

Toplama işlemi: * *( , )A B a b a b+ = + +  

Çarpma işlemi: * *. ( , )A B ab a b ab= +  

Eşitlik: A B a b=  =  ve 
* *a b=  

 

şeklinde tanımlanırsa ID ye dual sayılar cümlesi denir [38].  

 

Burada; 

 

Çıkarma: * *( , )A X B X b a b a+ =  = − −  

Sıfır elemanı: (0,0)A X A X+ =  =  

Bölme: 
*(0, )A a  olmak üzere 

* *

2
. ( , )

b ab a b
A X B X

a a

−
=  =  

 



32 

 

şeklindedir. Böylece toplama ve çarpma işlemleri ile birlikte ID nin birimli ve değişmeli 

halka olduğunu söyleyebiliriz.  Bu halkaya dual sayılar halkası denir [38].  

 

2.63. Teorem 

 

ID dual sayılar halkası, reel sayılar cümlesine izomorf olan bir alt cümleyi alt cisim olarak 

kapsar [38].  

 

Bu teoremin sonucu olarak, bir *( , )A a a=  dual sayısında a reel sayısına A dual sayısının 

reel kısmı ve 
*a reel sayısına A dual sayısının dual kısmı adı verilir. 

 

2.64. Tanım 

 

ID  deki reel birim eleman (1,0)  olduğu gibi dual birim eleman (0,1) dir ve (0,1) =  ile 

gösterilir. Burada, 2 (0,0) =  olduğu açıktır [38]. 

 

2.65. Teorem 

 

Bir A dual sayısı * *( , )A a a a a= = + şeklinde ifade edilebilir [38]. 

 

2.66. Teorem 

 

Bir A ID  dual sayısının bir  skaleri ile 

 

* *. ( ,0).( , ) ( , )A a a a a   = =   

 

dır [15]. 

 

2.67. Tanım 

 

 3

1 2 3( , , ) : ,1 3iID ID ID ID A a a a a ID i=   = =     cümlesi üzerinde aşağıdaki gibi 

toplama ve skalerle çarpma işlemleri tanımlansın: 
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3 3 3

1 1 2 2 3 3: , : ( , ) ( , , )ID ID ID A B A B a b a b a b+  → + + = + + +  

 

ve 

 

.: 3 3

1 2 3,. : ( , ) ( , , ).ID ID ID A A a a a     → =  

 

Bu işlemlerle birlikte 
3ID  cümlesi ID üzerinde bir modüldür ve bu modüle ID−Modül 

denir [38]. 

 

ID−Modülün elemanları olan sıralı dual sayı üçlülerine dual vektörler adı verilir. 

 

2.68. Teorem 

 

* 3,a a  olmak üzere ID−Modülde her bir dual A vektörü 
*A a a= + şeklinde yazılabilir 

[38]. 

 

2.69. Teorem 

 

3
 vektör uzayı ID−Modülün elemanları ( ,0)a şeklinde olan bir alt cümlesine izomorftur 

[38]. 

 

2.70. Tanım 

 

*A a a= + , 
* 3B b b ID= +  dual vektörleri için iç çarpım 

 

3 3, : ID ID ID →  

* *( , ) , , ( , , )A B A B a b a b a b= + +  

 

şeklinde tanımlıdır [15]. ID−Modül üzerinde tanımlı bu iç çarpım yani dual iç çarpım, reel 

iç çarpımın özelliklerini sağlamaz. İlk üç özellik sağlanırken dördüncüsü sağlanmaz. Yani, 
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, 0A A    diyemeyiz ve , 0A A  = ise 0A = olmak zorunda değildir. Her 3, ,A B C ID

vektörleri ve ID için, 

 

i) , , ,A B B A=  

ii) , , , ,A B A B A B  = =  

iii) , , , ,A B C A C B C+ = +  , , , ,A B C A B A C+ = +  

iv) 0 , 0A A A=  =  

 

aksiyomları sağlanır.  

 

2.71. Tanım 

 

3,A B ID için vektörel çarpım, 

 

* *( )A B a b a b a b =  +  +   

 

biçiminde tanımlıdır [38]. Burada eşitliğin sağ kısmında kullanılan “  vektörel çarpımı” 

3 teki vektörel çarpımı ifade etmektedir. 

 

2.72. Tanım 

 

0a   olmak üzere bir 
3A ID dual vektörünün normu, 

 

* *, ,
( , )

a a a a
A a a

a a
= = +                                                                                       (2.63) 

 

dual sayısı olarak tanımlanır [38]. Burada normun tanımlı olabilmesi için 0a  olmalıdır. 
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2.73. Teorem 

 

3(0, )A a ID  olmak üzere 

 

A
d

A
=  

 

birim dual vektördür [15]. 

 

2.74. Teorem 

 

Bir 
3A ID  birim dual vektörü için 

 

1,a =   
*, 0a a =                                                                                                                (2.64) 

 

dır [38]. 

 

2.75. Tanım 

 

* 3A a a ID= +  olmak üzere 

 

 2 * : (1,0)DS A a a A= = + =                                                                                                      (2.65) 

 

cümlesine birim dual küre denir [38]. 

 

2.76. Teorem (E. Study Dönüşümü) 

 

Birim dual kürenin noktaları, 
3
teki yönlü doğrulara birebir karşılık gelir [38]. 
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2.77. Tanım 

 

3,A B ID iki dual birim vektörüne karşılık gelen yönlü doğrular arasındaki açı  ve 

bunların 
3
teki eksenleri arasındaki uzaklık 

*  olmak üzere, 

 

*, cos cos( )A B   = = +                                                                                           (2.66) 

 

eşitliğiyle verilen 
*  = +  dual sayısına A  ve B  birim dual vektörleri arasındaki dual 

açı denir [38].  

 

2.78. Tanım 

 

3ID dual uzayında *ˆ( ) ( ) ( )s s s  = + ifadesine bir dual uzay eğrisi denir [38].  

 

Burada, 
1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))s s s s   = ve * * * *

1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))s s s s   = , Öklid uzayında reel 

değerli eğrilerdir. 

 

3 *ˆ ˆ: , ( ) ( ) ( )I ID s s s s    → = + bir dual eğri olsun. ˆ ( )s  dual uzay eğrisinin 
1s

den s ye kadar dual yay uzunluğu  

 

1 1 1

*' *ˆ '( ) '( ) , ( )

s s s

s s s

s s ds s ds T s ds s s    = = + = +                                                        (2.67) 

 

olarak tanımlanır. Burada, T vektörü, ( )s  reel gösterge eğrisinin birim teğet vektörüdür. 

 

2.79. Tanım 

 

3 *ˆ ˆ: , ( ) ( ) ( )I ID s s s s    → = +  birim dual teğet vektörü 

 

ˆ ˆ ˆd d ds
T

ds ds ds

 
= =                                                                                                                (2.68) 
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olarak tanımlanır [38].  

 

Şimdi T̂ birim dual teğet vektör olduğundan T̂ nın s  dual yay uzunluğu parametresine göre, 

 

2

2

ˆ ˆ ˆ ˆdT dT ds d
N

ds ds ds ds


= = =                                                                                                   (2.69) 

 

ile verilen türevi 
3ID  dual uzayında eğrinin dönüş yolunu ölçer. 

 

ˆdT

ds
 vektörünün normuna ˆ ( )s  dual eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir [38]. 

 

O halde 

 

ˆ1ˆ dT
N

ds
=                                                                                                                                 (2.70) 

 

birim dual vektörüne ˆ ( )s  eğrisinin dual asli normal vektörü denir [38]. 

 

ˆ ˆ ˆB T N=                                                                                                                              (2.71) 

 

ile tanımlanan dual birim vektörüne ˆ ( )s  eğrisinin dual binormal vektörü denir [38].   

 

Böylece oluşturulan  ˆ ˆ ˆ, ,T N B dual çatısına 
3ID te ˆ ( )s  eğrisi boyunca hareketli dual 

Frenet çatısı denir [38]. 

 

O halde Frenet formülleri aşağıdaki gibi verilir: 

 

ˆ ˆ' 0 0

ˆ ˆ' 0 .

ˆ ˆ0 0'

T T

N N

B B



 



    
    

= −    
    −       

                                                                                               (2.72) 
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Burada, 
*  = + ve *,  = + sırasıyla, dual eğrilik ve dual burulmayı temsil 

etmektedir. 

 

2.7. Dual Lorentz Uzayla İlgili Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.80. Tanım 

 

3ID  dual uzayı üzerinde iç çarpım olarak, Lorentz iç çarpım alınırsa, 
3ID  dual uzayına 

dual Lorentz uzay denir ve 3

1ID ile gösterilir [13], [39]. 

 

2.81. Tanım 

 

3ID  teki herhangi iki 
*A a a= + ve 

*B b b= + dual vektörünün dual Lorentz iç çarpımı 

ve dual Lorentz vektörel çarpımı, sırasıyla, 

 

* *, , ( , , )A B a b a b a b= + +                                                                                       (2.73) 

 

ve 

 

* *( )A B a b a b a b =  +  +                                                                                              (2.74) 

 

biçiminde tanımlanır. Burada, “ , ” ve “ ”, sırasıyla, Lorentz iç çarpım ve Lorentz 

vektörel çarpımı temsil etmektedir [13], [39]. 

 

2.82. Tanım 

 

* 3

1A a a ID= +  olsun. 

 

i) 3

1a  bir timelike vektör ise * 3

1A a a ID= +   vektörüne dual timelike vektör, 

ii) 3

1a  bir spacelike vektör ise * 3

1A a a ID= +   vektörüne dual spacelike vektör, 

iii) 3

1a  bir null vektör ise * 3

1A a a ID= +   vektörüne dual null vektör 
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denir [13]. 

 

2.83. Tanım 

 

0a   olmak üzere bir * 3

1A a a ID= +   dual vektörünün normu 

 

*,a a
A a

a
= +                                                                                                                    (2.75) 

 

biçiminde tanımlanır [13]. 

 

2.84. Tanım 

 

* 3

1A a a ID= +   olmak üzere, 

 

 2 * 3 *

1 : , 1, , 0 ,
L L

H X x x ID x x x x= = +  = − =                                                         (2.76) 

 2 * 3 *

1 1 : , 1, , 0
L L

S X x x ID x x x x= = +  = − =                                                          (2.77) 

 

kümelerine, sırasıyla, dual hiperbolik birim küre ve dual Lorentz birim küre denir [40]. 

 

2.85. Teorem 

 

3

1ID uzayındaki 
2H  dual hiperbolik birim kürenin ve 2

1S  dual Lorentz birim kürenin 

noktaları, sırasıyla, 3

1
 Lorentz uzayındaki yönlü timelike ve spacelike doğrulara birebir 

karşılık gelir [13].  
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3. REGLE YÜZEYLER VE BİRİM 2-KÜRENİN TANJANT DEMETİ 

 

Bu bölümde, birim dual küre 
2DS ve birim 2-kürenin tanjant demetinin alt kümesi olan TM  

arasındaki izomorfizm verilmiştir. E. Study dönüşümüne göre; birim dual kürenin 

noktalarına 
3
 te yönlü doğrular karşılık gelir. Bu dönüşümden yararlanarak, TM

üzerindeki tabii lift eğrisine 
3
 te regle yüzey karşılık getirilmiştir. Elde edilen regle 

yüzeyin; striksiyon eğrisi, şekil operatörü, ortalama ve Gauss eğriliği hesaplanmıştır. 

Bunlara ek olarak, regle yüzeyin açılabilirlik şartı incelenmiştir. 

 

3.1. Tanım 

 

2 ,S  
3
 te birim 2-küre olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan cümleye birim 2-kürenin tanjant 

demeti denir [42]. 

 

 2 3 3( , ) : 1, , 0 .TS v v  =   = =                                                                        (3.2)  

TM , 
2TS  nin alt kümesi olsun. TM  kümesi aşağıdaki koşulları sağlar: 

 3 3( , ) : 1, , 0 .TM v v  =   = =                                                                              (3.3) 

 

Burada,   ve ,v  sırasıyla,  ve v  nin türevlerini göstermektedir. 

 

3.2. Tanım 

 

𝛤: 𝐼 → 𝑀̅ düzgün bir eğri ve 𝑀̅, 
3
 te bir hiperyüzey olsun. Aşağıdaki eşitlikle tanımlanan 

𝛤 eğrisine X  in integral eğrisi denir [6]. 

 

𝑑𝛤(𝑠)

𝑑𝑠
= 𝑋(𝛤(𝑠)).                                                                                                                  (3.1) 

 

Burada, X vektör alanı 𝑀̅ de tanjant vektör alanıdır. 
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3.3. Tanım 

 

Verilen bir 𝛤 eğrisi için TM  üzerinde aşağıdaki eşitliği sağlayan 𝛤 eğrisine tabii lift eğrisi 

denir: 

 

𝛤(𝑠) = (𝛾̅(𝑠), 𝜐̅(𝑠))= (𝛾′(s)𝛾(s),𝑣
′(s)𝑣(s)).                                                                          (3.4) 

 

Burada ,D  
3
 te Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere 

 

𝑑(𝛤̅(𝑠))

𝑑𝑠
=

𝑑

𝑑𝑠
(Γ′(𝑠)𝛤(𝑠)) = 𝐷Γ′(𝑠)Γ′(𝑠)                                                                                    (3.5) 

 

eşitliği yazılabilir. Aynı zamanda, 

 

𝑇𝑀̅ = ⋃𝑇𝑝𝑀̅, 𝑝 ∈ 𝑀̅                                                                                                         (3.6) 

 

dır. 

 

{𝑇(𝑠), 𝑁(𝑠), 𝐵(𝑠)} ve {𝑇̅(𝑠), 𝑁̅(𝑠), 𝐵̅(𝑠)}, sırasıyla, 𝛤(𝑠) ve  𝛤(𝑠) eğrilerinin Frenet çatıları 

olsun.  
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Şekil 3.1.  𝛤(𝑠) tabii lift eğrisi 

Yukarıdaki şekilde, 

 

𝐹: 𝑀̅ → 𝑇𝑀̅ 

 

ve 

 

𝐹∗𝑝: 𝑇𝑝𝑀̅ → 𝑇𝐹(𝑝)(𝑇𝑀̅) 

 

dönüşümleri 𝑀̅, 𝑇𝑀̅, 𝑇𝑝𝑀̅ ve 𝑇𝐹(𝑝)(𝑇𝑀̅) arasındaki dönüşümlerdir. 

 

{𝛽̅(𝑠), 𝑤(𝑠)} 1- parametreli doğru ailesi için,  {𝛽̅(𝑠), 𝑤(𝑠)}  çiftinin ürettiği regle yüzey 

aşağıda verilmiştir: 

 

( , ) ( ) . ( ),s v s v w s = +   ,s I   .v                                                                                                        (3.7) 

 

Regle yüzeyin striksiyon eğrisi; 

 

𝛽̌(𝑠) = 𝛽̅(𝑠) −
〈𝛽̅′(𝑠),w′(𝑠)〉

〈w′(𝑠),w′(𝑠)〉
. 𝑤(𝑠)                                                                                                     (3.8) 
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olup eğer 𝛽̅′(𝑠) ve 𝑤′(𝑠) iç çarpımı sıfıra eşitse 𝛽̌(𝑠) ile 𝛽̅(𝑠) çakışır. 

 

E. Study dönüşümünden yararlanarak şu teoremi verebiliriz: 

 

3.4. Teorem  

 

Birim dual kürenin noktaları 
3
teki yönlü doğrular ile birebir eşlenir [38]. 

 

Birim dual küre 
2DS ve birim 2- kürenin tanjant demetinin alt cümlesi olan TM  arasındaki 

izomorfizm aşağıda verilmiştir: 

 

𝑇𝑀̅ → 𝐷𝑆2, 

𝛤 = (𝛾̅, 𝜐̅) ↦ 𝛤⃗ = 𝛾̅ + 𝜀𝜐̅.                                                                                                     (3.9) 

 

3.5. Teorem 

 

𝛤⃗(𝑠) = 𝛾⃗̅(𝑠) + 𝜀𝜐⃗̅ (𝑠) tabii lift eğrisi 
2DS  üzerinde s parametresiyle verilen eğri olsun. 

𝛤(s) eğrisi tarafından 
3
te üretilen regle yüzey, 

 

( , ) ( ) ( ) . ( ),s s v s s    =  +  

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi, 

 

𝛽̂(𝑠) = 𝛾⃗̅(𝑠) × 𝜐⃗̅(𝑠)                                                                                                                         (3.10) 

 

eğrisidir [42]. 

 

Böylece; 
2,TM DS  ve 

3
arasında aşağıdaki izomorfizm mevcuttur: 

 

𝑇𝑀̅ → 𝐷𝑆2 → ℝ3, 

𝛤(𝑠) = (𝛾̅(𝑠), 𝜐̅(𝑠)) ↦ 𝛤⃗(𝑠) = 𝛾⃗̅(𝑠) + 𝜀𝜐⃗̅(𝑠) ↦ ( , ) ( ) ( ) . ( ),s s v s s    =  +             (3.11) 
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Eş. 3.10 ile verilen 𝛽̂(𝑠) = 𝛾⃗̅(𝑠) × 𝜐⃗̅(𝑠) eğrisinin türevi alınırsa; 

 

𝛽̇̂(𝑠) = 𝛾⃗̅′(𝑠) × 𝜐⃗̅(𝑠) + 𝛾⃗̅(𝑠) × 𝑣⃗̅′(𝑠) =< 𝛾⃗̅′(𝑠), 𝑣⃗̅′(𝑠) ≥ 0                                                 (3.12) 

 

bulunur. 𝛾⃗̅(𝑠) birim olarak alınırsa açılabilir olma şartı aşağıdaki gibi elde edilir: 

 

det (𝛽̇̂(𝑠), 𝛾⃗̅(𝑠), 𝛾⃗̅′(𝑠)) = (𝛾⃗̅′(𝑠) × 𝜐⃗̅(𝑠) + 𝛾⃗̅(𝑠) × 𝑣⃗̅′(𝑠)) . 𝛾⃗̅′(𝑠) 

                                      =< 𝛾⃗̅′(𝑠), 𝑣⃗̅′(𝑠) >= 0.                                                                (3.13)                                                                                    

 

3.6. Lemma  

  

𝛤⃗(𝑠) = 𝛾⃗̅(𝑠) + 𝜀𝜐⃗̅ (𝑠) tabii lift eğrisi 
2DS  üzerinde bir eğri olsun. Tabii lift eğrisi tarafından 

üretilen regle yüzey açılabilirdir gerek ve yeter şart < 𝛾⃗̅′(𝑠), 𝑣⃗̅′(𝑠) >= 0 dır. 

 

Lemma nın ispatı Eş. 3.13 ün bir sonucudur. 

 

3.7. Önerme 

 

𝛤⃗(𝑠) = 𝛾⃗̅(𝑠) + 𝜀𝜐⃗̅ (𝑠) tabii lift eğrisi 
2DS  üzerinde  bir eğri olsun. Tabii lift eğrisi tarafından 

üretilen regle yüzey açılabilirdir gerek ve yeter şart  𝛤⃗(𝑠) ve 𝛾⃗̅(𝑠)  aynı yay parametresine 

sahiptir. 

 

İspat 

 

𝛤⃗(𝑠) = 𝛾⃗̅(𝑠) + 𝜀𝜐⃗̅ (𝑠) tabii lift eğrisi 
2DS  üzerinde bir eğri olsun. 𝛤⃗(𝑠) eğrisinin normu 

aşağıdaki gibi verilir: 

 

|𝛤⃗(𝑠)| = √〈𝛾⃗̅(𝑠), 𝛾⃗̅(𝑠)〉 + 𝜀
〈𝛾⃗⃗⃗̅(𝑠),𝜐⃗⃗⃗̅(𝑠)〉

√〈𝛾⃗⃗⃗̅(𝑠),𝛾⃗⃗⃗̅(𝑠)〉

.                                                                                            (3.14) 

𝑠̅ = ∫ |𝛤⃗(𝑠)|
𝑠

0

𝑑𝑠 = 𝑠 + 𝜀 ∫
〈𝛾⃗⃗⃗̅(𝑠),𝜐⃗⃗⃗̅(𝑠)〉

√〈𝛾⃗⃗⃗̅(𝑠),𝛾⃗⃗⃗̅(𝑠)〉

.

𝑠

0

                                                                            (3.15) 
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Lemma 3.6 dan regle yüzeyin açılabilirlik şartı aşağıda verilmiştir: 

 

< 𝛾⃗̅′(𝑠), 𝑣⃗̅′(𝑠) ≥ 0. 

 

Sonuç olarak;  

 

s s=  

 

elde edilir. O halde, 𝛤⃗(𝑠) ve 𝛾⃗̅(𝑠) aynı yay parametresine sahiptir. 

 

Aşağıda verilen önermeler, regle yüzeyin açılabilir olma şartı kullanılarak elde edilmiştir: 

 

3.8. Önerme 

 

𝛤 = (𝛾̅, 𝜐̅) tabii lift eğrisi TM  üzerinde bir eğri olsun. 𝛤 = (𝛾̅, 𝜐̅) eğri çifti involüt-evolüt 

eğri çiftidir gerek ve yeter şart 𝛤 eğrisi tarafından elde edilen yüzey açılabilirdir. 

 

Önermenin ispatı Lemma 3.6 dan açıktır. 

 

3.9. Önerme 

 

𝛤 = (𝛾̅, 𝜐̅) tabii lift eğrisi TM  üzerinde bir eğri olsun. Tabii lift eğrisi tarafından üretilen 

regle yüzey açılabilirdir gerek ve yeter şart 𝛤 eğrisinin ürettiği ( , )s   regle yüzeyi 

açılabilirdir. 

 

3.10. Önerme 

 

𝛤 = (𝛾̅, 𝜐̅) tabii lift eğrisi TM  üzerinde bir eğri olsun. ˆ( , )   eğri çifti involüt-evolüt eğri 

çifti ise  𝛽 ̌(𝑠) striksiyon eğrisi ve 𝛤 eğrisinin ürettiği ( , )s   regle yüzeyin ˆ( )s  dayanak 

eğrisi çakışır. 
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Örnek  

 

𝛾̅(𝑠) = (−sin𝑠, cos𝑠, 0), M üzerinde bir eğri ve 𝜐̅(𝑠) = (cos𝑠, sin𝑠, 5), 
3

 te bir vektör 

olsun. |𝛾̅(𝑠)| = 1 ve < 𝛾̅, 𝜐̅ >= 0 olduğundan 𝛤 = (𝛾̅, 𝜐̅) tabii lift eğrisi TM  üzerindedir. 

𝛤 eğrisinin ürettiği regle yüzey 

 

( , ) ( ) ( ) . ( ),s s v s s    =  +  

(5cos sin ,5sin cos , 1)s s s s = − + −  

 

dir. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi  

 

𝛽̂(𝑠) = (5cos𝑠, 5sin𝑠, −1) 

dir. Aynı zamanda, < 𝛾⃗̅′(𝑠), 𝑣⃗̅′(𝑠) >= 0  olduğundan elde edilen regle yüzey açılabilirdir.  

 

 

Şekil 3.2. 𝛤(𝑠) tabii lift eğrisi ve bu eğri tarafından üretilen regle yüzey 

  regle yüzeyinin şekil operatörünü ve Gauss eğriliğini hesaplayalım: 

( , ) (5cos sin ,5sin cos , 1),s s s s s   = − + −  

( , ) ( 5sin cos ,5cos sin ,0),s s s s s s   = − − −  

( , ) ( sin ,cos ,0).s s s  = −  
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, 5 0s   =   olduğundan  ,s    kümesi ortogonal değildir. Bu yüzden, Gramm-

Schmidt ortonormalleştirme yöntemi kullanılır. Daha sonra, bu ortonormal tabana göre şekil 

operatörü hesaplanır. 

 

s  ve  vektörleri için ortonormal taban aşağıdaki gibi elde edilir: 

 

𝑁 = s

s







 

𝑁 =
2

1
(0,0, ).

25



−

+
 

 

Böylece, şekil operatörü için aşağıdaki eşitlikler yazılır: 

 

𝑆(𝐸1) = 𝜆1. 𝐸1 + 𝜆2. 𝐸2, 

𝑆(𝐸2) = 𝜇1. 𝐸1 + 𝜇2. 𝐸2. 

 

Şekil operatörünün katsayıları için aşağıdaki eşitlikler kullanılarak 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1 ve 𝜇2 değerleri  

hesaplanır: 

 

1 3

1
det( , , ),ss s

s






−

=   
 

 

2 1 2 2

1
det( , , ),s s

s

 



 
−

= =   
 

 

2 3

1
det( , , ).s

s

 




−

=   
 

 

 

Burada;  

 

( , ) ( 5cos sin , 5sin cos ,0),ss s s s s s   = − + − −  

( , ) ( cos , sin ,0),s s s s  = − −  

( , ) (0,0,0)s  =  
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dır. O halde, gerekli hesaplamalar yapıldıktan sonra aşağıdaki katsayılar elde edilir: 

 

1
2

1
,

2 25




−
=

+
 

2 1 2

5
,

2(25 )
 



−
= =

+
 

2

1

25
.

2 2




− +
=  

 

Böylece, şekil operatörü aşağıda verilmiştir: 

 

22

2

2

1 5

2(25 )2 25
.

5 25

2(25 ) 2 2

S






− − 
 ++ =
 − − +
  + 

 

 

Gauss eğriliği K  ve ortalama eğrilik H , sırasıyla, aşağıdaki gibidir: 

 

𝐾 = det(𝑆), 

2

2
,

4(25 )
K




=

+
 

𝐻 =
1

2
İ𝑧(𝑆), 

2

2

( 27)
.

4 2 25
H





− +
=

+
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4. REGLE YÜZEYLER VE PSEUDO-KÜRELERİN TANJANT 

DEMETİ 

 

Bu bölümde; ilk olarak, Lorentz birim küresinin tanjant demetinin alt kümesi TM ve 

Lorentz birim küre 2

1
 arasındaki izomorfizm verilmiştir. İkinci olarak, hiperbolik birim 

kürenin tanjant demetinin alt kümesi ˆTM ve hiperbolik birim küre 
2
 arasındaki 

izomorfizm verilmiştir. E. Study dönüşümüne göre 2

1
 veya 

2
 üzerindeki herhangi bir 

eğriye 3

1
te regle yüzey karşılık gelir. Kurulan bu izomorfizm yardımıyla, TM ve ˆTM

üzerindeki herhangi bir tabii lift eğrisine 3

1
 te bir regle yüzey karşılık getirilmiştir. Elde 

edilen regle yüzeyin; striksiyon eğrisi, şekil operatörü, ortalama ve Gauss eğriliği 

hesaplanmıştır. Bunlara ek olarak, regle yüzeyin açılabilirlik şartı incelenmiştir. 

 

4.1. Tanım 

 

𝑀̂, 
3

1 te bir hiperyüzey ve 𝛤: 𝐼 →  𝑀̂  düzgün bir eğri olsun. Aşağıdaki eşitliği sağlayan 𝛤 

eğrisine X in integral eğrisi denir [6]. 

 

𝑑𝛤(𝑠)

𝑑𝑠
= 𝑋(𝛤(𝑠)).                                                                                                                  (4.1) 

 

Burada, X vektör alanı 𝑀̂  de tanjant vektör alanıdır. 

 

4.2. Tanım 

 

3

1
 te aşağıdaki koşulları sağlayan cümlelere, sırasıyla, Lorentz birim küresi ve hiperbolik 

birim küre denir [43]: 

 

 2 3

1 1 2 3 1( , , ) : , 1 ,
L

x x x x x x= =  =                                                                                 (4.2) 

 3

1 2 3 1

2 ( , , ) : , 1 .
L

x x x x x x= =  = −                                                                          (4.3) 
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4.3. Tanım 

 

Aşağıdaki koşulları sağlayan cümlelere, sırasıyla, Lorentz birim ve hiperbolik birim 

kürelerin tanjant demetleri denir [43]:  

 

 2 2 3

1 1 1( , ) : , 0 ,
L

T v v =   =                                                                                   (4.4) 

 2

1

2 3( , ) : , 0
L

T v v =   = .                                                                                   (4.5) 

 

TM  ve ˆTM kümeleri, sırasıyla, 2

1T ve 
2T  nin alt cümleleri olsun.  

 

3 3

1 1{( , ) : , 1, , 0},
L L

TM v v   =   = =                                                                 (4.5) 

3 3

1 1
ˆ {( , ) : , 1, , 0}.

L L
TM v v   =   = − =                                                             (4.6) 

 

Yukarıdaki cümlelerde verilen  ve ,v  sırasıyla,  ve v  nin türevlerini temsil etmektedir.  

 

4.4. Tanım 

 

Verilen bir   eğrisi için, aşağıdaki eşitlikle verilen   eğrisine ˆTM  (veya TM ) üzerinde 

tabii lift eğrisi denir. 

 

( ) ( )( ) ( ( ), ( )) ( ( ) , ( ) ).s v ss s v s s v s  = =                                                                                  (4.7) 

 

Böylece, 3

1,D  te Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere 

 

𝑑(𝛤̅(𝑠))

𝑑𝑠
=

𝑑

𝑑𝑠
(Γ′(𝑠)𝛤(𝑠)) = 𝐷Γ′(𝑠)Γ′(𝑠)                                                                                    (4.8) 

 

yazılabilir.   

 

 2 * 3 *

1 : , 1, , 0 ,
L L

H X x x ID x x x x= = +  = − =                                                         (4.9) 
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 2 * 3 *

1 1 : , 1, , 0
L L

S X x x ID x x x x= = +  = − =                                                         (4.10) 

 

kümeleri, sırasıyla, dual hiperbolik birim küre ve dual Lorentz birim küre olarak tanımlanır 

[43]. 

 

{𝛽̅(𝑠), 𝑤(𝑠)} bir parametreli doğru ailesi için,  {𝛽̅(𝑠), 𝑤(𝑠)}  çiftinin ürettiği regle yüzey 

aşağıda verilmiştir: 

 

( , ) ( ) . ( ),s u s u w s = +   ,s I  𝑢 ∈ ℝ.                                                                                (4.11) 

 

Regle yüzeyin striksiyon eğrisi, 

 

𝛽̌(𝑠) = 𝛽̅(𝑠) −
〈𝛽̅′(𝑠),w′(𝑠)〉𝐿

〈w′(𝑠),w′(𝑠)〉𝐿
. 𝑤(𝑠)                                                                                            (4.12) 

 

olup eğer 𝛽′̅(𝑠) ve 𝑤′(𝑠) iç çarpımı sıfıra eşitse 𝛽̌(𝑠) ile 𝛽̅(𝑠) çakışır. 

 

4.5. Önerme  

  

Aşağıdaki izomorfizmler mevcuttur: 

 

2

1 ,TM S→  

( , )v v   =  = +                                                                                                     (4.13) 

 

ve 

 

2ˆ ,TM H→  

( , )v v   =  = + .                                                                                                     (4.14) 
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4.6. Teorem (E. Study Dönüşümü) 

 

3

1ID  uzayında 
2H  dual hiperbolik ve 2

1S dual Lorentz birim kürelerin noktaları ile 3

1
 

Lorentz çizgiler uzayındaki yönlü timelike veya spacelike doğrular birbirlerine karşılık gelir 

[13]. 

 

3
te bir regle yüzey, bir doğrunun bir eğri boyunca hareketiyle meydana gelir. Bu doğruya 

yüzeyin üreteci denir. Eğer yüzeyin indirgenmiş metriği Lorentz metriği ise (yani; yüzeyin 

her noktasındaki normal vektörü spacelike vektör ise) regle yüzeye timelike regle yüzey 

denir. Benzer şekilde; yüzeyin indirgenmiş metriği pozitif tanımlı Riemannian metriği ise 

(yani; yüzeyin her noktasındaki normal vektörü timelike vektör ise) regle yüzeye spacelike 

regle yüzey denir. 

 

Sonuç olarak; E. Study dönüşümünün de yardımıyla tabii lift eğrisinin ürettiği regle yüzeyle 

ilgili aşağıdaki önermede verilen izomorfizmler mevcuttur: 

 

4.7. Önerme 

 

Aşağıdaki izomorfizmler mevcuttur: 

 

2 3

1 1 ,TM S→ →  

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )Lv v s u s v s u s     =  = + =  =  +                                                         (4.15) 

 

ve 

 

2 3

1
ˆ ,TM H→ →  

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ).Lv v s u s v s u s     =  = + =  =  +                                                 (4.16) 

 

Aşağıda verilen önermelerde, tabii lift eğrisinin ürettiği spacelike veya timelike regle 

yüzeylerle ilgili bazı sonuçlardan bahsedilmiştir: 
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4.8. Önerme 

 

( ) ( ( ), ( ))s s v s =  tabii lift eğrisi ˆTM  üstünde bir eğri olsun. Eğer ( ) ( ) ( )Ls s v s =   

dayanak eğrisi spacelike bir eğri ve ( )s  doğrultman vektörü timelike ise ( )v s  spacelike 

dır. Elde edilen ( , )s u  regle yüzeyi 3

1
 te timelike regle yüzeydir. 

 

4.9. Önerme 

 

( ) ( ( ), ( ))s s v s =  tabii lift eğrisi ˆTM  üstünde bir eğri olsun. Eğer ( ) ( ) ( )Ls s v s =   

dayanak eğrisi spacelike bir eğri ise 2 durum mevcuttur: 

 

i) ( )s doğrultman vektörü timelike ise ( )v s  timelike dır. Elde edilen ( , )s u regle yüzeyi 

3

1
 te timelike regle yüzeydir. 

ii) ( )s  doğrultman vektörü timelike ise ( )v s  spacelike dır. Elde edilen ( , )s u regle 

yüzeyi 3

1
 te timelike regle yüzeydir. 

 

4.10. Önerme 

 

( ) ( ( ), ( ))s s v s =  tabii lift eğrisi TM  üstünde bir eğri olsun. Eğer ( ) ( ) ( )Ls s v s =   

dayanak eğrisi spacelike bir eğri ve ( )s doğrultman vektörü spacelike ise ( )v s  timelike dır. 

Elde edilen ( , )s u  regle yüzeyi 3

1
 te spacelike regle yüzeydir. 

 

4.11. Önerme 

 

( ) ( ( ), ( ))s s v s =  tabii lift eğrisi TM  üstünde bir eğri olsun. Eğer ( ) ( ) ( )Ls s v s =   

dayanak eğrisi timelike bir eğri ve ( )s doğrultman vektörü spacelike ise ( )v s spacelike dır. 

Elde edilen ( , )s u  regle yüzeyi 3

1
 te timelike regle yüzeydir. 
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4.12. Önerme 

 

( ) ( ( ), ( ))s s v s =  tabii lift eğrisi TM  üstünde bir eğri olsun. Eğer ( ) ( ) ( )Ls s v s =   

dayanak eğrisi spacelike bir eğri ise 2 durum vardır:  

 

i) ( )s  doğrultman vektörü timelike ise ( )v s  spacelike dır. Elde edilen ( , )s u regle yüzeyi 

3

1
 te timelike regle yüzeydir. 

ii) ( )s  doğrultman vektörü timelike ise ( )v s timelike dır. Elde edilen ( , )s u  regle yüzeyi 

3

1
 te timelike regle yüzeydir. 

 

( ) ( ) ( )Ls s v s =   dayanak eğrisinin türevi alınırsa; 

'( ) '( ) ( ) ( ) '( )L Ls s v s s v s  =  +   

 

elde edilir. ( )s  birim olarak alınırsa tabii lift eğrisi tarafından üretilen regle yüzeyin 

açılabilir olma şartı aşağıda verilmiştir: 

 

det( '( ), ( ), '( )) ( '( ) ( ) ( ) '( )) '( )L Ls s s s v s s v s s     =  +   

'( ), '( ) 0.
L

s v s= =                                                                                                                (4.17) 

 

4.13. Lemma 

 

( ) ( ( ), ( ))s s v s =  tabii lift eğrisi 2

1S de spacelike (veya 
2H de timelike) bir eğri olsun. ( )s

tabii lift eğrisi tarafından üretilen regle yüzey açılabilirdir gerek ve yeter şart 

'( ), '( ) 0.
L

s v s =  

 

Lemma nın ispatı Eş. (4.17) nin bir sonucudur. 

 

Aşağıda verilen önermeler, regle yüzeyin açılabilir olma şartı kullanılarak elde edilmiştir: 
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4.14. Önerme 

 

( ) ( ( ), ( ))s s v s =  eğrisi ˆTM (veya TM ) üstünde tabii lift eğrisi olsun.  ( )s tabii lift 

eğrisinin ürettiği regle yüzey açılabilirdir gerek ve yeter şart '( ), '( ) 0.
L

s v s =  

 

Önermenin ispatı Lemma 4.13 ün bir sonucudur. 

 

4.15. Önerme 

 

( ) ( ( ), ( ))s s v s = eğrisi ˆTM (veya TM ) üstünde tabii lift eğrisi olsun. ( ( ), ( ))s v s  eğri 

çifti involüt-evolüt eğri çiftidir gerek ve yeter şart ( )s tabii lift eğrisinin ürettiği spacelike 

veya timelike regle yüzey açılabilirdir. 

 

4.16. Önerme 

  

( ) ( ( ), ( ))s s v s =  eğrisi ˆTM (veya TM ) üstünde tabii lift eğrisi olsun. ( ( ), ( ))s v s  eğri 

çifti involüt-evolüt eğri çifti ise  𝛽̌(𝑠) striksiyon eğrisi ve ( , )s u  timelike (veya spacelike) 

regle yüzeyinin dayanak eğrisi ( )s  çakışır.  

 

Örnek 

 

𝛾̅(𝑠) = (0, 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑠, 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑠) eğrisi M̂  üzerinde spacelike bir eğri ve 𝑣̅(𝑠) =

(0,3𝑐𝑜𝑠ℎ𝑠, 3𝑠𝑖𝑛ℎ𝑠), 3

1
 te timelike bir vektör olsun. ⟨γ̅(s), γ̅(s)〉L = −1 ve ⟨γ̅(s), v̅(s)〉L =

0 olduğundan Γ̅(s) = (γ̅(s), v̅(s)) eğrisi TM̂ üzerindedir. Γ̅(s) eğrisi tarafından üretilen 

timelike regle yüzey 

 

( , ) ( ) ( ) ( ) ( 3, sinh , cosh )Ls u s v s u s v s v s  =  + = −  

 

olup regle yüzeyin dayanak eğrisi 

 

( ) ( 3,0,0)s = −  
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dır. '( ), '( ) 0
L

s v s =  olduğundan Γ̅(s) tabii lift eğrisi tarafından üretilen timelike regle 

yüzey açılabilirdir. 

 

 

Şekil 4.1. Γ̅(s) tabii lift eğrisi tarafından üretilen timelike regle yüzey 

 regle yüzeyinin şekil operatörünü ve Gauss eğriliğini hesaplayalım: 

 

( , ) ( 3, sinh , cosh )s u v s v s = − , 

( , ) (0, cosh , sinh ),s s u u s u s =  

( , ) (0,sinh ,cosh ).u s u s s =  

 

, 0s u L
  =  olduğundan  ,s u   kümesi ortogonaldir. Regle yüzeyin normal vektörü 

aşağıdaki gibi elde edilir: 

 

s
L u

s

N


=  


 

( 1,0,0).N = −  

 

Böylece, şekil operatörü için aşağıdaki eşitlikler yazılır: 

 

𝑆(𝐸1) = 𝜆1. 𝐸1 + 𝜆2. 𝐸2, 

𝑆(𝐸2) = 𝜇1. 𝐸1 + 𝜇2. 𝐸2. 
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Şekil operatörünün katsayıları için aşağıdaki eşitlikler kullanılarak 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1 ve 𝜇2 değerleri  

hesaplanır: 

 

𝜆1 =
−1

|𝜙̅𝑠|
3

|𝜙̅𝑣|
det(𝜙̅𝑠𝑠, 𝜙̅𝑠, 𝜙̅𝑣) = 0 

𝜆2 = 𝜇1 =
−1

|𝜙̅𝑠|
2

||𝜙̅𝑣|
2 det(𝜙̅𝑠𝑣, 𝜙̅𝑠, 𝜙̅𝑣)=0 

𝜇2 =  
−1

|𝛷̅𝑠|.|𝛷̅𝑣|3
det(𝛷̅𝑣𝑣, 𝛷̅𝑠, 𝛷̅𝑣)=0. 

 

Böylece, regle yüzeyin şekil operatörü aşağıda verilmiştir: 

 

𝑆 = (
0 0
0 0

) 

 

Gauss eğriliği K  ve ortalama eğrilik H , sırasıyla, aşağıdaki gibidir: 

 

𝐾 = det(𝑆), 

𝐾 = 0. 

𝐻 =
1

2
İ𝑧(𝑆), 

𝐻 = 0. 

 

Örnek 

 

𝛾̅(𝑠) = (√2 sin (
𝑠

√2
) , −√2 cos (

𝑠

√2
) , 0) eğrisi M  üzerinde spacelike bir eğri ve 𝑣̅(𝑠) =

(
1

√2
cos (

𝑠

√2
) ,

1

√2
sin (

𝑠

√2
) , 0), 3

1
 te spacelike bir vektör olsun. ⟨γ̅(s) γ̅(s)〉L = 1 ve 

⟨γ̅(s), v̅(s)〉L = 0 olduğundan Γ̅(s) = (γ̅(s), v̅(s)) eğrisi T𝑀̃ üzerindedir. Γ̅(s) eğrisi 

tarafından üretilen timelike regle yüzey 

 

( , ) ( ) ( ) ( ) ( 2 sin( ), 2 cos( ), 1)
2 2

L

s s
s u s v s u s u u  =  + = − −  

 

olup regle yüzeyin dayanak eğrisi 
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( ) ( 1,0,0)s = −  

 

dır. Dahası, '( ), '( ) 0
L

s v s = olduğundan Γ̅(s) tabii lift eğrisi tarafından üretilen timelike 

regle yüzey açılabilirdir. 

 

 

Şekil 4.2. Γ̅(s) tabii lift eğrisi tarafından üretilen timelike regle yüzey 

  regle yüzeyinin şekil operatörünü ve Gauss eğriliğini hesaplayalım: 

 

( , ) ( 2 sin( ), 2 cos( ), 1)
2 2

s s
s u u u = − − , 

( , ) ( cos( ), sin( ),0),
2 2

s

s s
s u u u =  

( , ) ( 2 sin( ), 2 cos( ),0)
2 2

u

s s
s u = −  

 

olup , 0s u L
  =  olduğundan  ,s u   kümesi ortogonaldir. Regle yüzeyin normal 

vektörü aşağıdaki gibi elde edilir: 

 

s u
L

s u

N
 

= 
 

 

(0,0, 1).N = −  
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Böylece, şekil operatörü için aşağıdaki eşitlikler yazılır: 

 

𝑆(𝐸1) = 𝜆1. 𝐸1 + 𝜆2. 𝐸2, 

𝑆(𝐸2) = 𝜇1. 𝐸1 + 𝜇2. 𝐸2. 

 

Şekil operatörünün katsayıları için aşağıdaki eşitlikler kullanılarak 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1 ve 𝜇2 değerleri  

hesaplanır: 

 

𝜆1 =
−1

|𝜙̅𝑠|
3

|𝜙̅𝑣|
det(𝜙̅𝑠𝑠, 𝜙̅𝑠, 𝜙̅𝑣) = 0 

𝜆2 = 𝜇1 =
−1

|𝜙̅𝑠|
2

||𝜙̅𝑣|
2 det(𝜙̅𝑠𝑣, 𝜙̅𝑠, 𝜙̅𝑣)=0 

𝜇2 =  
−1

|𝛷̅𝑠|.|𝛷̅𝑣|3 det(𝛷̅𝑣𝑣, 𝛷̅𝑠, 𝛷̅𝑣)=0. 

 

Böylece, regle yüzeyin şekil operatörü aşağıda verilmiştir: 

 

𝑆 = (
0 0
0 0

) 

 

Gauss eğriliği K  ve ortalama eğrilik H , sırasıyla, aşağıdaki gibidir: 

 

𝐾 = det(𝑆), 

𝐾 = 0. 

𝐻 =
1

2
İ𝑧(𝑆), 

𝐻 = 0. 
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5. SLANT REGLE YÜZEYLER VE BİRİM 2-KÜRENİN TANJANT 

DEMETİ 

 

Bu bölümde, birim dual küre 
2DS  ve birim 2- kürenin tanjant demetinin alt kümesi TM  

arasındaki izomorfizm ve E. Study dönüşümü yardımıyla 
3
 te tabii lift eğrisinin striksiyon 

eğrisinin ürettiği slant regle yüzeyler tanımlanmıştır. Dahası,  alınan bir regle yüzeyin slant 

regle yüzey olma şartı verilmiştir. Daha sonra, 
3
 te  ,q h− −  ve a −  slant regle yüzeyleri 

tanımlanmıştır. 

 

3
 te ( , ) ( ) ( ) ( )u v q u u vq u =  +  eşitliğiyle verilen regle yüzey aşağıdaki 3 şartı sağlarsa 

elde edilen ˆ( , )u v sırasıyla, q −  (veya ,h a− − ) slant regle yüzey denir: 

 

i) ( , )u v  regle yüzeyinin dayanak eğrisi,

'( ), '( )* *
( ) ( ( ) ( )) ( ),

'( ), '( )

u q u
u q u u q u

q u q u


   =  −   

 

şeklindedir. 

 

ii) 
*( ), ( ) 0q u u =  ve ( ) 1q u =  olmalıdır.  

iii) ( , )q h a− − − vektörü sıfırdan  farklı sabit bir vektörle sabit bir açı yapmalıdır.   

 

ˆ ( ) ( ) *( ),u q u u = +   
2DS  üzerinde u parametresiyle verilen tabii lift eğrisi olsun. ˆ ( )u  

striksiyon eğrisinin ürettiği regle yüzey;  

 

* *ˆ( , ) ( ) ( ) ( ), ,u v q u u vq u u I   =  +                                                                           (5.1)  

 

olup bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 

 

( ) ( ) *( )u q u u =                                                                                                            (5.2) 
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dir. 

 

Sonuç olarak; aşağıdaki izomorfizm yazılabilir:  

 

2 3,TM DS→ →  

ˆˆ ˆ( ) ( ( ), *( )) ( ) ( ) *( ) ( , ) ( ) *( ) ( ).u q u u u q u u u v q u u vq u    = → = + → =  +  

 

Aşağıdaki alt başlıklarda, sırasıyla, , ,q h a− − − slant regle yüzeylerle ilgili tanım ve 

teoremler incelenecektir. 

 

5.1. Birim 2-Kürenin Tanjant Demeti ve q − Slant Regle Yüzeyler 

 

Bu bölümde, 
3
te q −  slant regle yüzeylerle ilgili tanım ve teoremler verilecektir. 

 

5.1. Tanım 

 

Γ̂(𝑢) = (𝑞̅(𝑢), 𝜗̅∗(𝑢)) , 𝑇𝑀̅ üzerinde tabii lift eğrisinin striksiyon eğrisi olsun. 
3
te  Γ̂(𝑢) 

eğrisinin ürettiği regle yüzey 𝜙̂(𝑢, 𝑣) olsun. 

 

𝜙̂(𝑢, 𝑣) = 𝛽̅(𝑢) + 𝑣𝑞⃗̅(𝑢)                                                                                                          (5.3) 

 

olup 𝛽̅(𝑢), 𝜙̂(𝑢, 𝑣)  regle yüzeyin dayanak eğrisidir. {𝑞⃗̅, ℎ⃗⃗̅, 𝑎⃗̅, 𝑘̅1, 𝑘̅2}, 𝜙̂ regle yüzeyinin 

Frenet operatörleri olmak üzere ana doğrunun birim doğrultman vektörü, sabit bir 𝑢⃗⃗ ile sabit 

açı yapıyorsa; yani 

 

, cosq u sabit= =       
2


   

 

ise 𝜙̂ regle yüzeyine 𝑞⃗̅ − slant regle yüzey denir. 
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5.2. Teorem  

 

 𝜙̂, 𝑞⃗̅ − slant regle yüzeydir gerek ve yeter şart 

 

1

2

tan
k

k
 =                                                                                                                                (5.4) 

 

sabittir. Burada; 𝜃 açısı, 𝑞⃗̅ ve sabit doğrultu arasındaki açıyı belirtir.  

 

İspat 

 

Γ̂(𝑢) = (𝑞̅(𝑢), 𝜗̅∗(𝑢)) , 𝑇𝑀̅ üzerinde tabii lift eğrisinin striksiyon eğrisi ve 𝜙̂(𝑢, 𝑣), Γ̂(𝑢) eğrisi 

tarafından üretilen regle yüzey olsun. Böylelikle, 𝜙̂ regle yüzeyi  

 

, cosq u sabit= =                                                                                                                    (5.5) 

 

eşitliğini sağlar. Eş. (5.5) in 𝑢 parametresine göre türevi alınırsa 〈ℎ⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗〉 = 0  elde edilir. 

Böylece, 𝑢 vektörü 𝑞⃗̅ ve 𝑎⃗̅ nın gerdiği düzlemde yatar. 

 

𝑢⃗⃗ = (cos𝜃)𝑞⃗̅ + (sin𝜃)𝑎⃗̅.                                                                                                                  (5.6) 

 

Eş. (5.6) nın 𝑢 ya göre türevi alınırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

 

0 = (cos𝜃𝑘̅1 − sin𝜃𝑘̅2)ℎ⃗⃗̅.                                                                                                             (5.7) 

 

Böylece, 1

2

tan
k

k
 =  sabittir. 

 

Tersine, Eş. (5.4), 𝜙̂ regle yüzeyi için sağlansın. O halde, aşağıdaki eşitlik yazılabilir:  

 

𝑢⃗⃗ = (cos𝜃)𝑞⃗̅ + (sin𝜃)𝑎⃗̅.                                                                                                      (5.8) 
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Eş. (5.8) in türevi alınırsa ve Eş. (5.4) kullanılırsa 𝑢⃗⃗′ = 0 elde edilir. Böylelikle, 𝑢⃗⃗ sabit bir 

vektördür ve  ⟨𝑞⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = cos𝜃 sabittir. Sonuç olarak, 𝜙̂, 𝑞⃗̅ − slant regle yüzeydir. 

 

5.3. Teorem 

 

𝜙̂, 𝑞⃗̅ − slant regle yüzeydir gerek ve yeter şart det( , , ) 0q q q =  dır. 

 

İspat  

 

𝜙̂, 
3
te bir regle yüzey olsun. Frenet formüllerinden, 

 

'q = 𝑘̅1 ℎ⃗⃗̅, 

''q = −𝑘̅1
2𝑞⃗̅ + 𝑘̅1

′ ℎ⃗⃗̅ + 𝑘̅1𝑘̅2𝑎⃗̅, 

'''q = (−3𝑘̅1𝑘̅1
′ )𝑞⃗̅ + (𝑘̅1

′′ − 𝑘̅1
3 − 𝑘̅1𝑘̅2

2)ℎ⃗⃗̅ + (2𝑘̅1
′ 𝑘̅2 + 𝑘̅2

′ 𝑘̅1)𝑎⃗̅ 

 

dır. Böylelikle, determinant yardımıyla aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

 

3 2 1
1 2

2

det( ', '', ''') ( ) '.
k

q q q k k
k

=                                                                                                            (5.9) 

 

𝜙̂ bir regle yüzey olsun. Teorem 5.1.2 den, 
k̅1

k̅2
 değeri sabittir. Böylelikle, det(𝑞⃗̅′, 𝑞⃗̅′′, 𝑞⃗̅′′′) 

değeri sıfıra eşittir. 

 

Tersine, det( ', '', ''') 0q q q =  olsun. Eş. (5.9) dan 1

2

k

k
 sabittir. Böylelikle, 𝜙̂ , 

3
te 𝑞⃗̅ − slant 

regle yüzeydir. 

 

5.4. Teorem 

 

𝜙̂, 𝑞⃗̅ − slant regle yüzeydir gerek ve yeter şart   det( ', '', ''') 0a a a = dır. 
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İspat 

 

𝜙̂, 𝑞⃗̅ − slant regle yüzey olsun Frenet formüllerinden, 

 

'a = −𝑘̅2 ℎ⃗⃗̅, 

''a = 𝑘̅1𝑘̅2𝑞⃗̅ − 𝑘̅2
′ ℎ⃗⃗̅ − 𝑘̅2

2𝑎⃗̅, 

'''a = (𝑘̅1
′ 𝑘̅2 + 2𝑘̅1𝑘̅2

′ )𝑞⃗̅ + (−𝑘̅2
′′ + 𝑘̅2

3 + 𝑘̅1
2𝑘̅2)ℎ⃗⃗̅ − 3𝑘̅2𝑘̅2

′ 𝑎⃗̅ 

 

dır. Böylece, determinant yardımıyla aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

 

5 1
2

2

det( ', '', ''') ( ) '.
k

a a a k
k

=                                                                                                             (5.10) 

 

𝜙̂, tabii lift eğrisinin striksiyon eğrisi tarafından üretilen regle yüzey olsun. Teorem 5.1.2 

den  1

2

k

k
değeri sabittir. Böylece, det(𝑎⃗̅′, 𝑎⃗̅′′, 𝑎⃗̅′′′) değeri sıfıra eşittir.  

 

Tersine,  det(𝑎⃗̅′, 𝑎⃗̅′′, 𝑎⃗̅′′′) = 0 olsun. 𝑘̅2 eğriliği sıfırdan farklı olduğundan 
𝑘̅1

𝑘̅2
 değeri sabittir. 

Böylece, 𝜙̂ ,  𝑞⃗̅ − slant regle yüzeydir. 

 

5.5. Teorem  

 

𝜙̂ ,  𝑞⃗̅ − slant regle yüzeydir gerek ve yeter şart 

 

𝑞⃗̅′′′ = 𝑚𝑞⃗̅′ + 3𝑘̅1 ℎ⃗⃗̅′                                                                                                                        (5.11) 

 

dir. Burada, 

 

2 21
1 2

1

''
( )

k
m k k

k
= − +  

 

dır. 



68 

 

İspat 

 

𝜙̂ ,  𝑞⃗̅ − slant regle yüzey olsun. Frenet formüllerinden,  

 

𝑞⃗̅′′ = −𝑘̅1
2𝑞⃗̅ + 𝑘̅1

′ ℎ⃗⃗̅ + 𝑘̅1𝑘̅2𝑎⃗̅, 

𝑞⃗̅′′′ = (−3𝑘̅1𝑘̅1
′ )𝑞⃗̅ + (𝑘̅1

′′ − 𝑘̅1
3 − 𝑘̅1𝑘̅2

2)ℎ⃗⃗̅ + (2𝑘̅1
′ 𝑘̅2 + 𝑘̅2

′ 𝑘̅1)𝑎⃗̅ 

 

yazılır. 1

2

k

k
 nin türevi alınırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

 

𝑘̅1𝑘̅2
′ = 𝑘̅2𝑘̅1

′ .                                                                                                                        (5.12) 

 

𝑞⃗̅′′′ türevinde Eş. (5.12) yazılırsa, 

 

𝑞⃗̅′′′ = (
𝑘̅1

′′

𝑘̅1
− 𝑘̅1

2 − 𝑘̅2
2) 𝑞⃗̅′ − (3𝑘̅1𝑘̅1

′ )𝑞⃗̅ + (3𝑘̅2𝑘̅1
′ )𝑎⃗̅                                                                    (5.13) 

 

elde edilir. Frenet formülleri kullanılarak Eş. (5.13) ten Eş. (5.11) elde edilir. 

 

Tersine, Eş. (5.11) sağlansın. 
1

'q
h

k
=  eşitliğinin birinci ve ikinci türevi alınırsa aşağıdaki 

eşitlikler elde edilir: 

 

ℎ⃗⃗̅′ = − (
𝑘̅1

′

𝑘̅1
2) 𝑞⃗̅′ + (

1

𝑘̅1
) 𝑞⃗̅′′,                                                                                                          (5.14) 

ℎ⃗⃗̅′′ = −(
𝑘̅1

′

𝑘̅1
2)′𝑞⃗̅′ − 2(

𝑘̅1
′

𝑘̅1
2)𝑞⃗̅′′ + (

1

𝑘̅1
)𝑞⃗̅′′′.                                                                                         (5.15) 

 

Eş. (5.15) te Eş. (5.11) yerine konulursa 

 

ℎ⃗⃗̅′′ = −2(
𝑘̅1

′

𝑘̅1
2)𝑞⃗̅′′ − [(

𝑘̅1
′

𝑘̅1
2)′ +

𝑚

𝑘̅1
]𝑞⃗̅′ + 3(

𝑘̅1
′

𝑘̅1
)ℎ⃗⃗̅′                                                                              (5.16)  

 

elde edilir. Böylelikle, 
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ℎ⃗⃗̅′′ = −[(
𝑘̅1

𝑘̅1
2)′ +

𝑚

𝑘̅1
]𝑞⃗̅′ − 𝑘̅1

′ 𝑞⃗̅ − 2(
𝑘̅1

′

𝑘̅1
)2ℎ⃗⃗̅ + (

𝑘̅2𝑘̅1
′

𝑘̅1
)𝑎⃗̅                                                                        (5.17) 

 

dir. Diğer yandan, Frenet formüllerinden  

 

ℎ⃗⃗̅′′ = −𝑘̅1𝑞⃗̅′ − 𝑘̅1
′ 𝑞⃗̅ − 𝑘̅2

2ℎ⃗⃗̅ + 𝑘̅2
′ 𝑎⃗̅                                                                                              (5.18) 

 

yazılır. Eş. (5.18) de Eş. (5.17) yerine konursa aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

 

' '

2 1

2 1

k k

k k
= .                                                                                                                              (5.19) 

 

Eş. (5.19) un integrali alınırsa 2

1

k

k
 nin sabit olduğu sonucuna ulaşılır.  Teorem 5.1.2 den  𝜙̂, 

𝑞⃗̅ − slant regle yüzeydir.  

 

5.6. Sonuç 

 

 𝜙̂, 
3
te q − slant regle yüzeydir gerek ve yeter şart striksiyon eğrisi 

3
te helistir.  

 

5.2. Birim 2-Kürenin Tanjant Demeti ve h − Slant Regle Yüzeyler 

 

Bu bölümde, 
3
te ℎ⃗⃗̅ − slant regle yüzeylerle ilgili tanım ve teoremler verilecektir.    

            

5.7. Tanım 

 

Γ̂(𝑢) = (𝑞̅(𝑢), 𝜗̅∗(𝑢)) , 𝑇𝑀̅ üzerinde tabii lift eğrisinin striksiyon eğrisi olsun. 
3
te Γ̂(𝑢) 

eğrisinin ürettiği regle yüzey 𝜙̂(𝑢, 𝑣) olmak üzere 

 

𝜙̂(𝑢, 𝑣) = 𝛽̅(𝑢) + 𝑣𝑞⃗̅(𝑢)                                                                                                          (5.20) 
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olup 𝛽̅(𝑢),𝜙̂(𝑢, 𝑣) regle yüzeyinin dayanak eğrisidir. {𝑞⃗̅, ℎ⃗⃗̅, 𝑎⃗̅, 𝑘̅1, 𝑘̅2},  𝜙̂  regle yüzeyinin 

Frenet operatörleri olmak üzere eğer yüzeyin merkez normal vektörü, sabit bir 𝑢⃗⃗ ile sabit açı 

yapıyorsa; yani 

 

, cosh u sabit= =     
2


   

ise 𝜙̂ regle yüzeyine   ℎ⃗⃗̅ − slant regle yüzey denir.  

   

5.8. Teorem 

   

𝜙̂,   ℎ⃗⃗̅ − slant regle yüzeydir gerek ve yeter şart  

𝑘̅1
2

(𝑘̅1
2+𝑘̅2

2)
3
2

(
𝑘̅1

𝑘̅2
)′                                                                                                                                      (5.21) 

 

ifadesi sabittir. 

 

İspat 

 

Γ̂(𝑢) = (𝑞̅(𝑢), 𝜗̅∗(𝑢)) , 𝑇𝑀̅ üzerinde tabii lift eğrisinin striksiyon eğrisi ve 𝜙̂(𝑢, 𝑣), Γ̂(𝑢) eğrisi 

tarafından üretilen  ℎ⃗⃗̅ − slant regle yüzey olsun. Böylelikle, ⟨ℎ⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = cos𝜑 = 𝑐 olup bu iç 

çarpım sabittir. 

 

𝑢⃗⃗ = 𝑏1(𝑢)𝑞⃗̅(𝑢) + 𝑐ℎ⃗⃗̅(𝑢) + 𝑏2(𝑢)𝑎⃗̅(𝑢)                                                                                     (5.22) 

 

olsun. 𝑏1 = 𝑏1(𝑢) ve 𝑏2 = 𝑏2(𝑢), 𝑢 parametresine bağlı düzgün fonksiyonlardır. 𝑢⃗⃗ sabit 

olduğundan Eş. (5.22) nin türevi alınırsa 

 

𝑏1
′ − 𝑐𝑘̅1 = 0, 

𝑏1𝑘̅1 − 𝑏2𝑘̅2 = 0, 

𝑏2
′ + 𝑐𝑘̅2 = 0 

 

elde edilir.  𝑏1𝑘̅1 − 𝑏2𝑘̅2 = 0 için 
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2
1 2

1

k
b b

k
=                                                                                                                                         (5.23) 

 

dir. Aynı zamanda 

 

2 2 2

1 2,u u b c b= + +                                                                                                           (5.24) 

 

sabittir. Eş. (5.23), Eş. (5.24) te yerine yazılırsa 

 

2 2 22
2

1

(1 ( ) )
k

b n
k

+ =                                                                                                                           (5.25) 

 

eşitliğinin sabit olduğu elde edilir. Bu eşitlikte, 𝑛 = 0 ise  𝑏2 = 0 dır ve 𝑏1 = 0, 𝑐 = 0 dır. 

Buradan,  𝑢⃗⃗ = 0⃗⃗ elde edilir ki bu da bir çelişkidir. O halde, 𝑛 ≠ 0 dır. Eş. (5.25) ten 

 

𝑏2 = ±
𝑛

√1+(
𝑘̅2
𝑘̅1

)2
                                                                                                                          (5.26) 

 

elde edilir. 𝑏2
′ + 𝑐𝑘̅2 = 0 olup Eş. (5.26) dan 

 

𝑑

𝑑𝑢
[±

𝑛

√1+(
𝑘̅2
𝑘̅1

)2
] = −𝑐𝑘̅2.                                                                                                                  (5.27) 

 

O halde,  

 

2

1

3

2 2 2
1 2( )

k c
l

n
k k

= =

+

                                                                                                                      (5.28) 

 

sabittir. Böylelikle, istenen sonuç elde edilir. 

 

Tersine, Eş. (5.21) sabit olsun. Yani;  
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2

1

3

2 2 2
1 2

.

( )

k c
l sabit

n
k k

= = =

+

                                                                                                           (5.29) 

 

O halde, aşağıdaki eşitliği tanımlayabiliriz: 

 

𝑢⃗⃗ =
𝑘̅2

√𝑘̅1
2+𝑘̅2

2
𝑞⃗̅ + 𝑙ℎ⃗⃗̅ +

𝑘̅1

√𝑘̅1
2+𝑘̅2

2
𝑎⃗̅.                                                                                                      (5.30) 

 

Eş. (5.30) un 𝑢 ya göre türevi alınırsa ve Eş. (5.21) kullanılırsa  𝑢⃗⃗ = 0 dır. Yani;  𝑢⃗⃗ sabit 

vektördür. Diğer yandan,  ⟨ℎ⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ iç çarpımı sabittir. Böylelikle, 𝜙̂, ℎ⃗⃗̅ − slant regle yüzeydir. 

 

5.9. Teorem 

 

𝜙̂, 𝑘̅1 = 1 olan 
3
te slant regle yüzey olsun. İkinci eğrilik fonksiyonu için aşağıdaki eşitlik 

vardır: 

 

𝑘̅2(𝑢) = ±
𝑢

√tan2𝜑−𝑢2
.                                                                                                            (5.31) 

 

İspat  

 

𝜙̂, 𝑘̅1 = 1 olan 
3
te slant regle yüzey olsun. Böylece 

 

, cosh u sabit= =                                                                                                                (5.32) 

 

tir. Eş. (5.32) nin 𝑢 ya göre türevi alınırsa 

 

⟨−𝑞⃗̅ + 𝑘2𝑎⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = 0                                                                                                                  (5.33) 

 

elde edilir ve Eş. (5.33) ten aşağıdaki eşitlik yazılır: 

 

⟨𝑞⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = 𝑘̅2⟨𝑎⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩.                                                                                                                           (5.34) 
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⟨𝑎⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = 𝑥 alınırsa aşağıdaki eşitlik yazılır: 

 

𝑢⃗⃗ = 𝑘̅2𝑥𝑞⃗̅ + cos𝜑ℎ⃗⃗̅ + 𝑥𝑎⃗̅.                                                                                                             (5.35) 

 

𝑢⃗⃗ birim olup Eş. (5.35) ten 

 

𝑥 = ±
sin𝜑

√1+𝑘̅2
2
.                                                                                                                                (5.36) 

 

O halde 𝑢⃗⃗ aşağıdaki gibi verilir: 

 

𝑢⃗⃗ = ±
𝑘̅2sin𝜑

√1+𝑘̅2
2

+ cos𝜑ℎ⃗⃗̅ ±
sin𝜑

√1+𝑘̅2
2

𝑎⃗̅.                                                                                               (5.37) 

 

Eş. (5.33) ün 𝑢 ya göre türevi alınırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

 

⟨−(1 + 𝑘̅2
2)ℎ⃗⃗̅ + 𝑘̅2

′ 𝑎⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = 0                                                                                                 (5.38) 

 

elde edilir. Eş. (5.32), Eş. (5.38) de yerine konulursa ve  𝑥 yerine değeri yazılırsa aşağıdaki 

eşitlik elde edilir: 

 

2

2

'

2

(1 )cosk
x

k

+
= .                                                                                                                        (5.39) 

 

Eş. (5.36) ve Eş. (5.39) dan aşağıdaki diferansiyel denklem yazılır: 

 

±tan𝜑
𝑘̅2

′

(1+𝑘̅2
2)

3
2

+ 1 = 0.                                                                                                               (5.40) 

 

Eş. (5.40) ın integrali alınırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir:  

 

±tan𝜑
𝑘̅2

√1+𝑘̅2
2

+ 𝑢 + 𝑐 = 0.                                                                                                              (5.41) 
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𝑢 ⟶ 𝑢 − 𝑐 yazılıp  Eş. (5.41) aşağıdaki gibi yazılabilir:  

 

±tan𝜑
𝑘̅2

√1+𝑘̅2
2

= −𝑢.                                                                                                                         (5.42) 

 

Bu eşitlik, 𝑘̅2(𝑢) = ±
𝑢

√tan2𝜑−𝑢2
  sonucunu verir. 

 

Tersine, 𝑘̅2(𝑢) = ±
𝑢

√tan2𝜑−𝑢2
  olsun. 𝑥 eşitliği aşağıdaki gibi yazılır: 

 

 𝑥 = ±
sin𝜑

√1+𝑘̅2
2

= ±
sin𝜑

√1+
𝑢2

tan2𝜑−𝑢2

 

= ±cos𝜑√tan2𝜑 − 𝑢2.                                                                                                                     (5.43) 

 

𝑘̅2 pozitif (negatif) işaretli olduğu zaman 𝑥 pozitif ( negatif) işaret alır ve 𝜑 sabittir. Böylece, 

𝑘̅2𝑥 = −𝑠cos𝜑  

 

dir. 𝑢⃗⃗ aşağıdaki gibi düşünülürse Eş. (5.44) yazılabilir: 

 

𝑢⃗⃗ = cos𝜑 (𝑢𝑞⃗̅ + ℎ⃗⃗̅ ± (tan2𝜑 − 𝑢2)𝑎⃗̅).                                                                                       (5.44) 

 

𝑢⃗⃗ nun sabit olduğu ve ℎ⃗⃗̅ ile sabit bir 𝜑 açısı yaptığı ispatlanacaktır. Eş. (5.44) ün türevi 

alınırsa ve Frenet formülleri kullanılırsa 𝑢⃗⃗′ = 0  elde edilir. Yani; 𝑢⃗⃗ nun yönü sabittir ve 

⟨ℎ⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = cos𝜑 sabittir. Böylelikle, 𝜙̂, 
3
te ℎ⃗⃗̅ − slant regle yüzeydir.  

 

Diğer yandan, 𝛽̅ striksiyon eğrisi 𝜙̂ de jeodezik ise 𝛽̅ nin  aslinormal vektörü 𝑛⃗⃗ ve merkez 

normal vektörü  ℎ⃗⃗̅ çakışır. O halde, aşağıdaki sonuç verilebilir:   

 

5.10. Sonuç  

 

𝛽̅ striksiyon eğrisi 𝜙̂ de jeodezik olsun. O halde; 𝜙̂, ℎ̅⃗⃗⃗ ⃗ − slant regle yüzeydir gerek ve yeter 

şart striksiyon çizgisi 
3
 te slant helistir.  
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𝜙̂ regle yüzeyi açılabilir ise 𝛽̅ nin Frenet çatısı {𝑡, 𝑛⃗⃗, 𝑏⃗⃗} ve regle yüzeyin Frenet çatısı {𝑞⃗̅, ℎ⃗⃗̅, 𝑎⃗̅} 

ile çakışır. O halde aşağıdaki sonuç verilebilir: 

 

5.11. Sonuç  

 

𝜙̂ regle yüzeyi açılabilir olsun. 𝜙,̂  ℎ⃗⃗̅ − slant regle yüzeydir gerek ve yeter şart striksiyon 

eğrisi 
3
te slant helistir.  

 

5.3. Birim 2-Kürenin Tanjant Demeti ve a − Slant Regle Yüzeyler 

 

Bu bölümde, 
3
te 𝑎⃗̅ − slant regle yüzeylerle ilgili tanım ve teoremler verilecektir.  

 

5.12. Tanım 

 

Γ̂(𝑢) = (𝑞̅(𝑢), 𝜗̅∗(𝑢)) , 𝑇𝑀̅ üzerinde tabii lift eğrisinin striksiyon eğrisi olsun. 
3
te Γ̂(𝑢) 

eğrisinin ürettiği regle yüzey 𝜙̂(𝑢, 𝑣) olsun. 

 

𝜙̂(𝑢, 𝑣) = 𝛽̅(𝑢) + 𝑣𝑞⃗̅(𝑢)                                                                                                          (5.45) 

 

olup 𝛽̅(𝑢), 𝜙̂(𝑢, 𝑣) regle yüzeyinin dayanak eğrisidir. {𝑞⃗̅, ℎ⃗⃗̅, 𝑎⃗̅, 𝑘̅1, 𝑘̅2},  𝜙̂  regle yüzeyinin 

Frenet operatörleri olmak üzere eğer yüzeyin merkez tanjant vektörü, sabit bir 𝑢⃗⃗ ile sabit açı 

yapıyorsa; yani, 

 

, cosa u sabit= =           
2


   

 

ise  𝜙̂ regle yüzeyine 𝑎⃗̅ − slant regle yüzey denir.  Eş. (5.6) dan  𝜙̂ ,  𝑎⃗̅ − slant regle yüzeydir 

gerek ve yeter şart aynı regle yüzey  𝑞⃗̅ − slant regle yüzeydir. Bu yüzden, 𝑞⃗̅ − slant regle 

yüzeylerle ilgili verilen tüm teoremler  𝑎⃗̅ − slant regle yüzeyler için de geçerlidir. 
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Örnek  

 

𝜙̂(𝑢, 𝑣), 
3
te aşağıdaki eşitlikteki gibi verilen slant regle yüzey olsun. 

 

𝜙̂(𝑢, 𝑣) = (cos(𝑢 + 1), 𝑣cos𝑢, 𝑣sin𝑢).                                                                                            

 

Yüzeyin dayanak eğrisi 

 

𝛽̅(𝑢) = (cos(𝑢 + 1) , 0,0) 

 

dir. Burada, 

 

𝑞⃗̅(𝑢) = (0, cos𝑢, sin𝑢) 

 

dur ve striksiyon eğrisinin yay parametresi  𝑢⃗⃗̅ = arccos(−𝑠 − cos1) − 1 dir. 

 

𝛽̅(𝑢) = 𝑞⃗̅(𝑢) × 𝜗⃗̅∗(𝑢)  olduğundan  

 

* 1 1
( ) (0, tan (cos(2 1) cos1), (cos(2 1) cos1)).

2 2
u u u u = − + + + + ϑ⃗⃗̅*(u) = (0, -

1

2
tanu(cos(2u +

1) + cos1),
1

2
(cos(2u + 1) + cos1)). 

 

⟨𝑞⃗̅(𝑢), 𝜗⃗̅∗(𝑢)⟩ = 0 ve |𝑞⃗̅(𝑢)| = 1 olduğundan Γ̂(u) = (𝑞⃗̅(𝑢), 𝜗̅∗(𝑢)), 𝑇𝑀̅ üzerindedir. Böylelikle 

striksiyon eğrisi ve 𝜙̂(𝑢, 𝑣) nin Frenet vektörleri aşağıda verilmiştir: 

 

𝛽̅(𝑠) = (−𝑠 − cos1,0,0), 

𝑞⃗̅(𝑠) = (0, cos(arccos(−𝑠 − cos1) − 1) , sin(arccos(−𝑠 − cos1) − 1)), 

ℎ⃗⃗̅(𝑠) = (0, − sin(arccos(−𝑠 − cos1) − 1) , cos(arccos(−𝑠 − cos1) − 1)), 

𝑎⃗̅(𝑠) = (1,0,0). 

 

 

 

 



77 

Frenet vektörlerinin türevleri alınırsa;  

 

𝑑𝑞⃗̅

𝑑𝑠
=

1

√1 − (𝑠 + cos1)2
(0, − sin(arccos(−𝑠 − cos1) − 1) , cos(arccos(−𝑠 − cos1) − 1)), 

𝑑ℎ⃗⃗⃗̅

𝑑𝑠
=

1

√1−(𝑠+cos1)2
(0, − cos(arccos(−𝑠 − cos1) − 1) , − sin(arccos(−𝑠 − cos1) − 1)), 

(1,0,0)
da

ds
=  

 

elde edilir. Burada;  𝑘̅1 =
1

√1−(𝑠+cos1)2
 ve 𝑘̅2 = 0, sırasıyla,  𝜙̂ nin eğrilik ve burulmasıdır.  

 

 

Şekil 5.1. Γ̂(𝑢) striksiyon eğrisi tarafından üretilen 𝜙̂(𝑢, 𝑣) slant regle yüzey  
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6. DARBOUX SLANT REGLE YÜZEYLER VE BİRİM 2-KÜRENİN 

TANJANT DEMETİ 

 

Bu bölümde, birim dual küre 
2DS  ve birim 2- kürenin alt cümlesi TM  arasındaki 

izomorfizm ve E. Study dönüşümü yardımıyla 
3
 te tabii lift eğrisinin striksiyon eğrisinin 

ürettiği Darboux slant regle yüzeyler tanımlanmıştır. Daha sonra,  bu slant regle yüzeyle ile 

ilgili bazı teoremler verilmiştir. 

 

6.1. Tanım 

 

3
 te ( , ) ( ) ( ) ( )u v q u u vq u =  +  eşitliğiyle verilen regle yüzey aşağıdaki 3 şartı sağlarsa 

elde edilen ˆ( , )u v regle yüzeyine Darboux slant regle yüzey denir: 

 

i) ( , )u v  regle yüzeyinin dayanak eğrisi 

 

'( ), '( )* *
( ) ( ( ) ( )) ( ),

'( ), '( )

u q u
u q u u q u

q u q u


   =  −   

 

şeklindedir. 

 

ii) 
*( ), ( ) 0q u u = ve ( ) 1q u =  olmalıdır.  

iii) 𝑊⃗⃗⃗⃗̅  vektörü sıfırdan  farklı sabit bir vektörle sabit bir açı yapmalıdır.   

 

6.2. Teorem 

 

̂ , 
3
te Darboux slant regle yüzey ise ̂ nın   kanonik eğriliği sabittir. 

 

İspat 

 

̂ , 
3
te Darboux slant regle yüzey olsun. Sıfırdan farklı 𝑢⃗⃗ için 
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⟨𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡.                                                                                                                (6.1) 

 

Eş. (6.1) in türevi alınırsa, iki olasılık ortaya çıkar:  

 

𝜅̅ = 0, 

⟨𝑞⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = 0. 

⟨𝑞⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = 0 ise  𝑢⃗⃗, 𝑞⃗̅ ya diktir ve aşağıdaki eşitlik yazılır: 

 

𝑢⃗⃗ = 𝑎1ℎ⃗⃗̅ + 𝑎2𝑎⃗̅.                                                                                                                (6.2) 

 

Burada,  𝑎1 ve 𝑎2 düzgün fonksiyonlardır. Eş. (6.2) nin türevi alınırsa ve Frenet vektörleri 

kullanılırsa;  

 

−𝑎1𝑞⃗̅ + (𝑎1
′ − 𝜅̅𝑎2)ℎ⃗⃗̅ + (𝑎2

′ + 𝜅̅𝑎1)𝑎⃗̅                                                                              (6.3) 

 

dır.  {𝑞⃗̅, ℎ⃗⃗̅, 𝑎⃗̅}  lineer bağımsız olduğundan Eş. (6.3) ten aşağıdaki eşitlikler yazılır: 

 

𝑎1 = 0, 

𝑎1
′ − 𝜅̅𝑎2 = 0, 

𝑎2
′ + 𝜅̅𝑎1 = 0. 

 

Yukarıdaki eşitliklerden, 𝑎1 = 𝑎2 = 0 elde edilir ki 𝑢⃗⃗ = 0 sonucunu verir. Bu bir çelişkidir. 

O halde, 〈𝑞⃗̅, 𝑢⃗⃗〉 ≠ 0  dır. Böylelikle, 𝜅̅ sabittir.  

 

6.3. Teorem 

 

ˆ,
3
te Darboux slant regle yüzey ise det (𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑊⃗⃗⃗⃗̅′, 𝑊⃗⃗⃗⃗̅′′) = 0  dır. 
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İspat 

 

̂ , 
3
te Darboux slant regle yüzey olsun. Darboux vektörü ve türevlerinden aşağıdaki 

eşitlikler yazılır:  

 

𝑊⃗⃗⃗⃗̅ = 𝜅̅𝑞⃗̅ + 𝑎⃗̅, 

𝑊⃗⃗⃗⃗̅′ = 𝜅̅′𝑞⃗̅, 

𝑊⃗⃗⃗⃗̅′′ = 𝜅̅′′𝑞⃗̅ + 𝜅̅′ℎ⃗⃗̅. 

 

Buradan, 

 

det (𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑊⃗⃗⃗⃗̅′, 𝑊⃗⃗⃗⃗̅′′) = (𝜅̅′)2                                                                                                 (6.4) 

 

elde edilir. ˆ,
3
te Darboux slant regle yüzey olduğundan Teorem 6.2 den 𝜅̅ sabittir. O 

halde, det (𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑊⃗⃗⃗⃗̅′, 𝑊⃗⃗⃗⃗̅′′) = 0 dır. 

 

6.4. Lemma 

 

ˆ, h − slant regle yüzeydir gerek ve yeter şart 
3

2 2

'

(1 )



+

sabittir. 

 

6.5. Teorem 

 

Her h − slant regle yüzey Darboux slant regle yüzeydir. 

 

İspat 

 

ˆ,
3
te h − slant regle yüzey olsun. O halde, aşağıdaki eşitlik yazılır: 

 

〈ℎ⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗〉 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡.                                                                                                     (6.5) 
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𝜃 açısı ℎ⃗⃗̅ ve 𝑢⃗⃗ arasında sabit açıdır. Lemma 6.1 den aşağıdaki eşitlik yazılabilir: 

 

𝑢⃗⃗ =
𝜅

√1+𝜅2
𝑞⃗̅ + cos𝜃ℎ⃗⃗̅ +

1

√1+𝜅2
𝑎⃗̅.                                                                                      (6.6) 

 

Eş. (6.6) ve 𝑊⃗⃗⃗⃗̅ = 𝜅̅𝑞⃗̅ + 𝑎⃗̅ dan,  

 

𝑢⃗⃗ =
𝑞⃗⃗̅

|𝑞⃗⃗̅|
+ cos𝜃ℎ⃗⃗̅.                                                                                                               (6.7) 

 

O halde, |𝑢⃗⃗| = √1 + cos2𝜃 sabittir ve  Eş. (6.7) den aşağıdaki eşitlik yazılır: 

 

⟨𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = |𝑊⃗⃗⃗⃗̅| + cos𝜃 ⟨𝑊⃗⃗⃗⃗̅, ℎ⃗⃗⟩.                                                                                           (6.8) 

⟨𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = |𝑊⃗⃗⃗⃗̅| |𝑢⃗⃗|cos𝜆 olup cos𝜆 açısı  𝑊⃗⃗⃗⃗̅ ile 𝑢⃗⃗ arasındaki açıdır. Eş. (6.8) den,  

 

|𝑢⃗⃗|cos𝜆 = 1.                                                                                                                     (6.9) 

 

Buradan,  

 

cos𝜆 =
1

√1+cos2𝜃
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                                                                (6.10) 

 

bulunur. Böylece ⟨𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ sabittir.  ˆ,
3
te Darboux slant regle yüzeydir. 

 

6.6. Teorem 

 

ˆ,
3
te Darboux slant regle yüzey olsun. ˆ, h −  slant regle yüzey ise aynı zamanda 𝑞⃗̅ −

(𝑣𝑒𝑦𝑎    𝑎⃗̅ −) slant regle yüzeydir.   

 

İspat  

 

ˆ,  Darboux slant regle yüzey olduğundan 𝜅 sabittir.  ˆ, h −  slant regle yüzey ise  
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𝑢⃗⃗ =
𝜅

√1+𝜅2
𝑞⃗̅ + 𝑑ℎ⃗⃗̅ +

1

√1+𝜅2
𝑎⃗̅.                                                                                          (6.11) 

 

𝜅 sabit olduğundan son eşitlikten  ⟨𝑞⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ (veya ⟨𝑎⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩) sabittir. O halde; ˆ,  𝑞⃗̅ − (𝑣𝑒𝑦𝑎    𝑎⃗̅ −) 

slant regle yüzeydir.   

 

Teoremin tersi daima doğru değildir. Aşağıdaki teorem, Teorem 6.6 nın özel halidir.  

 

6.7. Teorem 

 

ˆ,  Darboux slant regle yüzey olsun. ˆ, h − slant regle yüzeydir gerek ve yeter şart 𝜆 sabit 

olmak üzere ⟨𝑎⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = cos𝜆 =
cos𝜑

1+𝜅2 ve cos𝜑 = ⟨𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ şartlarını sağlayan a − slant regle 

yüzeydir. 

 

İspat 

 

ˆ,  Darboux slant regle yüzey olduğundan,  

 

〈𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗〉 = cos𝜑 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                                                                 (6.12) 

 

tir. 𝑢⃗⃗ için aşağıdaki eşitlik yazılabilir: 

 

𝑢⃗⃗ = 𝑎1𝑞⃗̅ + 𝑎2ℎ⃗⃗̅ + 𝑎3𝑎⃗̅                                                                                                    (6.13) 

 

dır. Burada, 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖(𝑠𝑖)(1 ≤ 𝑖 ≤ 3) düzgün fonksiyonlardır. Eş. (6.13) ün türevi alınırsa,  

 

(𝑎1
′ − 𝑎2)𝑞⃗̅ + (𝑎1 + 𝑎2

′ − 𝑎3𝜅̅)ℎ⃗⃗̅ + (𝑎2𝜅̅ + 𝑎3
′ )𝑎⃗̅ = 0 (6.14) 

 

elde edilir. {𝑞⃗̅, ℎ⃗⃗̅, 𝑎⃗̅} lineer bağımsız olduğundan aşağıdaki eşitlikler yazılabilir: 

 

𝑎1
′ − 𝑎2 = 0, 

𝑎1 + 𝑎2
′ − 𝜅̅𝑎3 = 0, 
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𝑎2
′ 𝜅̅ + 𝑎3

′ = 0. 

 

Eş. (6.14), Eş. (6.13) te yazılırsa,  

 

𝜅̅𝑎1 + 𝑎3 = cos𝜑                                                                  (6.15) 

 

elde edilir. Eş. (6.15) ten,  

 

𝑎2
′ =

(1+𝜅̅2)𝑎3−cos𝜑

𝜅̅
.                                                                                                         (6.16) 

 

ˆ,  Darboux slant regle yüzey olduğundan  𝜅̅ sabittir. Eş. (6.16) dan  𝑎2 sabitir gerek ve yeter 

şart 𝑎3 =
cos𝜑

1+𝜅̅2  şartını sağlayan  𝑎3 sabittir. Yani; ˆ, h − slant regle yüzeydir gerek ve yeter 

şart 𝜆 sabit olmak üzere ⟨𝑎⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ = cos𝜆 =
cos𝜑

1+𝜅2 ve cos𝜑 = ⟨𝑊⃗⃗⃗⃗̅, 𝑢⃗⃗⟩ şartlarını sağlayan a − slant 

regle yüzeydir. 

 

Örnek 

 

Örnek 5.1. yeniden ele alınırsa alınan slant regle yüzey için  

 

ℎ⃗⃗̅′ = −𝑞⃗̅ + 𝜅̅𝑎⃗̅, 

(0, −cos𝑢⃗⃗̅, −sin𝑢⃗⃗̅) = (0, −cos𝑢⃗⃗̅, −sin𝑢⃗⃗̅) + 𝜅̅(1,0,0) 

 

ve 𝑢⃗⃗̅ = arccos(−𝑠 − cos1) − 1 olup yukarıdaki eşitlikten 𝜅̅ kanonik eğriliği sıfıra eşittir. O 

halde, yüzeyin Darboux vektörü 𝑊⃗⃗⃗⃗̅ aşağıdaki gibi yazılabilir: 

 

𝑊⃗⃗⃗⃗̅ = (1,0,0).  
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında, ilk olarak, birim 2-kürenin tanjant demetinin bir alt cümlesi ile birim 

dual küre arasındaki izomorfizmden yararlanarak, birim 2-kürenin alt cümlesinde alınan 

tabii lift eğrisinin 
3
te oluşturduğu regle yüzeyle ilgili bazı karakterizasyonlar verilmiştir. 

Daha sonra, Pseudo-kürelerin tanjant demetlerinin alt cümleleri ile Lorentz küre, hiperbolik 

küre arasındaki izomorfizmlerden yararlanarak, Pseudo-kürelerin tanjant demetlerinin alt 

cümlelerinde alınan tabii lift eğrisinin 3

1
 te oluşturduğu regle yüzeyle ilgili önemli sonuçlar 

elde edilmiştir. 

    

Çalışmanın devamında, birim 2-kürenin tanjant demetinin alt cümlesi ve birim dual küre 

arasındaki izomorfizmden yararlanılarak slant regle yüzey ve Darboux slant regle yüzey 

tanımları verilmiştir. Birim 2- kürenin tanjant demetinde alınan tabii lift eğrisinin striksiyon 

eğrisinin 
3
te ürettiği slant regle yüzeylerle ilgili temel teoremler verilmiş ve elde edilen 

sonuçlar örnekle irdelenmiştir. 

 

Tezde elde edilen sonuçlar, birim 2-kürenin ve pseudo-kürelerin tanjant demetleri üzerine 

çalışacak akademisyenler için kaynak niteliğindedir.  

 

Slant regle yüzeylerle ilgili verilen tanım ve teoremler, pseudo-küreler aracılığıyla 

Minkowski uzayına taşınabilir. 
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