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OZET

Bu tez ¢alismas1 yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, giris kismi verilmistir. Ikinci
boliimde, ileriki konularda kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler verilmistir. Uciincii

béliimde, birim dual kire DS”ve birim 2-kiirenin tanjant demetinin alt kiimesi TM
arasindaki izomorfizm verilmistir. E. Study déniisimiinden yararlanarak, TM iizerindeki
tabii lift egrisine R® te regle yiizey karsilik getirilmistir. Dérdiincii boliimde, ilk olarak,
Lorentz birim kiiresinin tanjant demetinin alt kiimesi TM ve Lorentz birim kiiresi S?
arasindaki izomorfizm verilmistir. Ikinci olarak, hiperbolik birim kiirenin tanjant demetinin
alt kiimesi TM ve hiperbolik birim kiire H* arasindaki izomorfizm verilmistir. Kurulan bu
izomorfizm yardimiyla, TM ve TM iizerindeki herhangi bir tabii lift egrisine R} te bir regle

yiizey karsihik getirilmistir. Besinci boliimde, birim dual kiire DS? ve birim 2- kiirenin alt

kimesi TM arasindaki izomorfizm ve E. Study doniisimii yardimiyla Rte tabii lift
egrisinin striksiyon egrisinin Urettigi slant regle yiizeyler tanimlanmistir. Bu tanimlardan

yola ¢ikarak, bazi teoremler ve sonuglar verilmistir. Altinci bolimde, R® te tabii lift
egrisinin striksiyon egrisinin lrettigi Darboux slant regle yiizeyler tanimlanmistir. Daha
sonra, bu slant regle yiizeyle ile ilgili bazi teoremler verilmistir. Son olarak, yedinci
boliimde, sonug ve Oneriler verilmistir.
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ABSTRACT

This thesis consists of seven main sections. In first section, the introduction is given. In
second section, some basic definitions and theorems that will be used in future topics are

stated. In third section, the isomorphism between unit dual sphere, DS?and the subset of
unit tangent bundle of unit 2-sphere, TM s given. Using E. Study mapping, natural lift curve
of a given curve on TM is corresponded to the ruled surface in R®. In fourth section, firstly,
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these isomorphism, the natural lift curve of the curve onTM and TM is corresponded to
ruled surface in R?. In fifth section, using the the isomorphism between unit dual sphere,

DS?and the subset of unit tangent bundle of unit 2-sphere, TM and E. Study mapping, the
striction curve of natural lift curve is corresponded to slant ruled surfaces. Some theorems
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by the striction curve of the natural lift curve is introduced. Moreover, some theorems about
this slant ruled surface are discussed. In seventh section, conclusions and comments are
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

() Regle Yiizey

R Reel sayilar kiimesi

R} Lorentz uzay

R" n- boyutlu Reel uzay

a(s) Egrinin parametrik gosterimi

a(s) Tabii lift egrisi

s Birim 2- kiire

TS? Birim 2- kiirenin tanjant demeti

51 Lorentz birim kiire

H’ Hiperbolik birim kiire

TSlz Lorentz birim kiirenin tanjant demeti

T H’ Hiperbolik birim kiirenin tanjant demeti
H* Dual hiperbolik birim kiire

S Dual Lorentz birim kiire

DS* Birim dual kiire

ID* ID-Modil

ID; Dual Lorentz uzay

™ Birim 2-kiirenin tanjant demetinin alt kiimesi
™ Lorentz birim kiiresinin tanjant demetinin alt kiimesi

™ Hiperbolik birim kiirenin tanjant demetinin alt kiimesi



1. GIRIS

Diferensiyel geometride, egri ve yiizeyler teorisi 6nemli bir rol oynar [1-4]. Egri ve yiizey
uygulamalar1, basta geometri olmak iizere miihendislik, bilgisayar programlama, fizik gibi

pek ¢ok alanda kullanilmaktadir [5].

Tabii lift egrisi tanimina, ilk olarak, Thorpe’un kitabinda rastlanmistir [6]. Tabii lift egrisi,
verilen bir egrinin her noktasindaki birim tanjant vektorlerinin ug¢ noktalariin ¢izdigi egri
olarak tanimlanir. Literatiirde, tabii lift egrisinin karakterizasyonlar1 ve Frenet catilar ile

ilgili pek ¢ok ¢alisma bulunmaktadir [7-9].

Yiizeyler teorisi, egrilerde oldugu gibi pek ¢ok uygulama alanina sahiptir. Yiizeylerin
diferensiyel geometrisi {izerine pek ¢ok c¢alisma bulunmaktadir [10-13]. Yiizeyler teorisi
kapsaminda baz1 6zel yiizeyler 6zellikle giinliik hayatta bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Bu
0zel ylizeylerden bir tanesi regle yiizeylerdir. Regle yilizeyler, en genel anlamda, bir
dogrunun bir egri boyunca hareketi sonucu olusan yiizeyler olarak tanimlanir. Literatiirde,
regle ylizeylerin teorisi ve karakterizasyonlar1 pek c¢ok yazar tarafindan aktif olarak

calisilmigtir [14-24].

Verilen bir regiiler egrinin, egriligi ve burulmasi arasindaki iliski 6zellikle geometride
onemli bir yer tutmaktadir. Bu egrilerden bir tanesi helis egrileridir. Helisler, birgok farkl
bilim dalinda ¢ok genis kullanim alanlarina ve uygulamalara sahiptirler. Tanim olarak bir
genel helis, teget vektorli sabit bir dogrultuyla sabit ag1 yapan bir egri olarak verilir.
Literatiirde helisler ile ilgili pek ¢ok ¢alisma mevcuttur [25-29]. Helisin bu tanimina benzer
olarak slant helis, asli normal vektorii sabit bir dogrultuyla sabit ag1 yapan egri olarak
tanimlanmistir. Slant helisler de helislere benzer olarak yaygin sekilde farkli matematikgiler

tarafindan c¢alisilmistir [30-34].

Dual sayilar, 1873 yilinda Clifford tarafindan tanimlanmigtir [35]. Daha sonra, E. Study

kendi adin1 verdigi teoremde ¢izgiler uzay1 ve birim dual kiirenin noktalar1 arasinda baglant:

kurmustur [36]. E. Study doniisiimiine gore birim dual kiirenin noktalarina Rite yonli
dogrular karsilik gelir. Dual uzayla ilgili tanim ve teoremleri kullanarak elde edilen pek ¢cok

calisma mevcuttur [37-40].



Regle yiizeyler, birim 2- kiirenin tanjant demeti ve birim dual kiire arasinda izomorfizm ilk
olarak Karakas ve Giindogan tarafindan verilmistir [41]. Daha sonra, regle yiizeyler ve birim
2- kiirenin tanjant demeti ile ilgili ¢alismalar Bekar, Yayl1 ve Hathout tarafindan yapilmistir

[42]. Bu galismada, birim 2- kiirenin tanjant demeti ve birim dual kiire arasinda izomorfizm

kurularak tanjant demeti lizerinde alinan egrinin R’te trettigi regle ylizey ile ilgili
karakterizasyonlar verilmistir. Oklid uzayinda regle yiizeyin agilabilirlik sartiyla ilgili
sonuglardan bahsedilmistir. Aymi yazarlar, Pseudo-kiirelerin tanjant demetleri ve dual
Lorentz kiiresi, dual hiperbolik kiire arasinda izomorfizm kurularak tanjant demeti tizerinde
alman egrinin R3te drettigi regle yiizey ile ilgili karakterizasyonlar vermistir [43].

Minkowski uzayinda regle ylizeyin agilabilirlik sartiyla ilgili sonuclar verilmistir.

Regle yiizeylerin farkli bir siniflandirmasi ve bu siiflandirmaya bagl karakterizasyonlar
ilkin Onder tarafindan tanimlanmustir [44]. Aym zamanda, slant helis kavramidan
esinlenerek bu yeni regle ylizeyleri slant regle yiizeyler olarak adlandirmis ve slant regle
yiizeylerin farkli tiirlerini tanimlayarak bu yiizeylerin karakterizasyonlarmi hem Oklid
uzayinda hem de Minkowski uzayinda vermistir. Daha sonra Onder ve Kaya tarafindan slant
regle ylizeylerinin yeni bir tlirii olarak Darboux slant regle yiizeyler tanimlanmis ve bu

yiizeylerin diger slant regle ylizeylerle olan iliskileri ortaya konulmustur [45].
Bu tez, yedi boliimden olusmaktadir. Tlk boliim, giris kismi i¢in ayrilmistir.

Ikinci boliimde, her bir alt baslik altinda ileriki konularda kullanilacak olan temel tanimlar

ve teoremler verilmistir.

Ugiincii bdliimde, birim dual kiire DS?ve birim 2-kiirenin tanjant demetinin alt ciimlesi
TM arasindaki izomorfizm verilmistir. E. Study doniisiimiine gore; birim dual kiirenin
noktalarma R’te yonlii dogrular karsilik gelir. Bu doniisiimden yararlanarak, ™

lizerindeki tabii lift egrisine R® te bir regle ylizey karsilik getirilmistir. Elde edilen regle
ylizeyin; striksiyon egrisi, sekil operatorli, ortalama ve Gauss egriligi hesaplanmistir.

Bunlara ek olarak, regle yiizeyin agilabilirlik sart1 incelenmistir.



Dordiincii boliimde, ilk olarak, Lorentz birim kiiresinin tanjant demetinin alt ciimlesi T|\7|
ve Lorentz birim kiiresi S? arasindaki izomorfizm verilmistir. Ikinci olarak, hiperbolik birim
kiirenin tanjant demetinin alt ciimlesi ™ ve hiperbolik birim kiire H’ arasmdaki

izomorfizm verilmistir. E. Study doniigiimiine gore S; veya H? iizerindeki herhangi bir

egriye R’ te regle yiizey karsilik gelir. Kurulan bu izomorfizm yardimiyla, T™ ve TM
tizerindeki herhangi bir tabii lift egrisine RY te bir regle yiizey karsilik getirilmistir. Elde

edilen regle yiizeyin; striksiyon egrisi, sekil operatorii, ortalama ve Gauss egriligi

hesaplanmistir. Bunlara ek olarak, regle yiizeyin agilabilirlik sart1 incelenmistir.

Besinci boliimde, birim dual kiire DS® ve birim 2- kiirenin alt ciimlesi TM arasindaki

izomorfizm ve E. Study doniisiimii yardimiyla R® te tabii lift egrisinin striksiyon egrisinin

iirettigi slant regle yiizeyler tanimlanmistir. Daha sonra, alinan bir regle yiizeyin slant regle

ylizey olma sart1 verilmistir. Daha sonra, R® te g-,h - ve a— slant regle yiizeyleri

tanimlanmistir. Bu tanimlardan yola ¢ikarak, bazi teoremler ve sonuglar verilmistir.

Altinc1 boliimde, birim dual kiire DS? ve birim 2- kiirenin alt ciimlesi TM  arasindaki

izomorfizm ve E. Study doniisiimii yardimiyla R® te tabii lift egrisinin striksiyon egrisinin
tirettigi Darboux slant regle yiizeyler tanimlanmistir. En sonunda, bu slant regle yiizeyle ile

ilgili bazi teoremler verilmistir.

Son olarak, yedinci béliimde, sonug ve oneriler verilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, ileriki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilmistir.
2.1. Oklid Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar
2.1. Tanim

R", n- boyutlu Oklid uzayinda VX = (X, Xy ooy X, ) VE Y = (Y, Vs oons ¥, ) € R iGIN

n
<X, y) = in Y, seklinde tanimlanan fonksiyona standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ ¢arpim
i1

denir [1].

2.2. Tanim

R" de bir x € R"vektorii icin,

X| = (X, X> seklinde tanimlanan fonksiyona x vektoriiniin

normu denir [1].

2.3. Tanim

VX = (X, %, %), ¥ = (Y1, ¥, ¥s) € R¥igin vektorel carpim

Xx Y =06 Y5 = YoXes XYy = YoXis XY, = YiX,) (2.1)
seklinde tanimlanir [1].

2.4. Tanim

M c R"egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda, ¥ ={7/',7/",---,7(r)}

sistemi lineer bagimsiz ve V7™ K)r icin; y® e Sp{y}olmak iizere, y den elde edilen

{T,N,,...,N,_ } ortonormal sistemine, j egrisinin Serret-Frenet I - ayakli alanive s e M



igin {T(s),N,(s),.... N,_,(s)} Ye ise s e M noktasindaki Serret-Frenet r- ayaklis: denir. Her

bir Tve N,, 1<i<r-1, vektorlerine de Serret-Frenet vektor alani denir [1].

2.5. Teorem

M c R" egrisi (I, 7) koordinat komsulugu ile verilsin. se| yay parametresi olmak iizere,
7(S) noktasindaki i — yinci egriligi k;(s) ve Frenet (n+1) —ayaklisi {f(s), Nl(s), ey Nr_l(s)}

ise;

=

(s) =k, (S)N, (s),
N;(8) =k (S)N; (8) + K,y (N, (), 1<i <n+1, (2.2)
N, (8) =k, (5)N,,(5)

dir.

Burada ki(s):<N'i_1(S),Ni(s)> fonksiyonuna ¥(S) noktasindaki M nin i— yinci egriligi

denir [1].

n=2 o6zel halinde 2- boyutlu Oklid uzaymda Frenet 2- ayaklisi elde edilebilir.
1

y(t) = (x(t), y(t)) olmak iizere T(t)=
JX®) +(y'(©)?

(x'®.y'®)  ve

N(t) = ! (-y'(t),x'(t)) vektorleri, sirasiyla, j egrisinin birim teget ve

JOC) +(y'(®)?

birim normal vektorleridir.

Bu diizlemsel » egrisinin Serret-Frenet cati elemanlari {f,N,K} olmak {tizere, Frenet

formiilleri T'(t)=«x(t)N({t) ve N'(t)=—x(t)T(t) olarak tanmimlamr ve burada

e~ XOYO- X0y

5~ ile y egrisinin egriligi gosterilmektedir.

(') +(y'(1)*)?




7

n=3 6zel halinde, yani 3- boyutlu Oklid uzayinda Frenet 3- ayaklisi elde edilebilir. Bu 6zel

halde; M egrisi (I,7) koordinat komsulugu ile verilmis ise se |yay parametresi olmak

7"(s)
7"(s)|

B(s) =T (s)x N(s) seklindedir. M egrisinin K, (s) = x(s) egriligi ve k,(S) =7(s) burulmasi

iizere, 7(S) noktasinda, M egrisinin Frenet 3-ayaklisi T (s)=y'(s), N(s)= ve

olmak iizere,

T'(s)=x(s)N(s),
N '(s) = —x(s)T (s) + 7(s) B(s), (2.3)
B'(s) = —z(s)N(s)

seklindedir ve burada x(S) = <f (s),N (S)> ve 7(8) = <N (s), §(3)> dir [1].

2.6. Tanim

Bir egrinin {T,N,B} li¢ ayaklisinin her S aninda, bir eksen etrafinda, bir ani helis yaptig1

kabul edilir. Bu eksene egrinin S parametresine karsilik gelen @(S) noktasindaki Darboux
ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren W =zT +xB=NxN" vektoriine

egrinin a(S) noktasindaki Darboux vektorii denir [1].

B ile w arasindaki a¢1 @ ile gosterilirse

(2.4)

Kk =|W|cos¥,
r=|W|sing

olacagi agiktir. C, Darboux vektorii yoniindeki birim vektor ise

[\N|=\/TZ+K2 (2.5)

olmak tizere



ﬁT +WB (2.6)
dir. Buradan C =sin&T +cos 6.Belde edilir [2].

2.7. Tanim

R" de bir ¢ egrisinin a(S) noktasindaki hiz vektdrii T(S) ve U da sabit bir birim vektdr
olsun. vs e I icin T(S)ve U arasindaki ac1 sabitse & ya bir egilim ¢izgisi (helis) denir ve

Sp{U}yada « egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir [1].
2.8. Teorem

a,R? te birim hizl1 egri olsun. & egrisinin bir dogru olmasi igin gerek ve yeter sart x =0

olmasidir [3].

2.9. Teorem

a,R® te egriligi pozitif olan birim hizli egri olsun. « egrisinin diizlemsel bir egri olmasi

icin gerek ve yeter sart z =0 olmasidir [3].

2.10. Teorem

R*te bir egrisinin helis olmasi igin gerek ve yeter sart ¥ nin sabit olmasidir [3].
K

2.11. Tanim

U,RR" de bir a¢ik alt ciimle olsun.

UxR"=[JT,M=x(M) (2.7)

peM



ile tanimlanan ciimleye R" de U nun tanjant bundle  denir [6].
2.12. Tanim

M,R™ de bir hiperyiizey ve «, M iizerinde bir parametrik egri olsun. M iizerinde

diferensiyellenebilir vektor alan1 X olmak {izere, eger her s e | igin

a'(s) = X(a(s)) (2.8)
ise o ya X in integral egrisi denir [1].

2.13. Tanim

a1 — M herhangi bir parametrik egri olmak iizere
a(s) = (a(s),a'(s)) = a'(s), (2.9)
ile verilen &:1 —TM parametrik egrisine & nin TM deki tabii lifti denir [6].

Boylece R" deki konneksiyon D olmak iizere,

da _d | .
= (@()9) = Duyr(9) (2.10)

yazilabilir.

2.14. Lemma

R>te verilen bir o egrisinin tabii lift egrisi @ olsun. {T,N,B} ve {T,N,B}, sirasiyla, o

ve @ egrilerinin Frenet ¢atilar1 olsunlar. Frenet vektor alanlari arasindaki iliski asagida

verilmistir:
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T(s)=N(s),
N (s) = —cos 4T (s) +sin 6B(s), (2.11)
B(s) =sin 4T (s) + cos OB(s).

Burada @ agis1 Darboux vektorii ve ¢ egrisinin binormal vektorii arasindaki agidir [7].

2.15. Tanim

U, R? uzaymin irtibath bir agik alt ciimlesi ve ¢ :U — R® diizgiin ve regiiler bir doniisiim

olsun. @:U — @(U) déniisiimii bir homeomorfizm ise @(U) kiimesine, R® uzayinda bir

basit ytizey denir [4].

2.16. Tanim

Z,M hiperyiizeyi iizerinde bir birim dik vektdr alan1 olmak iizere, M nin bir p noktasinda,
S,(v,)=-D, Z (2.12)

esitligiyle tanimli S :T (M) —T (M) fonksiyonuna, M hiperylizeyinin p noktasindaki,

Z birim dik vektor alanina bagh sekil operatirii (Weingarten doniisiimii) denir [4].

M nin her bir p noktasmma S, fonksiyonunu karsilik getiren S doniisiimiine de, M

hiperyiizeyinin, Z birim dik vektor alanina bagl sekil operatorii (Weingarten doniisiimii)

denir.
2.17. Tanim

S, lineer doniisiimiiniin determinantina, M hiperyiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi

denir ve K(p) ile gosterilir [4].

K(p)=det(S,) (2.13)



11

2.18. Tanim

S

p

lineer doniisiimiiniin izinin yarisina, M hiperylizeyinin p noktasindaki ortalama

egriligi denir ve H(p) ile gosterilir [4]. Yani;

H (p) :%fZ(Sp) (2.14)

dir.

2.2.

M hiperyiizeyinin her bir p noktasma, K(p) sayisim karsilik getiren K fonksiyonuna

hiperytizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir.

hiperyiizeyinin her bir p noktasma, H(pP) sayisim karsilik getiren H fonksiyonuna

hiperyiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir.

Lorentz Uzayinda Temel Tamim ve Kavramlar

2.19. Tanim

V bir reel vektor uzayi olsun. Bir

<’>L

'V xV >R

doniisiimii,

Va,beR ve Yu,v,weV i¢in;

() (uv), =(v.u).,

(i) (au+bv,w) =a(u,w) +b(v,w) , (u,av+bw) =a(u,v) +b(u,w)

ozelliklerine sahip ise bu doniisiime v vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form denir

[3].
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2.20. Tanim

Vv vektdr uzayt lizerinde bir simetrik bilineer form (,) olsun.

(1) vveV Ve vs0 icin (v,v) )0 ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif tanimls,

(i) wveV ve v=0 igin (v,v) (0 ise (,) simetrik bilineer formuna negatif tanimiz,

(i) wweVv ve v=0 i¢in (v,v) =>0ise (,) simetrik bilineer formuna yari-pozitif tanimli,
(iv) weV ve v=0 icin (v,v) <0 ise (,) simetrik bilineer formuna yari-negatif tanimis,
(V) wweV igin (v,w) =0=w=0 ise (,) simetrik bilineer formuna non-dejeneredir denir

[3].

2.21. Tanim

V bir reel vektor uzayi ve

<’>|_ 'V xV >R

doniisimii simetrik, bilineer ve non-dejenere ise (,) ye Vv tzerinde bir skaler ¢arpim, bu

durumda Vv vektor uzayina da skaler ¢arpim uzayr denir [3].

2.22. Tanim

V bir reel vektor uzayi ve (,) :V xV — R simetrik bilineer form olsun.

() )w W xW —> R

negatif tammli olacak sekilde en biiylik boyutlu walt uzaymi boyutuna (,) simetrik

bilineer formunun indeksi denir ve V ile gosterilir [3].

Burada, 0<v<boyV dir.
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2.23. Tanim
v nin indeksi 1 ve boyV >2 ise v skaler ¢arpim uzayma Lorentz uzay: denir [3].

2.24. Tanim

R", n- boyutlu standart reel vektor uzayi olmak izere

VX = (X, Xys o0 X, )Y = (Y1, Youeens ¥,) € R™ iGin
() :R"xR" >R
(XYY (X,Y), ==Xy, + 2 %Y, (2.15)

i=2

skaler carpimma R" de Lorentz metrigi denir [3].

2.25. Tanim

R" iizerinde tanimli Lorentz metrigi ile {Rn,<,>l_} ikilisine indeksi 1 olan n- boyutlu Lorentz

uzay: denir ve R! veya IL" ile gosterilir [3].
2.26. Tanim

R, n- boyutlu Lorentz uzay1 olsun. Bir X e R vektori i¢in;

(1) (X,X),)0 veya X =0 ise X e spacelike (uzaysi) vektor,
(i) (X,X) (0 ise X e timelike (zamanst) vektor,

(ii) (X, X) =0 ise X e null veya lightlike (1siks1) vektor denir [3].
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2.27. Tanim

Bir X € IL" vektoriiniin normu

X[, =X %), (2.16)
ile tanimlanir [3].

2.28. Tanim

Bir M c R egrisinin teget vektor alan1 T olmak iizere;

(i) (T,T), )0 ise M egrisine spacelike egri,
(if) (T, T) 0 ise M egrisine timelike egri,

(iii) (T, T) =0 ise M egrisine null egri denir [3].
2.29. Tanim

M cR! de (I, @) koordinat komsulugu ile verilen bir egri olsun. M egrisinin birim teget

vektor alan1 T ve U da sabit birim vektor olmak iizere, s e | i¢in T ile U arasindaki ag1

sabitise M < R egrisine bir egilim ¢izgisi (helis) denir [25].
2.30. Teorem

M < R? egrisi (I,@) koordinat komsulugu ile verilsin. M nin (S)noktasindaki egriligi

ve burulmasi, sirasiyla, K ve 7 olsun. M bir egilim ¢izgisidir gerek ve yeter sart Vs < |

icin X sabittir [25].
T
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2.31. Tanim

X= (X, %, %), Y = (Y1, ¥, ¥s) € RS olmak iizere

.3 3 3.
x, 'Ry xR} - R7;

XX Y =(%Y, =% Y3, % Y3 =X Y1, %Yo =%, Y1) (2.17)
carpimina Lorentz vektorel ¢arpim denir [10].
2.32. Tanim

R? te agagidaki kosullar1 saglayan ciimlelere, sirastyla, Lorentz ( veya de Sitter) birim kiire

ve hiperbolik birim kiire denir [43]:

Sf:{x:(xl,xz,x3)eRf:<x,x>L:1}, (2.18)

H? :{x:(xl,xz,x3)eRf:<x,x>L :—1}. (2.19)

S ve H? nin tanjant demetleri ve birim tanjant demetleri

TS; ={(r.v) €SI xR} (y,v), =0}, (2.20)
TH’ ={(y,v) e H* xR} : (,v), =0}, (2.21)
UTS? ={(r,v) €SI xR :(y,v), =0,(y,v) =}, (2.22)
UTH? ={(y,v) e B’ xR} (y,v), =0,(.7), =1 (2.23)
seklindedir [43].

Eger 7 :1 = R — R egrisinin S parametresine gore hiz vektorii 7 '(S) , sirastyla, spacelike,

timelike veya null ise j egrisine, sirasiyla, spacelike, timelike veya null egri denir [43].
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71 =R — R} egrisinin Frenet operatérleri {T,N, B, x,z} olsun. y egrisi spacelike (veya

timelike) egri ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir:

T 0 x 0)\(T
N'|l=|-gx 0 7| NJ,
B' 0 gr 0O\ B

@
o
I

(@]
o

Burada, (T,T) =1 (veya (T,T) =-1), (N,N) =g==+1(veya (N,N) =1),

(B,B), =—¢ (veya (B,B) =1)dir [43].

Sekil 2.1. Lorentz birim kiiresi S?, hiperbolik birim kiire H? =H? UH? , lightlike koni A

Yukaridaki sekilde H? ve H? , sirasiyla, future-pointing hiperbolik birim kiire ve past-
pointing hiperbolik birim kiireyi temsil etmektedir.
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2.3. Oklid Uzayinda Regle Yiizeylerle flgili Temel Tanim ve Kavramlar

2.33. Tanim

M cR® yiizeyi verilsin. Vp€M noktasinda R® iin tamamen M de kalan bir dogrusu

varsa M e bir regle yiizey ve VP € M noktasindan gegen M de kalan bu dogruya da regle

yiizeyin dogrultmani denir [11].

Regle yiizey asagidaki parametrizasyonla verilir:

®:IxR>R?
(s,v) > @(s,V) = a(S) +va(s). (2.24)

Burada, @(S) dayanak egrisini ve a(S) ise birim dogrultman vektorii gostermektedir.
2.34. Tanim

O:I1xR->R?
(S,V) > D(s,V) = () +va(s)

regle ylizeyi Vs e | igin
D(s+27) =D(s) (2.25)

olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye kapalidir denir [11]. Kapali regle yiizeylerin

dayanak egrileri ve ana dogrularinin kiiresel gostergeleri kapali egrilerdir.

2.35. Tanim

Bir @(s,V) regle yiizeyinin ana dogrularinin her birini dik olarak kesen egriye regle yiizeyin

ortogonal yériingesi denir ve
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(a,dd) =0 (2.26)

seklinde gosterilir [11].
2.36. Tanim

Bir ®(s,V) regle yiizeyinin komsu iki dogrultmaninin orta dikmesinin dogrultmanlar

tizerindeki ayaklarina bogaz (striksiyon) noktas: denir [11].

2.37. Tanim

Bir O(S,V) regle yiizeyinin ana dogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz

noktalarinin geometrik yerlerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi (egrisi) denir [11].

Striksiyon egrisinin yer vektorii

ﬁ(S)=&(S)—Mé(S) 227

ja'(s)

seklindedir. Eger |a'(s)|=0 ise regle ylizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal regle

yiizeyin silindir olmasini karakterize eder. Regle ylizeyler i¢in striksiyon egrisi dayanak

egrisi olarak aliabilir.
2.38. Tanim

Bir @ (s,v) regle ylizeyinin bir ana dogrusunu kapsayan ve yiizey normaline dik olan

diizleme teget diizlem denir [11]. Bir @ (s,v) regle yiizeyinin
® (s,v) =a(S)+va(s)

denkleminden S ve V ye gore tiirevi alinirsa
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elde edilir. Buradan,
D xD, =(T +va')xa'
olur. Ayrica, yiizey normali

D xD, 1

= = T : .
|¢)SX(I)V| |®sx®v|( xa+va'xa) (2.28)

dir.
2.39. Tanim

Bir @ (s,v) regle yiizeyinin ana dogrulari boyunca teget diizlemleri ayn1 kaliyorsa regle

yuzeye agilabilirdir denir.
2.40. Tanim

Regle ylizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin ana dogrular arasindaki

actya oranina regle ylizeyin dagilma parametresi (dral) denir [11].

Boylece regle ylizeyin drali asagidaki gibi verilir:

da
det(—,4d,a’
(OIS )

P, = 7

a

a (2.29)

Regle ylizeyler i¢in dral, koordinat degisimlerine gore en basit diferensiyel invaryanttir.
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2.41. Teorem

®(S,V) regle yiizeyinin acilabilir olmasi icin gerek ve yeter sart dagilma parametresinin sifir

olmasidir [11].

2.4. Minkowski Uzayda Regle Yiizeylerle Ilgili Temel Tanmim ve Kavramlar

2.42. Tanim

R?, 3- boyutlu Minkowski uzayinda, verilen bir d dogrusunun, verilen bir ¢ egrisi boyunca

hareket ettirilerek bir ylizey elde edilebiliyorsa, bu yiizeye 3- boyutlu Minkowski uzayinda
bir regle yiizey denir [12].

2.43. Tanim

R? te bir regle yilizeyin ana dogrulari boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye

agilabilirdir denir [12].

2.44. Tanim

R? te agilabilir olmayan bir regle yiizeyin ana dogrusu, dayanak egrisi boyunca yiizeyi
olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi
(egrisi) denir [12].

2.45. Tanim

R? te bir regle yiizeyin ana dogrularinin herbirini dik kesen bir egri varsa, bu egriye regle

ylizeyin ortogonal yériingesi denir [12].
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2.5. Slant Regle Yiizeylerle Tlgili Temel Tanim ve Kavramlar

2.46. Tanim

a1 >R regiiler bir egri olsun. o egrisinin N asli normal vektdrii sabit dogrultulu bir U

birim vektorii ile sabit bir @ agis1 yapiyorsa, yani
<N,U>=cos€=sabit, 97:% (2.30)

sart1 saglaniyorsa, « egrisine bir slant helis denir [12].

2.47. Teorem

: 3. o e
a .| = R’regiiler bir egri olsun. « egrisinin egrilik ve burulmas, sirasiyla, K ve 7 olmak

lizere « egrisinin slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K2

—E(i) = sabit (2.31)
(k% +17%)2

olmasidir [12].

a=a(s), R® te tanimls regiiler bir egri ve bu egriyi dayanak egrisi olarak kabul eden ®

regle ylizeyinin parametrizasyonu asagidaki gibi verilir:
@ (s,v) =a(s)+vq(s). (2.32)

Ozel olarak, q vektorii sabitse yiizeye silindirik regle yiizey, aksi takdirde silindirik

olmayan regle yiizey ad1 verilir [37].

Bir @ regle yiizeyinin birim normal vektori
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o 2:x®, _ (a+vq)xq
|q)s><CDv| |(a'+vq')xq|

(2.33)

seklindedir [12].

Yiizeyin ayni ana dogrusunun V, #V, gibi farkli iki noktasindaki normal vektorleri

diistintiliirse, bu vektorlerin vektorel carpimindan
[(a+vq)xalx[(a'+v,q)xa]= (v, -V,) det(a',0,9)q (2.34)

bulunur. Eger det(a',q,q") =0ise ayn1 ana dogrunun her noktasinda normal vektorleri ayni
dogrultuda olup ylizeyin tekil olmayan noktalarinda teget diizlemleri aynidir. Béyle bir ana
dogruya torsal ana dogru adi verilir. Eger det(a',q,q")#0 ise ayni ana dogrunun her

noktasinda ylizeyin teget diizlemleri farkli olur. Bdyle bir ana dogruya da torsal olmayan ana

dogru adi verilir [37].
2.48. Tanim

Biitiin ana dogrulari torsal olan bir regle yiizeye agilabilir regle yiizey denir. Aksi halde,

regle ylizeye aykirt regle yiizey denir [37].
2.49. Teorem

Bir @ regle yiizeyinin agilabilir olmast igin gerek ve yeter sart det(a',q,q") =0olmasidir
[37].

Aykairt bir regle yiizeyin birim normal vektorii M(S,V), yiizeyin s =s, gibi torsal olmayan
bir ana dogrusu iizerinde, v — tooi¢in @ ya yakinsasin. Buradan,
. xq'
a= limm(s,,v) _ X9 (2.35)
\

—to0 |q '|
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elde edilir.

2.50. Tanim

Aykir bir regle ylizeyin S, ana dogrusundan gecen ve aya dik olan diizleme asimptotik
diizlem denir. Yiizeyin S, ana dogrusundan gegen ve asimptotik diizleme dik olan diizleme
merkez diizlem denir. Bu iki diizlemin degme noktasi olan C noktasina s, ana dogrusunun

bogaz noktast ad1 verilir. C noktasindan gegen, asimptotik diizleme ve merkez diizleme dik

olan dogrular ise, sirastyla, merkez teget ve merkez normal dogrular: olarak adlandirilir [37].

g Yadik olan ve Es. (2.31) kullanilmasiyla elde edilen h merkez normal vektorii

b

— (2.36)
a7

seklinde tanimlanir. Cbogaz noktasinin V parametresi i¢in hxm=0 oldugu goz Oniine

alinirsa

(2.37)

bulunur.
2.51. Tanim

Aykar bir regle ylizeyin biitiin ana dogrular1 iizerindeki bogaz noktalarinin geometrik yerine

bogaz ¢izgisi (striksiyon egrisi) denir ve bu egrinin denklemi
e(s) = a(s) L) (2.38)

(aa’)

ile verilir [37].
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2.52. Teorem

Aykir1 bir regle yiizeyin dayanak egrisinin bogaz ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(a',q"y=0 olmasidir [37].

Aykir bir regle ylizeyin dagilma parametresi

d- % (2.39)

olarak verilir.
2.53. Teorem

Bir @ regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilma parametresinin sifir

olmasidir [37].

2.54. Tanim

® aykir1 bir regle yiizey, C bu yiizeyin bir ana dogrusu iizerindeki bogaz noktasi ve g, h

ve avektorleri, sirastyla, ana dogrunun birim dogrultman vektorii, merkez normal ve

merkez teget vektorii olmak tizere, {C,q,h,a} ortonormal g¢atisina @ aykiri ylzeyinin

Frenet ¢atist denir [37].

Regiiler bir @ ylizeyinin bogaz ¢izgisi dayanak egrisi olarak alinsin. Bu takdirde, bogaz

¢izgisinin yay uzunlugu parametresi S olmak lizere, @ regle yiizeyinin parametrizasyonu
@ (s,v)=C(s)+vq(s) [6(s)|=1 (2.40)

ile verilir. Eger @ acilabilir bir regle yiizeyse bogaz cizgisinin teget vektorleri ana

dogrularla ¢akisir. Bu takdirde, bogaz ¢izgisinin teget vektorii i¢in
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dc

dc _ 2.41
al (2.41)

yazilabilir.

Eger @ regle yiizeyi iizerindeki biitiin ana dogrularin ((S) vektorleri orijin noktasina

baglanirsa, bu dogrular bir koni olusturur. Bu koniye ® yiizeyinin yénlii konisi denir. Y Onlii
koni, bir uzay egrisinin tegetler gostergesi diisiincesinin regle ylizeylere uyarlamasi olarak
diisiiniilebilir. Dolayisiyla, birim dogrultman vektorlerin u¢ noktalar1 birim kiire {izerinde

kiiresel bir egri ¢izer. Bu egriye ylizeyin kiiresel egrisi denir ve k; ile gosterilir. k; egrisinin

yay uzunlugu parametresi s, ile ifade edilir [37].

Yiizeyin K, kiiresel gostergesinin S, yay parametresine gére h ve a vektorlerine gore

tiirevlerini inceleyelim. h vektérii birim vektdr oldugundan (h,h)=1 olup, bu ifadenin

dh
tiirevi alindiginda (h,h") =0 elde edilir. Dolaysiyla, h'= Evektémnﬁn g ve a vektorleri
1

tarafindan gerilen diizlemde kaldigi goriilir. Buradan, &=¢&(s))ve u=u(s), s, yay

uzunlugu parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 olmak tizere

h'=£q+ pa (242)
yazilabilir. (h,q)=0 oldugundan, bu ifadenin tiirevi alindiginda

(h,q)+(h,q)=0 (2.43)
olup q'=h yazilirsa h birim vektor oldugundan Es. (2.43)

(h',q)+1=0 (2.44)

halini alir. Diger yandan, Es. (2.42), qile ¢arpilirsa g birim vektor oldugundan
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(ha)=¢ (2.45)

bulunur. Son olarak, Es. (2.44) ve Es. (2.45) den { =—1elde edilir. 1 =x(s,) alimirsa Es.
(2.42) den

h'=—q+xa (2.46)

bulunur. x =(h',a)ile taniml k fonksiyonuna yiizeyin konisel egrilik fonksiyonu denir.

Benzer sekilde, (h,a) =0 oldugundan

(h',a)+(h,a’y=x+(h,a’)=0 (2.47)

elde edilir ve boylece

(h,a'y=—x (2.48)

bulunur. Ote yandan, 7=7(s,), S, yay uzunlugu parametresinin diferensiyellenebilir

fonksiyonu olmak iizere @'=7Nyazilabilir. Bu ifade h ile i¢ carpilirsa,

(h,ay=n=-x (2.49)
Olacagindan

a=—xh (2.50)
elde edilir.

Eger @ yiizeyinin Frenet catisinin a(S) merkez teget vektorleri orijin noktasina baglanirsa,
bu vektorlerin ug¢ noktalarinin birim kiire iizerinde ¢izdigi egrinin yay parametresi S, 0lmak

tizere k,kiiresel egrisini ¢izilsin. Buradan
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S ' S dS3 )
s3:j|a|dsl:_|'zcd51:>¥:zc (2.51)
0 0

1
esitligine ulagilir.
2.55. Teorem

® bir aykiri regle ylizey olmak tizere, @ yiizeyinin yonli konisinin {O,q,h,a} Frenet

catisinin, K, kiiresel gostergesinin S, yay parametresine gére Frenet formiilleri,

q=n,
h'=-q+xa, (2.52)
a'=-xh

ds
seklindedir. Burada, d_53 =K= |a'| yiizeyin konisel egriligidir [37].
1

2.56. Tanim

Frenet formiilleri kinematik olarak sdyle yorumlanabilir: S zaman parametresi olarak

alindiginda, eger qana dogrulari yonlii koniyi giziyorsa, bu takdirde, {C,q,h,a} hareketli

catist Es. (2.52) ile verilen catiya gore hareket eder. Bu hareket, ani bir 6telemeden ziyade,
W =xq+a (2.53)

Darboux vektoriiyle verilen agisal hizli bir ani donme igerir [37]. Darboux vektoriiniin yonii

ani donme ekseninin yonii ile aynidir ve uzunlugu
W|=~1+x? (2.54)

kadardir. Boylece, Es. (2.52) ile verilen Frenet formiilleri
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q'=Wxqg, h'=Wxh, a'=wxa (2.55)
ile de verilebilir.
Aykirt bir @ regle yiizeyinin bogaz ¢izgisinin yay uzunlugu parametresi S olsun. Buradan,

2.56
kK, ds, ds ds (2:56)

ds ds K. .
olup K2=d—3ve k, = —=Xalmirsa kK =—% olur. Burada, «,ve «,fonksiyonlari, sirasiyla,
S

ds K,

ylizeyin birinci ve ikinci egrilikleri olarak adlandirilir [37].
2.57. Teorem

@ aykar bir regle ylizey olsun. x, = %, K, = % ve s, ile s;, sirasiyla, qve a vektorleri
S S

tarafindan cizilen k, ve k, kiiresel egrilerinin yay parametreleri olmak iizere, ® yiizeyinin

bogaz ¢izgisinin S parametresine gore Frenet formiilleri,

d—q = K;h,
ds
dh
K+ (2.57)
da_ —x,h
ds
ile verilir [37].
2.58. Tanim

@ ylizeyi, R’ uzayinda tamimli bir regle yiizey olsun. C(S), ® yiizeyinin bogaz ¢izgisi ve

s, bogaz cizgisinin yay parametresi olmak lizere; @ yiizeyi
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@ (s,v)=C(s)+va(s), |a(s)|=1

parametrizasyonuyla verilsin. {q,h,a} ve x =0, sirasiyla, yiizeyin Frenet gatis1 ve konisel

egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir G olmak {izere, yiizeyin g ana

dogrular G ile sabit ag1 yapiyorsa, yani
(q,0)=cos¥, 6?7&% (2.58)

ise @ regle ylizeyine q-—slant regle yiizey denir [44].

Bu tanimdan yola ¢ikilarak, bir ¢-slant regle yiizeyin ana dogrularinin birim dogrultular

birim kiirenin merkezine baglanirsa bu vektorlerin u¢ noktalarinin kiire iizerinde bir gember

veya ¢ember yay1 ¢izdigi sezgisel olarak sdylenebilir.

2.59. Tanim

@ yiizeyi, R’ uzayinda tammli bir regle yiizey olsun. C(S), ® yiizeyinin bogaz cizgisi ve

s, bogaz ¢izgisinin yay parametresi olmak iizere; @ yiizeyi
@ (s,v)=C(S)+va(s), [a(s) =1

parametrizasyonuyla verilsin. {qg,h,a} ve x =0, sirasiyla, yiizeyin Frenet catis1 ve konisel

egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir & olmak tizere, yiizeyin h merkez

normal vektorii G ile sabit ag1 yapiyorsa, yani

(h,0) = cos g, go;t% (2.59)

ise @ regle ylizeyine h—slant regle yiizey denir [44].
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q-slant regle yiizeylerdeki diisiinceye benzer olarak, bir h—slant regle ylizeyin h merkez

normal vektorleri birim kiirenin merkezine baglanirsa, bu vektorlerin u¢ noktalari, sezgisel

olarak, bir gember ya da ¢ember yay1 gizerler.

2.60. Tanim

@ yiizeyi, R® uzayinda tanimli bir regle yiizey olsun. C(S), @ yiizeyinin bogaz ¢izgisi ve

s, bogaz ¢izgisinin yay parametresi olmak iizere; @ ylizeyi
@ (s,v)=C(s)+va(s), |a(s)|=1

parametrizasyonuyla verilsin. {q,h,a} ve x =0, sirasiyla, yiizeyin Frenet gatis1 ve konisel

egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir & olmak iizere, yiizeyin a merkez

teget vektorll G ile sabit ac1 yapiyorsa, yani
. T
(a,u)=cos¥, ‘I’;tE (2.60)

ise @ regle yiizeyine a—slant regle yiizey denir [44].

q-slant ve h—slant regle yiizeylerdeki gibi, bir a—slant regle yiizeyde ylizeyin a merkez

teget vektorleri birim kiirenin merkezine baglanirsa, bu vektorlerin u¢ noktalari, sezgisel

olarak, kiire iizerinde bir cember ya da ¢ember yay1 cizerler.

2.61. Tanim

@ yiizeyi, R uzayinda taniml1 bir regle yiizey olsun. C(S), S yiizeyinin bogaz ¢izgisi ve s,

bogaz ¢izgisinin yay parametresi olmak iizere; @ yiizeyi

@ (s,v)=¢(8)+va(s), [d(s)=1
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parametrizasyonuyla verilsin. {q,h,a} ve x =0, sirasiyla, yiizeyin Frenet gatis1 ve konisel

egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir G olmak iizere, ylizeyin W Darboux

vektorl G ile sabit ac1 yapiyorsa, yani
W.u)=cosQ o2 (2.61)

ise @ regle yiizeyine W —slant regle yiizey denir [45].
2.6. Dual Uzayla Tlgili Temel Tanim ve Kavramlar

2.62. Tanim

a,a e R olmak iizere tiim (a, a*) sirali ikililerinin climlesini 1D ile gosterelim.
ID={(a,a):aa R} (2.62)
iizerinde VA=(a,a’) ve B=(b,b") e IDi¢in;

Toplama islemi: A+B=(a+b,a" +b")
Carpma islemi: AB=(ab,ab+ab")

Esitlik: A=B<a=bvea =bh
seklinde tanimlanirsa 1D ye dual sayilar ciimlesi denir [38].

Burada;

Cikarma: A+ X =B=X =(b—a,b" -a")
Sifir eleman: A+ X =A= X =(0,0)

) b ab"-a’b
Bolme: A#(0,a") olmak iizere AX =B= X :(E’T)
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seklindedir. Boylece toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikte ID nin birimli ve degismeli

halka oldugunu sdyleyebiliriz. Bu halkaya dual sayilar halkas: denir [38].

2.63. Teorem

ID dual sayilar halkasi, R reel sayilar ciimlesine izomorf olan bir alt climleyi alt cisim olarak

kapsar [38].

Bu teoremin sonucu olarak, bir A=(a,a") dual sayisinda areel sayisma A dual sayisinin

reel kism1 ve @ reel sayisina A dual sayisinin dual kismi adi verilir.

2.64. Tanim

ID deki reel birim eleman (L0) oldugu gibi dual birim eleman (0,1) dir ve £=(0,1) ile

gosterilir. Burada, £* =(0,0) oldugu agiktir [38].

2.65. Teorem

Bir Adual sayis1 A=(a,a ) =a+&a seklinde ifade edilebilir [38].
2.66. Teorem

Bir AeID dual sayisinin bir A4 < Rskaleri ile

A.A=(1,0).(a,a") =(1a,1a)

dir [15].

2.67. Tanim

ID* = IDxIDxID ={A=(a,a,a):a €ID,1<i<3} cimlesi iizerinde asagidaki gibi

toplama ve skalerle ¢arpma islemleri tanimlansin:
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+:1D°xID* - ID%,+:(A,B) > A+ B =(a, +b,,a, +b,,a, +b,)
ve

2IDxID® - ID%,.: (1, A) —> AA = (Aa,, Aa,, Aa,).

Bu islemlerle birlikte 1D® ciimlesi 1D iizerinde bir modiildiir ve bu modiile 1D~ Modiil

denir [38].
ID — Modiiliin elemanlar1 olan sirali dual say1 ti¢liilerine dual vektorler adi verilir.

2.68. Teorem

4,3 e R® olmak iizere 1D—Modiilde her bir dual Avektérii A=a+ d seklinde yazilabilir

[38].

2.69. Teorem

R® vektér uzayi 1D —Modiiliin elemanlari (&,0) seklinde olan bir alt ciimlesine izomorftur

[38].
2.70. Tanim
A=d+¢d, B=b+eb" e ID® dual vektsrleri i¢in i¢ carpim

(,)11D°*xID°® - ID

seklinde tanimlidir [15]. ID —Modiil {izerinde tanimli bu i¢ ¢arpim yani dual i¢ ¢arpim, reel

i¢ carpimin 6zelliklerini saglamaz. i1k ii¢ 6zellik saglanirken dérdiinciisii saglanmaz. Yani,
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(A, Ay>0 diyemeyiz ve (A Ay=0ise A=0olmak zorunda degildir. Her A B,C e ID®

vektorleri ve A e IDigin,

aksiyomlar1 saglanir.

2.71. Tanim

A, B e ID%i¢in vektorel ¢arpim,

>
X
o]l
I
o]
X
(o]
_|_
M
~~
|
X
(o]
_|_
Q|

b

bi¢iminde tanimlidir [38]. Burada esitligin sag kisminda kullanilan “X vektorel ¢arpim1’

R*teki vektorel garpimi ifade etmektedir.

2.72. Tanim

d# 0 olmak iizere bir A e ID?dual vektoriiniin normu,

\A\:qa ,<é’aﬂ >)=|a|+g<é’g ) (2.63)

dual sayisi olarak tanimlanir [38]. Burada normun tanimli olabilmesi i¢in & # 0olmalidir.
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2.73. Teorem

A= (0,d) e ID*olmak iizere

Q.
I
> >

birim dual vektordiir [15].

2.74. Teorem
Bir Ae ID® birim dual vektorii icin
& =1, (4,d)=0 (2.64)
dir [38].
2.75. Tanim
A=a+ed" e ID® olmak iizere

Dszz{A=a+ga*: A\:(l,O)} (2.65)

climlesine birim dual kiire denir [38].

2.76. Teorem (E. Study Doniistimii)

Birim dual kiirenin noktalari, R teki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir [38].
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2.77. Tamim

A B e ID%iki dual birim vektoriine karsilik gelen yonlii dogrular arasindaki ac1 @ ve

bunlarn R®teki eksenleri arasindaki uzaklik " olmak lizere,

<A, I§> =050 =cos(@+£0") (2.66)

esitligiyle verilen 0=0+¢e6" dual say1sina A ve B birim dual vektsrleri arasindaki dual
agi denir [38].

2.78. Tanim
ID® dual uzaymda a(s) = a(s) + ea’ (s) ifadesine bir dual uzay egrisi denir [38].

Burada, a(s)=(y(s),a,(s),a,(s))ve a’(s)=(a; (s), a,(s),a,(s)), Oklid uzayinda reel

degerli egrilerdir.

a:1 cR—ID% s a(s) = a(s) +&a (s)bir dual egri olsun. &(S) dual uzay egrisinin s,

den S ye kadar dual yay uzunlugu

&'(s)|ds = j|a'(s)|ds+gi<T,a*'(s)>ds =S+es (2.67)
S

S

|
s

olarak tanmimlanir. Burada, T vektorii, (S) reel gosterge egrisinin birim teget vektoriidiir.

2.79. Tanim

a1l cR —ID% s a(s) = a(s) +ea (s) birim dual teget vektorii

da da ds

—_=——_=-|: (2.68)
ds ds ds
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olarak tanimlanir [38].
Simdi T birim dual teget vektor oldugundan T nin 5 dual yay uzunlugu parametresine gore,

T _dTds_d'a o (2.69)
ds dsds ds’ '

ile verilen tirevi 1D® dual uzayinda egrinin doniis yolunu olger.

— vektoriiniin normuna ¢&(S) dual egrisinin egrilik fonksiyonu denir [38].

ds

O halde
~ 1dT
N=—— 2.70
i ds ( )

birim dual vektdriine @(S) egrisinin dual asli normal vektorii denir [38].

00>
Il
—,
X
=>

(2.71)

ile tanimlanan dual birim vektdriine @(S) egrisinin dual binormal vektorii denir [38].

Boylece olusturulan {f,Nl,é} dual catisina ID>te @(S) egrisi boyunca hareketli dual

Frenet ¢atist denir [38].

O halde Frenet formiilleri asagidaki gibi verilir:

) (0 & 0T
N'|l=|-& 0 7| N| (2.72)
B L0 -7 0)B
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Burada, K=Kk+&k Ve T=r+er, sirastyla, dual egrilik ve dual burulmayr temsil

etmektedir.
2.7. Dual Lorentz Uzayla Ilgili Temel Tanmim ve Kavramlar

2.80. Tanim

ID? dual uzay1 lizerinde i¢ ¢arpim olarak, Lorentz i¢ ¢arpim alinirsa, ID? dual uzayina

dual Lorentz uzay denir ve 1D ile gosterilir [13], [39].

2.81. Tanim

ID? teki herhangi iki A=a+ca ve B=b+eb dual vektoriiniin dual Lorentz i¢ garpimi

ve dual Lorentz vektorel carpimi, sirasiyla,

(AB)=(ab)+e((ab’)+(a"b)) (2.73)
ve
AxB=axb+e(axb +a xb) (2.74)

bi¢iminde tanimlanir. Burada, “(,)” ve “X7, sirasiyla, Lorentz i¢ carpim ve Lorentz

vektorel ¢arpimi temsil etmektedir [13], [39].

2.82. Tanim

A=a+ea’ e IDfoIsun.

i) a e R? bir timelike vektor ise A=a+sa” e ID? vektoriine dual timelike vektor,
ii) a e R? bir spacelike vektor ise A=a+esa” e ID? vektoriine dual spacelike vektor,

iii) a € R? bir null vektor ise A=a+ea” e ID} vektdriine dual null vektor
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denir [13].
2.83. Tanim

|a| =0 olmak iizere bir A=a+ea” e ID] dual vektoriiniin normu

‘A‘:|a|+g% (2.75)

bi¢iminde tanimlanir [13].
2.84. Tanim

A=a+sa" € ID? olmak iizere,

H? ={X =X+2x e ID] :(X, %), =-1(%,x") =0}, (2.76)
S ={X =%+2xX €ID} :(%,%), =-L(X,X") =0} (2.77)
kiimelerine, sirasiyla, dual hiperbolik birim kiire ve dual Lorentz birim kiire denir [40].

2.85. Teorem

ID? uzayindaki H? dual hiperbolik birim kiirenin ve S} dual Lorentz birim kiirenin
noktalari, sirasiyla, R} Lorentz uzayindaki yonli timelike ve spacelike dogrulara birebir

karsilik gelir [13].
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3. REGLE YUZEYLER VE BiRiM 2-KURENIN TANJANT DEMETI

Bu boliimde, birim dual kiire DS? ve birim 2-kiirenin tanjant demetinin alt kiimesi olan ™

arasindaki izomorfizm verilmistir. E. Study doniisiimiine gore; birim dual kiirenin
noktalarma R® te yonlii dogrular karsilik gelir. Bu doniisiimden yararlanarak, ™

iizerindeki tabii lift egrisine R’ te regle yiizey karsilik getirilmistir. Elde edilen regle
ylizeyin; striksiyon egrisi, sekil operatorii, ortalama ve Gauss egriligi hesaplanmistir.

Bunlara ek olarak, regle yiizeyin agilabilirlik sart1 incelenmistir.

3.1. Tanim

s?, R® te birim 2-kiire olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan climleye birim 2-kiirenin tanjant

demeti denir [42].

TS? ={(r.,v) e R*xR®:|y|=1,(y,v) =0}. (3.2)

™ , TS? nin alt kiimesi olsun. TM kiimesi asagidaki kosullar1 saglar:
™™ ={(7.V) e R*xR*:[y|=1,(7,7) =0}. (3.3)

Burada, ¥ ve V, sirastyla, 5 ve V nin tiirevlerini gostermektedir.

3.2. Tanim

r':1 - M diizgiin bir egri ve M, R te bir hiperylizey olsun. Asagidaki esitlikle tanimlanan

I' egrisine X in integral egrisi denir [6].

dr(s) _
ds

x(r(s)). (3.1)

Burada, X vektdr alam1 M de tanjant vektdr alanidir.
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3.3. Tanim

Verilen bir I egrisi igin TM iizerinde asagidaki esitligi saglayan I egrisine tabii lift egrisi

denir:
I:(S) = (]7(5): 17(5)): (y,(s)y(s),v’(s)v(s))- (34)
Burada D, R? te Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere

—d(zs)) = % (I'(r) = Dol (s) (3.5)

esitligi yazilabilir. Ayn1 zamanda,
TH = UT,i,p € i (3.6)
dir.

{T(s),N(s),B(s)}ve {T(s),N(s),B(s)}, sirasiyla, I'(s) ve I'(s) egrilerinin Frenet ¢atilari

olsun.
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=

" F
L—-
— e\ . .
L r(s)

F(r(s)) E(F(s))

I:(S] = ('}7(3),1?(5)) = [:‘}?(S)y(s)'v(s)u(s))

Sekil 3.1. I'(s) tabii lift egrisi

Yukaridaki sekilde,

F:M—>TM

Ve

Fop: TyM — Try (TH)

doniisiimleri M, TM, Tp1\71 ve TF(p)(TIVI ) arasindaki doniistimlerdir.

{,B_(s),w(s)} 1- parametreli dogru ailesi igin, {E(s),w(s)} ciftinin trettigi regle yiizey

asagida verilmistir:
d(s,V) = B(S)+Vw(s), Sel, veR. (3.7)

Regle yiizeyin striksiyon egrisi;

3(s) = A(s) — BEOW )
ﬁ(s) - ﬁ(s) (W’(S),W’(S)) . W(S) (3'8)
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olup eger B'(s) ve w'(s) i¢ carpimu sifira esitse S(s) ile B(s) ¢aksir.
E. Study doniisiimiinden yararlanarak su teoremi verebiliriz:

3.4. Teorem
Birim dual kiirenin noktalar1 R® teki yonlii dogrular ile birebir eslenir [38].

Birim dual kiire DS?ve birim 2- kiirenin tanjant demetinin alt ciimlesi olan TM arasindaki

izomorfizm asagida verilmistir:

TM - DS?,

F=@F0) T =7+e. (3.9)
3.5. Teorem

r (s) = 7(s) + €b (s) tabii lift egrisi DS? iizerinde S parametresiyle verilen egri olsun.
g p Yy

[(s) egrisi tarafindan R te iiretilen regle yiizey,

D(s,9) =7 (s)xV(s) + 97 (9),

olup bu regle yiizeyin dayanak egrisi,

B(s) =7(s) x 0(s) (3.10)
egrisidir [42].

Boylece; TM, DS? ve R® arasinda asagidaki izomorfizm mevcuttur:

TM - DS? — R3,

F(s) = (7(5),5()) = I'(s) = 7(s) + £5(s) > B(s,9) = 7(5) x V() + 97 (5), (3.11)
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Es. 3.10 ile verilen (s) = 7(s) X 9(s) egrisinin tiirevi alinirsa;

B(s) =7'(s) X 1(s) + 7(s) X 7' (s) =< 7'(5),7'(s) = 0 (3.12)

bulunur. 7 (s) birim olarak alinirsa agilabilir olma sart: asagidaki gibi elde edilir:

det ($(5),7(5),7/(9)) = (7(5) x 5(5) + 7(5) x 7)) 7'()

=< 7'(s),7'(s) >= 0. (3.13)
3.6. Lemma

r (s) = 7(s) + €0 (s) tabii lift egrisi DS? iizerinde bir egri olsun. Tabii lift egrisi tarafindan

iiretilen regle yiizey acilabilirdir gerek ve yeter sart < 7'(s), 7' (s) >= 0 dur.
Lemma nin ispat1 Es. 3.13 iin bir sonucudur.

3.7. Onerme

r (s) = 7(s) + &b (s) tabii lift egrisi DS? {izerinde bir egri olsun. Tabii lift egrisi tarafindan

tiretilen regle ylizey acilabilirdir gerek ve yeter sart I (s) ve y(s) aymi yay parametresine

sahiptir.
fspat

r (s) = 7(s) + €0 (s) tabii lift egrisi DS? iizerinde bir egri olsun. r (s) egrisinin normu

asagidaki gibi verilir:

F)| = G760+ j% (314)

S
'=f |f(s)|ds=s+e M. (3.15)
0

o JTE©¥()
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Lemma 3.6 dan regle ylizeyin agilabilirlik sart1 agagida verilmistir:
<7'(s),7'(s) = 0.

Sonug olarak;

elde edilir. O halde, r (s) ve 7(s) ayni yay parametresine sahiptir.
Asagida verilen dnermeler, regle ylizeyin agilabilir olma sart1 kullanilarak elde edilmistir:

3.8. Onerme

I = (7,0) tabii lift egrisi TM iizerinde bir egri olsun. I' = (7, D) egri ¢ifti involiit-evoliit

egri ciftidir gerek ve yeter sart I' egrisi tarafindan elde edilen yiizey agilabilirdir.
Onermenin ispat1 Lemma 3.6 dan agiktir.

3.9. Onerme

I' = (y,0) tabii lift egrisi TM iizerinde bir egri olsun. Tabii lift egrisi tarafindan tretilen
regle yiizey acilabilirdir gerek ve yeter sart I' egrisinin iirettigi ®@(s,J) regle yiizeyi

agilabilirdir.

3.10. Onerme

I = (,0) tabii lift egrisi TM iizerinde bir egri olsun. (3,7) egri ¢ifti involiit-evoliit egri
¢ifti ise B (s) striksiyon egrisi ve I” egrisinin iirettigi ®(s,9) regle yiizeyin A(s) dayanak

egrisi ¢akisir.
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Ornek

7(s) = (—sins, coss, 0), M iizerinde bir egri ve U(s) = (coss, sins, 5), R te bir vektor

olsun. [7(s)| = 1 ve < ¥,7 >= 0 oldugundan I" = (¥, D) tabii lift egrisi TM iizerindedir.

I egrisinin iirettigi regle yiizey

D(s, 9) =7(5)xV(s) + &7(s),

= (5coss—9sins,5sin s +3c0ss,—1)
dir. Bu regle yiizeyin dayanak egrisi

B (s) = (5coss, 5sins, —1)

dir. Aym zamanda, < 7'(s), 7'(s) >= 0 oldugundan elde edilen regle yiizey acilabilirdir.

Sekil 3.2. I'(s) tabii lift egrisi ve bu egri tarafindan iiretilen regle yiizey

® regle ylizeyinin sekil operatoriinii ve Gauss egriligini hesaplayalim:
D(s, 9) = (5c0ss—Isins,5sin s +3cos s, —1),
CT)S (s,9) =(-5sins—9coss,5coss—Isins,0),

@, (s,9) = (—sins,coss,0).
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<CT)S,CT) 9> =5#0 oldugundan {(T)S,CT) 9} kiimesi ortogonal degildir. Bu yiizden, Gramm-

Schmidt ortonormallestirme yontemi kullanilir. Daha sonra, bu ortonormal tabana gore sekil

operatorii hesaplanir.

@, ve @, vektorleri i¢in ortonormal taban agagidaki gibi elde edilir:

=

Il
m@l

X

S

)

el

1

25+ 9

N = (0,0,-9).

Boylece, sekil operatdrii i¢in asagidaki esitlikler yazilir:

S(El) = Al'El + /12.E2,
S(Ez) = g Ex + py. Es.

Sekil operatoriiniin katsayilari igin agagidaki esitlikler kullanilarak 44, A5, uq ve u, degerleri

hesaplanir:
-1 _ _ _

ﬂi = Tdet(q)ss’q)s’q)g)’

@[ ||

1 _
A= =————det(Dg,, D, D),
®.['[®,]

H =__—_3det(d_>33,d_>s,q_)3).

@, [|®,|
Burada;

@ (s,9) = (-5c0ss+3sins,—5sins—gcoss,0),
®_,(s,9) = (-coss,—sins,0),

®,,(s,9) = (0,0,0)



dir. O halde, gerekli hesaplamalar yapildiktan sonra asagidaki katsayilar elde edilir:

-1
CJ225497
S
2(25+9%)"

25+

=5

Ly=p=

Boylece, sekil operatdrii agagida verilmistir:

-1 5
. J24/25+82  2(25+9)
5 o519 |

2(25+ $?) 242

Gauss egriligi K ve ortalama egrilik H, sirasiyla, asagidaki gibidir:

K = det(S),

2
K=
425+ 9°)

H = Siz(s

_E Z( )1

2
b (-9 +27)

NN
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4. REGLE YUZEYLER VE PSEUDO-KURELERIN TANJANT
DEMETI

Bu boliimde; ilk olarak, Lorentz birim kiiresinin tanjant demetinin alt kiimesi ™ ve
Lorentz birim kiire S? arasindaki izomorfizm verilmistir. ikinci olarak, hiperbolik birim
kiirenin tanjant demetinin alt kiimesi ™ ve hiperbolik birim kiire H’ arasindaki

izomorfizm verilmistir. E. Study doniigiimiine goére S? veya H? iizerindeki herhangi bir

egriye R te regle yiizey karsilik gelir. Kurulan bu izomorfizm yardimuyla, T™ ve TM
tizerindeki herhangi bir tabii lift egrisine R? te bir regle yiizey karsilik getirilmistir. Elde

edilen regle yiizeyin; striksiyon egrisi, sekil operatorii, ortalama ve Gauss egriligi

hesaplanmistir. Bunlara ek olarak, regle yiizeyin agilabilirlik sart1 incelenmistir.

4.1. Tanim

~

3 .y
M, Rl te bir hiperyiizey ve I': I - M diizgiin bir egri olsun. Asagidaki esitligi saglayan I

egrisine X in integral egrisi denir [6].

O = x(r ). (4.1)

Burada, X vektor alan1 M de tanjant vektor alanidir.

4.2. Tamim

R? te asagidaki kosullart saglayan climlelere, sirasiyla, Lorentz birim kiiresi ve hiperbolik

birim kiire denir [43]:

Sf:{x:(xl,xz,x3)eﬂ%i:<x,x>L:1}, (4.2)

H? ={x=(X,%,%) e R :(x,x)_=-1}. (4.3)
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4.3. Tanim

Asagidaki kosullar1 saglayan climlelere, sirasiyla, Lorentz birim ve hiperbolik birim

kiirelerin tanjant demetleri denir [43]:

TS, ={(r.v) €SI xR} (y,v), =0}, (4.4)

TH’ ={(y,v) e H’ xR} :(y,v)_=0}. (4.5)
™ ve TM kiimeleri, sirastyla, TS? ve TH? nin alt ciimleleri olsun.

T™M ={(7,V) e R} xR} : (7, V), =0}, (4.5)

NI
I
~

>
Il
=
T~

I
|
~—
-

[l

| L
N

|

<l
~—
—

[l
=

™ ={(7,V) e RIxR?:( (4.6)

Yukaridaki ciimlelerde verilen 77 ve V, sirastyla, » ve V nin tiirevlerini temsil etmektedir.

4.4. Tanim

Verilen bir T" egrisi i¢in, asagidaki esitlikle verilen r egrisine ™ (veya ™ ) lizerinde

tabii lift egrisi denir.
L(s) = (7(5),Y(s)) = (7(5) () V(S)u(s))- (4.7)

Boylece, D, R} te Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere

d(T(s) d /o, ,
(dss - E(F (r) = Dol (s) (4.8)
yazilabilir.

H? ={X =X+2x 1D} (X, %), =-1(%,x") =0}, (4.9)
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S7 ={X =%+2&xX €ID} :(%,%), =-1(X,X") =0} (4.10)

kiimeleri, sirasiyla, dual hiperbolik birim kiire ve dual Lorentz birim kiire olarak tanimlanir

[43].

{B(s),w(s)} bir parametreli dogru ailesi icin, {B(s),w(s)} ciftinin irettigi regle yiizey

asagida verilmistir:
d(s,u) = L(s)+uw(s), sel, ueRr. (4.11)
Regle yiizeyin striksiyon egrisi,

B(s) = f(s) - EOQW O g (4.12)

(W' ()W’ ()1,
olup eger B’(s) ve w'(s) i¢ carpimu sifira esitse S (s) ile B(s) ¢aksir.
4.5. Onerme
Asagidaki izomorfizmler mevcuttur:

T™M — SZ,

1_“:(;7,v)|—>1:“:;7+a\7 (4.13)

ve

T=(F V) L=+, (4.14)
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4.6. Teorem (E. Study Dontigiimii)

ID? uzaymda H® dual hiperbolik ve S2 dual Lorentz birim kiirelerin noktalar ile R?

Lorentz ¢izgiler uzayindaki yonlii timelike veya spacelike dogrular birbirlerine karsilik gelir
[13].

R3te bir regle ylizey, bir dogrunun bir egri boyunca hareketiyle meydana gelir. Bu dogruya
yiizeyin tireteci denir. Eger yiizeyin indirgenmis metrigi Lorentz metrigi ise (yani; yiizeyin
her noktasindaki normal vektorii spacelike vektor ise) regle ylizeye timelike regle yiizey
denir. Benzer sekilde; ylizeyin indirgenmis metrigi pozitif tanimli Riemannian metrigi ise
(yani; yiizeyin her noktasindaki normal vektorii timelike vektor ise) regle ylizeye spacelike

regle yiizey denir.

Sonug olarak; E. Study doniisiimiiniin de yardimuiyla tabii lift egrisinin irettigi regle yiizeyle

ilgili asagidaki 6nermede verilen izomorfizmler mevcuttur:
4.7. Onerme
Asagidaki izomorfizmler mevcuttur:

™ — S/ > R?,

T=(F. V)T =7+e0=d(s,u) = 7(S)x,_V(S)+U7(s) (4.15)

ve

= (7. V) > T =7 +6V =®(s,u) = 7(5) x,_ V(S) + U7 (s). (4.16)

il
I

Asagida verilen Onermelerde, tabii lift egrisinin irettigi spacelike veya timelike regle

ylizeylerle ilgili baz1 sonuglardan bahsedilmistir:
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4.8. Onerme

[(s) = (7(s),V(s)) tabii lift egrisi TM iistiinde bir egri olsun. Eger £(s) =7(s)x, V(s)
dayanak egrisi spacelike bir egri ve 7(S) dogrultman vektorii timelike ise V(S) spacelike

dir. Elde edilen ®(s,u) regle yiizeyi R? te timelike regle yiizeydir.

4.9. Onerme

I(s) = (7(s),V(s)) tabii lift egrisi TM iistiinde bir egri olsun. Eger £(s)=7(s)x, V(s)

dayanak egrisi spacelike bir egri ise 2 durum mevcuttur:

i) 7(S) dogrultman vektorii timelike ise V(S) timelike dir. Elde edilen @(s,u) regle yiizeyi
R? te timelike regle yiizeydir.
i) 7(S) dogrultman vektorii timelike ise V(S) spacelike dir. Elde edilen d(s,u) regle

yuzeyi R? te timelike regle ylizeydir.
4.10. Onerme

T'(s) = (7(s),V(s)) tabii lift egrisi TM iistiinde bir egri olsun. Eger (s) = 7(s) x, V(s)
dayanak egrisi spacelike bir egri ve 7(S) dogrultman vektorii spacelike ise V(S) timelike dir.

Elde edilen ®(s,u) regle yiizeyi R? te spacelike regle yiizeydir.
4.11. Onerme

[(s) = (7(s),V(s)) tabii lift egrisi TM iistiinde bir egri olsun. Eger £(s) =7(s)x, V(s)
dayanak egrisi timelike bir egri ve 7(S)dogrultman vektorii spacelike ise V(S) spacelike dir.

Elde edilen ®(s,u) regle yiizeyi R? te timelike regle yiizeydir.
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4.12. Onerme

[(s) = (7(s),V(s)) tabii lift egrisi TM iistiinde bir egri olsun. Eger £(s) = 7(s)x, V(s)

dayanak egrisi spacelike bir egri ise 2 durum vardir:

i) 7(S) dogrultman vektorii timelike ise V(S) spacelike dir. Elde edilen ®(s,u) regle yiizeyi
R? te timelike regle yiizeydir.
i) 7(S) dogrultman vektorii timelike ise V(S) timelike dir. Elde edilen @(s,u) regle yiizeyi

R? te timelike regle yiizeydir.

F(s) = 7(s)x,_ V(s) dayanak egrisinin tiirevi alinirsa;

B'(8)=7'(s)x V() +7(5)x_V(s)

elde edilir. 7(S) birim olarak alimirsa tabii lift egrisi tarafindan iiretilen regle yiizeyin

acilabilir olma sart1 asagida verilmistir:

det(B3(s), 7(s), 7 '(8)) = (7 '(8) < V() + 7 (8) x, V()7 '(5)
=(7'(s).V'(s)), =0. (4.17)

4.13. Lemma

T(s) = (7(5),V(s)) tabii lift egrisi S2 de spacelike (veya H” de timelike) bir egri olsun. T(s)
tabii lift egrisi tarafindan {iretilen regle yiizey acilabilirdir gerek ve yeter sart

(7'(s),V'(s)),_ =0.
Lemma nin ispatt Es. (4.17) nin bir sonucudur.

Asagida verilen 6nermeler, regle yiizeyin acilabilir olma sart1 kullanilarak elde edilmistir:



57

4.14. Onerme

[(s) = (7(s),V(s)) egrisi ™ (veya ™ ) iistiinde tabii lift egrisi olsun. I'(s)tabii lift

egrisinin Urettigi regle ylizey agilabilirdir gerek ve yeter sart (7 (s),v'(s)), =0.

Onermenin ispat1 Lemma 4.13 iin bir sonucudur.

4.15. Onerme

[(s) = (7(s),V(s)) egrisi ™ (veya ™ ) iistiinde tabii lift egrisi olsun. (7(S),V(S)) egri
cifti involiit-evoliit egri ¢iftidir gerek ve yeter sart I'(s) tabii lift egrisinin iirettigi spacelike

veya timelike regle yiizey acilabilirdir.

4.16. Onerme

L(s) = (7(s),V(s)) egrisi ™ (veya ™ ) iistiinde tabii lift egrisi olsun. (¥(S),V(S)) egri
¢ifti involiit-evoliit egri ¢ifti ise [5(s) striksiyon egrisi ve @(s,u) timelike (veya spacelike)

regle yiizeyinin dayanak egrisi 4(s) cakisir.
Ornek

v(s) = (0, sinhs, coshs) egrisi M iizerinde spacelike bir egri ve v(s)=

(0,3coshs, 3sinhs), R? te timelike bir vektor olsun. (¥(s),y(s)), = —1 ve (¥(s), V(s)). =

0 oldugundan T'(s) = (¥(s),v(s)) egrisi TM iizerindedir. T'(s) egrisi tarafindan iiretilen
timelike regle ylizey

D(s,u) = 7(s)x, V(s)+uy(s) = (=3,vsinhs,vcosh s)
olup regle ylizeyin dayanak egrisi

B(S) = (_3! 01 0)
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dir. (7'(s),v'(s)), =0 oldugundan [(s) tabii lift egrisi tarafindan iiretilen timelike regle

ylizey acilabilirdir.

_50 -50

Sekil 4.1. T'(s) tabii lift egrisi tarafindan iiretilen timelike regle yiizey
o) regle yiizeyinin sekil operatoriinii ve Gauss egriligini hesaplayalim:

®(s,u) = (-3,vsinhs,vcoshs),

®_(s,u) = (0,ucoshs,usinhs),

®, (s,u) = (0,sinh s,cosh s).

<(T)s,(fu >|_ =0 oldugundan {(T)S,(T)u} kiimesi ortogonaldir. Regle yiizeyin normal vektorii

asagidaki gibi elde edilir:

Boylece, sekil operatorii i¢in asagidaki esitlikler yazilir:

S(El) = /11'E1 + /12.E2,
S(E2) = pq-Ey + pip. E3.
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Sekil operatoriiniin katsayilari i¢in agagidaki esitlikler kullanilarak A, A5, uq ve u, degerleri

hesaplanir:
_1 _ B _
A = —5—det(¢ss, s, p,) = 0
65”1
-1 _ _ _

A = = fdet , , :0

2~ H |¢s|2||¢v|2 (@sv, b5 B0)
H2 = i@ |<1>u|3 det(®yy, s, $,)=0.

Boylece, regle yiizeyin sekil operatorii asagida verilmistir:
_(0 0
5=(o o)

Gauss egriligi K ve ortalama egrilik H, sirasiyla, asagidaki gibidir:

K = det(S),

K =0.

H= 1iz(S),
2

H=0.

Ornek

~

7(s) = (\/_ sm( ) -2 cos( ), ) egrisi M iizerinde spacelike bir egri ve v(s) =

(%cos (%),%sin (\/%),O), R? te spacelike bir vektor olsun. (y(s) y(s)) =1 ve
(¥(s),¥(s)), = 0 oldugundan T(s) = (¥(s),%(s)) egrisi TM iizerindedir. T(s) egrisi
g

tarafindan tiretilen timelike regle ylizey

B(s,U) = 7(5) x, V(S) + U7 () = (Uv2 sin(—=), ~u/2 coS(—=

5 ik

olup regle ylizeyin dayanak egrisi
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B(S) = (_1! 01 O)

dir. Dahasi, (7 (s),v'(s)), = 0oldugundan I'(s) tabii lift egrisi tarafindan iiretilen timelike

regle yiizey agilabilirdir.

Sekil 4.2. T'(s) tabii lift egrisi tarafindan iiretilen timelike regle yiizey

o) regle yiizeyinin sekil operatoriinii ve Gauss egriligini hesaplayalim:

j_), U2 cos(—=

) usin(—=

®(s,u) = (U2 sin(—= J_) -1)

®_(s,u) = (ucos(—=

0
\/—) ),
),—/2 cos(

2

®,(5,u) = (V2 sin(—

5 70

olup <CT)S,CT)U>L =0 oldugundan {(T)s,‘l)u} kiimesi ortogonaldir. Regle yiizeyin normal

vektorii asagidaki gibi elde edilir:
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Boylece, sekil operatdrii i¢in asagidaki esitlikler yazilir:

S(El) = Al'El + /12.E2,
S(E3) = wy-Ey + py. Es.

Sekil operatoriiniin katsayilari i¢in agsagidaki esitlikler kullanilarak A4, A,, u; ve u, degerleri

hesaplanir:

A1 | — | |_ |det(¢ss: ¢s: ¢v) -

A, = =%det_,_,_ =0
2 = U |¢S|2”¢v|z (Psvs Ps) )

Uz = 4. |<1> E det((pvv'(psr (pv) 0.

Boylece, regle ylizeyin sekil operatorii asagida verilmistir:
_(0 0
5=(p o)

Gauss egriligi K ve ortalama egrilik H, sirasiyla, asagidaki gibidir:

K = det(S),

K =0.

H =iz
_E Z( ):

H = 0.
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5. SLANT REGLE YUZEYLER VE BiRiM 2-KURENIN TANJANT
DEMETI

Bu boliimde, birim dual kiire DS? ve birim 2- kiirenin tanjant demetinin alt kiimesi ™

arasindaki izomorfizm ve E. Study dontigiimii yardimiyla R te tabii lift egrisinin striksiyon

egrisinin iirettigi slant regle yiizeyler tanimlanmistir. Dahasi, alinan bir regle yiizeyin slant

regle yiizey olma sart1 verilmistir. Daha sonra, R® te C:]—, h-ve a- slant regle yiizeyleri

tanimlanmustir.

R® te (T)(U V)= a (u)x 9 (u)+ Vﬁ (u) esitligiyle verilen regle ylizey asagidaki 3 sart1 saglarsa
elde edilen q?(u,v) sirastyla, 04— (veya h-, 5—) slant regle yiizey denir:

R S V2 (DX (1)
i) ®(u,v) regle yiizeyinin dayanak egrisi, Bu) = (a(u)x 3 (u)) - q'(u),g'(u) q(u),

cd

on

seklindedir.

i) (§0).5'@))=0 ve [F)| =1 olmalidr.

i) a - (ﬁ—, 5—) vektori sifirdan farkli sabit bir vektorle sabit bir ag1 yapmalidir.

I'(u) = G(u)+ £9*(u), DS’ iizerinde U parametresiyle verilen tabii lift egrisi olsun. '(u)

striksiyon egrisinin Urettigi regle yiizey;
Puv) =T(U)xF (W) +vG(u)uel,§ 9 (5.1

olup bu regle yiizeyin dayanak egrisi

B(u)=G(u)x3*(u) (5.2)
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dir.
Sonug olarak; asagidaki izomorfizm yazilabilir:

T™M — DS? > R®,

F(W) = @(), 8% () - () = Gu) + £8* () - f(u,v) = () x () + Vi ().

—
—

Asagidaki alt basliklarda, sirastyla, C:I -, ﬁ—,a_—slant regle yiizeylerle ilgili tanim ve

teoremler incelenecektir.

5.1. Birim 2-Kiirenin Tanjant Demeti ve - Slant Regle Yiizeyler
Bu boliimde, R3te q - slant regle yiizeylerle ilgili tanim ve teoremler verilecektir.

5.1. Tanim

Tw = (cj(u),ﬁ*(u)),TM iizerinde tabii lift egrisinin striksiyon egrisi olsun. R® te [(w)

egrisinin iirettigi regle yiizey ¢ (u, v) olsun.

$(u,v) = f(W) +vq(w) (5.3)
olup B(w), ¢(u,v) regle yiizeyin dayanak egrisidir. {c‘?, ﬁ, a ki, 1;2}, ¢ regle yiizeyinin
Frenet operatdrleri olmak iizere ana dogrunun birim dogrultman vektort, sabit bir 4 ile sabit

a¢l1 yapiyorsa; yani

<ﬁU> = C0s# = sabit 97&%

ise ¢ regle yiizeyine g — slant regle yiizey denir.
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5.2. Teorem
$, g — slant regle yiizeydir gerek ve yeter sart

ki

tang == (5.4)
k2

sabittir. Burada; 6 acis1, § ve sabit dogrultu arasindaki acty1 belirtir.
fspat

Tw = (c_l (w), 5*(u)) , TM iizerinde tabii lift egrisinin striksiyon egrisi ve ¢ (u, v), I'(u) egrisi

tarafindan iiretilen regle yiizey olsun. Béylelikle, ¢ regle yiizeyi

<ﬁ,U>=cosH=sabit (5.5)

esitligini saglar. Es. (5.5) in u parametresine gore tiirevi alinirsa (ﬁ, u) =0 elde edilir.

Boylece, u vektorii g ve @ nin gerdigi diizlemde yatar.
il = (cos0)J + (sinb)a. (5.6)

Es. (5.6) nin u ya gore tiirevi alinirsa agsagidaki esitlik elde edilir:

0 = (cosk; — sinBEz)ﬁ. (5.7)
Boylece, tan 8 = % sabittir.
2

Tersine, Es. (5.4), ¢ regle yiizeyi i¢in saglansin. O halde, asagidaki esitlik yazilabilir:

i = (cosH)q + (sind)a. (5.8)
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Es. (5.8) in tiirevi alinirsa ve Es. (5.4) kullanilirsa 4’ = 0 elde edilir. Boylelikle, u sabit bir

vektordiir ve (g,) = cos sabittir. Sonug olarak, ¢, g — slant regle yiizeydir.
5.3. Teorem

&, g — slant regle yiizeydir gerek ve yeter sart det(ﬁ , a, a )=0 dur.

fspat

®, R*te bir regle yiizey olsun. Frenet formiillerinden,

= I;]_;_)l,

o)

S
QN

a":_];%gl“l‘];i +E1E2

)

"= (=3k k1) + (ki — k3 — K k3R + (2Rik, + kpkey )
dir. Boylelikle, determinant yardimiyla asagidaki esitlik elde edilir:

det(",q",q") =k’k,’ (Z)" (5.9)

ey

N

@ bir regle yiizey olsun. Teorem 5.1.2 den, % degeri sabittir. Boylelikle, det(ﬁ’,ﬁ”,ﬁ”’)
2

degeri sifira esittir.

Tersine, det(q',q",q") =0 olsun. Es. (5.9) dan% sabittir. Boylelikle, ¢ , R%te § — slant

2

regle ylizeydir.
5.4. Teorem

$, @ — slant regle yiizeydir gerek ve yeter sart det(a',a",a"™) =0dur.
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fspat

®, g — slant regle yiizey olsun Frenet formiillerinden,

det(@',a",a") =k’ (::—1) 3 (5.10)

@, tabii lift egrisinin striksiyon egrisi tarafindan iiretilen regle yiizey olsun. Teorem 5.1.2

K, . o
den krldegerl sabittir. Boylece, det(a a' a”’) degeri sifira esittir.

Tersine, det(@’,a”,a") = 0 olsun. k, egriligi sifirdan farkl oldugundan % degeri sabittir.
2

Boylece, ¢, g — slant regle yiizeydir.

5.5. Teorem

$, q - slant regle yiizeydir gerek ve yeter sart

3" = mg' + 3k, R’ (5.11)
dir. Burada,

k,"
m=-2 — k +k

" ( )

=<

dir.
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fspat

$, g — slant regle yiizey olsun. Frenet formiillerinden,

5” = _I_C%a + I_Ciﬁ + klkzé,

C:I’/// — (_31_61]_61)5 + (]_ci' — ]_(i)’ — I_{ll_{%)ﬁ + (ZI_Cil—CZ + Eékl)&

K, . g o e
yazilir. = nin tiirevi alinirsa asagidaki esitlik elde edilir:

klké = kzk:ll. (5.12)

2

q'"" tirevinde Es. (5.12) yazilirsa,
= ki’ 7,2 iA=-U L L'\= L L\=2
= (k_l_ i = kz) q' — (3kik1)q + (3kzk1)a (5.13)

elde edilir. Frenet formiilleri kullanilarak Es. (5.13) ten Es. (5.11) elde edilir.

Tersine, Es. (5.11) saglansin. |’:l= % esitliginin birinci ve ikinci tiirevi alinirsa asagidaki
1

esitlikler elde edilir:

) k{ 2y 1Y) 2,

m=—(2)7+ ()" (5.14)

Zn k{ 12r ki 2y 2111

R = —G)'T - 26T+ T (5.15)

Es. (5.15) te Es. (5.11) yerine konulursa

Nz K121 kis =7 NA
R = =260~ () + 517 +3G@Dh (5.16)

elde edilir. Boylelikle,
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= kiys =7 L2 ki\o3 ko ki 2
R = =[G + 518 — kg - 2GH*h + (FHa (5.17)

dir. Diger yandan, Frenet formiillerinden

W' =~k — ki3 — k3h + Ky (5.18)
yazilir. Es. (5.18) de Es. (5.17) yerine konursa asagidaki esitlik elde edilir:

k, _ Kk

R (5.19)

Es. (5.19) un integrali alinirsa % nin sabit oldugu sonucuna ulagilir. Teorem 5.1.2 den ¢,
1

g — slant regle yiizeydir.

5.6. Sonug

®, R’te q - slant regle yiizeydir gerek ve yeter sart striksiyon egrisi R*te helistir.

5.2. Birim 2-Kiirenin Tanjant Demeti ve h - Slant Regle Yiizeyler
Bu béliimde, R3te  — slant regle ylizeylerle ilgili tanim ve teoremler verilecektir.
5.7. Tanim

fw = (q(u),ﬁ*(u)),TIVI iizerinde tabii lift egrisinin striksiyon egrisi olsun. R® te F'(w)

egrisinin iirettigi regle yiizey ¢ (u, v) olmak iizere

G, v) = B(w) + vqw) (5.20)
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olup B (w),p(u, v) regle yiizeyinin dayanak egrisidir. {ﬁ, h,a,ky, Ez}, ¢ regle yiizeyinin
Frenet operatorleri olmak tizere eger yiizeyin merkez normal vektorii, sabit bir # ile sabit a¢1

yapiyorsa; yani
<H,U> =cosp=sabit = %
ise ¢ regle yiizeyine h — slant regle yiizey denir.

5.8. Teorem

®, h — slant regle ylizeydir gerek ve yeter sart

@y 521)
(kI+k5)2 ™2

ifadesi sabittir.

fspat

Fw) = (cj (w), 5*(u)) ,TM iizerinde tabii lift egrisinin striksiyon egrisi ve ¢ (u, v), I'(w) egrisi
tarafindan tretilen h — slant regle yiizey olsun. Boylelikle, <ﬁ ﬁ> = cosp = ¢ olup bu i¢

carpim sabittir.

i = by (W) (w) + ch(w) + by (W) (w) (5.22)

olsun. by = by (u) ve b, = b,(u), u parametresine bagli diizglin fonksiyonlardir. % sabit

oldugundan Es. (5.22) nin tiirevi alinirsa

bi - C];l = 0,
bllzl - szz = 0,
bé + CI;Z = 0

elde edilir. b,k; — bk, = 0 igin
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b =b, ﬁ (5.23)
kl

dir. Ayni zamanda

(G,0)y=b’+c*+b] (5.24)

sabittir. Es. (5.23), Es. (5.24) te yerine yazilirsa

2 lzz 2 2
b2 (L+(2)) =n (5.25)
1

esitliginin sabit oldugu elde edilir. Bu esitlikte, n = 0 ise b, = 0 dir ve b; =0, ¢ = 0 dur.
Buradan, i = 0 elde edilir ki bu da bir celiskidir. O halde, n # 0 dir. Es. (5.25) ten

b, = + — (5.26)

K
42

elde edilir. b} + ck, = 0 olup Es. (5.26) dan

d _ —
Eli 1+<’;2)2] = —ck,. (5.27)
O halde,

2

k, : :Ezl (5.28)
(k? +k;7)?

sabittir. Boylelikle, istenen sonug elde edilir.

Tersine, Es. (5.21) sabit olsun. Yani;
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I, 2
K™ _C_|_sabit. (5.29)

3

(k?+k;)?

O halde, agagidaki esitligi tanimlayabiliriz:

=t zihe a3 (5.30)

Es. (5.30) un u ya gore tiirevi alinirsa ve Es. (5.21) kullanilirsa % = 0 dir. Yani; u sabit

vektordiir. Diger yandan, <ﬁ, 17> ic carpimu sabittir. Boylelikle, ¢, h — slant regle yiizeydir.
5.9. Teorem

¢, k, =1olan R’te slant regle yiizey olsun. Ikinci egrilik fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik

vardir:
kp(w) =+ \/tan+W' (5.31)
fspat

@, k; =1 olan R*te slant regle yiizey olsun. Boylece
<ﬁ, U> = C0S @ = sabit (5.32)

tir. Es. (5.32) nin u ya gore tiirevi alinirsa

(=3 + k,a,ii) =0 (5.33)

(q,4) = k,{(a, u). (5.34)
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(@) = x alinirsa asagidaki esitlik yazilir:
i = kyxq + cos<pﬁ + xa. (5.35)
4 birim olup Es. (5.35) ten

x = +-209 (5.36)

+ cosqoﬁ + Sm(f a. (5.37)

<—(1 + k2)h + kyd, ﬁ> =0 (5.38)

elde edilir. Es. (5.32), Es. (5.38) de yerine konulursa ve x yerine degeri yazilirsa asagidaki
esitlik elde edilir:

g Lrk)cose.

< (5.39)
Es. (5.36) ve Es. (5.39) dan asagidaki diferansiyel denklem yazilir:
ttang k_é s +1=0. (5.40)
(1+k3)2
Es. (5.40) 1n integrali alinirsa asagidaki esitlik elde edilir:
ttang 2 futc=0. (5.41)

/1+R§
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u — u — cyazilip Es. (5.41) asagidaki gibi yazilabilir:

+tang 2 = . (5.42)

/1+Tc§

Bu esitlik, k,(u) = + = sonucunu Verir.

u
JtanZp—

Tersine, k,(w) = + ——

+ = Olsun. x esitligi asagidaki gibi yazilr:

sin sin
k2 1+L
1+k; tan2p—u?

= tcos@,/tan?¢p — u?. (5.43)

k, pozitif (negatif) isaretli oldugu zaman x pozitif ( negatif) isaret alir ve ¢ sabittir. Boylece,

k,x = —scosg

dir. ¥ asagidaki gibi diisiiniiliirse Es. (5.44) yazilabilir:
U = cosg (uc:i +h+ (tan%g — uz)c;i). (5.44)

U nun sabit oldugu ve h ile sabit bir @ agis1 yaptig ispatlanacaktir. Es. (5.44) {in tlirevi

alinirsa ve Frenet formiilleri kullanilirsa ¥’ = 0 elde edilir. Yani; % nun yoni sabittir ve

<ﬁ 17> = cosg sabittir. Boylelikle, ¢, R3te i — slant regle yiizeydir.

Diger yandan, f striksiyon egrisi ¢ de jeodezik ise £ nin aslinormal vektérii 7 ve merkez

normal vektorii & cakisir. O halde, asagidaki sonug verilebilir:

5.10. Sonug¢

7 striksiyon egrisi ¢ de jeodezik olsun. O halde; ¢, — slant regle yiizeydir gerek ve yeter

sart striksiyon ¢izgisi RR? te slant helistir.
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$ regle yiizeyi agilabilir ise § nin Frenet ¢atisi {t, 7, E} ve regle yiizeyin Frenet ¢atisi {c? ﬁ cjz}

ile cakisir. O halde asagidaki sonug verilebilir:

5.11. Sonug

¢ regle yiizeyi acgilabilir olsun. ¢, h — slant regle yiizeydir gerek ve yeter sart striksiyon

egrisi Rte slant helistir.
5.3. Birim 2-Kiirenin Tanjant Demeti ve a-Slant Regle Yiizeyler

Bu boliimde, R*te § — slant regle yiizeylerle ilgili tanim ve teoremler verilecektir.

5.12. Tanim

Tw = (c_[(u),ﬁ*(u)),TM tizerinde tabii lift egrisinin striksiyon egrisi olsun. Rte f(w)

egrisinin iirettigi regle yiizey ¢ (u, v) olsun.
$(u,v) = f(W) +vq(w) (5.45)

olup B (w), ¢ (u, v) regle yiizeyinin dayanak egrisidir. {c‘}, hé, ki, Ez}, ¢ regle yiizeyinin

Frenet operatdrleri olmak iizere eger yiizeyin merkez tanjant vektori, sabit bir 4 ile sabit ag1

yaptyorsa; yani,

(a,U) = cos u = sabit uzZ

ise ¢ regle yiizeyine a — slant regle yiizey denir. Es. (5.6) dan ¢, @ — slant regle yiizeydir
gerek ve yeter sart ayni regle yiizey g — slant regle yiizeydir. Bu yiizden, § — slant regle

yiizeylerle ilgili verilen tiim teoremler @ — slant regle yiizeyler igin de gegerlidir.
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Ornek

¢ (u,v), R’te asagidaki esitlikteki gibi verilen slant regle yiizey olsun.
¢(u,v) = (cos(u + 1), vcosu, vsinu).

Yiizeyin dayanak egrisi

L (u) = (cos(u +1),0,0)

dir. Burada,

c‘?(u) = (0, cosu, sinu)

dur ve striksiyon egrisinin yay parametresi i = arccos(—s — cos1) — 1 dir.

Bw) = Gw) x 9" (w) oldugundan

3" (u) = (O, —%tan u(cos(2u +1) + cosl),%(cos(Zu +1) +cos1)). 9" (u) = (0, -%tanu(cos(Zu +

1+ cosl),%(cos(Zu +1) + cosl)).

<(:i (w), 5*(u)> = 0 ve |g(w)| = 1 oldugundan '(u) = (g(w), 9*(w)), TM iizerindedir. Bdylelikle

striksiyon egrisi ve ¢ (u, v) nin Frenet vektorleri asagida verilmistir:

B(s) = (—s — cos1,0,0),
E;(s) = (0, cos(arccos(—s — cos1) — 1), sin(arccos(—s — cosl) — 1)),

ﬁ(s) = (0, —sin(arccos(—s — cos1) — 1), cos(arccos(—s — cosl) — 1)),

acs) = (1,0,0).



Frenet vektorlerinin tiirevleri alinirsa;

dg 1
i (0, — sin(arccos(—s — cos1) — 1), cos(arccos(—s — cosl) — 1)),
ds J1— (s + cos1)?
dh _ 1 .
PP vy (0, — cos(arccos(—s — cos1) — 1), — sin(arccos(—s — cos1) — 1)),

d

—=(,0,0

IS 1,0,0)

1

elde edilir. Burada; k; = er

Sekil 5.1. ['(u) striksiyon egrisi tarafindan iiretilen ¢ (u, v) slant regle yiizey

k, = 0, sirastyla, ¢ nin egrilik ve burulmasidir.
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6. DARBOUX SLANT REGLE YUZEYLER VE BiRiM 2-KURENIN
TANJANT DEMETI

Bu boliimde, birim dual kiire DS? ve birim 2- kiirenin alt ciimlesi TM  arasindaki

izomorfizm ve E. Study doniisiimii yardimiyla R® te tabii lift egrisinin striksiyon egrisinin
tirettigi Darboux slant regle yiizeyler tanimlanmistir. Daha sonra, bu slant regle yiizeyle ile
ilgili baz1 teoremler verilmistir.

6.1. Tanim

R® te d_)(u V)= a (u)x 9 (u)+ VCZI (u) esitligiyle verilen regle ylizey asagidaki 3 sart1 saglarsa

elde edilen ¢3(u,v) regle yiizeyine Darboux slant regle yiizey denir:
i) d(u,v) regle yiizeyinin dayanak egrisi

(B'W).a'W) .

A = W) %5 (@)~ frc e Q)

o
on

-

seklindedir.

i) (G, 3" ()=0ve [§()] =1 olmahdir

i) W vektorii sifirdan farkli sabit bir vektorle sabit bir ac1 yapmalidir.

6.2. Teorem
b, R® te Darboux slant regle yiizey ise ¢ nin K kanonik egriligi sabittir.
fspat

b, RR*te Darboux slant regle ylizey olsun. Sifirdan farkli @ igin
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<17T?, ﬁ) — sabit. 6.1)

Es. (6.1) in tiirevi alinirsa, iki olasilik ortaya ¢ikar:

K=0,

(q,4) = 0.

(ﬁ, ﬁ) = 0ise u, 5 ya diktir ve asagidaki esitlik yazilir:

l_i = alfl + azczl. (62)

Burada, a; ve a, diizgiin fonksiyonlardir. Es. (6.2) nin tiirevi alinirsa ve Frenet vektorleri

kullanilirsa;
—a,G + (a, — Ray)h + (a + kay)d (6.3)

dir. {5, ﬁ, czl} lineer bagimsiz oldugundan Es. (6.3) ten asagidaki esitlikler yazilir:

Yukaridaki esitliklerden, a; = a, = 0 elde edilir ki % = 0 sonucunu verir. Bu bir ¢eliskidir.

O halde, (g,1) # 0 dir. Béylelikle, 7 sabittir.

6.3. Teorem

9, R*te Darboux slant regle yiizey ise det (W, W’, W") =0 dir.
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b, R*te Darboux slant regle ylizey olsun. Darboux vektorii ve tiirevlerinden asagidaki

esitlikler yazilir:

I
=
e
+
[

SIS
ol

det (W, W', W' = ()2

elde edilir. 4,
halde, det (W, W, W”) = 0 du.

6.4. Lemma

N = K' .
, h —slant regle yiizeydir gerek ve yeter sart ——— sabittir.
gle yuzeydir g Y 3
(1+x?)?

6.5. Teorem

Her h - slant regle ylizey Darboux slant regle yiizeydir.

fSpat

9, R3te h—slant regle yiizey olsun. O halde, asagidaki esitlik yazilir:

(ﬁ, U) = cosO = sabit.

(6.4)

R’te Darboux slant regle yilizey oldugundan Teorem 6.2 den fk sabittir. O

(6.5)
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6 agis1 h ve U arasinda sabit acidir. Lemma 6.1 den asagidaki esitlik yazilabilir:

= _ K = 7 1 2
Uu=7—q+ cos6h + —a. (6.6)

+ cosH}:{. (6.7)

O halde, |u| = V1 + cos?28 sabittir ve Es. (6.7) den asagidaki esitlik yazilir:

<W, ﬁ) = |W| + cos@ <W, H) (6.8)
<W, ﬁ) = |W| || cosA olup cosA agisi W ile @ arasindaki agidir. Es. (6.8) den,

|i]cosA = 1. (6.9)
Buradan,

cosA = m = sabit (6.10)

bulunur. Boylece <W, Ti) sabittir. ¢, RR® te Darboux slant regle yiizeydir.
6.6. Teorem

9, R®te Darboux slant regle yiizey olsun. g, h- slant regle yiizey ise ayn1 zamanda q-

(veya a —) slant regle yiizeydir.
fSpat

¢, Darboux slant regle yiizey oldugundan x sabittir. 4, h— slant regle yiizey ise
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a. (6.11)

K sabit oldugundan son esitlikten (g, ) (veya (a, )) sabittir. O halde; ¢, § — (veya a -)

slant regle yiizeydir.
Teoremin tersi daima dogru degildir. Asagidaki teorem, Teorem 6.6 nin 6zel halidir.

6.7. Teorem

¢, Darboux slant regle yiizey olsun. 4, h - slant regle yiizeydir gerek ve yeter sart A sabit

olmak {izere (czl, ﬁ) = cosA = iisk(i Ve cosp = <I/I_/, ﬁ) sartlarin1 saglayan a-slant regle
ylizeydir.
fspat

¢, Darboux slant regle yiizey oldugundan,

(W, U) = cos@ = sabit (6.12)
tir. 1 icin asagidaki esitlik yazilabilir:

i=a,q+ azi:{ + asa (6.13)
dir. Burada, a; = a;(s;)(1 < i < 3) diizgiin fonksiyonlardir. Es. (6.13) iin tiirevi alinirsa,
(@, — a)d + (a; + a) — azi©)h + (ayic + al)d = 0 (6.14)
elde edilir. {5, ﬁ, Cil} lineer bagimsiz oldugundan asagidaki esitlikler yazilabilir:

a; —a, =0,

a, +a; —kaz =0,
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azk + a3 = 0.

Es. (6.14), Es. (6.13) te yazilirsa,

Ka, + a3 = cosg (6.15)
elde edilir. Es. (6.15) ten,

qp = (FH)as—cosp (6.16)

K

¢, Darboux slant regle yiizey oldugundan f sabittir. Es. (6.16) dan a, sabitir gerek ve yeter

sart a; = ii‘:ﬁ sartini saglayan as sabittir. Yani; ¢, h - slant regle yiizeydir gerek ve yeter
sart A sabit olmak iizere (621, 17) = cosld = iisk(i Ve cosp = <I/I_/, ﬁ) sartlarini saglayan a-slant
regle ylizeydir.

Ornek

Ornek 5.1. yeniden ele alinirsa alinan slant regle yiizey icin

h' = —q +ka,

(0, —cosit, —sin#) = (0, —costt, —sinit) + ©(1,0,0)

ve L = arccos(—s — cos1) — 1 olup yukaridaki esitlikten i kanonik egriligi sifira esittir. O

halde, yiizeyin Darboux vektorii W asagidaki gibi yazilabilir:

W = (1,0,0).
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak, birim 2-kiirenin tanjant demetinin bir alt ciimlesi ile birim

dual kiire arasindaki izomorfizmden yararlanarak, birim 2-kiirenin alt ciimlesinde alinan

tabii lift egrisinin R’te olusturdugu regle ylizeyle ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmistir.
Daha sonra, Pseudo-kiirelerin tanjant demetlerinin alt cimleleri ile Lorentz kiire, hiperbolik
kiire arasindaki izomorfizmlerden yararlanarak, Pseudo-kiirelerin tanjant demetlerinin alt

ctimlelerinde alinan tabii lift egrisinin R? te olusturdugu regle yiizeyle ilgili 5nemli sonuglar

elde edilmistir.

Calismanin devaminda, birim 2-kiirenin tanjant demetinin alt ciimlesi ve birim dual kiire
arasindaki izomorfizmden yararlanilarak slant regle yiizey ve Darboux slant regle yiizey

tanimlar1 verilmistir. Birim 2- kiirenin tanjant demetinde alinan tabii lift egrisinin striksiyon

egrisinin R’te iirettigi slant regle yiizeylerle ilgili temel teoremler verilmis ve elde edilen

sonuclar 6rnekle irdelenmistir.

Tezde elde edilen sonuglar, birim 2-kiirenin ve pseudo-kiirelerin tanjant demetleri {izerine

calisacak akademisyenler i¢in kaynak niteligindedir.

Slant regle ylizeylerle ilgili verilen tanim ve teoremler, pseudo-kiireler araciligiyla

Minkowski uzayina tasiabilir.
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