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ÖZET 

 

Bu tezde, 𝑏 −cebiri kavramını vererek bazı özelliklerini inceledik. Gelfand-Mazur 

teoreminin bir versiyonunu 𝑏 −cebirlerinde şu şekilde elde ettik;  𝐴 birimli Arşimedyan 

düzgün tam 𝑏 −cebiri ve 𝐴 da pozitif her eleman terse sahip ise 𝐴,ℝ’ye Riesz ve cebir 

izomorfiktir. 𝐴 Arşimedyan 𝑏 −cebiri iken sıra sürekli biduali (𝐴~)𝑛
~ in Arens çarpımı ile  

𝑏 −cebiri olduğunu, ek olarak 𝐴 pozitif kare özelliğine sahip Arşimedyan 𝑏 −cebiri ise 𝐴~~ 

sıra bidualinin 𝑏 −cebiri olduğunu gösterdik. Daha sonra 𝐸~ nın (𝐴~)𝑛
~ üzerindeki 𝑓–modül 

yapısını göz önüne alarak bu yapının belirlediği 𝜂 ∶  (𝐴~)𝑛
~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) Arens 

homomorfizminin özellikleri üzerine çalıştık. Bunun sonucunda 𝐸 nin sıra idealleri  ile 𝐴-

altmodülleri arasındaki ilişkiyi gerekli ve yeterli koşul olarak verdik. 
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In this thesis, we have investigated some new properties by giving the concept of 𝑏 −algebras. We 

have obtained a version of the Gelfand-Mazur theorem in 𝑏 −algebras which 𝐴 is Riesz and 

algebraical isomorphic with the reals whenever 𝐴 is a Archimedian 𝑏 −algebra with unit element 

𝑒 > 0 and such that every positive element has an inverse. Moreover, we show that the order 

continuous bidual (𝐴~)𝑛
~ of an Archimedian 𝑏 −algebra 𝐴 is a 𝑏 −algebra with respect to the Arens 

multiplication. Furthermore, if the 𝑏 −algebra 𝐴 has positive squares, then the order bidual 𝐴~~ is 

again a 𝑏 −algebra. Then, we have worked on the properties of 𝜂: (𝐴~)𝑛
~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) Arens 

homomorfizm determined by this structure, taking into account the 𝑓–modul of 𝐸~ on (𝐴~)𝑛
~.  As a 

result, we have given the relationship between the order ideals of  𝐸 and A-submodules of 𝐸 as a 

necessary and sufficient condition. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış olan simgelerden bazıları aşağıda açıklamaları ile birlikte 

sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

𝑰𝒙     x tarafından üretilen ideal  

𝑩𝒙     x tarafından üretilen band 

𝒙+     x’in pozitif kısmı 

𝒙−     x’in negatif kısmı 

𝒁(𝑬)      Merkez operatörlerin kümesi 

𝑶𝒓𝒕𝒉(𝑬) E üzerinde tanımlı orthomorfizmler 

𝑳(𝑬, 𝑭) Operatörlerin Riesz uzayı 

𝑳𝒃(𝑬, 𝑭) Sıra sınırlı operatörler uzayı 

𝒙𝜶 ↑ 𝒙 Supremumu x olan yukarı yönlendirilmiş ağ 

𝒙𝜶 ↓ 𝒙 Infimumu x olan aşağı yönlendirilmiş ağ 

𝑨𝒅     A kümesinin dik tümleyeni 

|𝒙|     x’in modülü 

|𝑻|     T operatörünün modülü 

𝒙 ∨ 𝒚     x ile y nin supremumu 

𝒙 ∧ 𝒚     x ile y nin infimumu 

𝑬~     E nin sıra sınırlı duali 

𝑬𝒏
~     E nin sıra sürekli duali 

𝑵𝑻     T nin sıfır ideali 

𝑪𝑻     T nin taşıyıcısı 

𝑪[𝒂, 𝒃]     [a,b] üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlar uzayı 

𝒍∞     Sınırlı diziler uzayı 

𝑰𝒐     I nın poları 

𝑨 ⊥ 𝑩     Birbirine dik kümeler 

𝑻~     T nin adjointi 

𝑷(𝑬)     E üzerinde band projeksiyonlar 

𝑬~~     E nin sıra sınırlı biduali 



ix 

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

(𝑬~)𝒏
~     E nin sıra sürekli biduali 

𝑬 ⊗̅̅̅ 𝑭     E ile F nin tensor çarpımı 
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1. GİRİŞ 

 

𝐴 Riesz uzayı ve cebir olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴+ için 𝑥𝑦 ∈ 𝐴+ oluyorsa 𝐴 ya Riesz cebiri 

denir. 𝐴 Riesz cebiri olmak üzere,  

 

•  her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑐 ∈ 𝐴 için  𝑐(𝑎 ∨ 𝑏) = 𝑐𝑎 ∨ 𝑐𝑏 ve (𝑎 ∨ 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 ∨ 𝑏𝑐 şartları   

    sağlanıyorsa 𝐴 ya 𝑑 −cebiri, 

•  her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎 ∧ 𝑏 = 0 iken 𝑎𝑏 = 0 şartını sağlıyorsa 𝐴 ye hemen hemen 𝑓–cebiri,  

•  her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ve her 𝑐 ∈ 𝐴+için  𝑎 ∧ 𝑏 = 0 iken  (𝑎𝑐) ∧ 𝑏 = (𝑐𝑎) ∧ 𝑏 = 0 şartını sağlıyorsa  

 𝐴 ya 𝑓–cebiri denir. 

 

Huijsmans ve Bernau 𝑓 -cebirleri, hemen hemen 𝑓-cebirleri ve 𝑑 −cebirlerinin ilişkilerini 

incelemişlerdir[4].  Her 𝑓 -cebirinin hemen hemen 𝑓 -cebiri ve 𝑑 −cebiri, yarı asal veya 

birimli Arşimedyan hemen hemen 𝑓–cebirinin (𝑑 −cebirinin) 𝑓–cebiri olduğunu 

göstermişlerdir. 

 

Huijsmans Riesz cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremi üzerine çalışma yapmıştır ve Gelfand 

Mazur teoremini Riesz cebirlerinde aşağıdaki biçimde sormuştur. 

 

“𝐴 reel Riesz cebiri ve 𝑒 > 0 birim elemanı olmak üzere eğer sıfırdan farklı her elemanın 

tersi varsa 𝐴, ℝ ye Riesz ve cebir izomorfik midir?” 

 

Huijsmans Riesz cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremini aşağıdaki biçimde vermiştir[21]. 

 

“𝐴 reel Arşimedyan Riesz cebiri ve 𝑒 > 0 birim elemanı olsun. Her pozitif elemanın tersi 

var ve tersi pozitif ise 𝐴, ℝ ye Riesz ve cebir izomorfiktir.” 

 

Ayrıca yine 𝑓 -cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremini aşağıdaki gibi ispatlamıştır[21]. 

 

“𝐴 Arşimedyan 𝑓–cebiri ve 𝑒 > 0 birim elemanı olsun. Her pozitif elemanın tersi var ise 𝐴, 

ℝ ye Riesz ve cebir izomorfiktir.” 
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Scheffold 𝑓 –cebirleri yerine type-1 cebir kavramını tanıtmış ve bu cebir yapısı için cevabın 

olumlu olduğunu ispatlamıştır[27]. Uyar  Gelfand-Mazur teoreminin 𝑓 –cebirleri üzerinde 

sağlandığını ters elemanın pozitif özelliğini kullanmayıp farklı bir yolla ispatlamıştır[25]. 

Ercan ve Önal herhangi bir Riesz cebirinde cevabın negatif olduğunu bir örnekle 

gösterdiler[19].  

 

𝐴 Arşimedyan Riesz cebiri olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝑓 ∈ 𝐴~ 𝑣𝑒 𝐹, 𝐺 ∈ 𝐴~~ için 

 

𝐴 × 𝐴~ → 𝐴~ 

(𝑎, 𝑓) → 𝑓. 𝑎  ∶   (𝑓. 𝑎)(𝑏) = 𝑓(𝑎𝑏)                                                                                           

 

𝐴~~ × 𝐴~ → 𝐴~ 

     (𝐹, 𝑓) → 𝐹. 𝑓  ∶   (𝐹. 𝑓)(𝑎) = 𝐹(𝑓. 𝑎)                                                                                  

 

𝐴~~ × 𝐴~~ → 𝐴~~ 

     (𝐹 , 𝐺) → 𝐹. 𝐺   ∶   𝐹. 𝐺(𝑓) = 𝐹(𝐺. 𝑓)                                                                                 

 

biçiminde üç adımda 𝐴~~ üzerinde bir çarpma tanımlanabilir ve bu çarpmaya Arens çarpımı 

denir.  

 

Huijsmans ve Pagter de Arşimedyan 𝑓–cebirlerinin sıra sürekli bidualinin 𝑓–cebiri olduğunu 

gösterdiler[5]. Huijsmans Arşimedyan 𝑓–cebirlerinin sıra bidualinin 𝑓–cebiri olduğunu 

gösterdi[20]. Bernau ve Huijsmans hemen hemen    𝑓–cebirlerinin sıra  biduallerinin ve sıra 

sürekli biduallerinin de hemen hemen 𝑓–cebiri olduğunu gösterdiler[18]. Yine aynı 

makalelerde 𝑑 −cebirlerinin sıra sürekli bidualinin de 𝑑 −cebiri olduğu ve pozitif kare 

özelliğine sahip 𝑑 −cebirinin sıra bidualinin de 𝑑 −cebiri olduğunu ispatladılar. 

 

𝐴 𝑓–cebiri ve 𝐸 Riesz uzayı olsun. Eğer  𝐴 × 𝐸 → 𝐸,  (𝑎, 𝑥) → 𝑎. 𝑥 dönüşümü var ve  

 

i) 𝐸, A üzerinde sol modül  

ii) Her 𝑎 ∈ 𝐴+ ve her 𝑥 ∈ 𝐸+ için 𝑎. 𝑥 ∈ 𝐸+ 

iii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ve her 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑥 ⊥ 𝑦 iken 𝑎. 𝑥 ⊥ 𝑦 
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şartlarından i) ve ii) sağlıyorsa 𝐸 ye 𝐴 üzerinde o-modül (order modül) denir. Eğer i), ii) ve 

iii) şartlarını sağlıyorsa 𝐸 ye 𝐴 üzerinde sol 𝑓–modül denir. Sağ 𝑓–modül tanımı da benzer 

şekilde yapılır. Sol veya sağ 𝑓–modülüne kısaca  𝑓–modülü denir. Burada 𝐴 birimli           

(𝑒 > 0)  ve 𝑓–modülü olmak üzere  

iv) Her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑒𝑥 = 𝑥 

 

şartını sağlıyorsa 𝐸 ye 𝐴 üzerinde birimli 𝑓–modül denir.  

 

𝑓–modül tanımını ilk olarak [26] W.A.J. Luxemburg vermiştir. 𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modül ise  

 

𝜌 ∶ 𝐴 → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) 

      𝑎 → 𝜌(𝑎) = 𝜋𝑎   ∶    𝜋𝑎(𝑥) = 𝑎𝑥 

 

biçiminde tanımlı 𝜌 dönüşümü Riesz ve cebir homomorfizmdir. Karşıtı 

 

𝜌 ∶ 𝐴 → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) 

      𝑎 → 𝜌(𝑎) = 𝜋𝑎   ∶    𝜋𝑎(𝑥) = 𝑎𝑥 

 

biçiminde tanımlanan Riesz ve cebir homomorfizm varsa 𝐴 × 𝐸 → 𝐸, (𝑎, 𝑥) → 𝑎. 𝑥 

dönüşümü ile 𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modülüdür[7]. 𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modül olsun.  

 

Bu durumda   

 

𝐴 × 𝐸~ → 𝐸~ 

(𝑎, 𝑓) → 𝑓. 𝑎  ∶   (𝑓. 𝑎)(𝑏) = 𝑓(𝑎𝑏)                                                                                           

 

𝐸 × 𝐸~ → 𝐴~ 

 (𝑥, 𝑓) → 𝜓(𝑥, 𝑓)    ∶   𝜓(𝑥, 𝑓)(𝑎) = 𝑓(𝑎𝑥)                                                                              

 

(𝐴~)𝑛
~ × 𝐸~ → 𝐸~ 

     (𝐹 , 𝑓) → 𝐹 ∘ 𝑓   ∶   𝐹 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝐹(𝜓(𝑥, 𝑓))                                                                         

 

adımları ile birlikte 𝐸~, (𝐴~)𝑛
~ üzerinde 𝑓–modülüdür.  



4 

 

Bu tezde ikinci bölümde çalışma boyunca kullanılan bazı temel tanım ve teoremler 

verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde 𝑏 −cebiri tanımını verilerek bazı temel özellikleri elde edilmiştir. Ayrıca     

𝑏 −cebirlerinin yukarda verdiğimiz hemen hemen 𝑓–cebiri, 𝑑 −cebiri ve 𝑓–cebiri ile ilişkisi 

örneklerle açıklanmıştır. Pozitif kare özelliğine sahip 𝑏 −cebirinin hemen hemen 𝑓–cebiri 

olduğu gösterilmiştir. Son olarak 𝑏 −cebirlerinin sıra bidualeri ve sıra sürekli bidualleri 

incelenmiştir. 𝑏 −cebirlerinin sıra sürekli bidualinin de Arens çarpımıyla 𝑏 −cebiri olduğu, 

pozitif kare özelliğine sahip 𝑏 −cebirinin sıra bidualinin de 𝑏 −cebiri olduğu ispatlanmıştır. 

 

Dördüncü bölümde   𝐸~   nın   (𝐴~)𝑛 
~  üzerinde 𝑓–olmasından elde edilen                                      

𝜂 ∶  (𝐴~)𝑛
~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) Arens homomorfizminin bazı özellikleri incelenmiştir. Bu elde 

edilenlerin sonucu olarak 𝑓–modüllerinde sıra idealler ile altmodüller arasındaki ilişki 

verilmiştir. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

2.1. Riesz Uzayları 

 

2.1.1. Tanım 

 

(𝐸,≤) sıralı bir küme olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 𝑥 ∨ 𝑦(𝑠𝑢𝑝{𝑥, 𝑦}) ∈ 𝐸 ve                         

𝑥 ∧ 𝑦(𝑖𝑛𝑓{𝑥, 𝑦}) ∈ 𝐸 ise 𝐸 kümesine örgü denir [1]. 

 

2.1.2. Tanım 

 

(𝐸,≤) örgü olsun. 𝐸’nin en küçük elemanı varsa buna sıfır (null) eleman denir ve 𝜃 ile 

gösterilir. 𝐸’nin en büyük elemanı varsa buna birim (unit) elaman denir ve 𝑒 veya 𝐼 ile 

gösterilir [1]. 

 

2.1.3.Tanım 

 

𝐸 reel vektör uzayı ve üzerindeki sıralama bağıntısı “≤” olmak üzere, her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸 ve her 

𝛼 ∈ ℝ+ için 𝑥 ≤ 𝑦 iken, 

 

𝑥 + 𝑧 ≤ 𝑦 + 𝑧 𝑣𝑒 𝛼𝑥 ≤ 𝛼𝑦 

 

koşullarını sağlayan 𝐸 uzayına sıralı vektör uzayı denir. 𝐸 sıralı vektör uzayının 𝑥 ≥ 0 

bağıntısını sağlayan elemanlarına pozitif eleman, 𝐸+ = {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 ≥ 0 } kümesine de 𝐸'nin 

pozitif kısmı denir [1]. 

 

2.1.1. Teorem 

 

𝐸 sıralı vektör uzayı ve 𝑀 ⊆ 𝐸 alt vektör uzayı ise 𝐸 den gelen sıralama ile 𝑀 sıralı alt vektör 

uzayıdır [1]. 
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2.1.4. Tanım   

 

𝐸 sıralı vektör uzayı olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 𝑥 ∨ 𝑦 ∈ 𝐸 veya 𝑥 ∧ 𝑦 ∈ 𝐸 oluyorsa 𝐸 

uzayına Riesz uzayı denir [1]. 

 

2.1.5. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı üzerinde bir norm verilsin. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için   

 

|𝑥| ≤ |𝑦| ⇒ ‖𝑥‖ ≤ ‖𝑦‖ 

 

şartını sağlıyorsa 𝐸 ye normlu örgü denir. Bu norma göre tam ise  𝐸 ye Banach örgüsü denir 

[4].  

 

2.1.6. Tanım 

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑀 ⊆ 𝐸 alt vektör uzayı olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için 𝑥˅𝑦 ∈ 𝑀 veya 𝑥˄𝑦 ∈ 𝑀  

oluyorsa 𝑀 ye 𝐸 nin Riesz alt vektör uzayı denir [1]. 

 

Örnek   

 

i) ℝ𝑛 kümesi her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛için 

 

𝑥 ≤ 𝑦 ⟺ ∀ 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 𝑖ç𝑖𝑛 𝑥𝑖 ≤ 𝑦𝑖 

 

sıralaması ile Riesz uzayıdır [1]. 

ii) (𝛺, 𝜏) topolojik uzay olmak üzere 𝐶(𝛺) =  {𝑓|  𝑓 ∶  𝛺 → 𝑅 𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛} kümesi  

 

𝑓 ≤ 𝑔 ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝛺 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 

 

sıralaması ile birlikte Riesz uzayıdır [1]. 

iii) (𝑋, ∑, 𝜇) ölçü uzayı olmak üzere gerçel değerli, 𝜇 ölçülebilir ve ∫|𝑓|𝑝𝑑𝜇 < ∞  özelliğine 

sahip 𝐿𝑝(𝜇) (0 < 𝑝 < ∞) uzayı, her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝜇) için 
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𝑓 ≤ 𝑔   ⇔ ℎ𝑒𝑚𝑒𝑛 ℎ𝑒𝑟 𝑥 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 

 

      sıralaması ile Riesz uzayıdır. 

iv) 𝐹 = {𝑓 ∶ 𝑓:ℝ → ℝ 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛𝑢 ∀𝑥 ∈ ℝ 𝑖ç𝑖𝑛 ∃𝑚 ∈ ℝ ∋ 𝑓(𝑥) = 𝑚𝑥 } ⊆ ℝℝ ailesi 

fonksiyonların toplama, skalerler çarpma ve noktasal sıralama ile sıralı vektör uzayıdır. 

Fakat Riesz uzayı değildir. 

v) 𝑀 = {𝑓 ∶ 𝑓:ℝ → ℝ 𝑡ü𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑛𝑒𝑏𝑖𝑙𝑒𝑛 𝑓𝑜𝑛𝑘. } ailesi sıralı vektör uzayıdır. Fakat Riesz 

uzayı değildir. 

 

2.1.7. Tanım 

 

Bir Riesz uzayının boştan farklı ve üstten sınırlı her alt kümesinin supremumu veya boştan  

farklı ve alttan sınırlı her alt kümesinin infimumu varsa bu uzaya Dedekind tam  Riesz uzayı 

denir [1]. 

 

2.1.8. Tanım  

 

Bir Riesz uzayının boştan farklı ve üstten sınırlı sayılabilir her alt kümesinin supremumu  

veya boştan farklı ve alttan sınırlı sayılabilir her alt kümesinin infimumu varsa bu uzaya 

𝜎 −Dedekind tam Riesz uzayı denir [1]. 

 

2.1.2. Teorem  

 

𝐸 bir Riesz uzayı ve 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸 olmak üzere, 

 

1)  𝑥 ∨ 𝑦 = −[(−𝑥) ∧ (−𝑦)] ve 𝑥 ∧ 𝑦 = −[(−𝑥) ∨ (−𝑦)] 

2)  𝑥 + 𝑦 = (𝑥 ∧ 𝑦) + (𝑥 ∨ 𝑦) 

3)  𝑥 + (𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) ∨ (𝑥 + 𝑧) ve 𝑥 + (𝑦 ∧ 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) ∧ (𝑥 + 𝑧) 

4)  𝜆 ≥ 0 (𝜆 ∈ ℝ) için 𝜆(𝑥 ∨ 𝑦) = 𝜆𝑥 ∨ 𝜆𝑦 ve 𝜆(𝑥 ∧ 𝑦) = 𝜆𝑥 ∧ 𝜆𝑦 

 

önermeleri doğrudur [1]. 
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2.1.9. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑥 ∈ 𝐸 olmak üzere, 

 

i)  𝑥+ = 𝑥 ∨ 0 elemanına x'in pozitif kısmı 

ii) 𝑥− = (−𝑥) ∨ 0 elemanına x'in negatif kısmı 

iii) |𝑥| = 𝑥 ∨ (−𝑥) elemanına 𝑥'in modülü (mutlak değeri) denir [1]. 

 

2.1.3. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑥 ∈ 𝐸 olmak üzere, 

 

i)  𝑥 = 𝑥+ − 𝑥− 

ii)  |𝑥| = 𝑥+ + 𝑥− 

iii)  𝑥+ ∧ 𝑥− = 0 

 

önermeleri doğrudur, ayrıca 𝑥 = 𝑦 − 𝑧 ve 𝑦 ∧ 𝑧 = 0 ise 𝑦 = 𝑥+ ve 𝑧 = 𝑥− dir [1]. 

. 

2.1.4 Teorem 

 

𝐸 sıralı vektör uzayı olsun.  

 

i) 𝐸 Riesz uzayıdır. 

ii) Her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑥+ ∈ 𝐸 

iii)  Her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑥− ∈ 𝐸 

iv)  Her 𝑥 ∈ 𝐸 için |𝑥| ∈ 𝐸 

 

önermeleri denktir [1]. 

 

2.1.5. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 olmak üzere, 
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i)  𝑥 ∨ 𝑦 =  
1

2
(𝑥 + 𝑦 + |𝑥 − 𝑦|) ve 𝑥 ∧ 𝑦 =

1

2
 (𝑥 + 𝑦 − |𝑥 − 𝑦|) 

ii)  |𝑥 − 𝑦| = (𝑥 ∨ 𝑦) − (𝑥 ∧ 𝑦) 

iii)  |𝑥| ∨ |𝑦| = (|𝑥 + 𝑦| + |𝑥 − 𝑦|) 

iv)  |𝑥| ∧ |𝑦| = ||𝑥 + 𝑦| − |𝑥 − 𝑦|| 

 

önermeleri doğrudur [1]. 

 

2.1.6. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸 olmak üzere, 

 

i) ||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦| 

ii)  |𝑥 ∨ 𝑧 − 𝑦 ∨ 𝑧| ≤ |𝑥 − 𝑦| ve |𝑥 ∧ 𝑧 − 𝑦 ∧ 𝑧| ≤ |𝑥 − 𝑦| 

iii)  Eğer 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0 ise 𝑥 ∧ (𝑦 + 𝑧) ≤ (𝑥 ∧ 𝑦) + (𝑥 ∧ 𝑧) 

 

eşitsizlikleri sağlanır [1]. 

 

2.1.10. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑀,𝑁 ⊆ 𝐸 olmak üzere, 

 

i)  𝑀+ = {𝑥+ ∶ 𝑥 ∈ 𝑀 } 

ii) 𝑀− = {𝑥− ∶ 𝑥 ∈ 𝑀}  

iii) |𝑀| = {|𝑥| ∶ 𝑥 ∈ 𝑀 } 

iv) 𝑧 ∈ 𝐸, 𝑧 ∨ 𝑀 = {𝑧 ∨ 𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝑀 } 

v) 𝑧 ∈ 𝐸, 𝑧 ∧ 𝑀 = {𝑧 ∧ 𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝑀 } 

vi) 𝑀 ∨ 𝑁 = {𝑥 ∨ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑦 ∈ 𝑁 } 

vii) 𝑀 ∧ 𝑁 = {𝑥 ∧ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑦 ∈ 𝑁 } 

 

biçiminde tanımlanır [1]. 
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2.1.7. Teorem  

 

𝐸 bir Riesz uzayı ve ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐸 olsun. Eğer 𝑠𝑢𝑝𝑀 var ise her 𝑥 ∈ 𝐸 için sup(𝑥˄𝑀) var ve  

 

𝑠𝑢𝑝(𝑥 ∧ 𝑀) = 𝑥 ∧ 𝑠𝑢𝑝𝑀 

 

dır. Eğer 𝑖𝑛𝑓𝑀 var ise her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑖𝑛𝑓(𝑥 ∨ 𝑀) var ve 𝑖𝑛𝑓(𝑥 ∨ 𝑀) = 𝑥 ∨ 𝑖𝑛𝑓𝑀 dır [1]. 

 

2.1.11. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 olsun. Eğer |𝑥| ∧ |𝑦| = 0 ise 𝑥 ile 𝑦 birbirine diktir denir ve bu 

durum 𝑥 ⊥ 𝑦  biçiminde gösterilir [1].  

 

∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐸 olmak üzere, 𝑀𝑑 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ 𝐻𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑀 𝑖ç𝑖𝑛 𝑥 ⊥ 𝑦   }  kümesine 𝑀 kümesinin 

dik tümleyeni denir. 𝑀,𝑁 ⊆ 𝐸 alındığında her 𝑥 ∈ 𝑀 ve her 𝑦 ∈ 𝑁 için 𝑥 ⊥ 𝑦  oluyorsa 𝑀 

ile 𝑁 kümeleri birbirine diktir denir ve  𝑀 ⊥ 𝑁 biçiminde gösterilir [1]. 

 

2.1.12. Tanım  

 

(𝑥𝜆), 𝐸 Riesz uzayında bir ağ olmak üzere her 𝑥𝛼 , 𝑥𝛽 ∈ (𝑥𝜆) için 𝐸 deki sıralamaya göre 

𝑥𝛼 ≤ 𝑥𝛾 ve  𝑥𝛽 ≤ 𝑥𝛾 olacak şekilde bir 𝑥𝛾 ∈ (𝑥𝜆) varsa (𝑥𝜆) ağı yukarı yönlendirilmiş denir 

ve 𝑥𝜆 ↑ şeklinde gösterilir. 𝑥𝜆 ↑  ve 𝑠𝑢𝑝(𝑥𝜆) = 𝑥 elemanı 𝐸 içinde varsa 𝑥𝜆 ↑ 𝑥 biçiminde 

gösterilir [1].  

 

Benzer şekilde her 𝑥𝛼 , 𝑥𝛽 ∈ (𝑥𝜆) için 𝐸’daki sıralamaya göre𝑥𝛾 ≤ 𝑥𝛼 ve  𝑥𝛾 ≤ 𝑥𝛽 olacak 

şekilde   𝑥𝛾 ∈ (𝑥𝜆)  varsa (𝑥𝜆)  ağı aşağı yönlendirilmiştir denir ve 𝑥𝜆 ↓  şeklinde gösterilir. 

𝑥𝜆 ↓ ve 𝑖𝑛𝑓(𝑥𝜆) = 𝑦 elemanı 𝐸 içinde varsa 𝑥𝜆 ↓ 𝑦 biçiminde gösterilir. (𝑥𝜆) ağı yerine 

herhangi bir 𝑀 ⊆ 𝐸 alt kümesi alındığında, 𝑀 ↑ ve 𝑠𝑢𝑝𝑀 = 𝑥  𝐸 içinde varsa 𝑀 ↑ 𝑥 

biçiminde gösterilir. 𝑀 ↓  ve 𝑖𝑛𝑓𝑀 = 𝑦  𝐸 içinde varsa 𝑀 ↓ 𝑦 biçiminde gösterilir [1]. 
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2.1.13. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayında her 𝑥 ∈ 𝐸+ için 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 
1

𝑛
𝑥 ↓  0 ise 𝐸 ye Arşimedyan 

(Archimedian) Riesz uzayı denir [1]. 

 

2.1.14. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı olsun. [𝑥, 𝑦] = {𝑧 ∈ 𝐸 ∶ 𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 𝑦 } kümesine sıralı aralık, 𝑀 ⊆ 𝐸 için  𝑀 ⊆

[𝑥, 𝑦] olacak şekilde 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 varsa 𝑀 ye  sıra sınırlı küme denir [1]. 

2.1.8. Teorem 

 

𝐸 Riesz uzayı olsun ve 𝑀 ⊆ 𝐸 olmak üzere, 𝑀 nin sıra sınırlı olması için gerekli ve yeterli 

koşul 𝑀 ⊆ [−𝑥, 𝑥] olacak şekilde en az bir 𝑥 ∈ 𝐸+ elemanının var olmasıdır. 

 

2.1.15. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐼 ⊆ 𝐸 olsun.  Her 𝑦 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝐼  için |𝑦| ≤ |𝑥| iken 𝑦 ∈ 𝐼 oluyorsa 𝐼 ya 

solid küme, 𝐼 alt uzay ve solid ise  𝐼 ya 𝐸 içinde (sıra) ideal denir [1]. 

 

∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐸 olsun. 𝑀 yi kapsayan en küçük ideale 𝑀  nin ürettiği ideal denir ve 𝑀 kümesinin 

ürettiği ideal 𝐼𝑀 ile gösterilir ve  

 

𝐼𝑀 = { 𝑥 ∈ 𝐸 ∶  ∃𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑀, 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ
+  ∋  |𝑥| ≤∑𝜆𝑖|𝑥𝑖|

𝑛

𝑖=1

 , 𝑛 ∈ ℕ }  

 

dir. Burada 𝑀 = {𝑥} alınırsa 𝐼𝑥 = { 𝑦 ∈ 𝐸 ∶  ∃𝜆 ∈ 𝑅
+, |𝑦| ≤ 𝜆|𝑥| } dir. Her bir sıra idealin 

bir Riesz alt uzayı olduğu aşikardır.  

 

2.1.9. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı olsun. 𝐼 ve 𝐽, 𝐸 de ideal ise 𝐼 ∩ 𝐽 ve 𝐼 + 𝐽 𝐸 de idealdir [1]. 
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2.1.16. Tanım 

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐵, 𝐸 de ideal olsun. Her 𝑀 ⊆ 𝐵 için 𝑠𝑢𝑝𝑀 = 𝑎 ∈ 𝐸 iken 𝑎 ∈ 𝐵 oluyorsa 

𝐵 ye 𝐸 içinde band denir [1]. 

 

∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐸 olsun. 𝑀 yi kapsayan en küçük band 𝑀 nin ürettiği banddır ve 𝑀 kümesinin 

ürettiği band 𝐵𝑀 ile gösterilir ve  

 

𝐵𝑀 = { 𝑥 ∈ 𝐸 ∶  ∃(𝑥𝛼) ⊆ 𝑀
+, 0 ≤ 𝑥𝛼 ↑ |𝑥| } 

dir [1]. Burada 𝑀 = {𝑥} alınırsa 𝐵𝑥 = {𝑦 ∈ 𝐸 ∶  |𝑦| ∧ 𝑛|𝑥| ↑ |𝑦|} dir. Arşimedyan Riesz 

uzayında her 𝑀 ⊆ 𝐸 için 𝑀𝑑 banddır.  

 

2.1.17. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑀,𝐸 nin Riesz alt uzayı olsun. Eğer her 0 < 𝑥 ∈ 𝐸 için 0 < 𝑦 ≤ 𝑥 olacak 

şekilde bir 𝑦 ∈ 𝑀 varsa 𝑀 ye 𝐸 içinde sıra yoğun (order dense) denir [1]. 

 

2.1.10. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı, 𝐼 ⊆ 𝐸 ideal olmak üzere, 

 

1) 𝐼 nın 𝐸 de sıra yoğun olması için gerekli ve yeterli koşul 𝐼𝑑 = {0} olmasıdır 

2) 𝐼 ⊕ 𝐼𝑑 ideali  𝐸 içinde sıra yoğundur 

3) 𝐼 ideali 𝐼𝑑𝑑 içinde sıra yoğundur [1]. 

  

2.1.11. Teorem  

 

𝐸 Arşimedyan Riesz uzayı, ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐸 olsun. 𝐵𝑀 = 𝑀
𝑑𝑑  dir ve 𝑀 band ise  𝑀 = 𝑀𝑑𝑑  dir 

[1]. 

 

2.1.18. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 0 < 𝑒 ∈ 𝐸 olmak üzere, 
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1) 𝐼𝑒 = 𝐸 ise 𝑒 ye güçlü birim (strong unit ) denir 

2) 𝐵𝑒 = 𝐸 ise 𝑒 ye zayıf birim (weak unit ) denir [1]. 

 

2.1.19. Tanım 

 

𝐸 Riesz uzayı olmak üzere, 

 

1) (𝑥𝑛) ⊆ 𝐸, 𝑥 ∈ 𝐸  𝑣𝑒 𝑢 ∈ 𝐸+ olmak üzere her 𝜀 > 0 için  𝑛 ≥ 𝑛0 iken |𝑥𝑛 − 𝑥| ≤ 𝜀𝑢         

olacak şekilde en az bir 𝑛0 ∈ ℕ varsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 elemanına 𝑢-düzgün (uniformly)     

yakınsar denir. (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 elemanına en az bir 𝑢 ∈ 𝐸+ için 𝑢-düzgün yakınsıyorsa 

(𝑥𝑛) dizisi 𝑥 elemanına göreceli düzgün yakınsar denir ve 𝑥𝑛
𝑟.𝑢
→ 𝑥 biçiminde gösterilir. 

2) (𝑥𝑛) ⊆ 𝐸 𝑣𝑒 𝑢 ∈ 𝐸+olmak üzere her 𝜀 > 0  için 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 iken |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| ≤ 𝜀𝑢 olacak 

şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ  varsa (𝑥𝑛) dizisine 𝑢 −düzgün (üniformly) Cauchy dizisi denir. (𝑥𝑛) 

dizisi en az bir 𝑢 ∈ 𝐸+ için 𝑢 −düzgün Cauchy dizisi ise (𝑥𝑛) dizisi göreceli düzgün 

Cauchy dizisi denir. 

3) 𝐸 Riesz uzayı olmak üzere 𝐸 içindeki her göreceli düzgün Cauchy dizisi göreceli düzgün 

yakınsak ise 𝐸 düzgün tam Riesz uzayı denir. 

4) 𝑀 ⊆ 𝐸 olmak üzere her (𝑥𝑛) ⊆ 𝑀 dizisi için 𝑥𝑛
𝑟.𝑢
→ 𝑥 iken 𝑥 ∈ 𝑀 oluyorsa 𝑀 ye göreceli 

düzgün (üniformly) kapalı küme denir. 

5) (𝑥∝) ⊆ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝐸 olmak üzere |𝑥𝛼 − 𝑥| ≤ 𝑦𝛼 ↓ 0 olacak şekilde (𝑦𝛼) ⊆ 𝐸
+ ağı varsa 

(𝑥∝) ağı 𝑥 elemanına sıra(order) yakınsar denir ve 𝑥𝛼
𝑜
→ 𝑥 gösterilir [1]. 

 

2.1.20. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐼 ⊆ 𝐸 ideal olsun. 𝐸/𝐼  bölüm uzayı olmak üzere, her  �̅� ∈ 𝐸/𝐼 için  

 

�̅� = 𝑥 + 𝐼 = { 𝑥 + 𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝐼 } 

 

biçiminde tanımlıdır [6].  

 

2.1.12.  Teorem 

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐼 ⊆ 𝐸 ideal olsun. Her �̅�, �̅� ∈ 𝐸/𝐼 ve 𝜆 ∈ ℝ için  
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�̅� + �̅� = 𝑥 + 𝑦̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝜆�̅� = 𝜆𝑥̅̅ ̅ 

işlemleri ile birlikte vektör uzayıdır. Ayrıca 

 

�̅� ≤ �̅�  ⇔  ∃𝑥1 ∈ �̅�, 𝑦1 ∈ �̅� ;  𝑥1 ≤ 𝑦1 

 

sıralaması ile sıralı vektör uzayı, 

 

�̅� ∧ �̅� = 𝑥 ∧ 𝑦̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

�̅� ∨ �̅� = 𝑥 ∨ 𝑦̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 

örgü işlemleri ile Riesz uzayıdır [6]. 

 

2.1.13. Teorem 

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐼 ⊆ 𝐸 ideal olsun. Her �̅�, �̅� ∈ 𝐸/𝐼 için aşağıdakiler denktir. 

 

i) �̅� ≤ �̅� 

ii) Her 𝑥1 ∈ �̅� için 𝑥1 ≤ 𝑦1 olacak şekilde 𝑦1 ∈ �̅� vardır 

iii) Her 𝑥1 ∈ �̅� 𝑣𝑒 𝑦1 ∈ �̅�  için 𝑞 ≤ 𝑦1 − 𝑥1 olacak şekilde 𝑞 ∈ 𝐼 vardır [6]. 

 

2.1.14. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐼 ⊆ 𝐸 ideal olsun. 𝐸/𝐼 Arşimedyan Riesz uzayı olması için gerekli ve 

yeterli koşul 𝐼 nın göreceli düzgün kapalı olmasıdır [6]. 

 

2.2. Operatörler 

 

2.2.1. Tanım  

 

𝐸 ve 𝐹 iki sıralı vektör uzayı 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹  operatör olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐸+ için 𝑇𝑥 ≥ 0 oluyorsa 

T operatörüne pozitif operatör denir ve 𝑇 ≥ 0 veya 0 ≤ 𝑇 biçiminde gösterilir [1]. 
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2.2.2. Tanım  

 

𝐸, 𝐹 Riesz uzayı ve 𝑇: 𝐸 → 𝐹 pozitif operatör olsun. Eğer 𝑇 pozitif operatörü her 𝑥 ∈ 𝐸+ 

için 𝑇[0, 𝑥] = [0, 𝑇𝑥] şartını sağlıyorsa 𝑇 ye aralık koruyan operatör denir [1]. 

2.2.3. Tanım  

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları olsun. 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 operatörü için 𝑇˅(−𝑇) varsa bu supremuma                 

𝑇 operatörünün modülü denir ve |𝑇| ile gösterilir [1]. 

 

2.2.1. Teorem 

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları olsun. 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 operatör olmak üzere |𝑇| varsa her 𝑥 ∈ 𝐸+ için 

|𝑇𝑥| ≤ |𝑇|(𝑥) eşitsizliği sağlanır [1]. 

 

2.2.4. Tanım  

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları ve  𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 operatör olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 𝑥 ⊥ 𝑦 iken 𝑇𝑥 ⊥ 𝑇𝑦   

oluyorsa 𝑇  ye dikliği koruyan operatör denir [1].  

 

2.2.5. Tanım   

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları ve  𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 operatör olsun.  Eğer 𝑇 operatörü 𝐸 deki her sıra sınırlı 

kümeyi 𝐹 deki sıra sınırlı kümeye dönüştürüyorsa 𝑇 operatörüne sıra sınırlı operatör denir. 

 

𝐸 den 𝐹 ye tanımlanan bütün sıra sınırlı operatörlerin kümesi 𝐿𝑏(𝐸, 𝐹) ile gösterilir. 𝑇1, 𝑇2 ∈

𝐿𝑏(𝐸, 𝐹) için  

 

 𝑇1 ≤ 𝑇2  ⟺ 𝐻𝑒𝑟 𝑥 ∈ 𝐸+ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑇1(𝑥) ≤ 𝑇2(𝑥)  

 

sıralama bağıntısıyla  𝐿𝑏(𝐸, 𝐹)  bir sıralı vektör uzayıdır. 𝐹 Dedekind tam Riesz uzayı ise 

her 𝑆, 𝑇 ∈ 𝐿𝑏(𝐸, 𝐹) ve her 𝑥 ∈ 𝐸+ için 

 

𝑆 ∨ 𝑇(𝑥) = sup{𝑆(𝑦) + 𝑇(𝑧) ∶ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸+ 𝑣𝑒 𝑥 = 𝑦 + 𝑧 } 



16 

 

𝑆 ∧ 𝑇(𝑥) = inf {𝑆(𝑦) + 𝑇(𝑧) ∶ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸+ 𝑣𝑒 𝑥 = 𝑦 + 𝑧 }  

 

örgü işlemleri ile 𝐿𝑏(𝐸, 𝐹) Dedekind tam Riesz uzayıdır. 𝐿𝑏(𝐸, 𝐹) pozitif kısmı pozitif 

operatörlerden oluşmaktadır. Eğer 𝐸 = 𝐹 ise kısaca 𝐿𝑏(𝐸) ile gösterilir [1]. 

2.2.6. Tanım  

 

Her pozitif operatör sıra sınırlıdır [1]. 

 

2.2.7. Tanım  

 

𝑇 ∈ 𝐿𝑏(𝐸, 𝐹) ve {𝑥𝛼} ⊆ 𝐸 olsun. 𝐸 içinde 𝑥𝛼
𝑜
→ 0 iken 𝐹 içinde 𝑇𝑥𝛼

𝑜
→ 0 oluyorsa 𝑇 

operatörüne sıra sürekli operatör denir [1]. 

 

𝑇 pozitif operatör olmak üzere 𝑇 nin sıra sürekli olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑥𝛼 ↓ 0 

iken 𝑇𝑥𝛼 ↓ 0 (ya da 0 ≤ 𝑥𝛼 ↑ 𝑥 iken 𝑇𝑥𝛼 ↑ 𝑇𝑥 ) olmasıdır. Sıra sürekli operatörlerin 

kümesini 𝐿𝑛(𝐸, 𝐹) ile göstereceğiz. 𝐿𝑛(𝐸, 𝐹), 𝐿𝑏(𝐸, 𝐹) nin altuzayıdır. Eğer 𝐹 Dedekind 

tam ise 𝐿𝑛(𝐸, 𝐹), 𝐿𝑏(𝐸, 𝐹) içinde banddır. 

 

2.2.8. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı, 𝐹 Dedekind tam Riesz uzayı ve 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 sıra sınırlı operatör olsun.  

 

𝑁𝑇 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶  |𝑇|(|𝑥|) = 0 } 

 

kümesine 𝑇 nin sıfır ideali denir. 𝐶𝑇 = 𝑁𝑇
𝑑 kümesine de 𝑇 nin taşıyıcısı denir[1]. 

 

Burada 𝑇 sıra sürekli ise 𝑁𝑇 , 𝐸 içinde banddır. 

 

2.2.2. Teorem (Nakano)  

 

𝐸 Arşimedyan Riesz uzayı ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐸𝑛
~ olsun. Bu durumda  

 

i)  𝑓 ⊥ 𝑔 

ii) 𝐶𝑓 ⊆ 𝑁𝑔 
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iii) 𝐶𝑔 ⊆ 𝑁𝑓 

iv) 𝐶𝑓 ⊥ 𝐶𝑔 

 

önermeleri denktir [1]. 

 

2.2.3. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐹 Dedekind tam Riesz uzayı olmak üzere 𝑇: 𝐸 → 𝐹 sıra sınırlı operatör  

olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ 𝐸+ için 

 

i) |𝑇|(𝑥) = sup{|𝑇𝑦| ∶  |𝑦| ≤ 𝑥 } 

ii) 𝑇+(𝑥) = sup {𝑇𝑦 ∶ 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 } 

iii) 𝑇−(𝑥) = sup {−𝑇𝑦 ∶ 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 } 

 

dır [1]. 

 

2.2.4. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐹 Dedekind tam Riesz uzayı olmak üzere 𝑇: 𝐸 → 𝐹 pozitif operatör olsun. 

Her 𝑇 ∈ 𝐿𝑏(𝐸, 𝐹) ve her  𝑥 ∈ 𝐸 için  

 

i) 𝑇(𝑥+) = sup {𝑆(𝑥) ∶  0 ≤ 𝑆 ≤ 𝑇 } 

ii) 𝑇(𝑥−) = sup {−𝑆(𝑥) ∶ 0 ≤ 𝑆 ≤ 𝑇 } 

iii) 𝑇(|𝑥|) = sup {𝑆(𝑥) ∶ −𝑇 ≤ 𝑆 ≤ 𝑇 } 

 

 dir [1]. 

 

2.2.9. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑇: 𝐸 → 𝐸 operatör olmak üzere 𝐸 nin her bir 𝐵 bandı için 𝑇(𝐵) ⊆ 𝐵 

oluyorsa, 𝑇  ye band koruyan operatör denir [1].  

 

 



18 

 

2.2.5. Teorem  

 

𝐸 Arşimedyan Riesz uzayı ve 𝑇: 𝐸 → 𝐸  operatör olsun. 𝐵𝑥, 𝑥 in ürettiği band olmak üzere  

 

1) 𝑇 band koruyandır 

2) 𝑥 ⊥ 𝑦 iken 𝑇𝑥 ⊥ 𝑦 

3) 𝑥 ∈ 𝐸 iken 𝑇𝑥 ∈ 𝐵𝑥 

önermeleri denktir [1]. 

 

2.2.10. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı olmak üzere 𝑇: 𝐸 → 𝐸 sıra sınırlı ve band koruyan operatör ise 𝑇 ye  

orthomorfizma denir [1]. 

 

𝑇: 𝐸 → 𝐸 sıra sınırlı operatör ise T nin orthomorfizma olması için gerekli ve yeterli koşul 

her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸  için 𝑥 ⊥ 𝑦 iken 𝑇𝑥 ⊥ 𝑦 olmasıdır. 𝐸 üzerindeki orthomorfizmaların kümesi 

𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) ile gösterilir.𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸), 𝐿𝑏(𝐸) nin altvektör uzayıdır. 𝐿𝑏(𝐸) den indirgenen 

noktasal sıralama ile 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) sıralı vektör uzayıdır. 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸),  𝐿𝑏(𝐸) içinde idealdir. 𝐸 

Dedekind tam Riesz uzayı ise 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸)   𝐿𝑏(𝐸) nin birimi tarafından üretilen banddır. 

 

2.2.6. Teorem  

 

𝐸 Arşimedyan Riesz uzayı ise 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) Arşimedyan Riesz uzayıdır. Her 𝑆, 𝑇 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) ve 

her 𝑥 ∈ 𝐸+ için,  

 

(𝑆˅𝑇)(𝑥) = 𝑆(𝑥)˅𝑇(𝑥) ve  (𝑆˄𝑇)(𝑥) = 𝑆(𝑥)˄𝑇(𝑥) 

 

sağlanır [1]. 

 

2.2.7. Teorem  

 

𝐸 Dedekind tam Riesz uzayı ve 𝑥 ∈ 𝐸+ olsun. Her 𝑦 ∈ 𝐸 için |𝑦| ≤ 𝑥 iken  𝑇(𝑥) = 𝑦 ve 

0 ≤ 𝑇 ≤ 𝐼 olacak şekilde 𝑇 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) vardır [1]. 
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2.2.8. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑇 orthomorfizma olsun. Bu durumda 𝑇 sıra süreklidir [1]. 

 

2.2.9. Teorem  

 

𝐸 Dedekind tam Riesz uzayı ve 𝑇 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) olsun. Her 𝑢 ∈ 𝐸 için (𝑇+)(𝑢) = (𝑇𝑢)+ ve  

(𝑇−)(𝑢) = (𝑇𝑢)− sağlanır [1]. 

 

2.2.11. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı olmak üzere    

          

𝑍(𝐸) =  {𝑇 ∈ 𝐿𝑏(𝐸) |  |𝑇| ≤  𝜆𝐼 𝑜𝑙𝑎𝑐𝑎𝑘 ş𝑒𝑘𝑖𝑙𝑑𝑒 𝜆 ∈ ℝ
+ 𝑣𝑎𝑟𝑑𝚤𝑟. } 

 

kümesine 𝐸 nin merkezi denir [1].  

 

𝐸 Dedekind tam ise 𝑍(𝐸)  𝐿𝑏(𝐸) içinde biriminin ürettiği idealdir. Ayrıca 𝐸 Dedekind tam 

Riesz uzayı iken 𝑍(𝐸) ve 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) Dedekind tam Riesz uzaylarıdır. 

 

2.3.10. Teorem 

 

𝐸 Banach örgüsü olsun. Bu durumda 𝑍(𝐸) = 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) dir [1]. 

 

2.2.12. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayında bir 𝐵 bandı için 𝐸 = 𝐵⊕ 𝐵𝑑 ise 𝐵’ye projeksiyon band denir. Bir Riesz 

uzayında her band, projeksiyon band ise bu uzaya projeksiyon özelliğine sahiptir denir [1]. 

 

Dedekind tam Riesz uzayları projeksiyon özelliğine sahiptir. 

 

2.2.11. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐵 bir ideal olsun. Bu durumda aşağıdakiler birbirine denktir. 
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i) 𝐵 projeksiyon banddır. Yani 𝐸 = 𝐵 ⊕𝐵𝑑 dir 

ii) Her 𝑥 ∈ 𝐸+ için 𝐵+ ∩ [0, 𝑥] supremumu 𝐸 içinde var ve bu supremum 𝐵  ye aittir [2]. 

 

2.2.13. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝑥 ∈ 𝐸 olmak üzere, 𝑥 in ürettiği band olan 𝐵𝑥 projeksiyon band ise 𝑥 e 

projeksiyon eleman, 𝐵𝑥 bandına da esas band denir. Bir Riesz uzayında her eleman 

projeksiyon eleman ise bu uzaya esas projeksiyon özelliğine sahiptir denir [1]. 

 

2.2.14. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı olsun. 𝑃: 𝐸 → 𝐸 operatör olmak üzere 𝑃2 = 𝑃 ise 𝑃 ye projeksiyon denir. 𝑃, 𝐸 

Riesz uzayı üzerinde projeksiyon ve pozitif operatör ise, 𝑃 ye pozitif projeksiyon denir.      

𝐵 ⊆ 𝐸 projeksiyon band olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2 , 𝑥1 ∈ 𝐵 ve 𝑥2 ∈

𝐵𝑑 için  

 

𝑃𝐵: 𝐸 → 𝐸
      𝑥 → 𝑥1

 

 

biçiminde tanımlanan 𝑃𝐵 operatörüne band projeksiyon denir. 𝑃𝐵 pozitif projeksiyondur. 

Benzer şekilde  

 

𝑃𝐵𝑑: 𝐸 → 𝐸
      𝑥 → 𝑥2

 

 

biçiminde tanımlı 𝑃𝐵𝑑  band projeksiyonu da pozitiftir. Band projeksiyonların kümesi 𝑃(𝐸) 

ile gösterilir [1].  

 

Band projeksiyonlar, orthomorfizmler ve merkez operatörler arasında 𝑃(𝐸) ⊆ 𝑍(𝐸) ⊆

𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) ⊆ 𝐿𝑏(𝐸) ilişkisi vardır. 

 

2.2.12. Teorem 

 

𝐸  Riesz uzayındaki her projeksiyon banda karşılık bir band projeksiyon vardır [1]. 
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2.2.13. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı, 𝑇: 𝐸 → 𝐹 operatör olsun. Bu durumda aşağıdakiler birbirine denktir.  

 

i) 𝑇 band projeksiyondur 

ii) 𝐼: 𝐸 → 𝐸 birim operatör olmak üzere 𝑇 projeksiyon ve 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝐼 

iii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 𝑇𝑥 ⊥ (𝑦 − 𝑇𝑦) [1]. 

 

2.2.15. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑥 ≠ 0 iken 𝑓(𝑥) ≠ 0 olacak biçimde 𝑓 ∈ 𝐸~ var ise 

𝐸~, 𝐸 nin noktalarını ayırıyor denir [1]. 

 

2.2.16. Tanım 

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları ve 𝑇: 𝐸 → 𝐹 bir operatör olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için  

 

𝑇(𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑇(𝑥) ∨ 𝑇(𝑦) 

 

oluyorsa, 𝑇  ye Riesz homomorfizması denir [1]. 

 

2.2.14. Teorem 

 

Her Riesz homomorfizması pozitif operatördür [1]. 

 

2.2.15. Teorem 

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları ve 𝑇: 𝐸 → 𝐹 Riesz homomorfizması olsun. 𝑇(𝐸) ⊆ 𝐹 Riesz alt 

uzayıdır. 

 

2.2.16. Teorem 

 

𝐸 ve 𝐹 iki Riesz uzayı, 𝑇: 𝐸 → 𝐹 bir operatör olmak üzere aşağıdaki önermeler birbirine  
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denktir. 

 

1) 𝑇 operatörü Riesz homomorfizmasıdır 

2) Her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑇(𝑥+) = (𝑇𝑥)+ 

3) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑇(𝑥) ∧ 𝑇(𝑦) 

4) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 𝐸 uzayı içinde 𝑥 ∧ 𝑦 = 0 ise 𝐹 uzayı içinde 𝑇(𝑥) ∧ 𝑇(𝑦) = 0 

5) Her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑇|𝑥| = |𝑇𝑥| [1]. 

 

2.2.17. Teorem 

 

Her band projeksiyon Riesz homomorfizmasıdır [1]. 

 

2.2.17. Tanım 

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayı, 𝑇: 𝐸 → 𝐹 Riesz homomorfizması olsun. 𝑇 birebir ve örten ise 𝑇 ye Riesz 

izomorfizma denir. 𝐸 den 𝐹 ye Riesz izomorfizma varsa, 𝐸 ve 𝐹 Riesz izomorfiktir denir 

[1]. 

 

2.2.18. Teorem 

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları, 𝑇: 𝐸 → 𝐹  birebir ve örten operatör olmak üzere 𝑇 nin Riesz 

izomorfizma olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑇 ve 𝑇−1  operatörlerinin pozitif olmasıdır 

[1]. 

 

2.2.18. Tanım  

 

𝐸, 𝐹 Riesz uzayı ve 𝑇: 𝐸 → 𝐹 ye sıra sınırlı operatör olsun. Her 𝑓 ∈ 𝐹~ ve 𝑥 ∈ 𝐸 için   

 

𝑇~: 𝐹~ → 𝐸~ 

     𝑓 → 𝑇~(𝑓), 𝑇~(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑇𝑥) 

 

dönüşümüne 𝑇 nin adjointi denir [1]. 

 



23 

 

2.2.19. Teorem 

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları olsun. 𝑇: 𝐸 → 𝐹 aralık koruyan operatör ise 𝑇~ ∶  𝐹~ → 𝐸~ Riesz 

homomorfizmadır [1]. 

 

2.2.20. Teorem  

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları ve 𝐹~, 𝐹 nin noktalarını ayırsın. 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹  Riesz homomorfizma 

olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑇~ ∶  𝐹~ → 𝐸~ aralık koruyan operatör olmasıdır [1].  

 

2.2.21. Teorem  

 

𝐸 ve 𝐹 Riesz uzayları ve 𝑇: 𝐸 → 𝐹 Riesz homomorfizma olmak üzere, 

 

i) 𝐾𝑒𝑟(𝑇), 𝐸 içinde idealdir 

ii) 𝑇 sıra sürekli ise 𝐾𝑒𝑟(𝑇), 𝐸 içinde banddır 

 

önermeleri doğrudur[1]. 

 

2.2.19. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐸~~, 𝐸 nin iki sıra duali olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐸 ve 𝑓 ∈ 𝐸~ için 

 

𝜎 ∶ 𝐸 → 𝐸~~ 

       𝑥 → 𝜎(𝑥) = 𝑥′′,   𝑥′′(𝑓) = 𝑓(𝑥) 

 

biçiminde tanımlanan dönüşüme kanonik gömme dönüşümü denir. 𝜎 (𝐸) ⊆  (𝐸~)𝑛
~ ve eğer 

𝐸~, 𝐸 nin noktalarını ayırıyorsa kanonik gömme dönüşümü birebir Riesz homomorfizmadır 

[1]. 

 

2.2.20. Tanım  

 

𝐺 reel vektör uzayı  ve 𝐹 Riesz uzayı olmak üzere 𝑝 ∶ 𝐺 → 𝐹 bir fonksiyon olsun. 



24 

 

i) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 𝑝(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥) + 𝑝(𝑦) 

ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ve ∀𝜆 ∈ ℝ+ için 𝑝(𝜆𝑥) = 𝜆𝑝(𝑥) 

 

şartlarını sağlıyorsa 𝑝 ye alt lineer dönüşüm denir [1]. 

 

2.2.22. Teorem  

 

𝐺 reel vektör uzayı, 𝐹 Dedekind tam Riesz uzayı ve 𝑝 ∶ 𝐺 → 𝐹 alt lineer dönüşüm olsun. 

𝐻 ⊆ 𝐺 alt vektör uzayı 𝜙 ∶ 𝐻 → 𝐹  bir operatör ve her 𝑥 ∈ 𝐻 için 𝜙(𝑥) ≤ 𝑝(𝑥) ise  

 

i) ∀𝑥 ∈ 𝐻 için 𝛹(𝑥) = 𝜙(𝑥) 

ii) ∀𝑥 ∈ 𝐺 için 𝛹(𝑥) ≤ 𝑝(𝑥) 

 

şartlarını sağlayan 𝛹 ∶ 𝐺 → 𝐹 operatörü vardır [1]. 

 

2.2.21. Tanım  

 

𝐸 vektör uzayı ve 𝜌 ∶ 𝐸 → ℝ fonksiyonu  

 

i) ∀𝑢 ∈ 𝐸 için 𝜌(𝑢) ≥ 0 

ii) ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 için 𝜌(𝑢 + 𝑣) ≤ 𝜌(𝑢) + 𝜌(𝑣) 

iii) ∀𝑢 ∈ 𝐸 ve ∀𝜆 ∈ ℝ için 𝜌(𝜆𝑢) = |𝜆|𝜌(𝑢) 

 

şartlarını sağlıyorsa 𝜌 ye yarı norm denir [6]. 

 

2.2.22. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı olsun. 𝐸 üzerinde her 𝑢 ∈ 𝐸 için 𝜌𝑓(𝑢) = |𝑓(𝑢)| biçiminde tanımlanan      

{𝜌𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸
~ } yarı norm ailesinin ürettiği topolojiye lokal konveks 𝜎(𝐸, 𝐸~) zayıf topolojisi 

denir [8].  

 

Benzer şekilde 𝐸~ üzerinde 𝜎(𝐸~, 𝐸) zayıf topolojisi her 𝑓 ∈ 𝐸~ için                                 

𝜌𝑢(𝑓) = |𝑓(𝑢)| biçiminde tanımlanan {𝜌𝑢 ∶ 𝑢 ∈ 𝐸 }  yarı norm ailesinin ürettiği topolojiye 

lokal konveks 𝜎(𝐸~, 𝐸) zayıf topolojisi denir [8]. 
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2.2.23. Tanım  

 

𝐸 topolojik vektör uzayı olsun. 𝐸, konveks kümeleri içeren sıfırın komşuluklar tabanına 

sahip ise 𝐸 ye lokal konveks topolojik uzay denir [8]. 

 

2.2.24. Tanım  

 

𝐸 topolojik vektör uzayı olsun. 𝐸, solid kümeleri içeren sıfırın komşuluklar tabanına sahip  

ise 𝐸 ye lokal solid topolojik uzay denir [8]. 

 

Eğer 𝐸 hem lokal konveks topolojik uzay hemde lokal solid topolojik uzay ise 𝐸 ye lokal 

konveks-solid topolojik uzay denir. 

 

2.2.25. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı olsun. Her 𝑢 ∈ 𝐸 için 𝜌𝑓(𝑢) = |𝑓|(|𝑢|) biçiminde tanımlanan                          

{𝜌𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸
~ } yarı norm ailesinin ürettiği topolojiye lokal konveks-solid |𝜎|(𝐸, 𝐸~) mutlak 

zayıf topolojisi denir [8]. 

 

2.2.23. Teorem  

 

(𝐸, 𝜏) Hausdorff lokal konveks uzay ve 𝑉 ⊆ 𝐸 olmak üzere, . 

 

i) 𝑉 𝜏 sınırlı olması için gerek ve yeterli koşul 𝑉 𝜎(𝐸, 𝐸~) sınırlı olmasıdır. 

ii) Eğer  𝑉  konveks ise 𝑉 𝜏 kapalı olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑉  𝜎(𝐸, 𝐸~)        

kapalıdır. 

 

önermeleri doğrudur[8]. 

 

2.2.24. Teorem  

 

(𝐸, 𝜏) lokal konveks-solid Riesz uzayı olsun. Bu durumda 𝜎(𝐸, 𝐸~) ⊆ |𝜎|(𝐸, 𝐸~) ⊆ 𝜏 

sağlanır [8] 
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2.2.26. Tanım  

 

𝐸 Riesz uzayı ve ∅ ≠ 𝑉 ⊆ 𝐸, ∅ ≠ 𝑉 ⊆ 𝐸~ olsun.  

 

𝑉𝑜 = { 𝑓 ∈ 𝐸~ ∶  ∀𝑥 ∈ 𝑉 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑥) = 0 } 

kümesine 𝑉 nin poları, 

 

𝑈0 = { 𝑥 ∈ 𝐸 ∶  ∀𝑓 ∈ 𝑈 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑥) = 0 } 

 

kümesine 𝑈 nın ters poları denir [9]. 

 

2.2.25. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve ∅ ≠ 𝐼 ⊆ 𝐸 olsun. 𝐼 ideal ise 𝐼𝑜 , 𝐸~ içinde banddır [9]. 

 

2.2.26. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı ve ∅ ≠ 𝑉 ⊆ 𝐸 olsun. 

 

𝑉, 𝜎(𝐸, 𝐸~) kapalı olması için gerekli ve yeterli koşul  (𝑉𝑜)𝑜 = 𝑉 olmasıdır [9]. 

 

2.2.27. Teorem 

 

𝐸 Riesz uzayı ve 𝐸~, 𝐸 nin noktalarını ayırsın. 

 

i) 𝐸~ = 𝐸𝑛
~ 

ii) 𝐸 deki 𝜎(𝐸, 𝐸~) kapalı her kapalı ideal banddır. 

 

önermeleri biribirine denktir[9]. 

 

2.2.27. Tanım  

 

𝐸, 𝐹  Riesz uzayı, 𝑇: 𝐸 × 𝐸 → 𝐹 bi-lineer dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸+ için 𝑥 → 𝑇(𝑥, 𝑦)  

ve 𝑦 → 𝑇(𝑥, 𝑦) lineer dönüşüm ise T ye bi-lineer dönüşüm denir ve bi-lineer dönüşümlerin 

ailesi 𝐿𝑏𝑣(𝐸, 𝐹; 𝐺) ile gösterilir [11]. 
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2.2.28. Tanım  

 

𝐸,𝐹 ve 𝐺 Riesz uzayı, 𝑇: 𝐸 × 𝐹 → 𝐺 bi-lineer dönüşüm olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐸+, 𝑦 ∈ 𝐹+ için      

𝑥 → 𝑇(𝑥, 𝑦) ve 𝑦 → 𝑇(𝑥, 𝑦) Riesz homomorfizma ise T ye bilattice homomorfizma denir 

[11]. 

 

2.2.28. Teorem  

 

𝐸 ve 𝐹 Arşimedyan Riesz uzayı olsun. 

 

"𝐻 Arşimedyan Riesz uzayı ve 𝛹:𝐸 × 𝐹 → 𝐻 bilattice homomorfizma ise 𝑇𝜑 = 𝛹 olacak 

biçimde 𝑇: 𝐺 → 𝐻 Riesz homomorfizması vardır ve tektir.” 

 

önermesini doğru yapan bir tek 𝐺 Arşimedyan Riesz uzayı ve 𝜑: 𝐸 × 𝐹 → 𝐺 bilattice 

homomorfizması vardır [10]. 

 

Yukardaki teoremde 𝐺 Riesz uzayına 𝐸 ile 𝐹 nin tensör çarpımı denir ve 𝐸 ⊗ 𝐹̅̅ ̅̅ ̅̅   ile 

gösterilir. 

 

2.2.29. Teorem  

 

𝐸, 𝐹 Riesz uzayı ve 𝐺 Dedekind tam Riesz uzayı olsun. Bu durumda 𝐿𝑏𝑣(𝐸, 𝐹; 𝐺), 

𝐿𝑏(𝐸 ⊗̅̅̅ 𝐹, 𝐺) ve 𝐿𝑏(𝐸, 𝐿𝑏(𝐹, 𝐺))  Riesz uzayları izomorfiktir [12]. 

 

2.2.30. Teorem  

 

𝐸, 𝐹 𝑣𝑒 𝐺 Riesz uzayı, 𝐻 Dedekind tam Riesz uzayı ve 𝑝: 𝐸 × 𝐹 → 𝐺 bi-lineer dönüşüm 

olsun. 

 

i) 𝑝 aralık koruyan dönüşüm ve 𝐻~, 𝐻 nin noktalarını ayırıyor ise 𝐿𝑏(𝐺, 𝐻) den 𝐿𝑏𝑣(𝐸, 𝐹; 𝐻)     

ye 𝑆 → 𝑆 ∘ 𝑝 dönüşümü Riesz homomorfizmadır. 
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ii) 𝑝 Riesz bimorphism ise 𝐿𝑏(𝐺, 𝐻) den 𝐿𝑏𝑣(𝐸, 𝐹; 𝐻) ye 𝑆 → 𝑆 ∘ 𝑝 dönüşümü aralık 

koruyandır. 

 

önermeleri doğrudur[11]. 

 

2.3. Cebirler 

 

2.3.1. Tanım  

 

𝐴 Riesz uzayı ve cebir olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴+ için 𝑥𝑦 ∈ 𝐴+ oluyorsa 𝐴 ya Riesz cebiri 

denir[4]. 

 

2.3.2. Tanım 

 

𝐴 Riesz cebiri olmak üzere, her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑐 ∈ 𝐴 için  

 

 𝑐(𝑎 ∨ 𝑏) = 𝑐𝑎 ∨ 𝑐𝑏 ve (𝑎 ∨ 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 ∨ 𝑏𝑐  

 

şartları sağlanıyorsa 𝐴 ya 𝑑 −cebiri denir[4].  

 

2.3.3. Tanım 

 

𝐴 Riesz cebiri olmak üzere her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎 ∧ 𝑏 = 0 iken 𝑎𝑏 = 0 şartını sağlıyorsa 𝐴 ya 

hemen hemen 𝑓 −cebiri denir[4]. 

 

2.3.4. Tanım 

 

𝐴 Riesz cebiri olmak üzere her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ve her 𝑐 ∈ 𝐴+için 𝑎 ∧ 𝑏 = 0 iken                               

(𝑎𝑐) ∧ 𝑏 = (𝑐𝑎) ∧ 𝑏 = 0 şartını sağlıyorsa 𝐴 ya 𝑓–cebiri denir[4]. 

 

2.3.5 Tanım  

 

𝐴 Riesz cebiri olsun. Her 𝑎 ∈ 𝐸 için 𝑎2 ≥ 0 oluyorsa 𝐴 ye pozitif kare özelliğine sahip 

denir[4]. Her 𝑓–cebiri ve hemen hemen 𝑓–cebiri pozitif kare özelliğine sahiptir. 
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2.3.1. Teorem  

 

Her 𝑓–cebiri hem hemen hemen 𝑓–cebiri hem de 𝑑 −cebiridir [4]. 

 

2.3.2. Teorem  

 

Her Arşimedyan 𝑓–cebiri ve hemen hemen 𝑓–cebiri değişmelidir [23]. 

 

2.3.6.Tanım  

 

𝐴 𝑓–cebiri ve 𝑢 ∈ 𝐸 olsun. Eğer en az bir 𝑘 doğal sayısı için 𝑢𝑘 = 0 iken u=0 oluyorsa 𝐴 ye 

yarı-asal 𝑓–cebiri denir [4]. 

 

𝐴 𝑓–cebirinin yarı asal olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑢2 = 0 iken 𝑢 = 0 olmasıdır. Her 

Arşmedyan birimli 𝑓–cebiri yarı asaldır. 

 

2.3.3. Teorem  

 

𝐸 Riesz uzayı olsun. Her 𝑇, 𝑆 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) ve her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑇 ∘ 𝑆(𝑥) = 𝑇(𝑆(𝑥)) çarpma 

işlemiyle birlikte birimli 𝑓–cebirdir [1]. 

 

2.3.4. Teorem  

 

𝐴 birim elemanı 𝑒 olan 𝑓–cebiri olsun.  

 

i) 𝑒 ≥ 0 

ii) Her 𝑎 ∈ 𝐴+ için 𝑎−1 varsa 𝑎−1 ≥ 0 

iii) Her 𝑎 ∈ 𝐴+ için 𝑎−1 varsa 𝑎 ∧ 𝑎−1 ≤ 𝑒 

iv) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴+ için 𝑎−1 ve 𝑏−1 varsa 

 

(𝑎 ∧ 𝑏)−1 = 𝑎−1 ∧ 𝑏−1  

(𝑎 ∨ 𝑏)−1 = 𝑎−1 ∨ 𝑏−1  önermeleri doğrudur [23]. 
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2.3.5. Teorem 

 

𝐴 𝑓–cebiri olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎𝑏 = (𝑎 ∧ 𝑏)(𝑎 ∨ 𝑏) dir [23]. 

2.3.6. Teorem 

 

𝐴 birimli Arşimedyan 𝑓–cebiri olmak üzere 𝐴~~ = (𝐴~)𝑛
~ sağlanır [5]. 

 

2.3.7. Teorem  

 

𝐴 birim elemanı 𝑒 olan Arşimedyan 𝑓–cebiri olsun. Her 𝑢 ∈ 𝐴+ için aşağıdaki eşitsizlikler 

doğrudur. 

 

 i) 0 ≤ 𝑢 − 𝑢 ∧ 𝑛𝑒 ≤ 𝑛−1𝑢2 

ii) 0 ≤ 𝑢 ∧ 𝑚𝑒 − 𝑢 ∧ 𝑛𝑒 ≤ 𝑛−1(𝑢 ∧ 𝑚𝑒)(𝑢 ∧ 𝑛𝑒) [23]. 

 

2.3.8. Teorem  

 

𝐴 birim elemanı 𝑒 olan Arşimedyan 𝑓–cebiri olsun. 

 

i) 𝐴 𝑓–cebiridir 

ii) 𝑒 zayıf sıra birimdir 

 

önermeleri denktir [23]. 

 

2.3.9. Teorem  

 

𝐴 birim elemanı 𝑒 > 0 olan Arşimedyan düzgün tam Riesz cebiri olmak üzere aşağıdakiler 

doğrudur.  

 

i) 𝐵𝑒 projeksiyon banddır. Yani 𝐴 = 𝐵𝑒⊕𝐵𝑒
𝑑 dir 

ii) Her 𝑎 ∈ 𝐵𝑒 için sağ çarpım ve sol çarpım operatörleri sırasıyla 𝑅𝑎 𝑣𝑒 𝐿𝑎 olmak üzere 

𝑅𝑎, 𝐿𝑎 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐴) dır [2]. 
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Çalışma boyunca bütün Riesz uzayları Arşimedyan Riesz uzayı ve 𝐸~, 𝐸 nin noktalarını 

ayırdığı kabul edilecektir. 
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3. 𝒃 −CEBİRLERİ 

 

Bu bölümde 𝑏 −cebiri kavramını tanımlayacak ve onun cebirsel özellikleri ile sıralama 

özelliklerini iki kısımda inceleyeceğiz. 

 

3.1. 𝒃 −Cebirleri Üzerinde Frobenius-Gelfand-Mazur Teoremi 

 

Bu kısımda 𝑏 −cebiri tanımını verip Giriş bölümünde verdiğimiz 𝑓–cebirleri, hemen hemen 

𝑓–cebirleri ve 𝑑 −cebirleri ile karşılaştırmalarını yapacağız. Ayrıca Gelfand-Mazur 

teoreminin 𝑏 −cebirlerindeki versiyonunu verip ispatlayacağız. 

 

İlk olarak 𝑓–cebirleri, hemen hemen 𝑓–cebirleri ve 𝑑 −cebirlerinin karşılaştırmalı 

örneklerini verip, hangi durumlarda denk olduklarını verelim. 

 

Örnek 

 

𝐴 = ℝ2 olmak üzere her 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝐴 için  

 

𝑥 ≤ 𝑦 ⇔ 𝑥1 ≤ 𝑦1 𝑣𝑒 𝑥2 ≤ 𝑦2  ve 𝑥𝑦 = (0, 𝑥1𝑦1) 

 

işlemleri ile birlikte 𝐴 Arşimedyan hemen hemen 𝑓–cebiri ve 𝑑 −cebiridir. Fakat 𝑥 = (1,0),     

𝑦 = (0,1) ve 𝑧 = (1,0) seçersek 𝑥 ∧ 𝑦 = 0 olmasına rağmen 𝑧𝑥 ∧ 𝑦 ≠ 0 olduğundan  𝐴           

𝑓–cebiri değildir. 

 

Örnek 

 

𝐴 = ℝ2 olmak üzere her 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝐴 için 𝑥𝑦 = (𝑥1𝑦1, 𝑥1𝑦2) işlemiyle 

birlikte 𝐴 bir 𝑑 −cebiridir.  Fakat  𝑥 = (1,0),  𝑦 = (0,1) alırsak 𝑥 ∧ 𝑦 = 0 olmasına rağmen       

𝑥𝑦 ≠ 0 olduğundan 𝐴 hemen hemen 𝑓–cebiri değildir. 

 

Örnek  

 

𝐴 = ℝ3 olmak üzere 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) ∈ 𝐴,  



34 

 

𝑥𝑦 = (𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3, 𝑥2𝑦2, 𝑥3𝑦3) 

 

işlemiyle birlikte 𝐴 hemen hemen 𝑓–cebiridir. Fakat 𝑥 = (1,1,0), 𝑦 = (0,0,1) ve 𝑧 =

(1,1,1) alırsak 𝑥 ∧ 𝑦 = 0 dır. 𝑧𝑥 ∧ 𝑧𝑦 ≠ 0 olduğundan 𝐴 𝑑 −cebiri değildir. 

 

Yukardaki örneklerden de anlaşılacağı gibi hemen hemen 𝑓–cebiri ile 𝑑 −cebiri arasında 

doğrudan bir ilişki yoktur. Her 𝑓–cebiri hemen hemen 𝑓–cebiri ve 𝑑 −cebiridir. Fakat 

karşıtının doğru olmadığı yine örneklerde görülmektedir. Şimdi hangi durumlarda karşıtı var 

onunla ilgili teoremleri verelim. 

 

𝐴 Riesz cebiri olsun. Aşağıdaki önermeler doğrudur[4]. 

 

i) Her yarı asal hemen hemen 𝑓–cebiri veya 𝑑 −cebiri, 𝑓–cebiridir. 

ii) 𝑒 > 0 birim eleman olmak üzere birimli hemen hemen 𝑓–cebiri veya  𝑑 −cebiri 𝑓–

cebiridir. 

 

Yukardaki teoremden anlaşılacağı gibi birimli ya da yarı asal Arsimedyan Riesz cebirinde 

hemen hemen 𝑓–cebiri, 𝑑 −cebiri ve 𝑓–cebiri birbirlerini gerektirmektedirler. 

 

3.1.1. Tanım 

 

𝐴 Riesz cebiri olsun. 𝐴 daki her band 𝐴 nın altcebiri oluyorsa 𝐴 ya 𝑏 −cebiri denir. 

 

3.1.1. Teorem 

 

𝐴 Arşimedyan Riesz cebiri olsun. 𝐴 𝑏 −cebiri olması için  gerekli ve yeterli koşul her        

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 için 𝑎˄𝑏 = 0 ve 𝑎˄𝑐 = 0 iken 𝑎˄𝑏𝑐 = 0 dır. 

 

İspat 

 

𝐴 𝑏 −cebiri ve her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 için 𝑎˄𝑏 = 𝑎˄𝑐 = 0 olsun. 𝑎˄𝑏 = 𝑎˄𝑐 = 0 olduğundan            

𝑏 ∈ 𝐵𝑎
𝑑 ve 𝑐 ∈ 𝐵𝑎

𝑑 dir. 𝐴 𝑏 −cebiri olduğundan 𝑏𝑐 ∈ 𝐵𝑎
𝑑 dir. O halde 𝑎˄𝑏𝑐 = 0 bulunur.  
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Karşıt olarak, her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 için 𝑎˄𝑏 = 𝑎˄𝑐 = 0 iken 𝑎˄𝑏𝑐 = 0 ve 𝐵, 𝐴 da herhangi bir 

band olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 olmak üzere her 𝑐 ∈ 𝐵𝑑 için |𝑎|˄|𝑐| = |𝑏|˄|𝑐| = 0 olduğundan 

hipotezden  dolayı  |𝑐|˄|𝑎||𝑏| = 0 dır. O halde |𝑎||𝑏| ∈ 𝐵𝑑𝑑 bulunur. B band olduğundan 

𝐵 = 𝐵𝑑𝑑 olacağından |𝑎||𝑏| ∈ 𝐵 bulunur. Ayrıca  

 

0 ≤ |𝑎𝑏| ≤ |𝑎||𝑏|  

 

olup ve 𝐵 band dolayısıyla ideal olduğundan 𝑎𝑏 ∈ 𝐵 dir. Yani 𝐵 altcebirdir. Dolayısıyla 𝐴 

𝑏 −cebiridir. 

 

Örnek  

 

𝐴 = {[
𝑎 𝑏
0 𝑐

] ∶ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 }  olmak üzere matrislerdeki sıralama, bilinen çarpma işlemleri ile 

birimli 𝑏 −cebiridir, fakat hemen hemen 𝑓–cebiri ve 𝑑 −cebiri değildir. Gerçekten her 

𝑀1, 𝑀2, 𝑀3 ∈ 𝐴 için 𝑀1˄𝑀2 = 0 ve 𝑀1˄𝑀3 = 0 olsun.  

 

𝑀1 ∈ 𝐴 ⟹ 𝑀1 = [
𝑎1 𝑏1
0 𝑐1

] olacak şekilde 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 ∈  𝑅 vardır. 

𝑀2 ∈ 𝐴 ⟹ 𝑀2 = [
𝑎2 𝑏2
0 𝑐2

] olacak şekilde 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 ∈  𝑅 vardır. 

𝑀3 ∈ 𝐴 ⟹ 𝑀3 = [
𝑎3 𝑏3
0 𝑐3

] olacak şekilde 𝑎3, 𝑏3, 𝑐3 ∈  𝑅 vardır. 

 

Ayrıca 

 

𝑀1˄𝑀2 = 0 ⟹ [
𝑎1˄𝑎2 𝑏1˄𝑏2
0 𝑐1˄𝑐2

] = [
0 0
0 0

] 

⟹𝑎1˄𝑎2 = 0, 𝑏1˄𝑏2 = 0 𝑣𝑒 𝑐1˄𝑐2 = 0 

⟹(𝑎1 = 0 ˅ 𝑎2 = 0), (𝑏1 = 0 ˅ 𝑏2 = 0) 𝑣𝑒 (𝑐1 = 0 ˅ 𝑐2 = 0)                       

(3.1) 

 

𝑀1˄𝑀3 = 0 ⟹ [
𝑎1˄𝑎3 𝑏1˄𝑏3
0 𝑐1˄𝑐3

] = [
0 0
0 0

] 

⟹𝑎1˄𝑎3 = 0, 𝑏1˄𝑏3 = 0 𝑣𝑒 𝑐1˄𝑐3 = 0 

⟹(𝑎1 = 0 ˅ 𝑎3 = 0), (𝑏1 = 0 ˅ 𝑏3 = 0) 𝑣𝑒 (𝑐1 = 0 ˅ 𝑐3 = 0)                   (3.2)        
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𝑀1˄𝑀2𝑀3 = [
𝑎1 𝑏1
0 𝑐1

] ˄ [
𝑎2𝑎3 𝑎2𝑏3 + 𝑏2𝑐3
0 𝑐2𝑐3

] 

= [
𝑎1˄𝑎2𝑎3 𝑏1˄(𝑎2𝑏3 + 𝑏2𝑐3)
0 𝑐1˄𝑐2𝑐3

] 

 

bulunur. (3.1) ve (3.2) eşitliklerinde ki tüm durumlar incelendiğinde 𝑎1˄𝑎2𝑎3 = 0, 

𝑐1˄𝑐2𝑐3 = 0  ve 𝑏1˄(𝑎2𝑏3 + 𝑏2𝑐3) = 0 olduğu kolayca görülür. Yani 𝑀1˄𝑀2𝑀3 = 0 dır. 𝐴 

kümesi matrislerin sıralaması ve bilinen çarpma işlemiyle birimli 𝑏 −cebiridir.  

 

Fakat 𝑀1 = [
1 1
0 0

] ve 𝑀2 = [
0 0
0 1

] olmak üzere 𝑀1, 𝑀2 ∈ 𝐴 için 𝑀1˄𝑀2 = 0 olmasına 

rağmen  

 

𝑀1𝑀2 = [
0 1
0 0

] 

 

olduğundan 𝐴 hemen hemen 𝑓–cebiri değildir. Ayrıca 𝑀1 = [
0 3
0 2

], 𝑀2 = [
0 1
0 18

] ve             

𝑀3 = [
2 1
0 0

] olmak üzere 𝑀1, 𝑀2 ∈ 𝐴 , 𝑀3 ∈ 𝐴
+ için 

 

𝑀3(𝑀1˅𝑀2) = [
0 24
0 0

]  𝑣𝑒 (𝑀3𝑀1˅𝑀3𝑀2) = [
0 20
0 0

] 

 

olduğundan 𝑀3(𝑀1˅𝑀2) ≠ (𝑀3𝑀1˅𝑀3𝑀2) bulunur. Yani 𝐴 𝑑 −cebiri değildir. 

 

3.1.2. Teorem  

 

𝐴 Arşimedyan 𝑏 −cebiri olsun. 𝐴 pozitif kare özelliğine sahip ise 𝐴 hemen hemen 𝑓–

cebiridir.  

 

İspat 

 

𝐴 pozitif kare özelliğine sahip Arşimedyan 𝑏 −cebiri olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎˄𝑏 = 0 

olsun. 𝐴 pozitif kare özelliğine sahip olduğundan her n=1,2,3,… için 
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0 ≤
𝑎

𝑛
𝑏 ≤

𝑎

𝑛
𝑏 + 𝑏

𝑎

𝑛
 

=
𝑎2

𝑛2
+ 𝑏2 − (

𝑎

𝑛
− 𝑏)

2

 

≤ 
𝑎2

𝑛2
+ 𝑏2 

               

bulunur. Yani, 

 

0 ≤ 𝑎𝑏 ≤
𝑎2

𝑛
+ 𝑛𝑏2 

   

dır. Benzer şekilde  

 

0 ≤ 𝑎𝑏 ≤ 𝑛𝑎2 +
𝑏2

𝑛
 

 

bulunur. O halde 

 

0 ≤ 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏˄(𝑎2 + 𝑏2) 

≤ (𝑎𝑏˄𝑎2) + (𝑎𝑏˄𝑏2) 

≤ [(
𝑎2

𝑛
+ 𝑛𝑏2)˄𝑎2] + [(𝑛𝑎2 +

𝑏2

𝑛
)˄𝑏2] 

≤ (
𝑎2

𝑛
˄𝑎2) + (𝑛𝑏2˄𝑎2) + (𝑛𝑎2˄𝑏2) + (

𝑏2

𝑛
˄𝑏2) 

 

dır. 𝐴 𝑏 −cebiri olduğundan 𝑎2˄𝑏2 = 0 dır. O halde 𝑛𝑏2˄𝑎2 = 0 ve 𝑛𝑎2˄𝑏2 = 0 

olacağından  

 

0 ≤ 𝑎𝑏 ≤  (
𝑎2

𝑛
˄𝑎2) + (

𝑏2

𝑛
∧ 𝑏2) 

=
𝑎2

𝑛
+
𝑏2

𝑛
 

 

bulunur. 𝐴 Arşimedyan olduğundan 𝑎𝑏 = 0 dır. 
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Her 𝑓–cebiri, 𝑏 −cebiridir. Fakat karşıtı doğru değildir. Ayrıca hemen hemen 𝑓–cebiri ve 

𝑑 −cebiri de 𝑏 −cebiri olmak zorunda değildir.  

Örnek  

 

𝐶[0,1] =  {𝑓 | 𝑓 ∶ [0,1] ⟶ 𝑅 𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛} olmak üzere 𝐴 = 𝐶[0,1] olsun. A 

üzerinde çarpma işlemi her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴  ve 𝑥 ∈ [0,1] için 

 

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(0)𝑔(0) 

 

olarak tanımlansın. * işlemi ile birlikte 𝐴 Arşimedyan değişmeli 𝑑 −cebiri ve dolayısıyla 

hemen hemen 𝑓–cebiridir [2]. Fakat b – cebiri değildir.  

 

𝑓 =  {
0,                       𝑥 ∈ [0,

1

2
]              

2𝑥 − 1,                  𝑥 ∈ [
1

2
, 1]                   

 

 

𝑔 = {
−2𝑥 + 1,                        𝑥 ∈ [0,

1

2
 ]

     0,                                  𝑥 ∈ [
1

2
, 1]

 

 

şeklinde tanımlı fonksiyonlar [0,1] de sürekli olduğundan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴 dır. Her 𝑥 ∈ [0,1] için 

𝑓˄𝑔 = 0 dır. Fakat 𝑥 = 1 ∈ [0,1] için, 

 

(𝑓˄𝑔 ∗ 𝑔)(1) = 𝑓(1)˄(𝑔 ∗ 𝑔)(1) 

= 𝑓(1)˄𝑔(0)𝑔(0) 

= 1˄1 

= 1 

 

olduğundan 𝐴 𝑏 −cebiri değildir. 

 

3.1.3. Teorem 

 

𝐴 Arşimedyan Riesz cebiri olsun. Eğer 𝐴 𝑏 −cebiri ise her 𝑎 ∈ 𝐴+için (𝑎2˄𝑛𝑎) dizisi 𝑎2’ye  
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göreceli düzgün yakınsar. Eğer 𝐴 pozitif kare özelliğine sahip ve 𝐴~ 𝐴’nın noktalarını 

ayırıyorsa karşıtı da doğrudur. 

 

İspat 

 

𝐴 𝑏 −cebiri olsun. Her 𝑎 ∈ 𝐴+ ve n=1,2,3… için 

(𝑎2 − 𝑎2˄𝑛𝑎)˄(𝑛𝑎 − 𝑎2˄𝑛𝑎) = 0 ⟹ (𝑎2 − 𝑎2˄𝑛𝑎)˄ (𝑎 −
𝑎2

𝑛
˄𝑎) = 0 

                                                                  ⟹(𝑎2 − 𝑎2˄𝑛𝑎)˄ (𝑎 −
𝑎2

𝑛
˄𝑎)

2

= 0 

                                                                  ⟹(𝑎2 − 𝑎2˄𝑛𝑎)˄ [𝑎2 − 𝑎 (
𝑎2

𝑛
˄𝑎) −

(
𝑎2

𝑛
˄𝑎) 𝑎 +                                                                       (

𝑎2

𝑛
˄𝑎)

2

] = 0 

 

bulunur. Buradan 

 

𝑎2 = (𝑎2˄𝑛𝑎)˅ [𝑎 (
𝑎2

𝑛
˄𝑎) + (

𝑎2

𝑛
˄𝑎) 𝑎 − (

𝑎2

𝑛
˄𝑎)

2

] 

 

dır. 

 

0 ≤ 𝑎2 − 𝑎2˄𝑛𝑎 

≤  𝑎 (
𝑎2

𝑛
˄𝑎) + (

𝑎2

𝑛
˄𝑎)𝑎 − (

𝑎2

𝑛
˄𝑎)

2

 

≤  𝑎 (
𝑎2

𝑛
˄𝑎) + (

𝑎2

𝑛
˄𝑎)𝑎 

≤ 𝑎 (
𝑎2

𝑛
) + (

𝑎2

𝑛
)𝑎 

=
2

𝑛
𝑎3 

                        

bulunur. O halde her 𝑎 ∈ 𝐴+ için  (𝑎2˄𝑛𝑎)⟶ 𝑎2  göreceli düzgün yakınsaktır. 

 

Karşıt olarak; her 𝑎 ∈ 𝐴+ için  (𝑎2˄𝑛𝑎)⟶ 𝑎2 göreceli düzgün yakınsak, 𝐴 pozitif kare  
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özelliğine sahip Riesz cebiri ve 𝐴~ 𝐴’nın noktalarını ayırsın. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 için 𝑎˄𝑏 = 0 

ve 𝑎˄𝑐 = 0 olsun. 𝜎: 𝐴 → (𝐴~)𝑛
~ , 𝑎 → 𝜎(𝑎) = 𝑎′′ kanonik gömme dönüşümü Riesz 

homomorfizma olduğundan 𝑎′′˄𝑏′′ = 0 𝑣𝑒 𝑎′′˄𝑐′′ = 0 dır. 𝛷 ∈ (𝐴~)𝑛
~ olmak üzere  

 

𝑁𝛷 = { 𝑓 ∈ 𝐴
~ ∶  |𝛷||𝑓| = 0 }  

 

sıfır ideali band olduğundan 𝐴~ = 𝑁𝛷⊕𝐶𝛷 ve 𝐶𝛷 = 𝑁𝛷
𝑑  dir[7]. Nakano Teoreminden 

𝐶𝑎′′ ⊆ 𝑁𝑏′′  𝑣𝑒 𝐶𝑎′′ ⊆ 𝑁𝑐′′ sağlanır. Bu yüzden her 𝑓 ∈ 𝐴~ için 

 

 𝑓 = 𝑔 + ℎ, 𝑔˄ℎ = 0 ve 𝑎′′(𝑔) = 𝑔(𝑎) = 𝑏′′(ℎ) = ℎ(𝑏) = 𝑐′′(ℎ) = ℎ(𝑐) = 0 

 

olacak şekilde  𝑔, ℎ ∈ 𝐴~ vardır. Buradan her n=1,2,3… için 0 ≤ 𝑏2˄𝑛𝑏 ≤ 𝑛𝑏 olup ℎ pozitif 

fonksiyonel ve ℎ(𝑏) = 0 olduğundan ℎ(𝑏2˄𝑛𝑏) = 0 dır. Benzer şekilde ℎ(𝑐2˄𝑛𝑐) = 0 dır. 

Hipotezden ve ℎ ≥ 0 göreceli düzgün sürekli olduğundan ℎ(𝑏2) = 0 ve ℎ(𝑐2) = 0 dır. 

 

A pozitif kare özelliğine sahip olduğundan 𝑏𝑐 ≤  𝑏2 + 𝑐2 olduğu kolayca görülür.  

 

0 ≤ 𝑓(𝑎˄𝑏𝑐) = (𝑔 + ℎ)(𝑎˄𝑏𝑐) 

= 𝑔(𝑎˄𝑏𝑐) + ℎ(𝑎˄𝑏𝑐) 

≤ 𝑔(𝑎) + ℎ(𝑏𝑐) 

≤ 𝑔(𝑎) + ℎ(𝑏2) + ℎ(𝑐2) 

= 0 

 

bulunur. 𝐴~ 𝐴’nın noktalarını ayırdığından 𝑎˄𝑏𝑐 = 0 dır. 

 

3.1.4 Teorem  

 

𝐴 Arşimedyan 𝑏 −cebiri ve 𝐼 ⊆ 𝐴 ideal olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler doğrudur.  

 

i) 𝐴/𝐼  𝑏 −cebiridir. 

ii) Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 için 𝑎˄𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎˄𝑐 ∈ 𝐼 ise 𝑎˄𝑏𝑐 ∈ 𝐼 dır. 
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İspat  

 

i) 𝐴 Arşimedyan 𝑏 −cebiri ve 𝐼 ⊆ 𝐴 ideal olsun. Her [𝑎], [𝑏], [𝑐] ∈ 𝐴/𝐼 için                    

[𝑎]˄[𝑏] = [0] 𝑣𝑒 [𝑎]˄[𝑐] = [0] olsun. 

 

[𝑎]˄[𝑏] = [0]  ⟹ [𝑎˄𝑏] = [0]  ⟹ 𝑎˄𝑏 ∈ 𝐼 

[𝑎]˄[𝑐] = [0]  ⟹ [𝑎˄𝑐] = [0]  ⟹ 𝑎˄𝑐 ∈ 𝐼 

 

dır. Ayrıca  

 

[𝑎] ≥ [𝑎]˄[𝑏] = [0] ⟹ ∃𝑎1 ∈ [𝑎] ∶ 𝑎1 ≥ 0 

[𝑏] ≥ [𝑎]˄[𝑏] = [0]  ⟹ ∃𝑏1 ∈ [𝑏] ∶ 𝑏1 ≥ 0 

[𝑐] ≥ [𝑎]˄[𝑐] = [0] ⟹ ∃𝑐1 ∈ [𝑐] ∶  𝑐1 ≥ 0 

 

dır. Ayrıca  𝑎1 ∈ [𝑎] olduğundan [𝑎1] = [𝑎] dir. Benzer şekilde [𝑏1] = [𝑏] ve [𝑐1] = [𝑐] 

bulunur. O halde 𝑎1˄𝑏1 ∈ 𝐼 ve 𝑎1˄𝑐1 ∈ 𝐼 dir. 

 

0 ≤ 𝑎1˄(𝑏1 + 𝑐1) ≤ (𝑎1˄𝑏1) + (𝑎1˄𝑐1) 

 

olup ve 𝐼 ideal olduğundan 𝑎1˄(𝑏1 + 𝑐1) ∈ 𝐼 dır. 𝑎1˄𝑏1, 𝑎1˄𝑐1, 𝑎1˄(𝑏1 + 𝑐1) ∈ 𝐼 

olduğundan 

 

[𝑎1] = [𝑎1 − 𝑎1˄(𝑏1 + 𝑐1)]                                          

[𝑏1] = [𝑏1 − (𝑎1˄𝑏1)]                                                

[𝑐1] = [𝑐1 − (𝑎1˄𝑐1)]            

                                         

şeklinde yazabiliriz.  

 

0 ≤ (𝑎1 − (𝑎1˄(𝑏1 + 𝑐1))) ˄(𝑏1 − (𝑎1˄𝑏1)) 

    ≤ (𝑎1 − (𝑎1˄𝑏1))˄(𝑏1 − (𝑎1˄𝑏1)) 

    = 0 

 

0 ≤ (𝑎1 − (𝑎1˄(𝑏1 + 𝑐1)))˄(𝑐1 − (𝑎1˄𝑐1)) 
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    ≤ (𝑎1 − (𝑎1˄𝑐1))˄(𝑐1 − (𝑎1˄𝑐1)) 

    = 0 

 

bulunur. 𝐴 𝑏 −cebiri olduğundan  

 

(𝑎1 − (𝑎1˄(𝑏1 + 𝑐1))) ˄(𝑏1 − (𝑎1˄𝑏1))(𝑐1 − (𝑎1˄𝑐1))=0 

⟹ [𝑎1 − (𝑎1˄(𝑏1 + 𝑐1))]˄[𝑏1 − (𝑎1˄𝑏1)][𝑐1 − (𝑎1˄𝑐1)] = [0] 

⟹ [𝑎1]˄[𝑏1][𝑐1]  =  [0] 

⟹[𝑎]˄[𝑏][𝑐] =  [0] 

 

bulunur. Yani 𝐴/𝐼 𝑏 −cebiridir.  

ii)  Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 için 𝑎˄𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎˄𝑐 ∈ 𝐼 olsun.  

 

𝑎˄𝑏 ∈ 𝐼 ⟹ [𝑎˄𝑏] = [0]  ⟹ [𝑎]˄[𝑏] = [0] 

𝑎˄𝑐 ∈ 𝐼 ⟹ [𝑎˄𝑐] = [0]  ⟹ [𝑎]˄[𝑐] = [0] 

 

bulunur. 𝐴/𝐼 𝑏 −cebiri olduğundan  

 

[𝑎]˄[𝑏][𝑐] = [0]  ⟹ [𝑎]˄[𝑏𝑐] = [0]  ⟹ [𝑎˄𝑏𝑐] = [0]  ⟹ 𝑎˄𝑏𝑐 ∈ 𝐼 

 

bulunur. 

 

3.1.5. Teorem  

 

𝐴 Arşimedyan Riesz cebiri olsun. 𝐴 𝑏 −cebiri olması için gerekli ve yeterli koşul 𝐴’daki her 

göreceli düzgün kapalı ideal altcebirdir.   

 

İspat  

 

𝐴 daki her göreceli düzgün kapalı ideal altcebir ve 𝐵 ⊆ 𝐴 da herhangi bir band olsun. Her 

band göreceli düzgün kapalı ideal olduğundan hipotezden altcebirdir. O halde 𝐴 

b 𝑏 −cebiridir. Karşıtı 𝐴  𝑏 −cebiri ve 𝐼 ⊆ 𝐴 da göreceli düzgün kapalı herhangi bir ideal 

olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 için 𝑐 = |𝑎|˅|𝑏| seçelim.  
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0 ≤ |𝑎𝑏| ≤ |𝑎||𝑏| ≤ 𝑐2 

 

Teorem 3.1.3 ten 𝑐2 ∈ 𝐼 ve 𝐼 ideal olduğundan 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 dır. Yani 𝐼 altcebirdir.  

 

3.1.6. Teorem 

 

𝐴 birimli (𝑒 > 0) Arşimedyan düzgün tam 𝑏 −cebiri olsun. Eğer her 0 < 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑎−1 ∈

𝐴 ise 𝐴 𝑓–cebiridir. 

 

İspat 

 

𝐴 birimli (𝑒 > 0) Arşimedyan düzgün tam 𝑏 −cebiri ve her 0 < 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑎−1 ∈ 𝐴 olsun. 

Teorem 2.3.9 (i) den 𝐴 = 𝐵𝑒⊕𝐵𝑒
𝑑  ve 𝐵𝑒 𝑓–cebiri olduğundan 𝐵𝑒

𝑑 = {0} olduğunu 

göstermemiz yeterlidir. Her 𝑎 ∈ 𝐵𝑒
𝑑 için kabul edelim ki 𝑎 > 0 olsun. Hipotezden 𝑎−1 ∈ 𝐴 

ve 𝑎−1 = 𝑏 + 𝑐 olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐵𝑒 ve 𝑐 ∈ 𝐵𝑒
𝑑 vardır. Buradan 𝑒 = 𝑎−1𝑎 = 𝑏𝑎 + 𝑐𝑎 

bulunur. Her 𝑏 ∈ 𝐵𝑒 için Teorem 2.3.9 (ii) den sol çarpımsal operatör orthomorfizm 

olduğundan 𝑏𝑎 ∈ 𝐵𝑒
𝑑 dir.Ayrıca 𝐴 𝑏 −cebiri olduğundan 𝐵𝑒

𝑑 alt cebirdir. O halde 𝑐𝑎 ∈ 𝐵𝑒
𝑑 

bulunur. Buradan 𝑒 = 𝑏𝑎 + 𝑐𝑎  olduğundan 𝑒 ∈ 𝐵𝑒
𝑑 olur ki çelişki elde edilir. O halde      

𝐵𝑒
𝑑 = {0} dır. Yani  𝐴 = 𝐵𝑒 olup 𝐴  𝑓–cebiridir.  

 

Sonuç 

 

𝐴 birimli (𝑒 > 0) Arşimedyan düzgün tam 𝑏 −cebiri olsun. Eğer her 0 < 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑎−1 ∈

𝐴 oluyorsa 𝐴,ℝ’ye Riesz ve cebir izomorfiktir. 

 

İspat 

 

𝐴 birimli (𝑒 > 0) Arşimedyan düzgün tam 𝑏 −cebiri ve her 0 < 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑎−1 ∈ 𝐴 olsun. 

Teorem 3.1.6 dan  𝐴 𝑓–cebiridir. 𝐴,ℝ’ye Riesz ve cebir izomorfiktir [21]. 

 

3.2. 𝒃 −Cebirlerinin Sıra Bidualleri ve Sıra Sürekli Bidualleri 

 

Bu kısımda 𝑏 −cebirlerinin sıra bidualleri ve sıra sürekli bidualleri üzerinde çalışmalar 

yapılmıştır. 
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𝐴 Arşimedyan Riesz cebiri olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝑓 ∈ 𝐴~ 𝑣𝑒 𝐹, 𝐺 ∈ 𝐴~~ için, 

 

𝐴 × 𝐴~ → 𝐴~ 

(𝑎, 𝑓) → 𝑓. 𝑎  ∶   (𝑓. 𝑎)(𝑏) = 𝑓(𝑎𝑏)                                                                                          

 

𝐴~~ × 𝐴~ → 𝐴~ 

     (𝐹, 𝑓) → 𝐹. 𝑓  ∶   (𝐹. 𝑓)(𝑎) = 𝐹(𝑓. 𝑎)                                                                                 

 

𝐴~~ × 𝐴~~ → 𝐴~~ 

     (𝐹 , 𝐺) → 𝐹. 𝐺   ∶   𝐹. 𝐺(𝑓) = 𝐹(𝐺. 𝑓)                                                                                 

 

biçiminde üç adımda 𝐴~~ üzerinde bir çarpma tanımlanabilir ve bu çarpmaya Arens çarpımı 

denir. 𝐴 Arşimedyan 𝑏 −cebiri iken (𝐴~)𝑛
~ nın Arens çarpımıyla Arşimedyan 𝑏 −cebiri 

olduğunu gösterdik. Ayrıca pozitif kare özelliğine sahip Arşimedyan 𝑏 −cebirinin sıra 

bidualinin de 𝑏 −cebiri olduğu ispatlandı. 

 

3.2.1. Teorem  

 

𝐴 Arşimedyan 𝑏 −cebiri ve 𝐴~,  𝐴’nın noktalarını ayırsın. Eğer her 0 ≤ 𝑎 ∈ 𝐴,                           

 0 ≤ 𝛷, 𝛤,𝛹 ∈ (𝐴~)𝑛
~ için 𝛷˄𝛹 = 0,  𝛷˄𝛤 = 0 ve 0 ≤ 𝛷, 𝛤,𝛹 ≤ 𝑎′′  ise 𝛷˄𝛹𝛤 = 0 dır. 

 

İspat 

 

Her 0 ≤ 𝑎 ∈ 𝐴, 0 ≤ 𝛷, 𝛤,𝛹 ∈ (𝐴~)𝑛
~ için 𝛷˄𝛹 = 0,  𝛷˄𝛤 = 0 ve 0 ≤ 𝛷, 𝛤,𝛹 ≤ 𝑎′′ olsun. 

𝛷 ∈ (𝐴~)𝑛
~ olmak üzere sıfır ideal 

 

𝑁𝛷 = {𝑓 ∈ 𝐴
~ ∶  |𝛷||𝑓| = 0 } 

 

band olduğundan 𝐴~ = 𝑁𝛷⊕𝐶𝛷 ve 𝐶𝛷 = 𝑁𝛷
𝑑 dir. 𝐶𝛷 ⊆ 𝑁𝛹 ve 𝐶𝛷 ⊆ 𝑁𝛤 dir. 𝑓 + 𝑎′′𝑓 +

𝑓. 𝑎 ∈ 𝐴~  için  𝑓 + 𝑎′′𝑓 + 𝑓𝑎 = 𝑔 + ℎ , 𝑔˄ℎ = 0 ve 𝛷(𝑔) = 𝛹(ℎ) = 𝛤(ℎ) = 0 olacak 

şekilde 𝑔, ℎ ∈ 𝐴~ vardır. 

 

0 = (𝑔˄ℎ)(𝑎) = inf{𝑔(𝑐) + ℎ(𝑑) ∶ 𝑎 = 𝑐 + 𝑑, 0 ≤ 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐴 } 



45 

 

O halde 𝜀 > 0 için 𝑎 = 𝑐 + 𝑑 ve 𝑔(𝑐) + ℎ(𝑑) < 𝜀 olacak şekilde 0 ≤ 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐴 vardır. 

 

𝛷1 = 𝛷˄(𝑐 − 𝑐˄𝑑)
′′ 

𝛹1 =  𝛹˄(𝑑 − 𝑐˄𝑑)
′′ 

𝛤1 =  𝛤˄(𝑑 − 𝑐˄𝑑)
′′ 

 

şeklinde tanımladığımız fonksiyonlar oluşumlarından dolayı 0 ≤ 𝛷1, 𝛹1, 𝛤1 ∈ (𝐴
~)𝑛
~ dir.  

 

0 ≤ 𝛷 − 𝛷1 =  𝛷 − (𝛷˄(𝑐 − 𝑐˄𝑑)
′′) 

           = (𝛷 − (𝑐 − 𝑐˄𝑑)′′)+ 

≤ (𝑎′′ − (𝑐′′ − (𝑐˄𝑑)′′))
+

 

= (𝑐′′ + 𝑑′′ − (𝑐′′ − (𝑐˄𝑑)′′))
+

 

≤ 2𝑑′′ 

 

bulunur. 

 

0 ≤ 𝛹 −𝛹1 =  𝛹 − (𝛹˄(𝑑 − 𝑐˄𝑑)
′′) 

           = (𝛹 − (𝑑 − 𝑐˄𝑑)′′)+ 

≤ (𝑎′′ − (𝑑′′ − (𝑐˄𝑑)′′))
+

 

= (𝑐′′ + 𝑑′′ − (𝑑′′ − (𝑐˄𝑑)′′))
+

 

≤ 2𝑐′′ 

 

bulunur. 

 

0 ≤ 𝛤 − 𝛤1 =  𝛤 − (𝛤˄(𝑑 − 𝑐˄𝑑)
′′) 

           = (𝛤 − (𝑑 − 𝑐˄𝑑)′′)+ 

≤ (𝑎′′ − (𝑑′′ − (𝑐˄𝑑)′′))
+

 

= (𝑐′′ + 𝑑′′ − (𝑑′′ − (𝑐˄𝑑)′′))
+

 

≤ 2𝑐′′ 

 

bulunur. 𝐴 𝑏 −cebiri olduğundan  
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(𝑐 − 𝑐˄𝑑)˄(𝑑 − 𝑐˄𝑑) = 0 ⟹ (𝑐′′ − (𝑐˄𝑑)′′)˄(𝑑′′ − (𝑐˄𝑑)′′) =  0 

             ⟹  (𝑐′′ − (𝑐˄𝑑)′′)˄ (𝑑′′ − (𝑐˄𝑑)′′)2 =  0 

 

elde edilir. Buradan da 

 

0 ≤  𝛷1˄𝛹1𝛤1  ≤  (𝑐
′′ − (𝑐˄𝑑)′′)˄ (𝑑′′ − (𝑐˄𝑑)′′)2 =  0 

 

olduğundan 𝛷1˄𝛹1𝛤1 = 0 dır. Şimdi her 0 ≤ 𝑓 ∈ 𝐴~ 𝑖ç𝑖𝑛 (𝛷1˄𝛹𝛤1)(𝑓) inceleyelim. 

 

0 ≤  (𝛷1˄𝛹𝛤1)(𝑓) =  (𝛷1˄((𝛹 −𝛹1) + 𝛹1)𝛤1)(𝑓)  

≤ (𝛷1˄((𝛹 − 𝛹1)𝛤1 +𝛹1𝛤1)) (𝑓) 

≤ (𝛷1˄((𝛹 − 𝛹1)𝛤1)) (𝑓) + (𝛷1˄𝛹1𝛤1)(𝑓) 

=  (𝛷1˄((𝛹 − 𝛹1)𝛤1)) (𝑓) 

≤ ((𝛹 − 𝛹1)𝛤1)(𝑓) 

≤ ((𝛹 − 𝛹1)𝑎
′′)(𝑓) 

=  (𝛹 − 𝛹1)(𝑎
′′ 𝑓) 

≤ (𝛹 − 𝛹1)(𝑓 + 𝑎
′′ 𝑓 + 𝑓. 𝑎) 

= (𝛹 − 𝛹1)(𝑔 + ℎ) 

= (𝛹 − 𝛹1)(𝑔) + (𝛹 − 𝛹1)(ℎ) 

≤ 2𝑐′′(𝑔) + 𝛹(ℎ) 

= 2𝑔(𝑐) 

< 2𝜀 

 

olup 𝜀 > 0 keyfi olduğundan (𝛷1˄𝛹𝛤1)(𝑓) = 0 dır. Şimdi her 0 ≤ 𝑓 ∈ 𝐴~  için 

(𝛷1˄𝛹𝛤)(𝑓) inceleyelim. 

 

0 ≤  (𝛷1˄𝛹𝛤)(𝑓) =  (𝛷1˄ (𝛹((𝛤 − 𝛤1) + 𝛤1))) (𝑓)  

≤ (𝛷1˄(𝛹(𝛤 − 𝛤1) + 𝛹𝛤1))(𝑓) 

≤ (𝛷1˄(𝛹(𝛤 − 𝛤1))) (𝑓) + (𝛷1˄𝛹𝛤1)(𝑓) 

=  (𝛷1˄(𝛹(𝛤 − 𝛤1))) (𝑓) 



47 

 

≤ (𝛹(𝛤 − 𝛤1))(𝑓) 

≤ (𝑎′′(𝛤 − 𝛤1))(𝑓) 

=  𝑎′′((𝛤 − 𝛤1). 𝑓) 

= ((𝛤 − 𝛤1). 𝑓)(𝑎) 

= (𝛤 − 𝛤1)(𝑓. 𝑎) 

≤ (𝛤 − 𝛤1)(𝑓 + 𝑎
′′𝑓 + 𝑓. 𝑎) 

=  (𝛤 − 𝛤1)(𝑔 + ℎ) 

= (𝛤 − 𝛤1)(𝑔) + (𝛤 − 𝛤1)(ℎ) 

≤ 2𝑐′′(𝑔) + 𝛤(ℎ) 

= 2𝑔(𝑐) 

< 2𝜀 

 

olup 𝜀 > 0 keyfi olduğundan (𝛷1˄𝛹𝛤)(𝑓) = 0 dır. Şimdi her 0 ≤ 𝑓 ∈ 𝐴~ için  (𝛷˄𝛹𝛤)(𝑓) 

inceleyelim. 

 

0 ≤ (𝛷˄𝛹𝛤)(𝑓) =  (((𝛷 − 𝛷1) + 𝛷1)˄𝛹𝛤) (𝑓) 

≤ ((𝛷 − 𝛷1)˄𝛹𝛤)(𝑓) + (𝛷1 ˄𝛹𝛤)(𝑓) 

= ((𝛷 − 𝛷1)˄𝛹𝛤)(𝑓) 

≤ (𝛷 − 𝛷1)(𝑓) 

≤ (𝛷 − 𝛷1)(𝑓 + 𝑎
′′𝑓 + 𝑓. 𝑎) 

= (𝛷 − 𝛷1)(𝑔 + ℎ) 

= (𝛷 − 𝛷1)(𝑔) + (𝛷 − 𝛷1)(ℎ) 

≤ 𝛷(𝑔) + 2 𝑑′′(ℎ) 

= 2 ℎ(𝑑) 

< 2𝜀 

 

olup 𝜀 > 0 keyfi olduğundan (𝛷˄𝛹𝛤)(𝑓) = 0 dır. O halde her 0 ≤ 𝑓 ∈ 𝐴~ için 

(𝛷˄𝛹𝛤)(𝑓) = 0  olduğundan 𝛷˄𝛹𝛤 = 0 dır.  

 

3.2.2. Teorem 

 

𝐴 Arşimedyan 𝑏 −cebiri olsun. Bu durumda Arens çarpımı ile (𝐴~)𝑛
~ sürekli sıra duali              

𝑏 −cebiridir. 
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İspat 

 

Her 0 ≤ 𝛷,𝛹, 𝛤 ∈ (𝐴~)𝑛
~ için 𝛷˄𝛹 = 0 ve 𝛷˄𝛤 = 0 olsun. Eğer 0 ≤ 𝛷,𝛹, 𝛤 ∈ 𝐼𝜎(𝐴) ise bu 

durumda  

 

0 ≤ 𝛷 ≤ 𝑎′′,   0 ≤ 𝛹 ≤ 𝑏′′,  0 ≤ 𝛤 ≤ 𝑐′′ 

 

olacak şekilde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 vardır. Buradan 

 

0 ≤ 𝛷,𝛹, 𝛤 ≤ 𝑎′′ + 𝑏′′ + 𝑐′′=(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)′′ 

 

yazabiliriz. Teorem  3.2.1 den 𝛷˄𝛹𝛤 = 0 bulunur. Şimdi keyfi 0 ≤ 𝛷,𝛹, 𝛤 ∈ (𝐴~)𝑛
~ olsun. 

𝐼𝜎(𝐴), (𝐴
~)𝑛
~ içinde güçlü sıra yoğun olduğundan  

 

0 ≤ 𝛷𝛼 ↑ 𝛷,     0 ≤ 𝛹𝛽 ↑ 𝛹,   0 ≤ 𝛤𝛾 ↑ 𝛤 

 

olacak şekilde 𝛷𝛼, 𝛹𝛽 , 𝛤𝛾 ∈ 𝐼𝜎(𝐴) netleri vardır. Ayrıca 𝛷˄𝛹 = 0 ve 𝛷˄𝛤 = 0 olduğundan 

𝛷𝛼˄𝛹𝛽 = 0 ve 𝛷𝛼˄𝛤𝛾 = 0 dır. 𝛷𝛼, 𝛹𝛽 , 𝛤𝛾 ∈ 𝐼𝜎(𝐴) olduğundan her 𝛼, 𝛽, 𝛾 için   

 

𝛷𝛼˄𝛹𝛽𝛤𝛾 = 0  

 

olur. 0 ≤  𝛷𝛼 ↑ 𝛷 olduğundan 𝛷𝛼˄𝛹𝛽𝛤𝛾 ↑ 𝛷˄𝛹𝛽𝛤𝛾 dır. O halde her 𝛽, 𝛾 için  

 

𝛷˄𝛹𝛽𝛤𝛾 = 0 

 

bulunur. 0 ≤ 𝑓 ∈ 𝐴~  seçelim. Her 𝑎 ∈ 𝐴 için 0 ≤ 𝛤𝛾(𝑓. 𝑎) ↑ 𝛤(𝑓. 𝑎) dır. Her 𝑎 ∈ 𝐴 için  

0 ≤ (𝛤𝛾. 𝑓)(𝑎) ↑ (𝛤. 𝑓)(𝑎) olduğu için 0 ≤ (𝛤𝛾. 𝑓) ↑ (𝛤. 𝑓) dır. 𝛹𝛽 sıra sürekli olduğundan  

 

0 ≤ 𝛹𝛽(Γγ.f) = (𝛹𝛽 . 𝛤𝛾)(𝑓) ↑ 𝛹𝛽(𝛤. 𝑓) = (𝛹𝛽 . 𝛤)(𝑓) 

 

sağlanır. Her 0 ≤ 𝑓 ∈ 𝐴~ için sağlandığından 0 ≤ (𝛹𝛽 . 𝛤𝛾) ↑ (𝛹𝛽 . 𝛤) yazabiliriz. Bu 

yüzden 𝛷˄𝛹𝛽𝛤𝛾 ↑ 𝛷˄𝛹𝛽𝛤 olduğundan  
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𝛷˄𝛹𝛽𝛤 = 0 

 

bulunur. Ayrıca 0 ≤ 𝛹𝛽 ↑ 𝛹 olduğundan her 0 ≤ 𝑓 ∈ 𝐴~ için  

 

0 ≤ 𝛹𝛽(𝛤. 𝑓) = (𝛹𝛽 . 𝛤)(𝑓) ↑ 𝛹(𝛤. 𝑓) = (𝛹. 𝛤)(𝑓) 

 

sağlanır. Her  0 ≤ 𝑓 ∈ 𝐴~ için sağlandığından 0 ≤ (𝛹𝛽 . 𝛤) ↑ (𝛹. 𝛤) yazabiliriz. O halde 

𝛷˄𝛹𝛽𝛤 ↑ 𝛷˄𝛹𝛤 olduğundan 𝛷˄𝛹𝛤 = 0 bulunur. 

 

3.2.3. Teorem 

 

𝐴 Arşimedyan 𝑏 −cebiri olsun. Eğer 𝐴 pozitif kare özelliğine sahip ise Arens çarpımı ile 

𝐴~~ sıra duali 𝑏 −cebiridir. 

 

İspat 

 

𝐴 pozitif kare özelliğine sahip Arşimedyan 𝑏 −cebiri olsun. Bu durumda Teorem 3.1.2 den 

𝐴 hemen hemen f–cebiridir. Her 𝛷,𝛹, 𝛤 ∈ 𝐴~~ için 𝛷˄𝛹 = 0 ve 𝛷˄𝛤 = 0 olsun.               

𝐴~~ = (𝐴~)𝑛
~⊕ (𝐴~)𝑠

~ olduğundan  

 

𝛷 = 𝛷𝑛 + 𝛷𝑠 olacak şekilde 𝛷𝑛 ∈ (𝐴
~)𝑛
~ ve 𝛷𝑠 ∈ (𝐴

~)𝑠
~ vardır. 

𝛹 = 𝛹𝑛 +𝛹𝑠 olacak şekilde 𝛹𝑛 ∈ (𝐴
~)𝑛
~ ve 𝛹𝑠 ∈ (𝐴

~)𝑠
~ vardır. 

𝛤 = 𝛤𝑛 + 𝛤𝑠 olacak şekilde 𝛤𝑛 ∈ (𝐴
~)𝑛
~ ve 𝛤𝑠 ∈ (𝐴

~)𝑠
~ vardır. 

 

Ayrıca Teorem 3.2.2 den (𝐴~)𝑛
~ 𝑏 −cebiri olduğundan 𝛷𝑛˄𝛹𝑛 = 0 ve 𝛷𝑛˄𝛤𝑛 = 0 için  

 

𝛷𝑛˄𝛹𝑛𝛤𝑛 = 0 

 

bulunur. Ayrıca 𝛹𝛤 = 𝛹𝑛𝛤𝑛 ve 𝛹𝑛𝛤𝑛 ∈ (𝐴
~)𝑛
~ yazabiliriz. Buradan 

 

0 ≤ 𝛷˄𝛹𝛤 = 𝛷˄𝛹𝑛𝛤𝑛 

= (𝛷𝑛 +𝛷𝑠)˄𝛹𝑛𝛤𝑛 

≤ (𝛷𝑛˄𝛹𝑛𝛤𝑛) + (𝛷𝑠˄𝛹𝑛𝛤𝑛) 

= 0 
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olduğundan 𝐴~~ 𝑏 −cebiridir. 
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4. ARENS HOMOMORFIZM 

 

𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modül ise  

 

𝜌 ∶ 𝐴 → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) 

      𝑎 → 𝜌(𝑎) = 𝜋𝑎   ∶    𝜋𝑎(𝑥) = 𝑎𝑥 

 

dönüşümü Riesz ve cebir homomorfizmdir. Karşıtı 

 

𝜌 ∶ 𝐴 → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) 

      𝑎 → 𝜌(𝑎) = 𝜋𝑎   ∶    𝜋𝑎(𝑥) = 𝑎𝑥 

 

biçiminde tanımlanan Riesz ve cebir homomorfizm varsa 𝐴 × 𝐸 → 𝐸, (𝑎, 𝑥) → 𝑎. 𝑥 

dönüşümü ile 𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modülüdür [7]. 

 

𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modül olsun. Bu durumda   

 

𝐴 × 𝐸~ → 𝐸~ 

(𝑎, 𝑓) → 𝑓. 𝑎  ∶   (𝑓. 𝑎)(𝑏) = 𝑓(𝑎𝑏)                                                                                         (4.1) 

 

𝐸 × 𝐸~ → 𝐴~ 

 (𝑥, 𝑓) → 𝜓(𝑥, 𝑓)    ∶   𝜓(𝑥, 𝑓)(𝑎) = 𝑓(𝑎𝑥)                                                                             (4.2) 

 

(𝐴~)𝑛
~ × 𝐸~ → 𝐸~ 

     (𝐹 , 𝑓) → 𝐹 ∘ 𝑓   ∶   𝐹 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝐹(𝜓(𝑥, 𝑓))                                                                       (4.3) 

 

adımları ile birlikte 𝐸~, (𝐴~)𝑛
~ üzerinde 𝑓–modülüdür.  

 

Şimdi 𝑓–modül yapısıyla tanımlanan 𝜌 dönüşümlerinin verildiği aşağıdaki örnekleri 

inceleyelim 
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Örnekler   

 

1. 𝐴 = ℝ alırsak, 𝐸 Riesz uzayı, ℝ üzerinde 𝑓–modülüdür.  

 

𝜌 ∶ ℝ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) 

      𝜆 → 𝜌(𝜆) = 𝜋𝜆   ∶    𝜋𝜆(𝑥) = 𝜆𝑥 

 

       gömme dönüşümü Riesz ve cebir homomorfizmdir. 

2. 𝐴 𝑓–cebiri olsun. 𝐴 kendi üzerinde 𝑓–modüldür.  

 

𝜌 ∶ 𝐴 → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐴) 

      𝑎 → 𝜌(𝑎) = 𝜋𝑎   ∶    𝜋𝑎(𝑥) = 𝑎𝑥 

 

dönüşümü Riesz ve cebir homomorfizmdir. Eğer 𝐴 birimli ise 𝜌 Riesz ve cebir  

izomorfizmdir[1,9]. 

3. 𝐸 Riesz uzayı olsun.  

 

𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) × 𝐸 → 𝐸 

             (𝜋, 𝑥) → 𝜋. 𝑥 = 𝜋(𝑥) 

 

biçiminde tanımlanan dönüşüm ile 𝐸, 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) üzerinde 𝑓–modülüdür. 

𝜌 ∶ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸)  özdeşlik dönüşümüdür. 

4. 𝐴 𝑓–cebiri olsun. Arens çarpımının 2. adımıında tanımlanan dönüşüm ile 𝐴~,  (𝐴~)𝑛
~ 

üzerinde 𝑓–modülüdür. 

 

𝜌 ∶ (𝐴~)𝑛
~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐴~) 

      𝐹   →   𝜌(𝐹)  ;     𝜌(𝐹)(𝑓) = 𝐹. 𝑓 

 

     dönüşümü Riesz ve cebir homomorfizmdir. Eğer (𝐴~)𝑛
~ birimli ise 𝜌 Riesz ve cebir 

izomorfizmdir [5]. 

5. 𝐸, 𝐴 üzerinde birimli 𝑓–modül olsun. Yukarda (4.1) ve (4.3) adımlarında tanımlanan 

dönüşüm ile 𝐸~ hem 𝐴 üzerinde hemde (𝐴~)𝑛
~ = 𝐴~~ üzerinde 𝑓–modülüdür.                            
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𝜌 ∶ 𝐴 → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) ve 𝜌 ∶  𝐴~~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) dönüşümleri cebir ve Riesz 

homomorfizmadır [7].  

 

Biz bu bölümde 5. Örnekte verilen 𝜌 ∶  𝐴~~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) dönüşümü üzerinde çalışma 

yaptık. Bu dönüşüme Arens homomorfizm adını verip 𝜂 ile göstereceğiz. Bu bölüm boyunca 

𝐴 birimli 𝑓–cebiri olarak alınmıştır. 

 

4.1. Arens Homomorfizm 

 

4.1.1. Teorem 

 

𝐸 Riesz uzayı ve her 𝑥 ∊ 𝐸, 𝑓 ∊ 𝐸∼ 𝑣𝑒 𝑆 ∊ 𝐿𝑏(𝐸
∼) için  

  

𝛤 ∶   𝐸 × 𝐸∼ → 𝐿𝑏(𝐸
∼)∼ 

           (𝑥, 𝑓)  → 𝛤(𝑥, 𝑓)(𝑆) = 𝑆(𝑓)(𝑥) 

 

biçiminde tanımlanan dönüşüm bilattice homomorfizmadır.  

 

İspat  

 

Her 𝑥 ∊ 𝐸+, ve 𝑓 ∊ 𝐸+
∼ için Γ𝑥 : 𝐸

∼ → 𝐿𝑏(𝐸
∼)∼ ve Γ𝑓: 𝐸 → 𝐿𝑏(𝐸

∼)∼ dönüşümleri pozitiftir. 

O halde Γ: E × 𝐸∼ → 𝐿𝑏(𝐸
∼)∼  dönüşümü bipozitiftir.𝛤𝑥 Riesz homomorfizma olduğunu 

göstermek için 𝛤𝑥(𝑓
+) = 𝛤𝑥(𝑓)

+ olduğunu göstermemiz yeterlidir. 𝛤𝑥 pozitif olduğundan 

𝛤𝑥(𝑓) ≤ 𝛤𝑥(𝑓
+) dır.  Buradan 𝛤𝑥(𝑓)

+ ≤ 𝛤𝑥(𝑓
+)  bulunur. Şimdi tersini gösterelim. Her        

𝑆 ∊ 𝐿𝑏(𝐸
∼)+ , 𝑥 ∊ 𝐸 𝑣𝑒 𝑓 ∊ 𝐸

∼için, 

 

𝛤𝑥(𝑓)
+(𝑆) = 𝛤(𝑥, 𝑓)+(𝑆) 

                    = sup {𝛤(𝑥, 𝑓)(𝑅) ∶  0 ≤ 𝑅 ≤ 𝑆} 

                    = sup {𝑅(𝑓)(𝑥) ∶  0 ≤ 𝑅 ≤ 𝑆 } 

  

dır. 𝑓 ∊ 𝐸~ nın ürettiği band 𝐵𝑓+ve 𝑃: 𝐸~ → 𝐵𝑓+ projeksiyon band olmak üzere 𝑅1 = 𝑆 ∘ 𝑃 

olarak tanımlayalım. 0 ≤ 𝑅1 ≤ 𝑆, 𝑅1 ∈ 𝐿𝑏(𝐸
~) olduğundan 𝛤(𝑥, 𝑓)(𝑅1) ≤ 𝛤(𝑥, 𝑓)

+(𝑆) dir. 
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Ayrıca , 

 

𝛤𝑥(𝑓)
+(𝑆) ≥  𝛤(𝑥, 𝑓)(𝑅1) 

                     = 𝑅1(𝑓)(𝑥) 

                     = 𝑆 ∘ 𝑃(𝑓)(𝑥) 

                     = 𝑆(𝑓+)(𝑥) 

                     = 𝛤(𝑥, 𝑓+)(𝑆) 

                     = 𝛤𝑥(𝑓
+)(𝑆) 

 

olduğundan 𝛤𝑥 Riesz homomorfizmadır. 𝛤𝑓 Riesz homormorfizma olduğunu gösterelim 𝛤𝑓 

pozitif olduğundan 𝛤𝑓(𝑥)
+ ≤= 𝛤𝑓(𝑥

+) dır. Her 𝑆 ∈ 𝐿𝑏(𝐸
~), 𝑓 ∈ 𝐸~ 𝑣𝑒 𝑥 ∈ 𝐸 için  

 

𝛤𝑓(𝑥
+)(𝑆) = 𝛤(𝑥+, 𝑓)(𝑆) 

                    = 𝑆(𝑓)(𝑥+) 

                    = sup { 𝑔(𝑥) ∶ 0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑆(𝑓) } 

 

𝐸~ Dedekind tam ve 0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑆(𝑓) olduğundan  0 ≤ 𝜋 ≤ 𝐼 ve 𝜋(𝑆)(𝑓) = 𝑔 olacak şekilde 

𝜋 ∊ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) vardır. 𝑅1 = 𝜋 ∘ 𝑆 tanımlarsak 0 ≤ 𝑅1 ≤ 𝑆, 𝑅1(𝑓) = 𝑔 ve 𝑅1 ∈ 𝐿𝑏(𝐸
~) dır. 

Buradan 

 

𝛤(𝑥, 𝑓)+(𝑆) = sup{𝛤(𝑥, 𝑓)(𝑅): 0 ≤ 𝑅 ≤S }  

                        = sup{𝑅(𝑓)(𝑥): 0 ≤ 𝑅 ≤ 𝑆 } 

                        ≥ 𝑅1(𝑓)(𝑥) 

 

bulunur. Ayrıca  

 

𝑅1(𝑓)(𝑥) = 𝜋 ∘ 𝑆(𝑓)(𝑥)  

                   = 𝑔(𝑥) 

 

olup her iki taraftan supremum aldığımızda  

 

𝛤𝑓(𝑥)
+(𝑆) ≥ sup{ 𝑔(𝑥) ∶ 0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑆(𝑓)} = 𝛤𝑓(𝑥

+)(𝑆) 
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bulunur. O halde 𝛤𝑓(𝑥
+) = 𝛤𝑓(𝑥)

+ olduğundan 𝛤𝑓 Riesz homomorfizmadır.Yani 𝛤 bilattice 

homomorfizmadır.  

 

𝐸, 𝐴 üzerinde  𝑓–modül olsun. Her 𝑎 ∈ 𝐴 için  

𝜓 ∶ 𝐸 × 𝐸~ → 𝐴~  

         (𝑥, 𝑓) →  𝛹(𝑥, 𝑓) = 𝜓𝑥,𝑓 ,    𝜓(𝑥, 𝑓)(𝑎) = 𝑓(𝑎𝑥)   

 

dönüşümü her 𝑥 ∈ 𝐸+ 𝑣𝑒  𝑓 ∈ 𝐸+
~  için 𝑓 → 𝜓(𝑢, 𝑓) ve  𝑥 → 𝜓(𝑥, 𝑔) dönüşümleri pozitiftir.  

𝜓 nin adjointi  

 

𝜓~ ∶  𝐴~~ → 𝐿𝑏(𝐸
~) 

            𝐹   →   𝜓~(𝐹),   𝜓~(𝐹)(𝑓)(𝑥) = 𝐹(𝜓𝑥,𝑓) 

 

dönüşümü η kendisidir.  

 

Genellikle bi-lineer dönüşümün görüntüsü lineer uzay olmayabilir. Aşağıdaki teoremde 𝜓 

bi-lineer dönüşümün görüntüsü lineer uzay olduğunu gösterdik. Bu teoremi B. Turan [7] de 

𝐴 = 𝑍(𝐸) özel durumunda ve A. Uyar [24] te farklı yoldan ispatlarını vermişlerdir.  

 

4.1.2. Teorem  

 

𝐸, 𝐴 üzerinde birimli 𝑓–modül ve 𝐵 = {𝜓(𝑥, 𝑓): 𝑥 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐸~ } olsun. 𝐵, 𝐴~ içinde sıra 

idealdir.  

 

İspat  

 

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐸~,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ve 𝜇 = 𝜓(𝑥, 𝑓) + 𝜓(𝑦, 𝑔) ∈ 𝐴~ olsun.  

 

0 ≤ 𝜇+ 

    ≤∣ 𝜓(𝑥, 𝑓) + 𝜓(𝑦, 𝑔) ∣ 

    ≤  𝜓(∣ 𝑥 ∣, ∣ 𝑓 ∣) + 𝜓(∣ 𝑦 ∣, ∣ 𝑔 ∣) 

    ≤ 𝜓(∣ 𝑥 ∣ +∣ 𝑦 ∣, ∣ 𝑓 ∣ +∣ 𝑔 ∣) 
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bulunur. Benzer şekilde 

 

0 ≤ 𝜇− ≤ 𝜓(∣ 𝑥 ∣ +∣ 𝑦 ∣, ∣ 𝑓 ∣ +∣ 𝑔 ∣) 

 

bulunur. 𝑧 =∣ 𝑥 ∣ +∣ 𝑦 ∣ ve ℎ =∣ 𝑓 ∣ +∣ 𝑔 ∣ alırsak 0 ≤ 𝜇+ ≤ 𝜓(𝑧, ℎ) ve  0 ≤ 𝜇− ≤ 𝜓(𝑧, ℎ) 

sağlanır. 𝐴~ Dedekind tam olduğundan 0 ≤ 𝜋 ≤ 𝐼 ve 𝜋(𝜓(𝑧, ℎ)) = 𝜇+ olacak şekilde         

𝜋 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐴~) vardır. Ayrıca [5] den 

 

𝜐 ∶ 𝐴~~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐴~) 

      𝐹 → 𝜐(𝐹), 𝜐(𝐹)(𝑓) = 𝐹. 𝑓  

 

dönüşümü cebir ve Riesz izomorfizma olduğundan 𝜐(𝐻) = 𝜋 olacak şekilde 𝐻 ∈ 𝐴~~ 

vardır.  

 

Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için  

 

𝛹(𝑥, 𝑓). 𝑎(𝑏) = 𝛹(𝑥, 𝑓)(𝑎𝑏)  

                           = 𝑓(𝑎𝑏𝑥) 

                           = 𝑓(𝑏𝑎𝑥) 

                           = 𝛹(𝑎𝑥, 𝑓)(𝑏) 

 

bulunur. Diğer taraftan  

 

𝐻.𝜓(𝑧, ℎ)(𝑎) = 𝐻(𝜓(𝑧, ℎ). 𝑎) 

                           = 𝐻(𝜓(𝑎𝑧, ℎ)) 

                           = 𝐻 ∘ ℎ(𝑎𝑧) 

                           = 𝜓𝑧.𝐻∘ℎ(𝑧) 

 

olduğundan 𝐻.𝜓(𝑧, ℎ) = 𝜓𝑧.𝐻∘ℎ bulunur. Ayrıca  

 

𝜇+ = 𝜋(𝜓(𝑧, ℎ)) 

       = 𝜐(𝜋)(𝜓(𝑧, ℎ)) 

        = 𝐻. 𝜓(𝑧, ℎ) 
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        = 𝜓(𝑧, 𝐻 ∘ ℎ) 

 

bulunur. Benzer şekilde 𝐾 ∈ 𝐴~~ için 𝜇− = 𝜓(𝑧, 𝐾 ∘ ℎ) bulunur.  

 

𝜇 = 𝜇+ − 𝜇− 

    = 𝜓(𝑧, 𝐻 ∘ ℎ) − 𝜓(𝑧, 𝐾 ∘ ℎ)  

    = 𝜓(𝑧, (𝐻 − 𝐾) ∘ ℎ) 

 

olduğundan 𝐵 de iki elemanın toplamı 𝐵 de bulunur. Her 𝜆 ∈ ℝ için 𝜆𝜓(𝑥, 𝑓) = 𝜓(𝜆𝑥, 𝑓) 

olduğundan 𝜆𝜓(𝑥, 𝑓) ∊ 𝐵 dir. O halde 𝐵, 𝐴~ nın alt uzayıdır. Şimdi 𝐵 nin ideal olduğunu 

gösterelim. Her 𝜇 ∊ 𝐴~ için 0 ≤∣  𝜇 ∣≤  𝜓(𝑥, 𝑓) olacak biçimde 𝜓(𝑥, 𝑓) ∈ 𝐵 olsun. 𝐴~ 

Dedekind tam olduğundan 𝜋(𝜓(𝑥, 𝑓)) = 𝜇 olacak biçimde 𝜋 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐴~) vardır. O halde 

𝜐(𝐻) =  𝜋 olacak şekilde 𝐻 ∈ 𝐴~~ vardır. Buradan  

 

𝜇 = 𝜋(𝜓(𝑥, 𝑓)) 

    = 𝜐(𝐻)( 𝜓(𝑥, 𝑓)) 

    = 𝜓(𝑥, 𝐻 ∘ 𝑓) 

 

bulunur. Yani 𝜇 ∈ 𝐵 bulunur. O halde 𝐵, 𝐴~ nın idealidir. 

 

4.1.3. Teorem  

 

Eğer 𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modül ise  

  

𝜓 ∶  𝐸 × 𝐸~ → 𝐴~ bilattice homomorfizma ⇔ 𝜓~ ∶  𝐴~~ → 𝐿𝑏(𝐸
~) aralık koruyandır 

 

İspat 

  

𝜓 bilattice homomorfizma olsun. Teorem 2.2.30. da 𝐹 = 𝐸~, 𝐺 = 𝐵~ ve 𝐻 = ℝ alırsak  

𝜓~ ∶  𝐵~~ → 𝐿𝑏𝑣(𝐸, 𝐸
~; ℝ) aralık koruyan operatörünü elde ederiz. Ayrıca Teorem 2.2.29. 

da verdiğimiz teoremde uygun seçimler yapıldığında 𝐿𝑏𝑣(𝐸, 𝐸
~; ℝ) ≃ (𝐸 ⊗̅̅̅ 𝐸~)

~
≃

𝐿𝑏(𝐸
~)  olduğundan 𝜓~ ∶  𝐵~~ → 𝐿𝑏(𝐸

~) aralık koruyan operatördür.  
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Tersine 𝜓~ aralık koruyan olsun. Teorem 2.2.19. dan 𝜓~~: 𝐿𝑏(𝐸
~)~ → 𝐴~~~ Riesz  

homomorfizmadır. Her 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑓 ∈ 𝐸~ ve 𝐻 ∈ 𝐴~~ için 𝜎 ∶ 𝐴 → (𝐴~)𝑛
~ doğal gömme 

dönüşümü olmak üzere, 

 

𝜓~~(𝛤(𝑥, 𝑓))(𝐻) = 𝛤(𝑥, 𝑓)(𝜓~(𝐻)) 

                                  = 𝜓~(𝐻)(𝑓)(𝑥) 

= 𝐻(𝜓(𝑥, 𝑓)) 

                           = 𝜎(𝜓(𝑥, 𝑓))(𝐻) 

 

bulunur. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑓 ∈ 𝐸+
~ için 

 

𝜎(𝜓(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑓) = 𝜓~~(𝛤(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑓)) 

                            = 𝜓~~(𝛤(𝑥, 𝑓)) ∧ 𝜓~~(𝛤(𝑦, 𝑓)) 

                      = 𝜎(𝜓(𝑥, 𝑓)) ∧ 𝜎(𝜓(𝑦, 𝑓)) 

 

bulunur. Her 𝑥 ∈ 𝐸+, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐸~ için 

 

𝜎(𝜓(𝑥, 𝑓 ∧ 𝑔) = 𝜓~~(𝛤(𝑥, 𝑓 ∧ 𝑔)) 

                     = 𝜓~~(𝛤(𝑥, 𝑓)) ∧ 𝜓~~(𝛤(𝑥, 𝑔)) 

                     = 𝜎(𝜓(𝑥, 𝑓)) ∧ 𝜎(𝜓(𝑥, 𝑔)) 

 

bulunur. 𝜎 birebir Riesz homomorfizma [9] ve 𝛤 bilattice homomorfizma olduğundan 𝜓 

bilattice homomorfizmadır. 

 

Sonuç : 𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modül olsun.  

  

𝜓:𝐸 × 𝐸~ → 𝐴~ bilattice homomorfizma ⇔ 𝜂: 𝐴~~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) aralık koruyandır. 

 

4.1.1. Tanım   

 

𝐸, 𝐴 üzerinde birimli 𝑓–modül, 𝑥 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 olsun. Eğer 𝐴 içinde 0 ≤ 𝑎∝ ≤ 𝑒 ve 

𝑎∝𝑥
𝜎(𝐸,𝐸~)
→     𝑦 şartını sağlayan {𝑎∝} neti varsa 𝐸, 𝐴′ya göre topolojik doludur denir [7].  
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4.1.4. Teorem  

 

𝐸, 𝐴 üzerinde topolojik dolu 𝑓–modülü ve 𝐸~, 𝐸 nin noktalarını ayırsın. Bu durumda  

 

𝛹 ∶ 𝐸 × 𝐸~ → 𝐴~  

        (𝑥, 𝑓) →  𝛹(𝑥, 𝑓) = 𝛹𝑥,𝑓 

 

dönüşümü bilattice homomorfizmadır [7]. 

 

4.2. 𝒇 −Modüllerinde Alt Modül ile Sıra İdeal 

 

C.D. Huijsmans ve B. Pagter de cebir idealleri ile sıra idealler arasındaki ilişkiyi incelediler. 

Önce [14] yaptıkları çalışmada aşağıdaki teoremi ispatladılar. 

 

“𝐴 Arşimedyan 𝑓–cebiri olsun. 𝐴 daki her göreceli düzgün kapalı sıra ideali l-idealdir (sıra 

ve cebir ideali).” 

 

Daha sonra [15] yaptıkları çalışmada diğer yönünü aşağıdaki teoremle elde ettiler 

 

“Arşimedyan birimli 𝑓–cebirinin her göreceli düzgün kapalı cebir ideali sıra idealdir.” 

 

Bizde bu kısımda 𝑓–modüllerinde sıra ideal ile altmodüller arasındaki ilişkiyi vereceğiz.  

 

4.2.1. Teorem 

 

𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modül ve 𝐼, 𝐸 nin 𝜎(𝐸, 𝐸~) kapalı ideali olsun.O zaman 𝜋(𝐼) ⊆ 𝐼 olacak 

şekilde 𝜋 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) vardır. Ayrıca 𝐸 nin her 𝜎(𝐸, 𝐸~) kapalı 𝐼 ideali 𝐸 nin      

𝐴 −altmodülüdür. 

 

İspat  

 

𝐼, 𝐸 nin 𝜎(𝐸, 𝐸~) kapalı ideali olsun.O halde Teorem 2.2.25 ten 
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 𝐼𝑜 = {𝑓 ∈ 𝐸~: ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑥) = 0}  

 

banddır. Bu yüzden her 𝑟 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) ve 𝑓 ∈ 𝐸~ için 𝑟 band koruyan olduğundan 𝑟(𝑓) ∈

𝐼𝑜dır. 𝜋 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) olsun. 𝜋 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) olduğundan 𝜋~ ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) dir. Bu durumda her 

𝑓 ∈ 𝐼𝑜 için 𝜋~(𝑓) ∈ 𝐼𝑜dır. Yani 𝑓 ∈ 𝐼𝑜 ve 𝑥 ∈ 𝐼 için  

𝜋~(𝑓)(𝑥) = 0 ⇒ 𝑓(𝜋𝑥) = 0 

 

bulunur. Yani 𝜋𝑥 ∈ (𝐼0)0  dır. Teorem 2.2.26 den (𝐼0)0 = 𝐼 olduğundan 𝜋𝑥 ∈ 𝐼 dır. O halde 

𝜋(𝐼) ⊆ 𝐼 dır. Üstelik her 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝜋𝑎 ∈ 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) olduğundan 𝜋𝑎(𝐼) ⊆ 𝐼 sağlanır. Yani 𝐸 

nin 𝜎(𝐸, 𝐸~) kapalı 𝐼 ideali 𝐸 nin 𝐴 −altmodülüdür. 

 

4.2.2. Teorem  

 

𝐸, 𝐴 üzerinde birimli 𝑓–modül olsun. Aşağıdakiler önermeler denktir.  

 

i) 𝐸, 𝐴 ya göre topolojik doludur 

ii) 𝜂 Arens homomorfizmasının görüntüsü 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) içinde idealdir 

iii) 𝐸~ nın her 𝜎(𝐸~, 𝐸) kapalı 𝐴-alt modülü idealdir 

iv) 𝐸 nin her 𝜎(𝐸, 𝐸~) kapalı 𝐴 −alt modülü idealdir. 

 

İspat  

 

𝑖) ⇒ 𝑖𝑖) 𝐸, 𝐴 ya göre topolojik dolu olsun. 𝜓:𝐸 × 𝐸~ → 𝐴~ dönüşümü bilattice 

homomorfizmadır. O halde yukardaki Sonuçtan dolayı 𝜂: 𝐴~~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) aralık 

koruyan operatör aynı zamanda Riesz homomorfizma olduğundan. 𝜂(𝐴~~), 

𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~)  içinde sıra idealdir.  

𝑖𝑖) ⇒ 𝑖𝑖𝑖) 𝑁, 𝐸~ nın 𝜎(𝐸~, 𝐸) kapalı 𝐴 − altmodülü ve 𝐹 ∈ (𝐴~)𝑛
~ = 𝐴~~ olsun. Bu 

durumda 𝑎∝
′′
𝜎(𝐴~~,𝐴~)
→       𝐹 olacak şekilde (𝑎∝) ⊆ 𝐴 vardır. 

 

𝑎∝
′′ ∘ 𝑓(𝑥) = 𝑎∝

′′(𝛹(𝑥, 𝑓) 

                    = 𝛹(𝑥, 𝑓)(𝑎∝) 

                    = 𝑓(𝑎∝𝑥) 

                    = 𝑎∝. 𝑓(𝑥) 
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                bulunur. 𝑁, 𝐸~ 𝐴 −altmodülü olduğundan 𝑎∝. 𝑓 ∈ 𝑁 dir. Yani 𝑎∝
′′ ∘ 𝑓 ∈ 𝑁 dir. 

Ayrıca 𝑁 kapalı olup 𝑎∝
′′ ∘ 𝑓 → 𝐹 ∘ 𝑓 olduğundan 𝐹 ∘ 𝑓 ∈ 𝑁 dir. O halde 𝑁, 𝐸~ 

nın 𝐴~~ −alt modülüdür. Diğer yandan 𝐴 nın cebirsel birimi 𝑒 ise 𝑒′′, 𝐴~~ nın 

cebirsel birimidir. 𝜂 cebir homomorfizm olduğundan 𝜂(𝑒′′) = 𝐼 dır. O halde 𝐼 ∈

𝜂(𝐴~~) olup 𝜂(𝐴~~) ideal olduğundan 𝑍(𝐸~) ⊆ 𝜂(𝐴~~) bulunur. 

 

               𝑓 ∈ 𝑁 ve 𝑆 ∈ 𝑍(𝐸~) ⊆ 𝜂(𝐴~~) dönüşümü 𝑓+ tarafından üretilen band üzerine 

band projeksiyon olsun. Yani 𝑆(𝑓) = 𝑓+ dır. Ayrıca 𝑆 ∈ 𝜂(𝐴~~) olduğundan 

𝜂(𝑆) = 𝐺 olacak şekilde 𝐺 ∈ 𝐴~~ vardır.  

 

𝑓+ = 𝑆(𝑓) = 𝜂(𝐺)(𝑓) = 𝐺 ∘ 𝑓 

 

                olup 𝑁, 𝐸~ nın 𝐴~~ −alt modülü olduğundan 𝐺 ∘ 𝑓 = 𝑓+ ∈ 𝑁 dir. Yani 𝑁 alt 

Riesz uzayıdır. Her 𝑓 ∈ 𝑁 ve 𝑔 ∈ 𝐸~ için 0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑓 olsun. 𝐸~ Dedekind tam 

Riesz uzayı olduğundan   𝑅(𝑓) = 𝑔 olacak şekilde 𝑅 ∈ 𝑍(𝐸~) ⊆ 𝜂(𝐴~~) vardır. 

𝑅 ∈ 𝜂(𝐴~~) olduğundan 𝜂(𝑃) = 𝑅 olacak şekilde 𝑃 ∈ 𝐴~~ vardır. O halde  

 

𝑔 = 𝑅(𝑓) = 𝜂(𝑃)(𝑓) = 𝑃 ∘ 𝑓 

 

                 olup 𝑁, 𝐸~ nın 𝐴~~ − alt modülü olduğundan 𝑃 ∘ 𝑓 = 𝑔 ∈ 𝑁 dir. O halde 𝑁 

idealdir.  

𝑖𝑖𝑖) ⇒ 𝑖𝑣) Her 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑓 ∈ 𝑀𝑜 için 𝑎. 𝑓 ∈ 𝑀𝑜 olduğunu gösterelim. Her 𝑥 ∈ 𝑀 için   

𝑎. 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎𝑥) ve 𝑀,𝐸 nin 𝐴 −alt modülü olduğundan 𝑎𝑥 ∈ 𝑀 dir. Buradan her 

𝑥 ∈ 𝑀 için        𝑎. 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎𝑥) = 0 bulunur. Yani 𝑎. 𝑓 ∈ 𝑀𝑜 dir. 𝑀𝑜 , 𝜎(𝐸~, 𝐸) 

kapalı olduğundan, 𝑀𝑜, 𝐸~ nın 𝜎(𝐸~, 𝐸) kapalı A-alt modülüdür. Hipotezden 

dolayı 𝑀𝑜 idealdir. olduğundan 𝑀 idealdir. 

𝑖𝑣) ⇒ 𝑖)  Her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ve 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 olsun. 𝐴𝑥 = {𝑎𝑥 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴} ⊆ 𝐴 kümesinin |𝜎|(𝐸~, 𝐸) 

kapanışını 𝐾 ile gösterelim. 𝐾 konveks küme olduğundan Teorem 2.2.23 den 

𝐾, 𝜎(𝐸~, 𝐸) kapalı kümedir. Hipotezden 𝐾, 𝐸 içinde idealdir. 𝐴 birimli 

olduğundan 𝑥 ∈ 𝐾 olup 𝐾 ideal olduğundan  𝑦 ∈ 𝐾 dır. O halde  𝑎∝𝑥
|𝜎|(𝐸~,𝐸)
→      𝑦 

olacak şekilde (𝑎∝) ⊆ 𝐴 neti vardır. 
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               𝑏∝ = (𝑎∝)
+⋀𝑒  olacak şekilde (𝑏∝) netini tanımlayalım. Tanımından                    

0 ≤ 𝑏∝ ≤ 𝑒  dir. 𝐴 𝑓–cebiri ve 𝑥 pozitif olduğundan 𝑏∝𝑥 = (𝑎∝𝑥)
+⋀𝑥 tir. 

 

𝑎∝𝑥
|𝜎|(𝐸~,𝐸)
→      𝑦 ⇒ (𝑎∝𝑥)

+
|𝜎|(𝐸~,𝐸)
→      𝑦 

 

                            ⇒ (𝑎∝𝑥)
+ ∧ 𝑥

|𝜎|(𝐸~,𝐸)
→      𝑦 ∧ 𝑥 

                            ⇒ 𝑏∝
|𝜎|(𝐸~,𝐸)
→      𝑦 

 

              dir. Teorem 2.2.24. den 𝑏∝
𝜎(𝐸~,𝐸)
→     𝑦 dir. Yani 𝐸, 𝐴 ya göre topolojik doludur.  

 

Sonuç : 𝐸 Banach örgüsü ve 𝐴 üzerinde birimli 𝑓–modülü olsun. Aşağıdakiler önermeler 

denktir. 

 

i)  𝐸, 𝐴 ya göre topolojik doludur. 

ii) 𝜂 Arens homomorfizmin görüntüsü 𝑍(𝐸~) ya örtendir. 

iii) 𝐸~ nın her 𝜎(𝐸~, 𝐸) kapalı A-alt modülü idealdir.  

iv) 𝐸 nin her 𝜎(𝐸, 𝐸~) kapalı 𝐴 −alt modülü idealdir. 

 

İspat  

 

𝐸 Banach örgüsü olduğundan 𝐸~ Banach örgüsü olduğundan 𝑍(𝐸~) = 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) dır.    

𝐸~ = 𝐸′ sağlandığından ispatı açıktır. 

 

Arens homomorfizma genelde birebir değildir.  

 

Örnek 

 

𝐸 = 𝑙1 ve 𝐴 = 𝑙∞ olsun. 𝑙1, 𝑙∞a göre topolojik doludur ve 𝜌: 𝑙∞ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝑙∞) dönüşümü 

Riesz ve cebir izomorfizmadır.  𝐸~ = 𝑙∞ dır.Yani 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) = 𝑙∞dur. Diğer taraftan    

𝐴~~ = (𝑙∞)′′ 𝑣𝑒 𝜂, (𝑙∞)′′ dan 𝑙∞ = 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) ya örten band projeksiyondur. Bu yüzden 

Arens homomorfizma birebir değildir. 
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4.2.3. Teorem  

 

𝐸, 𝐴 üzerinde birimli 𝑓–modül olsun. 

 

Arens homomorfizma birebirdir ⇔  𝐵 = {𝛹(𝑥, 𝑓) ∶ 𝑥 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐸~}   𝑛𝚤𝑛   𝜎(𝐴~, 𝐴~~) 

                                                                        𝑘𝑎𝑝𝑎𝑛𝚤ş𝚤 𝐴~ 𝑑𝚤𝑟.  

 

İspat  

 

⇒)𝐵 = {𝛹(𝑥, 𝑓) ∶ 𝑥 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐸~} 𝑛𝑖𝑛 𝜎(𝐴~, 𝐴~~) kapanışı  𝐴~ olsun.  

 

Her  𝐹 ∈ 𝐶𝑒𝑘(𝜂), 𝑓 ∈ 𝐸~ 𝑣𝑒 𝑥 ∈ 𝐸 için  

 

𝐹 ∈ 𝐶𝑒𝑘(𝜂) ⇒ 𝜂(𝐹)(𝑓)(𝑥) = 0 

                       ⇒ 𝐹(𝛹(𝑥, 𝑓)) = 0 

 

dır. Hipotezden dolayı her 𝜇 ∈ 𝐴~ için 𝐹(𝜇) = 0 dır. O halde 𝐹 = 0 dır. Yani 𝐶𝑒𝑘(𝜂) =

{0} olduğundan 𝜂  birebirdir.  

 

⇒) 𝜂 birebir olsun. 𝑐𝑙(𝐵), 𝐵 nin 𝜎(𝐴~, 𝐴~~) kapanışı olsun. Teorem 4.1.2. iii) den 𝑐𝑙(𝐵), 𝐴~ 

içinde idealdir. 𝐴~~ = (𝐴~)𝑛
~ olduğundan Teorem 2.2.27. dan 𝑐𝑙(𝐵), 𝐴~ içinde banddır.  

𝑆: 𝐴~ → 𝑐𝑙(𝐵)𝑑 band projeksiyon olsun. Ayrıca 𝜐(𝐴~~) = 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐴~) olduğundan       

𝜐(𝐹) = 𝑆 olacak şekilde 𝐹 ∈ 𝐴~~ vardır. Her 𝑥 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐸~  için 

 

𝐹.𝛹(𝑥, 𝑓) = 𝜐(𝐹)(𝛹(𝑥, 𝑓)) 

                    = 𝑆(𝛹(𝑥, 𝑓)) 

                    = 0 

 

     dır. Buradan  

 

𝜂(𝐹)(𝑓)(𝑥) = 𝐹(𝛹(𝑥, 𝑓)) 

                       = 𝐹(𝛹(𝑥, 𝑓). 𝑒) 

                       = 𝐹.𝛹(𝑥, 𝑓)(𝑒) 

                       = 0 
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     bulunur ve 𝜂 birebir olduğundan 𝐹 = 0 dır. Yani 𝑆 = 0 dır. O halde 𝐴~ = 𝑐𝑙(𝐵) ⊕

𝑐𝑙(𝐵)𝑑 ve 𝑐𝑙(𝐵)𝑑 = {0} olduğundan 𝐴~ = 𝑐𝑙(𝐵) dir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada tanımını yaptığımız 𝑏 −cebirlerinin cebirsel özellikleri incelendi ve 

Huijsmans’ın Riesz cebirlerinde sorduğu Gelfand-Mazur teoreminin 𝑏 −cebirlerindeki 

ispatı verildi. Ayrıca 𝑏 −cebirlerinin sıra sürekli biduallerinin 𝑏 −cebiri olduğu, pozitif kare 

özelliğine sahip olması durumunda sıra biduallerinin 𝑏 −cebiri olduğu ispatlandı.  

 

Pozitif kare özelliğine sahip veya değişmeli 𝑑 −cebiri hemen hemen 𝑓–cebiridir. Pozitif kare 

özelliğine sahip 𝑏 −cebirlerinin hemen hemen 𝑓–cebiri olduğunu gösterdik. Fakat değişmeli   

𝑏 −cebirlerinin özelliklerini henüz belirleyemedik. 𝑓–cebirlerine karşılık gelen operatör 

grubu orthomorfizmalardır. 

 

 𝐴 → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐴) 

  𝑎 → 𝜋𝑎  ,   𝜋𝑎(𝑏) = 𝑎𝑏 

 

örgü ve cebir homomorfizma dönüşümü ile 𝑓–cebirleri orthomorfizmalar içine 

gömülebilmektedir. Hatta burada 𝑓–cebiri birimli ise bu dönüşüm örgü ve cebir 

izomorfizmadır. 𝑏 −cebirlerine karşılık gelen operatör grubunu henüz tanımlayamadık. Bu 

konuda çalışmalarımız devam etmektedir. 

 

𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modül olsun. 𝐸~ 𝑛𝚤𝑛 𝐴~~üzerinde 𝑓–modül yapısını elde ettik. 𝐸, 𝐴 

üzerinde  topolojik dolu 𝑓–modülü ve 𝐸~ 𝐸 nin noktalarını ayırıyorsa Arens homomorfizm 

diye tanımladığımız 

 

 𝜂: 𝐴~~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) 

          𝐹   →   𝜂(𝐹),   𝜂(𝐹)(𝑓) = 𝐹 ∘ 𝑓 

 

dönüşümünün aralık koruyan olduğunu gösterdik. 𝜂(𝐴~~) nın 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~) içinde ideal olduğu 

sonucunu elde ettik. Bunun sonucu olarak 𝐴- altmodül ile idealler arasındaki ilişkiyi elde 

ettik. 

 

 𝐸, 𝐴 üzerinde 𝑓–modül olmak üzere 𝐴 → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸) dönüşümü ve  𝜂: 𝐴~~ → 𝑂𝑟𝑡ℎ(𝐸~)  
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dönüşümünün örten olması için gerekli ve yeterli koşulu henüz elde edemedik. Bu konu 

üzerine çalışmalarımız devam etmektedir.  
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