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OZET

Bu calismada Iki Degiskenli Genellestirilmis Jain Operatdrlerinin Yaklasim Ozellikleri
incelenmistir. Bu tez dokuz béliimden olusmaktadir. Ilk boliimde, lineer pozitif operator
dizisinin tanimi verilerek temel Ozelliklerine deginilmistir. Korovkin teoremi de
verilmistir. ikinci béliimde, Jain Operatorlerinin yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Ugiincii
boliimde, Jain Operatorlerinin siireklilik ve lipschitz simifindaki fonksiyonlar yardimiyla
yaklasim hiz1 verilmistir. Dordiinci boliimde, iki degiskenli genellestirilmis Jain
operatorlerinin yaklasim o6zellikleri incelenmistir. Besinci boliimde, Iki Degiskenli
Genellestirilmis Jain Operatorlerinin = siireklilik ve lipschitz sinfindaki fonksiyonlar
yardimiyla yaklasim oran1 elde edilmistir. Altinci boliimde, Jain operatérlerinin
Kantorovich tipli bir genellemesi verilmistir. Yedinci bolimde, iki degiskenli
genellestirilmis Jain operatorlerinin Kantorovich tipli bir genellemesi elde edilmistir.
Sekizinci boliimde, Jain operatorlerinin Voronovskaja tipli asimtotik yaklagimi verilmistir.
Son Olarak dokuzuncu béliimde, iki Degiskenli Genellestirilmis Jain Operatorlerinin
Voronovskaja tipli asimtotik yaklagimi elde edilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler

Cla, b]

C?[a, b]

e;e; =t
fo(x) 3 f(x)
Lipy(a)
L,(f; %)
PP(f; %)
PEY(f;x,y)
w(f,8)

Pl ()
Pl (f;x,9)
Il I ca,b1

I lc*[a,b]

Aciklamalar

[a, b] araligindaki tanimli ve siirekli fonksiyonlarin uzay1
f, f',f" € Cla, b] olan fonksiyonlar uzay1
Test Foksiyonlar (i = 0,1,2, ...)
{f,.} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
Lipschitz sinifindan fonksiyonlar
n € N olmak lizere bir operator dizisi
n. Genellestirilmis Jain Operatorleri
n. Iki Degiskenli Genellestirilmis Jain Operatorleri
f fonksiyonunun siireklilik modiilii
Jain Operatorlerinin Kantorovich Tipli Genellesmesi
Iki Degiskenli Jain Operatérlerinin Kantorovich Tipli Genellemesi
Cla, b] uzaymnda tanimli norm

Iflle*tanr = Ifllcrap) + If lciap) + 1f " liciap) ile tammli norm






1. GIRIS

1972 yilinda G. C. Jain tarafindan asagidaki operator tanimlanmistir [1].

o)

kpy<1 k
R (f5x) = an(nx - I gmtuwsir g (5) kenpemnn

k=0
Tek degiskenli Jain operatorii tanimlandiktan sonra temel oOzellikleri incelenmistir.
Korovkin teoremi kullanilarak operatoriin yaklagim o6zellikleri incelenmistir. Siireklilik
modiilii, Peetre-K fonksiyoneli ve Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar yardimiyla yaklasim
hiz1 hesaplanmistir. f = 0 olmasi durumunda bu operatér Szasz-Mirakjan operatdrlerine

doniistir [2].

Tezimin orjinal konusu olan iki degiskenli genellestirilmis Jain operatoriiniin tanimini
verip genel ozelliklerini inceleyecegiz. Bu ¢alismada da iki degiskenli genellestirilmis Jain
operatoriiniin yaklasimi Volkov teoremi ile yaklasim hizi da Siireklilik modiili ve
Lipschitz smifindaki fonksiyonlar yardimiyla hesaplanmaya calisilacaktir. Ayrica Jain
operatoriiniin - Kantorovich tipli bir genellemesinin yaklasim o6zellikleri incelenip,

Voronovskaja asimptotik denklemi elde edilecektir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda bazi lineer pozitif operatdrlerin tanimi verilerek bazi 6zellikleri incelenecektir.
Ayrica sonraki kisimlarda kullanilacak bazi tanim ve teoremlere de ispatlariyla birlikte yer

verilecektir.

2.2. Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y fonksiyon uzaylari ise L : X — Yifadesinde yer L ye operator denir.
Lineer Operator:

X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere;

L : X — Y bir operator olsun. Her a, b € R, f, g € X olmak iizere
L(af + bg) = aL(f) + bL(g) ise L operatoriine Lineer Operator denir.
Pozitif Operator:

L : X = Y bir operator olsun.

X*={f1f(x) =0}

Y*={L(HIL() =0}

olarak tanimlarsak,

L:X* > Y* yaniher f > 0ise L(f) = 0 oluyorsa

L ye Pozitif Operator denir.

Lineer Pozitif Operator:

L operatorii hem lineer hem de pozitif ise L ye Lineer Pozitif Operatér denir.



2.2.1. Lineer pozitif operatorlerin o6zellikleri

2.2.1. Lemma

Lineer pozitif operatdrler monoton artandir.
f=gisel(f) <L(g)

fspat

f < gise0 < g— folur. L operatorii pozitif oldugundan

Lg—f)=0 (2.2.1.1)
olur. L operatoriiniin lineerliginden dolay1 L(g) — L(f) = L(g — f) elde edilir.

Buifade L(g — f) = 0 de kullanilirsa L(g) — L(f) = 0 olur ve

L(g) = L(f) esitsizligi elde edilir.

2.2.2. Lemma

L Lineer Pozitif Operatorii igin |L(f)| < L(|f]) esitsizligi saglanir.

fspat

Herhangi bir f fonksiyonu i¢in;

—Ifl<f <Ifl (2.2.2)
esitsizligi saglanir.

L lineer pozitif operator oldugundan Lemma 2.2.1. den dolay1 monoton artandir.

(2.2.2) den

L=1fD = L(H) = LAfD (22.3)
bulunur. L lineer oldugundan, L(—|f]) < —L(|f|) yazilir.

Bu esitsizligin (2.1.3) de kullanilmastyla

—LAfD =LA = LAfD

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Simdi de diger boliimlerde kullanilacak olan ana tanimlar1 verelim!



2.2.3. Tanim

n € N olmak iizere f;,(x)’e bir fonksiyon dizisi denir ve (f;,) ile gosterilir.
2.2.4. Tanim

n € N olmak tizere L, (f(t), x)’e operator dizisi denir ve (L,,) ile gosterilir.
2.2.5. Teorem

¢(z) D bolgesinde analitik bir fonksiyon olmak tizere;

k

(@) = $(0) + Z — [ —=(F@)'¢ (z)] )

Esitligine Lagrange’s formiilii denir (Jensen, 1902).

2.2.6. Tanim (Holder Esitsizligi)

! + 1 1 >0,g>0
—T—-—=1, P »q

b q

(ay), (by) € L, dizileri igin;

imkbu < (imm) ’ (iwuq) "

k=0 k=0 k=0
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte p = g = 2 i¢in Couchy-Schwarz esitsizligi olarak

bilinir.
2.2.7. Tanim

Kapali bir [a, b] aralig1 tizerinde taniml ve siirekli tim reel degerli fonksiyonlardan olusan

kiimeye C|a, b] fonksiyon uzay: denir ve
Ifllcla,p) = max |f(x)]
asx<b

seklinde tanimlanir. Bu normla birlikte C[a, b] uzay: lineer normlu bir uzaydir.



2.2.8. Tanim

() fonksiyon dizisi x € [a, b] igin
7ll_r){}o”fn() _f(-)”(:[a,b] =0
ise (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyon uzay dizisine diizgiin yakinsaktir denir ve

faf

seklinde gosterilir.
2.3. P.P.Korovkin Teoremi (1953)

L, (f; x) lineer pozitif operator dizisi her x € [a, b] igin;
L,(eg;x) 31

L,(e;;x) 3 x

L,(ey; x) 3 x?

kosullarin1 sagliyorsa f € C[a, b] igin L, (f; x) 3 f(x) dir [3].



3. JAIN OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIiKLERI

Bu boliimde Jain operatorleri tanitilarak Korovkin Teoremi yardimiyla yaklagim 6zellikleri

incelenecektir.

3.1. Jain Operatorlerinin Sonlu Aralikta Diizgiin Yakinsakhg:

© k-1
PrEB] (f, x) — Zk_o nx(nx:cﬂ) e—(nx+kﬁ)f (%) k€N ’3 € [0’1)

seklinde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Jain operatorleri denir [12].

Bu operatorlerin [0, 4] araligindaki yakinsakligin1 Korovkin Teoremi yardimiyla

gosterelim.

P,Eﬁ ] (f; x)’in lineer ve pozitif bir operatdr oldugunu gosterelim.
Lineerlik;

VabeRvef,geC[0,A]igin,

[o0]

RPar @) + bo(ey = Y BN (af ) +os (S))

k!
k=0

o o]

_ Z nx(nx -;{-!klg)k—l e—("”kﬂ)(af) (g) + z nx(nx —;{-!kﬁ)kq - bg) (§>
— k=0

C nx(nx + kB)k1 k = nx(nx + kB)k1 k
= —(nx+kB) £ (= —(nx+kB) 5 (—
“; k! ¢ f(n)“’; k! ¢ g(n)

= aPPl(F(0); ) + PP (g(£); %)

oldugundan (P,[B ]) lineer operatordiir.

(3.1)



Pozitiflik;

k=01,2,..,n € Nvexe|[0,A4]icin

nx(nx + kp)*1

—(nx+kf) > 0
e
k! -

oldugu icin £ > 0 ise P#1(f; x) > 0 dir. Yani (B1) pozitif operatordiir.

3.1.1. Lemma [P. Patela]

(3.1) ile taniml P,EB ] (f; x) operatorleri i¢in agagidakiler saglanir.

P (eg;x) = 1 (3.2)
PP e ) = 75 3.3)
PP (eyin) = -5 4 % (3.4)

1-p?  n(@-p)3

oldugunu gosterirsek Korovkin Teoreminden dolay1

PP (f;x) = f(x), (n - ) olur[5,6].

Simdi bunlar1 gosterelim :

1) P,[B](eo;x) =1

esitligini ispat edebilmek i¢in ilk dnce Lagrange formiiliinii hatirlatalim. (Bkz. [P. Patela])

¢(z)ve f(z) D bolgesinde analitik bir fonksiyon olmak {izere;

k-1 z \k
$(@) = (0 + X [1= (@) ¢ @] _ (5) (35)
esitligine Lagrange’s formiilii denir.

Buradan hareketle, (3.5) de ¢(z) = e** ve f(z) = ef? segilirse;



k

1 [ dkt z
az — _ kfz az
¢ 1+ZMLﬂﬂe“el (%)
k=1 z=0

k

+Z%(w%@“(;)
k=1

o 1
=l+4+a Z F(a + kB)k—1e kb7 7k
k=1

olup, burada z = 1 segilirse;

o)

1
*=1+a E(a + kB)k-te kP,
k=1

bulunur. Buradan da;
=1
= z ] (a + kp)<—tekh,
Yani,

1
kzk_ a+kﬁ)k‘1e‘(“+kﬁ)

olur. Burada @ = nx alinirsa;

o 1
= Z Enx(nx + kp)k—te=(mx+kp)
k=0

elde edilir ki bu da bize (3.2) nin dogrulugunu gosterir.
Simdi de (3.3) iin yani

2) Bflenn) = 5

ifadesinin dogrulugunu gosterelim.
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[ee)

(nx + k’[)))k+r—1

—(nx+kpB)
e
k!

S(r,nx,B,e) =
k=0

olarak tanimlarsak,

nxS(0,nx,f,e) = 1

olur. Gergekten;

S(r,nx,f,e) = Z:;O ¥ (nx + kB)S(r — 1,nx + kB, B, e)

dir. Simdi bunu gosterelim:

(0]

(nx + kB)(nx + kB)k+7=2

—(nx+kpB)
e
k!

S(r,nx, B,e) =

o) oo

k+r— k+r—
= E nx(nx +klfﬁ) T 2e_(nx+kﬁ) + g ﬁ(nx(: k[’;))'+r ze—(nx+kl3)

k=0 k=1

o] o)

k+r— k+r—
- nx (nx + kﬁ) tr-2 e—(nx+kﬁ’) + ﬁ (nx + B + kﬂ) -l e—(nx+ﬁ+kﬁ)
: k! : k!

k=0 k=0

nx S(r —1,nx,5,e) + BS(r,nx+ B,5,e)

= nx S(r—1,nx,8,e) + Bl(nx + kB)S(r — 1,nx + B,B,e) + BS(r,nx + 2B,B,¢)]

= nxS(r—1,nx,B8,e) + B(nx + kB)S(r — 1,nx + B,B,e) + B2 S(r,nx + 2B,B,e)

= Z B (nx + kB)S(r — 1,nx + kB, B, e)
k=0

olup (3.6) saglanur.

(3.5.1)

(3.6)
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O halde,

[oe]

k-1
nx(nx + kf) e—(nx+kﬁ)ﬁ

k! n

=X Z % e_(nx“'kﬁ)

K
_ E (nx + B+ kB) o=+ BHEB)

B ey ) =

k!

| k=0

xS(1,nx + B,B,e) (3.7)

bulunur. Ayrica,

S(L,nx+B,B8,e) = Z L¥ (nx + B+ kB)S(0,nx + S + kB, B, e)
k=0

olup, (3.5.1) den dolay1 da
(nx + B+ kB)S(O,nx + B + kB, B, e) = 1

oldugundan

o)

S(nx +B.Be) = Z gk =

k=0

1
1-p

elde edilir. Bu son ifadenin (3.7) de kullanilmasiyla (3.3) ispatlanmis olur.

Simdi de (3.4) yani

2

+ b

6o x) = %
3) Rl = Gt gy

oldugunu gosterelim.
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k-1 2
Blep. e N POXHEE)™ iy X
B, (eg;x) = ] e\ =
k=0
k_
_x Me—(nxﬂcﬁ) k
n (k-1
k=1
x z nx + B + kB)*
— E ( i' ﬁ) e—(nx+ﬁ+kﬁ) (k+ 1)
| k=0
k k
_x (nx+ B+ kB) o-uciprip) | 4 X (nx + B+ kB) o= (B HKB)
n (k—1) n k!
| k=1 k=0
_x (nx + 2B + kB)k+1 o~ (nx+2B4Kp)
n k!
| k=0
k
WX z (nx+[]i+ kp) o=t BHE)
n !

= 2[S(2,nx + 2B, 8,€) + S(1,nx + B, B, €)] (3.7.1)

daha Once elde edilen

S(1,nx+B,B,e) = -5

(nx + 2pB)
(1-p)2

,82
Ta-pe

S(2,nx + 2B,B,e) =

ifadeleri (3.7.1) de yerine yazilirsa

_x (nx + 2pB)

8], . p? 1
PTL (eZJx)_n (l—ﬁ)z

Ta-prti-p

x? x

T a-pr T na-py?

elde edilir.
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Yani (3.4) elde edilmis olur.

Simdi agagidaki teoremi verebiliriz.
3.1. Teorem

(3.1) Jain operatorlerinin S yerine f3,, alinarak elde edilen

© k-1
Bl (£ ) = Z M) gtk f (£) (3.8)
k=0 k! "

operatorleri i¢in

lim g =0 (3.9)

n—co
oluyorsa o takdirde P,Eﬁ nl (f; x) operatorleri, A € R* olmak iizere [0, A] kapali araliginda siirekli
olan f fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakinsar.

Yani f € C[0, A] ise

PP (F;3) = F(0), x € [0, 4]

dir.
fspat

(3.2), (3.3) ve (3.4) de B yerine B, alinirsa,

Pl (egix0) = 1 (3.10)
B eyi) = 2 1)
Pl (o) x) = X2, (3.12)

(1-Bn)? ~ n(1-Pn)?

olup, (3.10), (3.11) ve (3.12) de (3.9) un kullanilmasiyla f € C[0, A] igin
T ES T CERD

Rl es ) 3%, (n—w)
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PPle,; ) 3 %2, (n > )

saglanir ve Korovkin teoreminden dolay1 [0, A] araligindaki her f € C[0, 4] i¢in

P (F; ) = £(20),(n — o)

elde edilir.

Simdi de asagidaki Lemmay1 hatirlatalim.

3..1.2. Lemma

(2.1) ile taniml P,EB ] (f; x) operatorleri igin

(pxk(t): =(t— x)k
olmak tizere agagidakiler saglanir.

PTEﬁ] ((px: X) = %

x x2ﬁ2

B¢ 2. x) —
B0 2) = S5 + gy

(Gupta ve Greubel, 2015).

(3.13)

(3.14)
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4.2. JAIN OPERATORLERININ YAKLASIM HIZI

4.1. Lineer Pozitif Operator Dizisi ile Fonksiyonlara Yaklasim Hizi

L, (f; x) lineer operator dizisi olmak tizere ||L,,(f) — f|l = 0, (n = oo) ifadesi L, (f; x) in
f (x) e diizgiin olarak yaklastigini gosterir.

Yaklasma hizi a,, = 0, (n — o0) olmak iizere, |L,(f; x) — f(x)| < ca,, olacak sekilde a,,
lerin belirlenmesi ile hesaplanir. Hesaplamagenel olarak w(f; &) ile gosterilen “Siireklilik

Modiilii” veya Peetre K fonksiyoneli gibi araglar yardimiyla yapilir.
4.2. C[a, b] Uzayinda Siireklilik Modiilii

f € Cla, b] olsun. Her § > 0 i¢in
w(f;8) = SUpb]If(t) — f0)l (4.2.1)

x,t€la,
|t—x|<8

Ifadesine f fonksiyonunun “Siireklilik Modiilii” denir. (Bkz. [Lorentz])

Simdi de Peetre-K fonksiyonelini verelim.
f € Clo,A], g € C?[0,Al={g €C[0,A]: g,9",g9" € C[0,A]}

K(f;6) = inffec[o,A](”f - 9||c[o,A] + 5”9"”52[0,,4]) (4.2.2)
4.3. C[a, b] Uzayndaki Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

w(f;6)=0

5, < 8, ise w(f; 81) < w(f; 8,)

Her m € N igin w(f; m6) < mw(f; &)

Her A € R* icin w(f; 18) < (A + 1) o(f; §)

lim w(f;8) =0
6-0

If(@©) = fFOI < w(f; |t —x])
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|t — x|

If(t)—f(X)|S< +1>w(f;6)

Bu kisimda (3.1) de verilen Jain operatorlerinin yaklasma hizini (4.2.1) de tanimlanan
Siireklilik Modiilii ve (4.2.2) de tanimlanan Peetre K- fonksiyoneli yardimiyla

hesaplayacagiz.
4.2. Teorem
n €N, f € Cgz[0, ) i¢in

R0 = 0] = e rimaxte 250 + 0 (11725

saglanir. Burada

s 1| P 1
nTala-pr Tra-py

dir (Agratini, 2013).
fspat
g € C?[0,4], x € [0, A] araliginda Taylor formiiliinii kullanirsak;

t
90 - g0 =t =090 + [ € -wg"@Wadu e >0
olur. Simdi de Jain operatoriine uygularsak;

PP (g,2) = 90| = B g — g(x)eo; )|

t
= ‘g'(x)P,Em (p};x) + PP ( f (t —u)g" (w) du; x)

X
)

t
f (t-u)g" W) du

< |g’(x) (1%'8,@| + P,EB] <

gl

> PP (92, %)

<o'co (1x—ﬁﬁ)| "



17

., xp lg" |l x x%B?
—|g(x)(1_ﬁ)|+ ( + )

2 \n(1-p)2 @A-p)2
olup,
(] ) xB oIl (__x x2p?
P19, — 90| < |90 25| + M (i + o) (4.1.1)

sonucunu elde ederiz.

f €C[0,A] igin

P22 = 00| < [R — gio| + B gi 0 — g G| + 19 = £ (o)l

olup, burada (4.1.1) kullanilirsa

" 2R2
B0 - £ < 205 - gl + 250 (-

, xp
2 \na-pPta —ﬁ)2> +Ho g4

llg”ll X x?p?
< 4llf —gll +

L xB
7 n(l—ﬁ)3+(1—ﬁ)2>+|‘g (x)<1—/3>|

bulunur. Her iki tarafin infimumunu alip (4.2.2) yi kullanir ve

s _L|_P 1
nTola-pr taa-py

segersek ispat tamamlanir.

4.3. Teorem

EgerfeC[O,A]vel>%>ﬁ20igin

N 1/2
r-solspe(155) Jo ()

saglanir. Burada
w(f,6) = sup{lf (x") — f(x"]:x",x"€[0,A], |x" — x| < &}

dir(Patel ve Mishra, 2019).
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fspat

Siireklilik Modiiliiniin
|t — x|
§

lf () = f(0l S<1+ >W(f.5)

ozelligi kullanilirsa ;

|P[ﬂ](fx) f(x)| §1+62nx(nx+kﬁ)k1 (nx+kﬁ)|§—x|}w(f,6)

had k-1 211/2
< {1 +%!z nx(nx -IIC-!k,B) o= (x+kp) (S _ x) ] }w(f, 5)
k=0

yazilabilir. Ayrica,

o k-1 2
Z nx(nx Z'kﬁ) e—(nx+kﬁ) (1% — x) — Pf((t _ x)z’x)

k=0

olup, buradan

(8] x x*p*
L ()T
Al A
=nla-pr T a-pr
_A[L+48p’

T n|[(A-p)°

1 s
§= N secilirse

ispat tamamlanir.
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4.4. Tanim (Lipschitz Smifindaki Fonksiyonlar):

0 < @ <1 araliginda

|f(t) — f(x)| < M|t — x|* esitsizligini saglayan fonksiyonlara Lipschitz sinifindandir denir.

Burada M ye Lipschitz sabiti denir ve bu uzayin elemanlar1 f € Lipgx ) ile gosterilir.

4.3.1. Teorem

Jain operatéri i¢in f € Lipﬁ,,a) oldugunda

[P#I(£, %) - £(o)| < M (Cn, Bymax {5, x4))
saglanir. Burada

a

(1Y
¢ ) = ((1 —p Tha —ﬁ)3>

dir (Patel ve Mishra, 2019).
fspat

f € Lip ,Ef )oldugundan,

If &) — fOIl < M|t — x|*
saglanir. Burada
k
t=—
n
secgersek:
k k *
)= <Ml--—
) -0 =m -+
elde edilir. Bunu Jain operatoriine uygularsak;

a

(e + kp)k-1 k
|P,£B](f, x) — f(x)| < Mz o o~ (nxX+kp) |‘r_L —x
k=0
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bulunur.

Son ifadenin sag yanini,

d k-1 a
an(nx+k,8) - (uHkp) |E—x
n

k=0

k=0

2—-a

a (nx(nx + kﬁ)k_l e—(nx+kﬁ)>5 <nx(nx + kﬁ)k—l e—(nx+kﬁ))T

k! k!

olarak diizenleyip, p = % q= ﬁ icin Tanim 2.2.6. deki Holder esitsizligini kullanirsak;

k=0
sonucunu elde ederiz.
Tanim 2.2.6. deki Holder esitsizligi kullanilirsa;
PP (.20 - F )
M i <(E — x)Z nx(nx + k)™ e—(nx+kﬁ)>% i (nx(nx + kp)k1 _(nx+kﬁ)>2_7a
=N k! v

sonucunu elde ederiz.

(3.2) kullanilarak

a

i 2 k-1 2
Py{ﬁ’](f’ Y= F0)| <M ( k\“nx(nx + kp) _(nx+kﬁ)>
-l <y ((E-5) :

k!

(3.3) ve (3.4) kullanilarak da

IR

zﬁz x ]2

R0 - s < m [

elde edilir. Burada

]

(B, 1Y
Cmﬂ)_(ﬂ—ﬁﬂ+nﬂ—ﬁﬁ>

secilirse, ispat tamamlanur.
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5. JAIN OPERATORLERININ iKi DEGISKENLI
GENELLESMESININ YAKLASIM OZELLIKLERI

5.1. Jain Operatorlerinin ki Degiskenli Genellesmesirfianlu Aralikta Diizgiin
Yakinsakhg:

Tezin orijinal bolimiinii i¢eren bu kisimda, iki degiskenli Jain operatorleri tanitilarak

Volkov teoremi yardimiyla yaklasim 6zellikleri incelenecektir.

Once Volkov teoremini hatirlatalim.
5.1.1. Volkov Teoremi (1957)

Tom(f; x,¥) lineer pozitif operator dizisi her (x,y) € ([0,1] x [0,1]) igin;
an}lm ||T‘nm(eOO) eOO”C([O,l]X[O,l]) = O

nlr}lllloo”Tnm(ew) 910||c([o,1]><[0,1]) =0

nLllm ||Tnm(601) 901||C([o,1]><[0,1]) =0

nl#gl [[Tm (€20 + €02) — (e + eoz)”C( loa]x[0,1]) — ©

kosullarini saghiyorsa f € C([0,1] x [0,1]) i¢in

Tum(f5 %, ¥) 3 f(x, y) dir [9].
5.1.2. Lemma

B,y €1[0,1) vek,l € Nigin

n’m

k-1 1
PEN(frx,y) = E Zl Onx(n’”f"” sk TYIHN' oyt (£ L) s )

Ile tanimli operatdrler icin asagidakiler saglanir [13].
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Pr[,lihy](eooix' y)=1

Pr[,lfr’zy](emix: y) = -5

Pifﬁy](em:x, y) = 13_]_]/

x2 y2 x y

1-p)? + (1-y)? + n(1-p)3 + m(1-y)3

Pr[,[:r'ly](ezweozi X,y) =

fspat

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

Daha 6nce Teorem (2.2.5.) de hatirlattigimiz Lagrange formiillerinin x ve y degiskenine

bagl sekli asagida verilmistir:

nx + kB)k1 z my + ly)=1
enx = 1 -|- nx %9_(kﬁ) emy = 1 + my %e—(lﬂ
k=1 =1
k-1 -1
o™ = nx E %e—(kﬁ) e™ = my E we—(m
k=0 =0
k-1 -1
e = XOX KB g ey =y O,
k! l
k=0 =0

Simdi (5.2) nin yani;
PTE,[jr'ly](eOO; xy)=1
[fadesinin dogrulugunu gésterelim.

(5.1) de ey test fonksiyonunu yerine yazdigimizda

[oe]

Pgﬁy](eooix, y) =

k-1 -1
nx(nx —I}c- kB) - +EB) my(myl+ ly) - (my+iy)
E ! !

elde ederiz.

(3.2) yi kullanirsak;
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[ee) [oe]

k-1 l-1
nx(nx + kf3) o~ (XHKB) — 1 ve my(my + ly) e~ (my+ly) — 1
§ k! z : I
1=0 i=0
elde edilir.
Buradan,

k-1 -1
nx(nx + kpB) o (NX+B) my(my + ly) e~ (My+ly) — 1
é § k! I
1=0
k=0

yazilabilir ki bu da bize (5.2) nin dogrulugunu gosterir.
Simdi de

X

1-8

Pﬂfid(elo:x,y) =

ifadesinin dogrulugunu gosterelim:

(3.2) den dolay1

o) o)

-1 k+r—-1
my(my + l}/) e—(my+l]/) =1 ve S(l‘, nx, B, e) = E (nx + kﬁ) e—(nx+kﬁ)

l! k!
1=0 k=0

oldugunu biliyoruz. Bunu kullanirsak;

[oe]

k-1 -1
[By] nx(nx + kp) _ my(my +ly)'= _ k
Pn,[jny (elO;x' }’) = Kl e (nx+kp) T e (Tr’-y"'l}’)H
=0
k=0
k-1
=x Me—(nxﬂcﬁ)
(k—1)!
| k=1
k
Co| Y WXHBHRBY g
k!
| k=0

=xS(1,nx+ B, B,e)
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daha sonra

S(,nx +B,Be) = Z BX (nx + B + kB)S(0,nx + B + kB, B, €)
k=0

(3.5) dan dolay1
(nx+ B +kB)S(O,nx+ B +kB,B,e)=1

ve buradan da

1

S(Lnx +B,Be) = Z =15
k=0

Dolayisiyla da

S(Lnx+p,6,e) = ﬁ

bulunur. Bu son ifadenin (3.7) de kullanilmasiyla (5.3) ispatlanmis olur.
Simdi de (5.4) yani

; Yy
Pn[,/jny](em; x,y) = m

oldugunu gosterelim.

(3.2) den dolay1
nx(nx + kB)*1 z : T )t
( k' B) e_(nx"'kﬁ) — 1 ve S(r’ my’ ]/, e) — %6_("13/"'”/)
k=0 =0

oldugunu biliyoruz. Bunu kullanirsak;

o
[oe]

k-1 -1
nx(nx + kpB) o~ (nX+eB) my(my + ly) o~ (My+1y) 1

Pn[,ljr'zy](emix: y) = ! T m

=y (my + ly)l_l e~ (mx+ly)
(-1



l
=y —(my +ly + 1) e~ (my+y+ly)
z !

1=0
=yS(L,my+vy,y,e)
elde edilir. Diger taraftan,
S(L,my+vy,y,e) = yY'my+y +1y)S(O,my +y +ly,v,e)
1=0
olup, (3.5) dan dolay1
(my+y+1ly)S(O,my+y+ly,ye)=1

olur ve buradan da

1

S(Lmy+y,y,e) = Z V=1
=0 14

Yani;

1
S(1,my+y,y,e) = 1=y

bulunur. Bu son ifadenin (3.7) de kullanilmasiyla (5.4) ispatlanmis olur. Simdi de

x2 X y2 y

1= T a—pp (-1 m-y)

Pr[,ljr'zﬂ(ezo +epyx,y) = (

oldugunu gosterelim.

nx(nx + k)1 my(my + ly)!1 kZ 12
P (e0 + €02 x,y) = nalnx + kB e‘<nx+kﬁ)_y< Y+ e—(my+zy)< )

Kl I 2 mz

k- 1=
_ nx(nx Z kp)k-1 o (nT+Kp) m}’(m}’l-i- ) e~ (my+1y) <k_§>
§ ! ! n

k-1 -1 2
nx(nx -|I; kp) o~ (nx+kp) my(myl+ ly) e~ (my+1y) (l_
! ! m

)

25
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ifadesinde (3.2) ve (3.4) i kullanirsak;

x? y

_ x y?
S |la=pr Tha —3)3] * [(1 —Z T m -y

2 2

_ X X y y
T a-p2 n(-pr  A-pZ ma-y)p3

elde edilir. Boylece (5.5) elde edilmis olur.

Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.
5.2.Teorem

(5.2) iki degiskenli genellestirilmis Jain operatorlerinin S yerine 8, y yerine de y,,alinarak

elde edilen

pﬂg’ym] (f;x,y) = E z nX(nH:lﬁn)k_l o~ (nx+kp,) my(my;lym)l_l e~ (my+lyy) £ (E,i) (5.6)
=0
k=0

operatorleri i¢in

im 6, =0
nllilréoym =0

[ﬁ n’ym

oluyorsa o taktirde B, ](f; x,y) operatorleri, A € R olmak tizere

([0, A] x [0, A]) bolgesinde siirekli olan f (x, y) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

Yani f(x,y) € C([0,A] x [0,A]) ise

PPPnl (£ 29y = £y, (y) € (10,41 X [0, A])

dir.
fspat

(5.2), (5.3), (5.4) ve (5.5) de B yerine B,,, y yerine de y,, alinirsa,



[ﬁ Vn](eo()’x y) =1
P ey, ) =
ﬁn
BYn
Pr[,m' ](601;x,y)= —
[3 Yl x? x y? y
€50+€02; X, + + +
(e20+€02; X%, y) = (1—ﬂn)2 n(1—ﬁn)3 (1—Vm)2 m(l—ym)3

(5.7), (5.8), (5.9) ve (5.10) un kullanilmasiyla f € C([0, A] X

Br,Vm = 0, n,m — o i¢in

. [Bn’Vn] —_— =
n,lr}lriloo Pn'm (eOO) €00 || C([O,A]X[O,A]) - 0
. [Bn']’n] _ =
n,lr}lriloo Py (e10) elO”C([O,A]X[O,A]) =0
lim P[ﬁ” ¥l (eo1) — eo1 ” =0
Mmoo c([0,4]x[0,A])
. [Brynl =
n,]#lrgoo Py ™ (eg0 + €92) — (€50 + eoz)”C( 0AIx[0.A]) 0

saglanir ve Volkov teoreminden dolay1 ([0, A] X [0, A]) araligindaki her

f € C([0,A4] x [0, A]) i¢in

PEYI(F;%,9) = f(x,y), (n - o)

elde edilir.
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(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)
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6. JAIN OPERATORLERININ iKi DEGISKENLI
GENELLESMESININ YAKLASIM HIZI

6.1. Jain Operatorlerinin ki Degiskenli Genellestirilmesinin Siireklilik Modiilii ile
Yaklasim Hizx

Bu kisimda (5.1) de verilen Jain Operatérlerinin iki Degiskenli Genellestirilmesinin yaklasma
hizin1 asagida verilen iki degiskenli Siireklilik Modiilii yardimiyla hesaplayacagiz
(Bkz.[Anasstassiou and Gal, 2000]).

1? =[0,a] X [0,a], feca? 6,>06,>0

w(f;81,82) = sup If (& s) = fCx, p)I.
(t,s)EIZ,(x,y)e[2
[t—x|<81,Is—yI<6;

6.1.1. Teorem

nmeN [PL(fxy) - f(xy)| < 40(f: 6,,67)

saglanir. Burada

5, = % 5, = - (6.1.1)
dir.

fspat

PET(f3,9) = FGoy)| < BB (6 5) = £ Gy (6.1.2)
If(t,9) = FCe | < w(f3 8,82 (52 +1) (52 +1) (6.1.3)

(6.1.2) ve (6.1.3) kullanilirsa;
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2

It —x||s — yl |t — x|
Sw(fié‘p‘sz)xprﬂzﬂ ((T X, Y +Pr£€;ly:| 6—1 X,y

|s — yl
+ P,E,E,’,” ((—52 ;xy |+ P,E,’i;l”(l; x,¥)

=ot890 55 -nyz )5 <%) "5 <%) 1}

(6.1.1) kullanilirsa;

|t — x| |s -yl
P (fi,9) = G, 3)| < (3 81, 80P ((5—“ s t1)ixy
1

1 1 1
= 304,0,)3——06.0, + —6, + —6 +1}
a)(f 1 2){5152 102 5, 1 5, 2

=4w(f;861,62)
[P F 2 9) = £, 3)| < 40(f; 6,,6,)

elde edilmis olur.

6.2. Jain Operatorlerinin Iki Degiskenli Genellestirilmesinin Lipschitz Simifindaki
Fonksiyonlar ile Yaklasim Hizi

Burada Lipschitz sinifindaki fonksiyonlarm iki degiskenli genellestirilmis Jain
operatorlerinin f(x,y) fonksiyonlarina yaklasim hizi hesaplanacaktir. Oncelikle Lipschitz

smifindaki iki degigkenli fonksiyonlarin tanimina deginelim.
6.2.1. Tanim

0 < a < 1olsun.

)= re] <] ) 614

esitsizligini saglayan fonksiyonlara Lipschitz sinifindadir denir. M ye Lipschitz sabiti

denir.

f € Lipy(a) dur.
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6.2.2. Teorem

0O<a<1lolsun. B,y €[0,1), k,l € Nve

f € Lipy () ise

| plbr]

dir.

i (<%>Z)

fspat

(6.1.4) tanimlanan,

o) =] <= 2) o)

esitsizligini iki degiskenli genellestirilmis Jain operatoriine uygularsak;

o nx(nx + kB)* Tmy(my + ly)"" k1
L O B ertrttetmin | (0) = 1)

I!
k=0 1=0

l a

G- G-)

+EB)k1 +y)t - l
CMYE Y 0[nx(nx BT my(my+ )T —(nx+kp) p—(my+1y) |(__x) (m_

i k-1 -1
u Z Z nx(nx + k,B) my(myl+ ly) o= (k) o= (my+17)
- !

k=0 1=0

k! ! n
a 2—-a
272 Tnx(nx+kB)*1 my(my+ly)t-1 —(nx+kpB) ,—(m 2
y+1y)
)T [=5 e ke
elde edilir.

Holder Esitsizligi kullanilirsa;

co 00 k-1 -
nx(nx + k,B’) my(my + ly)'~* o—(nX+kp) o —(my+1y) |<E - x) (i
E, EO, I n m

a 2-a
2

2] z [nx(nx + kﬂ)k 1 my(my + l]/)l 1 (nx+kﬁ)e—(my+l]/)l
k=

)

o 00 k—1 -1
2 Z nx(nx + kﬁ) m}’(myl+ ly) o~ (x+kpB) p—(my+ly) — 1
!

k! [!

k=0 l=0

oldugu icin;
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<uy
k=01

e—(nx+k,8)e—(my+ly) |<E _ x) (i
n m

NgE

[nx(nx + k) T my(my + ly)t?!
k! Al
_ y) zr
i i lnx(nx + kB mY(myl+ ! —(nx+kﬁ)e—(my+ly)l% H(E _ x) (i

R

bulunur. Holder Esitsizligi kullanilirsa;

I
o

<M
l! n

© 2 k-1 1-1
Z Z [nx(nx + kBt my(my + ly) o= () g (my+1y) (E

k=0 [=0

NIR

|

olup, (2.13) ve (2.10) nun kullanilmasayla;

[oe] [oe] l
Z Z [nx(nx + kﬁ)k ' my(myl+ T e~ (nx+kp) o—(my+ly) (L - J’)]Zl
! m
k=0 1=0

a

[R5 i) = f G| < M [T (6.15)

elde edilir.

(6.1.5) te her iki tarafda x € I lizerinden supremumunun alinmasiyla;

xyp %
[P - reen, DSM«af%gzﬂ)

|PED i) — £y -0 ((L))

c([o,41x[0,4]) 1-pHA=-7
elde edilir. Buda ispati tamamlar.

6.3. Teorem

f € C(I?) igin

PR = fen)| < A+ O 8500, 52 (m)
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saglanir. Burada;

S1p(n) = \/<1 fﬁ) aa i3)3

8oy (m) = \/(1 Z )/)2 T 1— 12X

dir.

fspat

(x,y) € I?olsun.
maks{x,x?} < ¢
xX€l

maks{y,y?} <c¢
YyEI

maks{x, y, x2,y?} < ¢ olmak iizere
xX,Y€EI

f € C(la,b] X [c,d])

(61,65) € (0,b —a] x (0,d — c]

olmak tizere,

|Ln,m(f; X, y) - f(x' y)l < (1 + (sil\/l‘n,m((elo - x)z;x'y) + 6_12\/Ln,m((e01 - Y)Z;xi y) +

1

E\/Ln,m((elﬂ - %)% x, Y)JLn,m((eo1 - )%, )0) w(f; 61,07) (6.3.1)

(6.3.1) de Shisha ve Mond (1968) de verilen asagidaki esitsizligi iki Degiskenli Jain
operatoriine uygularsak;

1
PEI (%, y) = f(x, Y)| = (1 * E\/Pr[ﬂ]((elo -0%%y) +

1 [By]
s \/Pn[,grr}: ((301 - y)z;x'y) +
2y

1

—J P (ex0 = )% %, y)JPLfiZ]((em -, y)) w(f;81,6,) (6.3.2)

61’3620/

(3.14) 1 (6.3.2) de yerine yazalim.
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PG - | < (142 (L) 4 o+

1-B n(1-g)3 &,
1 [(xB? x v \? y .
6162 \/(1—3) + n(1—ﬁ)3 \/(1—)/) + m(1—y)3> C()(f, 61! 62)

maks{x,x?} < ¢
X€El

maks{y,y?} < ¢
yeEl

maks{x,y,x2,y?} < ¢
xX,YEI

olmak iizere,

2
S1p(n) = \/(1 fﬁ) T aa 1ﬁ)B

B2y (m) = \/(1 Z y)z * m(1 1— )3

secersek;

PEN(F,9) = FOu )| < (14 020 (f5 815, 62y)

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

(

2y

yY
1-y

)2+

y
m(1-y)3

_|_

(6.3.3)

) 1 1 1
PG y) = G| < (14 55 b1 + 5 08ay + 55 c81082y ) 0(f:61,6)
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7. JAIN OPERATORLERININ KANTOROVICH TiPLI BiR
GENELLEMESI

Bu boliimde oncelikle Jain operatorlerinin Kantorovich tipli bir genellesmesi yapilacak.

Ayrica yaklagim 6zellikleride incelenecektir.

Jain Operatorlerinin Muraru, Dogru ve Giilsiin, (2020) dekine benzer Kantorovich tipli bir

genellesmesini yapalim:

*[B] o nx(nx+kp)k1 _ 1 k+ep, g
R(fi ) = By M k) L [k £ (V) dg (7.)
burada
Cnk .
—<d, limd, =0x € [0,A4]
n n—->oo
dir.
Burada ¢, = 1 secilmesiyle Jain operatdrlerinin Umar ve Razi (1985) ve Emre (2016) da

incelenen klasik Kantorovich tipli genellesmesini elde ederiz.

7.1. Teorem

(7.1) operatorleri igin asagidakiler saglanir:

Pl ey, ) =1 (7.2)
x dn

Rlen,x) < 5+ (7.3)
81, . x? x Ly xdy o2

P, (e x) < 5 + mERE + -y +d, (7.4)

1) PP ex) =1

gosterelim. (3.2) den dolayz,
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g](eo; ) = i nx(nx + kp)*1 ,

k!
k=0

Z nx(nx + kﬁ)k 1
=

 nx(nx + kp)k-1

B L k!
(3.2) den dolay1
=1
elde edilir.
Simdi de (7.3) {in yani
2) PPl (ey;x) < Ty %

ifadesinin dogrulugunu gosterelim.

(3.3) den dolay1

ﬁ](eﬂx) il

k=0

nx(nx + kp)*1

B i nx(nx + kp)k-1

=§ k!

k=0

e—(nx+kﬁ)

— nx(nx + kp)k-1
)"

k=0

e—(nx+kB)

nx(nx + kp)k1

3

k=0

k!

Yani;

I

(el,x) < 1 ,B 2

elde edilir. Simdi de (7.4) yani,

e—(nx+kﬁ)

k+cnk

1
—f 1dé
Cn,k %

1
(nx+k,8) C_ [Cn,k]

—(nx+kp)

e—(nx+kﬁ)

k+Cn k

—(nx+kﬁ) f —df
Cn k

e

k+cn,k]
k

2n

Cn,k

2n

1 'k2 + ZkCn’k + Cn,kz - kzl

Cn,k |

~(nx+kp) Sk
2n

ks~ nx(nx + kB)k1
—+ Z e

n k!
k=0
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2
«[B] x x xd, 2
P .x) <
e O A TCIy DA T A
oldugunu gosterelim.
(3.2), (3.3) ve (3.4) den dolayr;
. . k+cnk
. nx(nx + k)1 1 2
Pn[ﬂ](ez;x) — Z ( ﬁ) e~ (nx+kp) _—_ f E—df
k! Cnk n?
k=0

o _ C o3 (K+en,
an(nx+kﬁ)k 16—(nx+kﬁ)i &1 k]

i k! Cnk _3n2 .
_ Z nx(nx + kp)*1 Sy 1 [k® +3kZcpp + ke ® + i — k3
P k! Cnk | 3n?
_ Z nx(nx + kp)*1 o (nxtkp) k_2 N z nx(nx + kp)*1 o (nxkp) ke g
k! n? k! n?
k=0 k=0
N Z nx(nx + kp)*1 S Cr i’
k! n?
k=0
Yani;
P*[ﬁ]( x) < x? + X n xdy +d.2?
N R R TE LR Iy
elde edilir.

Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

7.2. Teorem

(7.1) Jain operatérlerinin Kantorovich tipli genellesmesinde S yerine £3,, alinarak elde

edilen
*[Bn w nx(nx+kpp)kt 1 cktenk o (€
P; (B ](fi x) = k=0%e (nx+kﬁn)afk kg (;) d¢ 75)
operatorleri i¢in
i =0 78)

n—-oo
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oluyorsa o takdirde P, [Bn] (f; x) operatorleri, A € RT olmak iizere [0, A] kapali araliginda

siirekli olan f fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakinsar.
Yani f € C[0, A] ise

PP (fi0) = £ (), x € 10, 4]

dir.

fspat

(7.2), (7.3) ve (7.4) de B yerine B, alinirsa,

P; 17.] (g, x) =1 (7.7)
* ﬂn n

Pl < e (7.8)
«[8.] x2 x xdp 2

PTL (82; x) < + dn (79)

G5 " nGn) | 1H,

elde edilen (7.7), (7.8) ve (7.9) da (7.6) nin kullanilmasiyla f € C[0,A] d,, = 0 igin

BPle)=1,  (n-w)

By Prle; ) —x <0, (n - o)

Bl (eg0) =22 <0, (n > )

saglanir ve Korovkin teoreminden dolay1[0, A]araligindaki her f € C[0, 4] igin
“Blre. .\ —

Pn (f;x)—’f(x)l (n—)OO)

elde edilir.
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8. JAIN OPERATORLERININ iKi DEGISKENLI
GENELLESMESININ KANTOROVICH TiPLI BIR
GENELLEMESI

Bu boliimde 6ncelikle iki degiskenli genellestirilmis Jain operatorlerinin Kantorovich tipli

bir genellesmesi yapilacak ve yaklasim dzellikleri incelenecektir. Bu genellesme;
P8 1,(10,] % [0, al) — € ([0, ] X [0,a])

feL(0,a]l x[0,a], I?=([0,a] x[0,a]),(0 <a < A)

n,mk,lEN, 0<c,, <1,0<by,,; <1 olmakiizere

BN (frx,y) =

Yo Zw nx(nx+kﬂ)k 1
k=0

)ll

my(my+ly e~ (X +kp) g—(my+1y) J‘k*’cn.k fl+bm,zf (i l) dndé (8 1)
l n’m ’

I anbml k
8.1. Teorem

(8.1) operatorleri i¢in asagidakiler saglanir.

Prﬁg'y](%o;x' y)=1 (8.2)
dn
Mersx,y) < g t5 (8.3)
Palb) (egy; %, y) < =+ (8.4)
*[ﬁ v] (e +e X, y) x? + y? + X + y xXdn + VSm + dn2+5m2 (8 5)
20 T €02’ T (-p2 " (1-y)2  n@-p3  m@-y)?  1-B)  @1-y) 3 '

Prﬁg'y](eoo;x.y) =1
oldugunu gosterelim.

(3.2) kullanilarak
Pa (£ 2, )
k+cnk l+bm

k— -
z Z nx(nx + kB) ' my(my + ly)'™* o~ (x+kp) = (my+1y) f f 1dndé
L L k! Al Cn, kbml

22 k-1 -1
_ z nx(nx + kB)*"* my(my + ly) o= (L HEB) p—(my+1y)
k! [! Cnkbm,i

Cn,kbm,l
k=0 1=0



oo oo k-1 -1
_ Z 2 nx(nx + kB)*~* my(my + ly) o—(nx+kf) o —(my+ly)

k! [!

fixy) =1
elde edilir.

Simdi de (8.3) i yani;

X d
e x,y) < -5 +7n
ifadesinin dogrulugunu gosterelim.

*[ﬁ vl (€10 %, )

Z Z nx(nx + k[)’)k tmy(my + ly)"! o~ (X kB) = (my+1y)
l!

k=01=0

* & k-1 -1
Z Z nx(nx + kB)* T my(my + ly) o= (RXHKB) 5~ (my+1)
! !
£ L k! l!
i k-1 -1
Z nx(nx Z kB) my(myl+ ly) o= (KB 5~ (my+1)
! !

I
NgE

=
Il
=}

=0

S nx(nx + kBT my(my + ly)t—
k! !

e —(nx+kp) e —(my+ly)

I
MS

k=0 1=0

nx(nx + kﬁ)k tmy(my + ly)'?!
[!

Ms

k=01=0

[oe]

Il

k=0 1=0
olup, (3.2) ve (3.3) kullanilarak

X d
4 o&n
1-8 2

(310’ x,y) <

elde edilir.
Simdi de (8.4) i yani;

y s
"eor; 2, y) < T, +7m

oldugunu gosterelim. (3.2) ve (3.3) kullanilarak

Cn kbml

1

Cn,k bm,l

bm,l

k+cp i l+bm
§
-, dnd¢

[ -2 k+cnk
f bml
2n

k

'k2 + chn,k + Cn'kz - kZ

Z nx(nx + kﬁ)k Imy(my + ly)t=?! o (k) g—(my+1y) Sk

Cn,kbm,l |

Cn,k

k

e~ (nx+kp) o=(my+ly) _

n

2n

2n

1 ZkCn’k + Cn,kz
2n

|



“[B.v] .
Pn,m (801' X, }’)
k+Cn'k l+bm,l

_ nx(nx + k) my(my + ly)'* (k) p—(mysly) L LI
! mi ) ) om

[! C
k=01=0 nk

o ® _ _ L+bp,
_ Z Z nx(nx + k) my(my + ly)'* o (k) g (my+1y) _Cnk ﬁ &
k=0 1=0 k! i Cncbm1 | 2m|,

8

Z Z nx(nx + kBt my(my + ly)* o (k) g—(my+1y) _Cnk 12+ 2lby, + by, ” — 12
k! Il Cn,kbm,l 2m

k=01=0

8

Z Z nx(nx + kB)* T my(my + ly)'* o () y—(my+17) 1 [ZIbm_l + bm_lz]

k! T by 2m

k=01=0

_ Z Z nx(nx + kB)* my(my + ly)'-* o () y—(my+17) L

k! [ m
k=01=0
N nx(nx + kBt my(my + ly)'* SR —— b
k! I! 2m
k=0 1=0
Yani,
*[By] y Sm
P eo; X, Y) S ———+—
nm (eo1; %, y) 1—y " 2
elde edilir.

Simdi de (8.5) in saglandigini, yani

ngg,y] (e20 + €02; x,y)

- x? N y? L y N xdy, L _YSm
“(A=-p2 (A-y)* n(1-4P mA-y)P A-p A-y)
dp’ + sy
3

oldugunu gosterelim.
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*[BY](ezo + eg2; X, y)

k+an l+bml
k-1 -1
Z Z nx(nx + k,B) my(my + ly) o= (MEHKB) 5~ (my+1y) f J‘ [
l! anbmz n?
k=0 1=
772
+ W) dndé&

k+Cn,k l+bm,l

_ 2 an(nx + kBt my(my + ly)t? o~ (x+kB) g —(my+1y) 1 f f ﬁ dndé
Cn,kbm,l n?

I
k=0 1=0

o
—

k+Cn‘k l+bm,l

* 2 k-1 -1 2
N nx(nx + kB)* T my(my + ly) o= (AR 5 (my+1) 1 n° dnde
k! I b mz ) 1
k=0 1=0 Kbmy ) )
o o K+
_ Z Z nx(nx + k,B)" Imy(my + ly)'t (R HB) y—(my+1y) bm |3 ke
k=01=0 i Cnkbm, | 302 X
_ _ I k+c
N nx(nx + kBt my(my + ly)'=* o (e +kp) p—(mys1y) _Cnk n3 |k
i £ k! I! Cnxbm _3m2 X
_ Z Z nx(nx + kﬁ)k Imy(my + ly)t=* o () y—(my+17) bm; [3k*cni + 3cnik + Cnyk?’]
e I Cribmi | 3n?
N Z nx(nx + kﬁ)k Imy(my + ly)'~?! (k) g—(my+1y) _Cnk [302bp,; + 3bp,°L + bm,l3]
b i l! Cn,kbm,l | 3m2
nx(nx + kﬁ)k Imy(my + ly)t=?* RS —— k_2
I n?
k=0 1=0

k-1 -
4 nx(nx + kBT myGny + )7 i) gy i) Knie
k! I n?
k=0 1=0
e k-1 -
N nx(nx + kB)* T my(my + ly)t-1 o= (M HB) g —(my+iy) Cnic’
k! I 3n?
k=0 1=0
it k-1 - 2
N nx(nx + kB)* T my(my + ly)t-1 o= (NXHB) g —(my+1y) l_
k! I m2
k=0 1=0
Z nx(nx + kﬁ)k Imy(my + ly)t=?1 o (k) y—(my 1) b,
I m?
k=0 1=0
@ k-1 1-1 2
N nx(nx + kB tmy(my + ly) o= (R HKB) g—(my+1y) b
k! I 3m?2

k=0 1=0
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(3.2), (3.3) ve (3.4) kullanilarak

P;[rﬁ'y] (ez0 + €02; X, Y)

x> 2 x xd s
< =+ 4 =+ =+ 4 -+ Yom
A-p A-y)* n(1-p)2 mA-y)2 A-p A-y)
d,* + 52
3
elde edilir.
8.2. Teorem

(8.1) iki degiskenli Jain operatorlerinin Kantorovich tipli genellesmesinde 8 ve y yerine

sirastyla 3, Ve y,, alinarak elde edilen

ﬂﬁnym](f X, y)

© X k-1 -
— Z 2 nx(nx + kﬁn) my(my + lym)™ o~ (X+kBy) = (MY +1ym)
l' Cn,kbm,l

X
k=0 1=0

fkk+cn_k fll+bm,lf(§’%) dndé (8.6)

operatorleri i¢in

lim g =0
n—->oo
limy, =0
m—oo

[ﬁ n’ym

oluyorsa o taktirde P, ](f ; x,y) operatorleri, A € I olmak tizere ([0, A] X [0, A])

bolgesinde siirekli olan f(x, y) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Yani f € C(]0,A] x [0, A]) ise

Pn[ﬁn'ym] (f; X, }/) = f(x’ }I), (x, y) € ([0, A] X [O:AD

dir.
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fspat

(8.2), (8.3), (8.4) ve (8.5) de 8,y yerine B,, Ve ¥,y alinirsa,

P .Bnym](eoo'x y) =1 (87)

P*[Bn:]’m] < zn 8.8

nm (elo'x y) B + ( . )
.Bnym] Sm

P (eo1; v += (8.9)
[ﬁn Ym] x? y? X y xdn YSm

Fam™™" (€20 + €02i%,Y) < G G0 Y g T G T g T G

dn®+sm? (8.10)

3

bulunur.

(8.7), (8.8), (8.9) ve (8.10)unf € C(I*) ved,, » 0, s, = 0 B,, = ©, ¥, = 0,

n — oo i¢in

. .Bn

lim vl e ” =
Jim Ceoo) - e

. *[Bn, Ym] _
n,l#gloo Pom™ ™ (e10) — e10||c(12) =

. *[Brn, Ym]
nLlH}oo P " (eo1) — 301”

c?)

lim P;[ﬁn ml (20 + €02) — (e + 302)” X
n,m-co c(1?)

saglanir ve Volkov teoreminden dolay1 ([0, A] X [0, A]) bolgesindeki her

f € C(]0,4] x [0, A]) i¢gin

Pl vnlr 23y 2 £ y), (> o), (m > o)

elde edilir.
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8.3. Teorem

vV n,m € N igin |P;’[£’y](f; x,y) — f(x,y)| < 4w(f;61,072)
saglanir. Burada,

x*p? XBdn  dn’

“Ea—pEta-p T3

yzﬁz yﬁsm +Sm2

2= eta-pts

dir.
fspat

|Pin T (i x) — F G| < BT AP 9) = F D (8:2.1)

(6.1.3) ve (8.2.1) kullanilirsa;

8,

. [t —x||s — I . [t — x|
< w(f;61,6;) {Pn,gﬁ'y] <<T ;XY +Pn,[rﬁ'y] 5 )XY
192 1

. Is =yl .
+Pn,[rg'}/] <<5— %Y +Pn,[7£'},](1:xt}’)

. . |t —x| Is — I
Pn_Eg'Y](f; x,Y) —f(x,y)| < w(f;d,, 62)Pn,££‘}/] (( 3, +1 +1);xy

2

o k+Cpy l+bp

it k- -
= w(f36,,5,) 1 Z Z nx(nx + kB)* " my(my + ly)'~1 o~ (X+KB) p—(my+1y) 1 f J- $_ x| |i
Y 616, k k! I Cnbm n m
= ko1

01=0
w0 o . z KeCoi L+
-1 -1
)\ dnag | + 1 Z Z nx(nx + k)~ my(my + ly) (k) p—(my+1y) L f f |§ _ x’ dndé
61 k! I Cn kbml n
=0 1=0 KDmy S

k+cn,k l+b'm,l

1w w nx(nx + kB T my(my + ly)t=1 1 n
LYY o~ (XHkB) o —(my+1y) f f T _y|dnde | +1
5, ( Kl I cnkbmi ) ) |m | dna
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Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak,

N e e
5:5;

B frx,9) = )| < 0(f; 61,6

*[B.y] 2. *[B,y] 2.
P (c—x)%xy) (PR (s-3)2ix,)
| - +J - +1 (8.2.2)
1 2

olup, Muraru, Dogru ve Giilstin (2020) de verilen

22 xpd,  dy’
- a-p 3

PP ((t - 0% %) < (

y2y? YYSm  Sm*

1-p2 -y 3

Pt - )% y) < C

bu ifadeleri (8.2.2) de kullanirsak;

P (2, 3) = )|

1-p2 " (1-p) 3 Na-y?  (a-p) 3
616,

I\/ x2p? + xXBdn dnz y2y? YYSm Sm?

< w(f;61,62)

x2B? | xPdn , dn® y2¥?: | Y¥Sm | Sm®
\/(1—[3)2 + 1-B) + 3 n \/(1—1/)2 + a-v) + 3
8, 82

+1

elde ederiz. Burada,

x*p* XBdn | dn’

8 = + +
-2 a-p 3
2.,2 s s 2
5, = yy _+ YYSm 4 5m
1-y)2 (AQ-y) 3
secersek,

v n,m € Nigin [B0"(fix,9) = F(x,7)| < 40(f; 61,67)

olur ki bu da ispati tamamlar.
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9. JAIN OPERATORLERININ VORONOVSKAJA ASIMPTOTIK
YAKLASIMI

Burada (3.1) ile verilen P/P'(f; x) operatoriiniin Voronovskaja tipli teoremi verilecektir.
Asagidaki teorem Genellestirilmis Jain Operatorlerinin Voronovskaja asimptotik yaklagimi

ile ilgilidir.
9.1. Teorem

f fonksiyonu [0, A] araliginda sinirli ve x € [0, A] araliginda ikinci mertebeden tiireve

sahipse;

f.f'.f" €cCl0,A]ligihnn >, f >0Vx>0

lim n (PF(F50) - F0)) =5 £ )

esitligi saglanir (Patel ve Mishra, 2019).

fspat

f fonksiyonunun sabit bir x noktasi i¢in Taylor Formiilii;

f@®) =Ff@)+fx)(t—x)+ %f”(x)(t —x)? + &(t, x)(t — x)? seklindedir.

Taylor formiiliiniin her iki tarafina Pn[ﬁ ] (f; x) operatorii uygulanirsa;

R = £ + @R (@ = x05x) + % ORIt - )% %)
+ P,EB](s(t, x)(t —x)%x)
elde edilir.

Daha sonra Lemma 9.2. verelim.
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9.2. Lemma
S =({t—x)°(x,t) EAXA

PP((t - x);x) = f; 9.2.1)

ZBZ
PP ((t - 0% %) = o Y s (9.2.2)

(8] N3, _ x(1+42pB) 3x2pB x3pB3
B, ((t—x)%x) = aps Trast T maspye (9.2.3)

N 6x3 x(7+8B) | x(1+8+652) (9.2.4)

Blrry _ V4 ) —
R =052 = s t oo Treacms T macsy

(Gupta ve Greubel, 2015).

Daha sonra;

PIIFix) = ) + F QP —052) + 5 £GPPI 0% )
+ P,EB](e(t, x)(t — x)% x)

(9.2.1) ve (9.2.2) ifadeleri yerine yazilirsa;

1 202

P2 — f() = (%)f’(x) + §<n(1 —yt (f_ﬁ ﬁ)z)f”(x)wi‘” (e(t,2) (£ = 2% %)
esitligi elde edilir.
Son diizenlemeler yapilirsa;
n (Pn[ﬁ] (f;x) = f(x))

- (1%})“")

n X xZﬂZ " P[B] 2, 9.2 5
+§<n(1—ﬁ)3 +(1_3)2)f (x)+nP," (e(t, x)(t — x)*; x) (9.2.5)

lim nP,[ﬁ ] (e(t, x)(t — x)?; x) = 0 oldugu gosterilirse ispata bir adim daha yaklasilmis
n—-0o

olur.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden yararlanilarak;
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1

(P,EB] (e2(t, x); x))E

N =

P (e, )t - 0% x0) < (B ((t - 0% 0)
esitsizligi elde edilir.

P,[B ] ((t — x)*; x)ifadesinin sonlu oldugunu gostermeliyiz.
(9.2.4) den

x 6x3 x(7+8B) x(1+8p+ 62
A—p¢ "n(=py md-p° w@d-p)

P ((t - x)%x) =
oldugunu biliyoruz.
B—0n- o igin x € [0,4]

Pt — 0% %) = x

oldugundan

Pn[ﬁ]((t—x)“;x) f—->0n-ooicinVx>0

ifadesi sonludur.

£%(x,x) = 0 oldugu i¢in

7111_r>£10 Pn[ﬁ](s(t, x);x) = &(x,x) =0

[0, A] araliginda diizgiin yakinsaktir. Sonug olarak

lim nP et x)(t = x)% %) = 0 (9.2.6)
elde edilir.

Boylece (9.2.5), (9.2.6) da yerine yazilirsa;

B f. oy _ (KB NN X x*B* N
n (B0~ £G0) = n({25) 0 + 2<n(1_ s ﬁ)2>f ()

olur. Burada g yerine §,, alinirsa,

xBy x x2B,°

[Bnl . — — ! E "
n (BP0 - F)) = n (2 ﬁn)f(x)+2<n(1_ﬁn)3+(1_ ﬁn)z)f ()
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bulunur. £, f', f"" € C(I) igin V x € I igin §,, = 0, (n = ) ve
lim n (P70 - F0)) =2 £ @)

elde edilir.
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10. JAIN OPERATORLERININ iKi DEGISKENLI
GENELLESMESININ VORONOVSKAJA ASIMPTOTIK
YAKLASIMI

Burada (5.1) ile verilen Pn[fl"’] (f; x, y) operatorlerinin VVoronovskaja tipli teoremi

verilecektir.

k-1 -1
Prygn,y] (f’ X, y) — Z;O(ozo ZEX;O nx(nx-:B) ny(ny;lﬁ) e—(nx+kﬁ)e—(ny+l[f)f (%' %) (101)

(10.1) de verilen ifadenin asagida test fonksiyonlar1 verilmistir.

Piljln,yn] (epo;x,¥) =1,

Buvnl,. . _ xp
Pnfly (elo'ny)_x-Fl_zn:
o Y
Bl (o ix,y) = y + 2,

1_Vn

xzﬁn(z = Bn) X

[nJ n]
Pnf‘ty (ezo;x,y)=x2+ (1 - B,)2 +Tl(1—ﬁ )3’
n n

V¥ (2 — ¥a) y
(1 - Vn)z Tl(l - Vn)3'

Pn[,’f?’yn] (eo2; %, y) = y* +

x36,.3 —3x38. 2% + 3x3 3x2 26, + Dx
P#jln'yn](eSO;x'y) = x3 + :871 ﬁn 3 ﬁn + 4 + (2 IBn ) 5’
' (1-8) n(1l-p)* n?2(1-B,)
Pl o oy oy YT T3V 3y 3y® @t Dy
nn 03,4 (1 _ yn)g n(l _ )/n)‘l_ nz(l _ )/n)S'
—x*B.* + 4x4B8, % — 6x4B,% + 4x* 6x3
P (g0 %,9) = x* + i P 7 i P 4 =+
' 1-8) n(l - £,)

(8Bn + 7)x? (6B + 8B, + 1)x
n?(1— p,)° nd(1-p67

=yt + 4yt - 6yt + 4yty, 6y*

P g y) = ' + " i
n n

Byn + Ny?  (6v,2 + 8y, + 1)y
n?(1-vy,)° n3(1—-vy,)7

(Gupta and Greubel, 2015).
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10.1. Lemma

(10.1) de verilen iki degiskenli operator i¢in;

pu(v) = (v —w)’

B (0L (t); x,y) =

ﬁn
ﬁn)’n]((py(s) X, y) _ yyr; :
e = o net+1)

nrn y
Pl (92(5); x,y) = —( ~ (—nyyn® + nyy,® + 1),
n

1 X

P " RO %) = = 5
n

(n2x2B,° — 2n%x2B,* + n?x?B,° — 3nxB,” + 3nxpy, + 2B, + 1),

1 X
nYn] -
(‘/’y(s) X, 3’) Y G — 1)5
(n2y%y,° = 2n2y?y,* + n?y2y,3 = 3nyy, 2 + 3nyy, + 2y, + 1),

1 x
.Bn Ynl
t —_—
(qu()x.V) ng(ﬁn_1)7
(—n3x3B,7 +3n3x36,° — 3n3x3B,° + n3x38,* + 6n%x2B,* — 12n2x2B,°

+ 6n2x2B,° — 8nxB,’ + 4nxB,’ + nxfB, + 3nx + 68,° + 86, + 1),

y

Bn)’n] ((Py(s) X, y) n3(y——1)7

(—n3y3y,7 4 3n3y3y, 6 = 3n3y3y,° + ndy3y,t 4 enly?y,t — 12n%y%y, 2 + 6nly?y,?
— 8nyy,? + 4nyy,? + nyy,, + 3nx + 6y,% + 8y, + 1).

verilmistir [17].
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10.2. Lemma

(10.1) de tanimlanan Prgi”'y"] (f; x,y) iki degiskenli Jain operatorleri agagidaki kosullar1 saglar.
lim ng, =0,

n—->oo

lim ny, =0

n—-oo

olmak {izere,

n—-oo

2
lim \/nzP,[f_;,’ly] <(<p§(t) + (pi(s)) ; X, y) <+/2c? + 6¢

saglanir.

fspat

2
n2pllnrnl <<<p§(t) + wi(s)) X, y)

ifadesini acalim;

2
n? P ((go,i(w +02(9) % y) P (0403 %,y) + 2Pl (020 )
nPEﬁl"'y" ((p (s); x, y) +n P[B" vnl ((p;(s); X, y) (10.2.1)
Lemma 10.1. de verilen asagidaki ifadeler n — oo igin,

,{H{}O\/ﬁp n[,i"'y"] (pi(t);x,y) =0

,{H{}O\/ﬁp iﬁ"’yn](@(S): x,y)=0

[/? Vn

lim n BV (02 (0 0,7) = x

ﬁyn

hm np, ](goy(s) x,y)=y

lim n? 2 plnal (p2(6); x,y) = 37
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[ﬁ ¥l
lim n? P, ((p (s);x,y) = 3y?
n—-oo
dir.

(10.2.1) ve yukarida verilenler (i-vi) kullanilarak,

n—oo

lim \/nzp[ﬂ wnl ((w%(t) + <p§(s))2 X, y) = \/3x% + 2xy + 3y?

elde edilir.

Teorem 6.3. deki gibi ¢ sabitini segersek,

n—-oo

2
lim \/nZP,[l[_g;ly] <((p§(t) + (pi(S)) X, y) <+/2c? + 6¢

sonucunu elde ederiz.

Simdi iki degiskenli Jain operatorleri igin Voronovskaja tipi sonug igeren asagidaki

teoremi verelim.
10.1. Teorem

f fonksiyonu [0, A] araliginda sinirli ve (x,y) € [0, A] noktasinda ikinci mertebeden

tiireve sahipse;

fECU?)iginn >0, fvey > 0Vx,y>0

lim 7 (P (P (6,90 %,9) = () = 5 fee( ) +5 fyy (5,9)

esitligi saglanir.
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fspat

f fonksiyonunun iki degiskenli Taylor formiilii;

f(t,S) :f(x,Y) + [fx(x;Y)(t—x) +fy(x,y)(s —J’)] +

1
E[fxx(xry)(t - x)*+ foy(xry)(t —x)(s—y)+ fyy(X,_'V)(S - y)z] +

r(t—xs—y)((t—x)?+ (s —y)?) (10.1.1)
seklindedir.

Burada r(x, y) kalan terimdir.

Bu ylizden

r(0,0) =0 (10.1.2)
dir.

Diger yandan,

Lemma 10.1. ve

lim ng, =0,

n—-oo

lim ny, =0

n-oo
kosullart altinda,

Byn

11m np, ](<px(t) x,y) =0,

11m np, 1B y"]((py(s) x,y) =0,

[ﬁ Tl pozitif ve vn < n, n € Ny icin,

[BVn

lim VP, ](w,%(t);x,y) =0,

lim VP, r[,i”'y"] (@3(s);x,y) =0
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Byn

olur ve iki degiskenli Taylor formiiliiniin (10.1.1) her iki tarafina P, ](f X,y) operatorii

uygulanirsa;

< Pl r (8,902, - flx, y)) - [fx(x'wnPii"’“](fﬂ%(t);x' )+

£, oy mB T (30, 9)| 5 £ o ymB (209 +
2f o L YIVRET (o0 %, VRES M (03(5); 2, 5) + f, o Y BT (03532, 7) | +

nl ) (e — 2,5 = (020 + 03(s)ix.7)) (10.1.3)

(10.1.3) de son terimi Cauchy-Schwarz esitsizliginden yararlanilarak;

ne ) (v = x5 = ) (20 + 92()ixy) ) <

2
PP~ s = i) jnZP e <(<p§<t> +02(6)) ;x,y>.

elde edilir.

(10.1.2) den

lim .Bn Ynl (T‘(t X,S — y)’ X, y) = T(0,0) =0 (1014)

n—-oo

dir.

Lemma 10.1. ve (10.1.4) ifadesi, (10.1.3) de kullanilirsa;

lim 7 (R (6,90 %,9) = () = 5 feaG ) +5 fyy (5,9)

elde edilir.
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11. SONUC VE ONERILER

Bu tezde iki Degiskenli Genellestirilmis Jain Operatorlerinin kapali aralikta bazi yaklasim
ozellikleri ve Siireklilik Modiilii yardimiyla yaklagim hizi incelenmistir. Ayrica Lipschitz
sinifindaki fonksiyonlar yardimiyla da yaklasim hizi incelenmistir. iki Degiskenli Jain
Operatoriiniin Kantarovi¢ Tipli Bir Genellemesinin de yaklasim 6zellikleri ve stireklilik
modiili yardimiyla da yaklasim hizi belirlenmistir. Son olarak Iki Degiskenli Jain

Operatorlerinin Voronovskaja Asimptotik Yaklasimi elde edilmistir.
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