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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklamalar
xt x'in pozitif kismi
x x'in negatif kism
|x| x'in modiili
x, Tx Yukar1 yonlendirilmis ve supremumu x olan net
X 4 X Asagi yonlendirilmis ve infimumu x olan net
xVy x ile y’nin supremumu
XAy x ile y’nin infimumu
supA A kiimesinin supremumu
infA A kiimesinin infimumu
ES E in Dedekind tamlamasi
E~ E nin sira duali
L,(E,F) E den F ye tanimli sira sinirli operatorlerin kiimesi
L,(E,F) E den F ye tamiml sira siirekli operatorlerin kiimesi
L,(E,F) E den F ye tanimli o- sira siirekli operatorlerin kiimesi
E, E nin sira stirekli duali
L,,(E,F) E den F ye tamimli sinirsiz sira siirekli operatorlerin kiimesi
Lyyo(E, F) E den F ye tanimli o- sinirsiz sira siirekli operatorlerin kiimesi

E;o E nin sinirsiz sira siirekli duali



1. GIRIS

1930’1u yillarda F. Riesz, L. V. Kantorovich ve H. Freudenthal tarafindan ilk ¢alismalari
yapilan Riesz uzaylari teorisi yillar i¢inde geliserek analizi yapilmis ve fonksiyon cebirleri,
diferansiyel denklemler, fuzzy uzaylar, ... gibi matematigin ¢ok farkli alanlarinin yani sira

matematiksel ekonomide de kendisine uygulama alanlar1 bulmustur [1-5].

Onemli bir caligma alani da siralamadan dogan yakinsama kavramlar ve yakinsamalarla
elde edilen siireklilik kavramlaridir. Bu tezde bunlardan 6nemli iki tanesi ele alinarak
derinlemesine incelenmistir. Bunlar sira yakinsama ve simirsiz sira yakinsama kavramlari

ile bunlara bagli tanimlanan siireklilik kavramlaridir.
E bir Riesz uzay1, (x,) S E netve x € E olmak {izere, her a i¢in ay < a iken

|xq — x| < y, 4 0 olacak sekilde E iginde (y,) neti ve a, varsa (x,) ,x e sira yakinsaktir
o o
denir ve x, X seklinde gosterilir. Her u € E* i¢in |x, — x|au —0ise (x,), x e sinirsiz

uo
sira yakinsak denir ve x, — x ile gosterilir.

Sinirsiz sira yakinsamanin incelenmesi, Birkhoff’un Ergodik teoremi ile baglantili olarak
1940’11 yillarin sonlarinda Nakano tarafindan baslatilmigtir. ‘Sinirsiz sira yakinsama’ adi
R.De Marr (1964) tarafindan oOnerilmistir. O zamandan beri yakinsamanin siirsiz
versiyonlarini kullanarak arastirma fikri, ¢esitli makalelerde kullanilarak son zamanlarda [6]

, [7], [8] makalelerinde yogun olarak incelenmistir.

E ve F Riesz uzayT:E — F bir operatér olmak iizere, E i¢inde x, Sx olan her
(xg) aglicin F iginde Tx, = Tx ise T ye swa siirekli operator denir. Sira siirekli
operatorlerin kiimesi L,,(E, F) bigiminde gosterilir. E i¢inde x,, —x olan her (xy) dizisi

icin F iginde Tx, STxise T ye o- sira siirekli denir. o — sira stirekli operatorlerin
kiimesi L.(E, F) bi¢ciminde gosterilir. Sira stireklilik ile ilgili ¢alismalar 1940’11 yillarda T.
Ogasawara tarafindan ortaya atilan tanim ile baslamistir ve halen gincelligini

surdirmektedir.



E ve F Riesz uzayi, T: E — F bir operator olsun. E i¢inde x, = 0 olan her (xq) agri¢in F

uo - .. . .. - .. .
iginde Tx, — 0 ise T ye sunirsiz sira siirekli operator denir. Smirsiz sira siirekli ve sira sinirlt
operatorlerin kiimesi L,,,(E, F) bi¢iminde gosterilir. Smirsiz sira siirekli operatorler ilk
olarak Akbar Bahramnezhad ve Kazem Haghnejad Azar ‘in ‘Unbounded order continuous

operators on Riesz spaces ‘ makalesinde incelenmistir [9].

Bu calismada giris kismindan sonra ikinci kisimda gerekli kullanacagimiz tanimlar ve

teoremler verilmistir.

Ugiincii béliimde sira yakinsama kavrami incelenmistir. Alt uzayin sira yogun, majorizing ,
sira yakinsamaya gore yogun ve regiiler olmasi durumlarinda, alt uzayda sira yakinsama ile

tist uzaydaki sira yakinsama iliskisi detaylandirilmistir. E Riesz uzay1 Y € X Riesz alt uzay1

olmak iizere Y regiilerken Y icinde y, 5 y ise X i¢inde y, 5 y oldugu ve Y iginde y, | 0
ise X i¢inde y, ! 0 oldugu verilmistir. Bu kisim ayni dénem yiiksek lisans yapan Sinem

Simay Etyemez ile birlikte calisilmigtir.

Sonrasinda sira surekli, o — swra sirekli operatorlerin  6zellikleri, sira siirekli
operatorlerin uzay1 L,(E,F) ve o-sira siirekli operatorlerin uzayi L, (E, F) nin L,(E,F)

icinde nasil oturdugu incelenmis, 6rnekler detaylandirilmistir.

Dordiincii boliimde sinirsiz sira yakinsama ve 6zellikler incelenmistir. Sira yakinsama igin
gosterilen Ozellikler smirsiz sira yakinsama igin de Sinem Simay Etyemez ile birlikte

caligilmistir.

Besinci boliimde 2018 yilinda yayimlanan makalede [9] ilk kez tanimlanan sinirsiz sira
siirekli kavrami incelenmistir. i1k olarak sinirsiz sira siirekli dualler sonra genel sinirsiz sira
stirekli operatorler verilmistir. E Riesz uzayi tizerinde tanimli herhangi bir f fonksiyoneli
sinirsiz sira siirekli iken f*, f~ ve |f| nin de sira siirekli oldugu gosterilmistir. Reel
sayilarda sira yakinsama ile sinirsiz sira yakinsamanin denk oldugu verilmistir. E Riesz
uzay1 olmak iizere E nin sinirsiz sira siirekli dualinin E nin sira siirekli duali i¢inde ideal
oldugu gosterilmis ancak her zaman band olmadigini veren Ornek incelenmistir. Bir
operatoriin  uo — siirekliligi ile o — siirekliliginin ve  uoo — stirekliligi ile oo —
surekliliginin hangi durumlarda denk oldugu calisilmigtir. Calisma boyunca tiim Riesz

uzaylar1 Arsimedyan olarak alinmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu béliimde ¢alismamiz i¢in gerekli temel kavramlar ve bazi teoremler [4, 5, 10] kullanilarak

verilmistir.

2.1. Riesz Uzaylar

2.1.1. Tanim

E bir reel vektor uzay1 ve “<”, E de bir siralama bagintis1 olsun.

I. Herx,y,z€ Ei¢inx <yikenx + z <y + z

Il. Her x,y € E i¢in A > 0 olmak iizere x <y iken Ax < Ay

kosullar1 saglaniyorsa E ye siralt vektor uzay: denir.

2.1.2. Tanim

E sirali vektor uzay olsun. Her x,y € E i¢in, {x, y} ikilisinin E i¢inde supremumu veya

infumumu var ise E ye Riesz uzay: denir.

x,y € E i¢in;

sup{x,y}:xVy
inf{x,y}:x Ay

seklinde gosterilir.

2.1.3. Tanim

(A, <) yonlendirilmis bir kiime ve E # @ bir kiime olsun. A dan E de tanimli her fonksiyona

E de bir net denir.



2.1.4. Tanim

{x4}, E Riesz uzayinda bir net olmak iizere her xg, x, € {x4} igin xg < x5 Ve x, < x5
olacak sekilde en az bir x5 € {x,} varsa {x,} netine yukar: yonlendirilmis net denir ve x, T

seklinde gosterilir.

Benzer sekilde her xg, x, € {x,} icin x5 < xg Ve x5 < x, olacak sekilde en az bir

Xs € {x,} varsa {x,} netine asag: yonlendirilmis net denir ve x, | seklinde gosterilir.

xXq T Ve supx, = x ise x, T x seklinde, x, | ve infx, = x ise x, I x seklinde gosterilir.
2.1.5. Tanim

Bir Riesz uzayinin bostan farkli ve {istten (alttan) sinirli her altkiimesinin bir supremumu

(infimumu) varsa o Riesz uzayina Dedekind tam Riesz uzay: denir.
2.1.6. Tanim
E bir Riesz uzayi, x € E olsun.

I. x V 0 elemanina X in pozitif kism: denir ve X* seklinde gosterilir.

ii. (=x) vV 0 elemanina X in negatif kism: denir ve x~ seklinde gosterilir.

iii. x V (—x) elemanina X in modiilii denir ve |x| seklinde gosterilir.

2.1.1. Teorem
E Riesz uzayl, X, Y, Z ve 1 € R olmak iizere asagidakiler saglanir.
1) |lxl = Iyl < Ix + I < |x| + Iy] dir.

2) |[xvz—yvz|<|x|—-|yl] ve |xAz—yAz| <|x|—|y]dir.



3) IAx+ Ayl <Al |x+yl veldx =2yl <|A]|x -yl

2.1.2. Teorem

E Riesz uzayi, @ # A € E bir kiime olmak iizere infA, supAvar ve supA =a € E ise

asagidakiler saglanir.

) —A:= {—a: a € A} kiimesinin infimumu var ve inf(—A4) = —supA dir.

i) Her x vektorii igin x + A := {x + a : a €} kiimesinin supremumu var ve

sup(x + A) = x + supA dir.

iii) Her A € Rve A > 0i¢in AA := {Aa : a € A} kiimesinin supremumu var ve
sup(AA) = AsupA dur.

iv) Eicinde A € Bise infB < infA ve supA < supB dir.

2.1.3. Teorem

E Riesz uzay1 x,y,z € E olmak lizere asagidakiler saglanir.

1) xVy=—=[(—x)A(=y)] ve xAy=-[(-x)Vv(-y)] .

2) x+y=xANy+xVy .

3 x+(yVvz)=(x+y)V(x+2) .

4) Hera = 0igin, a(xVy) = (ax)V(ay) veaxAy) = (ax)A(ay) .

2.1.7. Tanim

E Riesz uzayinda her x € E* ve her n € Nicinn~1x { 0 ise E ye Archimedian Riesz uzay:

denir.



2.1.8. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve x,y € E olsun. |x| A |y| = 0 ise x iley birbirine diktir denir ve x Ly

seklinde gosterilir. =A S E i¢cin A% = {y € E: Vx € A, x 1 y}kiimesine A nin diki denir.

AN A% = {0} dur.

2.1.9. Tanim

E Riesz uzay1 ve (x,) € E bir dizi olsun. n # m i¢in x,, L x,, oluyorsa x,, e dik dizi denir.

2.1.10. Tanim

E bir Riesz uzay1 A c E alt kiime olmak iizere x € A olsun. Her y € E i¢in |y| < |x| iken

y € A oluyorsa A ya solid kiime denir.

A solid alt uzay ise A ya ideal denir.

2.1.11. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve A, E de ideal olsun. Her & # B — A i¢in supB € E iken supB € A

oluyorsa A ya band denir.

Bir A idealinin band oldugunu géstermek i¢in (x,) € A neti i¢in 0 < x, T x iken x € A

oldugunu gostermek yeterlidir.

2.1.12. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve ||. || E lizerinde norm olsun. Her x,y € E i¢in |x| < |y]| iken

llx|| < ||yl ise bu norma érgii norm denir. Ustelik E, bu norma gére tamsa Banach érgiisii

denir.



2.1.1. Lemma

E bir Riesz uzay1, {x,}, {¥,} E Riesz uzayinda bir net ve x € E olmak lizere asagidakiler

saglanir.

) Xq 4 x IS8 —x, T —xdir.

i) X dx vey, by ise (xg+y) 4 (x+y)dr

iii) Xq L X ise A = 0 olmak {izere Ax, I Ax dir.

iv) Xo Tx ise (x —x,) ! 0 dir.

2.2. Riesz Uzaylarinda Operatorler

2.2.1. Tanim

(E, <) sirali vektor uzay1ve A € E olsun. Eger A € [a, b] olacak sekilde a,b € E varsa

Aya sira suirl kiime denir.

E, F siral1 vektor uzayi olsun. E nin sira sinirl alt kiimelerini F nin sira sinirl alt kiimelerine
doniistiiren T : E — F operatoriine sira simirlt operatér denir. Sira smirlt operatorlerin

kiimesi L, (E, F) ile gosterilir.

o L,(E,F) ={T| T:E - F swra sumurl operator} < L(E,F) dir. Operatorlerin toplami ve
skalerle ¢carpma islemlerine gore L, (E, F) bir reel vektor uzayidir.
e E ve F Riesz uzay: her S,T € L,(E,F) ve her x e E* igin S<T & S(x) < T(x)

sirlamasi ile Ly, (E, F) sirali vektor uzayidir.

2.2.2. Tanim

E ve F sirali vektor uzayi ve T : E — F lineer operator olsun. Her x € E* i¢in T(x) € F*

ise T operatoriine pozitif operator denir



Her pozitif operator sira sinirlidir.

2.2.3. Tanim

E ve F Riesz uzayi olsun. T : E — F bir operator olmak lizere T V (—=T) € L(E,F) varsa

bu operatdre T nin modiilii denir ve |T| seklinde gosterilir.

2.2.1. Teorem

E ve F Riesz uzay1 , F Dedekind tam Riesz uzay iken L (E,F) operator uzay1 Dedekind tam
Riesz uzayidir. Bu durumda L, (E, F) nin orgili operasyonlari her S, T € L, (E,F) ve her x €

E™ icin

TH(x) =sup{Ty:0 < y < x}

T (x) =sup{-Ty:0 <y < x}

IT|(x) = sup{|Ty| : |yl < x}

[SVT](x) =sup{S(y) +T(z): v,z € E* vey+2z=1x},

[SATI(x) = inf {SO)+T(2): y,z € ET vey+ z = x}

dir.

2.2.4. Tanim

E ve F Rieszuzay1, T : E — F operator olsun. Eger her x,y € E igin,

1) x Ly ikenTx L Ty ise T ye dikligi koruyan operatér denir.

2) T(xvy)=Tx Vv TyiseT ye Riesz homomorfizmi ya da orgii homomorfizmi denir.

Dikligi koruyan operatorler pozitif ise 6rgii homomorfizmidir. Tersine 6rgii homomorfizimi

pozitif diklik koruyan operatordiir.



2.2.1. Lemma

E ve F Rieszuzay1 T: E — F sira snirhi ve dikligi koruyan operatdr olmak lizere bu durumda

|T| vardir ve yukaridaki vurgudan dolayi 6rgii homomorfizmidir.

Ayrica her x € E icin |T(x)| = |T||x]| dir.
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3. SIRA YAKINSAMA VE SIRA SUREKLi OPERATORLER

3.1. Sira Yakinsama ve Ozellikleri

Bu béliimde sira yakinsama konusu temel olusturmak igin [8] de verilen “Uo-convergence
and its applications to Cesaro means in Banach lattices” isimli makale detayli olarak

incelenmistir.
3.1.1. Tanim
E Riesz uzayi, (x,) € E netve x € E olsun. Her a i¢in ay < a iken

|xq — x| < y, 4 0 olacak sekilde (y,) S E neti ve a, varsa (x,) neti, x e sira yakinsaktir

denir ve x, Sx seklinde gosterilir.
3.1.1. Lemma

E Riesz uzayi, (x,), (y,) € E net, x,y € E ve a,b € R olsun. Asagidakiler saglanir.
) 0 o . .
(i) Xg X Ve x, > yisex = ydir.

- O o . .
(i)  x,—-xvey,—yicin
o
e ax, + by, = ax + by
o
* XgVYa2XVYy
o
® Xg NYa XNy
o
o x}F ox*t
o
° X, oXx~
o
o |xg| = Ix]

- . . 0 - -
(ili)  Heraiginx, =y vex, = xise x >y dir.

(V) x, T (xg L) Ve x, —xise xg T x (xy L x) dir.
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fspat

(1) x, 5 xise her a icin ¢; < aiken |x, — x| < p, ! 0 olacak sekilde (p,) S E netive a;
vardir. x, gy ise her a i¢in a, < a iken |x, — x| < q, ! 0 olacak sekilde (q,) € E
neti ve a, vardir. A yukart yonlendirilmis oldugundan a; < a3 ve
a, < aj olacak sekilde
a3 € A vardir. Her a igin a3 < a iken Teorem 2.1.1 den
0<|x—yl=l|x—x4+x,—yl

< Ix = gl + o — ¥
S (Pa+qa) L 0
=0

Buradan |x — y| = 0 ve boylece x — y = 0 elde edilir.
e p,l0veq, ! 0iselalp, I 0ve|blq, ! 0dr.

Dolayisiyla Lemma 2.1.1 den (|a|p, + |blq,) ! 0 olur. Ayrica Teorem 2.1.1 den

lax, + by, —ax — by| < |lallx, — x| + |blly, — y| < (lalpy + |blgg) L O

bulunur. O halde ax, + by, % ax + by elde edilir. Teorem 2.1.1 ve Tanim 2.1.6 g6z Oniine

alinarak asagidakiler elde edilir.

o |xgVYa—xXVYl =[x VYa =X VYg+xVYy, —x VYl
S X VYa =X VYl +xVy, —xVyl
< lxg — x|+ [ye — ¥l
< (Pa+qa) L 0

bulunur. O halde x, V y, Sxv y elde edilir.

o |XgAYa —XAYI =X AVa =X AYg + X AYg —x A Y|
Sxg AYa =X AYal + XAy —x Ayl
< |xq — x|+ (Yo — ¥l
S (Pa+4a) 10



bulunur. O halde x, A y, SxA y elde edilir.

o |xg—x*|=](xgV0)—(xVO0)
< |x4 — x|

<p, 40

O -g =
bulunur. O halde x} — x™* elde edilir.

o |xg —x7[ =1[(=x4 V0) = (=x A 0)]
= |(x —x) v Ol

< |x_xa|

<p, 40
bulunur. O halde x 5 x~ elde edilir.

o [lxal = lxl| = 1xd +x3) = (x* = x7)|
= [(xg —x") + (xg —x7)I
< lxg — x|+ |xg — x|
<pe 0

bulunur. O halde |x,| 5 |x| elde edilir.

o .. o <
(i) x, = 0 ve x, — x olsun. (ii) den x} - x* ve x, = 0 oldugundan x} = x, dir.
) o . ) ] ..
xF - xtvex, »xisex™ = xdir. Yani x = 0 olur. (x, —y) = 0 ve (ii) den

(g —¥) 5 (x — y) dir. Yukaridaki ispattan (x — y) = 0 oldugundan x > y dir.

(iii) x4, Tvex, 5 x olsun. Lemma 2.1.1 den —x, L veherx € Ei¢in (x — x,) I dir.
x~ < |x| oldugundan keyfi § < a i¢in
B<a=xz<x,
= —Xq S —Xg
= X—Xq =X —Xp

= —(x—x5) < —(x — %)

= —(x—x3)V0< —(x—x,) VO
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= (x—x5) < (x—x4)"

oldugu diisiiniiliirse (x — xﬂ)_ <(x—x4)" <|x—x, bulunur. Ayrica  x, Sx

oldugundan

0<(x-— xﬂ)_ < (x —x4)” < |x —x4] < pg L 0olacak sekilde (p,) neti vardir. Buradan
0< (x—xﬂ)_ < p. 0 :—(x—xﬂ)VO =0
= —x+x <0

= Xp =X
olur. O halde x, xg i¢in bir iist sinir oldu. Her a i¢in Teorem 2.1.2 kullamlarak

Og(x_xa)g|x_xa|Spa:)OSinf(x_xa)Spa‘l’O
a
=inf(x —x,) =0
a

= x = sup(x,)
a

bulunur. Boylece x, T x elde edilir.
3.1.2. Lemma

E Riesz uzay1 ve (x,) € E igin asagidakiler saglanir.

i x, 5 0ise (xy) stra sinirhidir.

. o .
(i)  x, = x ise (x,) sira sinirlidir.

fspat

o
(i) x,—0iseny <niken |x,| <y, ! 0 olacak sekilde en az bir n, vardir. Her n € N
iginng < nikeny, <y, dir. Buradan ny < niken |x,| < y, <y, elde edilir.
|y | Vx5 Vx5 V...V |xn0_1| = z alalim. Keyfi x, € (x;) segelim.

Ldurum: k = ngigin x| < yp, < yp, +2
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2.durum : k < nq i¢in |x| <z < y,, +z dir. O halde (x,,) S [~¥n, — 2, ¥, + 2] Olup

(x;,) sira sirhidir.

o o
(i) x,—>xise x, —x— 0veispat (i) denx, — x siirhdir. En az bir u € X% i¢gin

(x, —x) € [—u,u] oldugundan (x,) S [—u — |x|,u + [x|] dir. Dolaysiyla (x,) sira

siirlidir.
3.1.2. Tanim

E Dedekind tam Riesz uzayi ve (x,) € E sira sinirli net olsun. Her a ve B igin

Va(/\ﬁza(xﬁ))zlimigf(xa) ifadesine alt limit ve Ay(Vpsa(xp)) = limsup(x,)
a

ifadesine st limit denir.

3.1.1. Onerme

o
E Dedekind tam Riesz uzay1 ve (x,) € E sira smirli net ve x € E olsun. x, — x olmasi igin

gerek ve yeter kosul x = lim sup(x,) = liminf(x,) olmasidir.
a a

fspat

E Dedekind tam Riesz uzay1 ve (x,) € E sira sinirli net ve x € E olmak tizere, tanimi

hatirlarsak

x = limsup(x,) = liminf(x,) alinirsa limsup(x,) = inf (sup(x/;)> = /\a(V/;Za(x/;))
a a a a \ Bza
ve lim inf(x,) = sup (sup(xﬁ)> = Va(/\ﬁZa(xﬁ)) dir.
a a \pBza
Vo = Vﬁza(xﬁ) almirsa 1y, nin azalan oldugunu gosterelim.

Ya, = Vpza, (xﬁ) Ve Yo, = Vpsa, (x/g) olsun. A yukar1 yonlendirilmis oldugundan a4, @, €

A olmak iizere a; < a3 Ve a, < a olacak sekilde az € A vardir. y,, = Vpgsq,(xp) olsun.
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Ay ={xg:BEN,B=ay}
A, = {xﬁ:ﬁ ENP = az}
Az = {xﬁ:,[? ENL = a3}
seklinde tanimlansin. a; < a3 ve a, < a3 iken A; € A, ve A; € A, oldugundan

sup Az < sup A; Ve sup A3 < sup A, Olup Yo, < Yq, V€ Vo, < Yo, elde edilir.

Zg = Np2a (xﬁ) alinirsa z,, artandir . Gosterelim.

Zg, = /\BZch(xﬁ) Ve Zy, = Npsa, (xﬁ) olsun. A yukari yonlendirilmis oldugundan a4, a, €

A olmak {izere @; < a3 Ve a, < a; olacak sekilde a; € A vardir.
Za, = Npsa,(xg) olsun.
B, ={xp:BENP = a,}
B, ={xg:BENB = a,}
B; = {xﬁ:ﬁ ENP = a3}
seklinde tanimlansim. a; < a3 ve a, < a; secildiginden B; € B ve B; € B oldugundan

inf By < inf B; ve inf B, < infBs olup z,, < z,, Ve z,, < z,, elde edilir. Hipotez goz

Oniine alindiginda y, | x ve z, T x dir.
Uy = Vg — Z4 OlSun. u, nin azalan oldugunu gosterelim.
Her @ igin z, = Agsq (x[;) < Vﬁza(xﬁ) = y, oldugundan y, — z, = 0 olur.

Ug, = Vo, — Za, V€ Uq, = Ya, — Zq, OlSUn. A yukar1 yonlendirilmis oldugundan
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aq, a; € N\ olmak iizere a; < a3 Ve a, < a3 olacak sekilde a; € A vardir.

Ug, = Ya, — Za, OISUN. Y, azalan oldugundan y,, <y, V€ Y, <Y, V€ Z, artan

oldugundan z, <z, Ve z,, < z,, olmasindan —z,, < —z, Ve —z,, < —z,, dir.
Buradan y,, — Za, < Yo, — Za, V€
Vas — Zas < Ya, = Za, YN Uy, < Ug, V€ Uy, < Ug, dir. Dolayisiyla u, azalandir.
0 < inf(u,) =inf(y, — z,)
a a
= inf(y,) + inf(—z,)
a a
= inf(y,) — sup(z,)
a a
=x—-x
=0
oldugundan inf(u,) = 0 duir.
a
X = Ngsa (x/;) =27, Vex, < Vﬁza(xﬁ) =y, oldugundan
Xg —X < Vﬁga(Xﬁ) — N\pza (xﬁ) = u, dir.
x < Vﬁza(x[;) Ve X4 = Aﬁza(xﬁ) oldugundan

x = xg < Vpsalxp) = Apsa (Xg) = ug dir. Dolayisiyla |x — x,| < u, L 0 olacak sekilde

(ug) bulundugundan x, 5 x dir.

- O - . . - .
Tersine x, — x olsun. Her ise her a i¢in @y < a iken |x, — x| <y, ! 0 olacak sekilde

(¥¢) € E neti ve a vardir. ¢y < a igin |x, — x| < y, oldugundan —y, < x, —x < y, dir.



18

xa_xSYa:)anya-l'x
= Vpsa(¥p) S Vpsae + %) =x + Viao(yp)
= /\a(vﬁza(xﬁ)) =x+ /\a’(vﬁza(xﬁ)) =x+ /\a()’a) =X

= limsup(x,) < x
a

bulunur.

Vo SXqg —X DX~ Yo S Xg
= Apsa(* = ¥p) < Apsa(5)
= X = Vpsa(¥p) < Apsal5)
= X = Na(Vpza(25)) < x = Na(a) = x = 0 = Vo(Apzalxs))
= x < Va(Agza(p))

= x < liminf(x,)
a

bulunur. Ayrica her f > a ve keyfi sabit « > y i¢in

Ng=a(xp) < 2%, < Vpsalap) = Apsa(x) < %y < Na(Vpza(xp))
= Va(Apza(%p)) < %y < Aa(Vpza(25))
= Va(Apza(2)) < Na(Vpzalxp))

olur. Yani x < liminf(x,) < limsup(x,) < x dir.
a a
O halde x = lim sup(x,) = liminf(x,) elde edilir.
a a

3.1.3. Tanim
E Riesz uzay1 ve Y € E Riesz alt uzayi olsun.

(1) Her 0 < x € E igin 0 < y < x olacak sekilde en az bir y € Y varsa Y ye E iginde sira

yogun denir.

(if) Her x € E i¢in x < y olacak sekilde en az bir y € Y varsa Y ye majorizing denir.



19

(iii) Her x € E igin xaix olacak sekilde (x,) €Y neti varsa Y ya E iginde sira

yakinsamaya gore yogun denir.
(iv) A € Y olsun. Y iginde inf A var ve E igindeki inf A ya esit ise Y ye regiiler denir.
3.1.3. Lemma
E Riesz uzayi ve Y € E Riesz alt uzay1 olsun. Asagidakiler denktir.
(1) Y regiilerdir.
(if) Y icinde supA var ise E iginde supA vardir ve bu ikisi birbirine esittir.
(iii) Y icinde y, — v ise E icinde y, — y dir.
(iv) Yiginde y, ! 0ise E iginde y, | O dir.
fspat
(i = ii) Yicinde supA = y, olsun. E iginde supA = y, oldugunu gosterelim.
By ={yeY:Vx €A x <y}veBy ={y € E:Vx € A,x < y} ile tanimlansin.

inf By = y, Ve Y regiiler oldugundan inf By = y, dir. Buradan sup A = inf By = y, elde

edilir.
(i = iii) Y icinde y, — y ise her a icin ay < « iken (Y icinde 7, L 0) |y, — y| < 7, L 0

olacak sekilde (z,) S Y neti ve a, vardir. Y regiiler oldugundan E iginde z, ! O dir.

Buradan E iginde

|ye — ¥l < z, 1 0 yani E iginde y, iy dr.

(lii=i) AcYveYigindeinfA=y,olsun.Cy ={y €eY:Vx € A,y < x}ve
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Cxy ={y € E:Vx € A,y < x} olsun. Hipotezden supCy,Y iginde var ve supCy =y,

oldugundan E ig¢inde de sup Cy vardir ve sup Cy = y, dir.

(iii = iv) Y icinde y, | 0 ise y, 50 dur. Hipotezden E iginde y, %0 olur. Dolayisiyla
Lemma 3.1.1 (iv) den E iginde y, | O elde edilir.

(iv=>1i) ACY,Y icindeinf A varveinf A =y, olsun. E iginde inf A var ve
inf A = y, olugunu gosterelim. A alttan simirhdir. B = {A}L; a; : a; € A} olmak lizere

A < B dir. Her by, b, € B igin by = Al-;a; , b, = AL ¢j olacak sekilde n,m € N ve

a;,cj €A vardir.
b; =a;ANa, A--a, Ac; Acy A+ ¢y, Olsun.,

d _{ ag,1<k<n
k7 lepn+1<k<m+n

olmak iizere dy € A, b; = ARZT"d,, oldugundan b; € B ve by < b, Ve b; < b, oldugundan
B azalandir. B | y, oldugunu gosterelim. Bunun i¢in inf A = inf B oldugunu gostermek
yeterlidir. A € B oldugundan Teorem 2.1.2 den Y iginde inf B < infA dir. Her a € A igin

Yo < a ve her

b € B i¢in b = A\]~; a; oldugundan y, < b olur. Buradan Y i¢inde y, < inf B elde edilir.

Dolayisiyla inf A = inf B = y, dir. B azalan oldugundan (b — y,) | 0 dir ve

grelg(b — Vo) = (ggg b) — Yo = Yo — Yo = 0 olur. Hipotezden E iginde grelg(b —v5) =0
dir. Buradan ( grelg b) — v, = 0 oldugundan ( grelg b) = y, bulunur. Yukaridakine benzer

sekilde E iginde inf A = inf B = y, oldugu gosterilir.
3.1.1. Sonug

E Riesz uzay1 olmak iizere ,
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(@) Y, E nin ideali

veya

(b) E normlu 6rgii ve Y sira siirekli norma sahip ve bu norma gére E in tam alt Riesz uzay1
ise yukaridaki siklardan biri saglaniyorsa Y regiilerdir.
fspat

a) Lemma 3.1.3 (iv) den (y,) € Y neti igin Y iginde y, | 0 iken E iginde y, { 0 oldugunu
gostermek yeterlidir. E i¢inde her a i¢in 0 < y, dir. E icinde bir bagka alt sinir z € E ve

0 <z < y, olsun. Y iginde y, | 0 oldugundan z = 0 dur.

b) Lemma 3.1.3 (iv) den (y,) € Y neti i¢in Y i¢inde y, | 0 iken E i¢inde y, ! 0 oldugunu
gostermek yeterlidir. E i¢inde her a i¢in 0 < y, dir. E icinde bir bagka alt sinir z € E ve
0 <z <y, olsun. E 6rgii norma sahip oldugundan 0 < [|z|| < ||y,|l dir. Y sira siirekli

norma sahip oldugundan ||y,|| I O dir. Buradan z = 0 dur.

3.1.1. Ornek

RI®Y = {f|f:[0,1] » R tum fonksiyonlar} ve Y, [0,1] iizerinde tanimli, reel degerli

stirekli fonksiyonlarin uzay1 yani Y = C[0,1] olsun.

Ayrica E ={ f:C[0,1] = R fonksiyonve f = g+ h, g € Y ve h:[0,1] - R sonlu tane
nokta hari¢ her yerde sifir olan bir fonksiyon} olsun. R1%1 den indirgenen siralama ile E
nin sirali vektor uzayi oldugunu ve Y € E oldugunu goérmek kolaydir. E nin RI® in Riesz
alt uzay1 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in f € E iken |f| € E oldugunu gostermek
yeterlidir. f € E ise g € Y ve h sonlu tane nokta hari¢ her yerde sifir olan bir fonksiyon
olmak tizere f = g + h bigiminde yazilabilir. h 1n bir x, € [0,1] noktasindan sifirdan farkli
diger yerlerde sifir oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda yapilir ise n tane noktada da benzer

sekilde yapilir. f = g + h ise RIY icinde |f| = |g + h| ve her x € [0,1] igin

If1C) = 1f ] = 1g(x) + h(x)]| dir.
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1.Durum : |g(xg)| < |g(xo) + h(xy)]| olsun.
t:[0,1] » R

x - t(x) = {|g(xo) + h(xo)| — |g(x0)0|: 9; ;:e ig

ile taniml1 ¢ bir fonksiyondur.Bu durumda |f| = |g| + t dir.

. x = xo i¢in (|g| + ) (x0) = |g](xo) + t(x0)
= |g(xo)| + (lg(xo) + h(xp)| — 1g(x0)1)
= |g(xo) + h(xo)|
= |f (xo)l
= |f1Cxo)
. x # x i¢in (|g] + £ )(x) = |g](x) + t(x)
= 1gC)| + (g(x) + h()I-lg)D
= [g(x) + h(x)|
= [f(x)]
= If1()

olur.
2.Durum : |g(xq) + h(xg)| < 1g(xo)| olsun.
s:[0,1] > R

x—-s(x) = {lg(xO)l'lg(xO) + h(xO)(l: i ; ig

ile taniml1 s bir fonksiyondur.Bu durumda |f| = |g| — s dir.

. x = X i¢in (|g|-s ) (xo) = |g](x0) — s(x0)
= 1g(xo)| = (lg(xo)| = 1g (x0) + h(x0)1)
= 1g(xo) + h(xo)|
= |f (xo)
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= |f1(xo)
. x # xg igin (|g| — s )(x) = |g|(x) + s(x)
= lg()|
= |g(x) + h(x)|
= |f ()l
= |f1(x)

olur.

3.Durum : |g(xg) + h(xg)| = |g(xo)| olsun. Bu durumda |f| = |g| dir.

o X = xq i¢in |g|(xg) = 1g(xp)|
= 1g(xo) + h(xo)|
= |f (xo)l
= [f1(xo)

. X # X i¢in [g|(x) = |g(x)|

= |g(x) + h(x)|
= |f (0l
= f1(x)

olur.
Boylece tiim durumlar géz 6niine alindiginda |f| € E bulunur.
Y nin E iginde sira yakinsamaya gore yogun oldugunu gosterelim.

fEEiginf=g+h,g €Y ve h, bir x, € [0,1] noktasinda sifirdan farkli diger yerlerde
sifir olsun. Eger g(x,) = h(x,) ise f = g olacagindan (f;,) = f sabit dizisi i¢in (f,,)) S Y

Ve fn if dir.

f=0+ )({ ) alirsak  f, 5 f ve (f,) €Y =1C[0,1] dizisinin nasil olusturuldugunu

1
2

gosterelim. Benzer sekilde herhangi bir f € E i¢in yapilabilir.
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( 0 O<t<1 1

’ -T2 2n

t2n — 21 41 L 1<t<1

ful®) = a2
—t2"+ 2" 41 —<t<-+—

+ 1L Sst<g+o

1 1

L 0, S+5m=s0s<1

fn = 0 oldugunu gosterelim.

o

<t <2 ——iginf,(£) = 02 0dir.

-l—iSt<lig;in2“(1—i)St2"<—l
2 2n 2 2 AL 2
=>2nt -1 <e2n < 2n!
=>-1<2"-2"1<0
>0<t2"-2"1+1<1
=>0<ft) <1
dir.
1 1 1. . 1 1 1
SSt<otqpign—- -2 < —t< -2

= 2"l 1< —t2"n < -2nt
= -1<—t2"+2"1 <0
>0<-—t2"+2"1+1<1
>0< frt) <1

dir.

1
2n

+

N |-

<0 <1igin f,(t) = 0= 0 dir.

Dolayisiyla her n € N* i¢in f,, = 0 dir.

Her n € N7 i¢in f,,41 < f, oldugunu gdsterelim.
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( 1 1
0, OStSE_Z”“
t2n+l —2n 41 11 <t<1
’ 2 2n+1— 2
fn+1(t):< 1 1 1
1
—t2"t 4 2™ 4+ 1, ESt<E T
1 1
L 0, §+2n+130<1
"0<t<--——-20<t<i-——vVe 0<t<-——
2 2n 2 n 2 2ntt
= fn(t) =0ve fn+1(t) =0
= fn+1(t) < fn(t)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
E_Z_" St<5_2n+1 E—Z—nSt<EVEE—2n+1St<E

N fn(t) =t2" = 2"+ 1ve f.(t) = —t2"1 + 2" + 1

1
t<§=>t2”<2”'1

>t2"(2-1) <2"1(2-1)

= t2"Mt1 — 2 < 21 — 21t

= 2™ — 2" < 2 — 2™

=S e2Ml—2n 1< 2" 2" 4+ 1
= fn+1(t) < fu(1)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
[ - < st —_— - st
2St<2+2n+1$2—t<2+2nve2St<2+2n+1

= f(t) = —t2" + 2"+ 1ve f,(8) = —t2"1 + 2" + 1
%St:>2"‘1St2”

=>2"12-1)<t2"(2-1)

= 2" — 2"l < gt — g0

= —t2™1 4+ 2" < —2" 4 27

= —t2™M1 2"+ 1 < =2 + 2"+ 1

= fn+1(t) < fu(1)
1 1 1,01 -
.E+2n+1St<E+z_n:>fn(t) = —t2" + 2" + 1 ve frq (6) =0

Her n € N* igin f,, = 0 oldugundan f,,,,(t) = 0 < f,,(¢t) dir.
S fo(t) = 0Ve g () =0

= fa+1(8) < f2(0)
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elde edilir. Dolayisiyla her n € N7 i¢in f,,,; < f;, olur.
fn 4 f oldugunu gosterelim.

(f,) azalan oldugundan R de f,,(t) azalan dizidir. R de azalan bir dizinin limiti ile infimumu

ayni olacagindan dizinin limitini inceleyelim. Her t € [0,1] i¢in t # % iken lim f,(t) =0
n—>oo

oldugunu gosterelim. t € [O, ;) ise0<t< % - 2%0 olacak sekilde bir

ng € N vardir. (f,) tanimindan f;,(t) = 0 dir. Ayrica (f;,) azalan ve pozitif oldugundan

ny < niken

0< f(t) < fp,(t) = 0 olur. Buradan lim f, (t) = 0 elde edilir.
n—00

te (0, %] ise % - 2%0 < t < 1 olacak sekilde bir ny € N vardir. (f;,) tanimindan

fno (£) = 0 dir. Ayrica (f) azalan ve pozitif oldugundan n, < n iken

0< f(t) < fp, () = 0 olur. Buradan lim f, (t) = 0 elde edilir.
n—->oo

Dolayisiyla f;, 5 f oldugundan Y, E iginde sira yakinsamaya goére sira yogundur. Y nin E

i¢inde sira yogun olmadigini gésterelim. Y nin E iginde sira yogun oldugunu varsayalim.

0<r< )({ ) olacak sekilde r € Y vardir. Her t € [0,1] i¢in t # % iken

1
2

0<r( < X{l}(t) =0vehert € [0,1] igint # % iken r(t) = 0 olur. r siirekli oldugu igin
2
r G) = 0 dir. O halde r = 0 olur. Bu ise kabuliimiizle ¢elisir. O halde Y, E icinde sira

yogundur.
3.1.1. Teorem

E Riesz uzayi ve Y, E in Riesz alt uzay1 olsun. Asagidakiler denktir.
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(i) Y, E icinde sira yogun ve majorizingdir.

(ii) Herx € Ei¢in x = sup{y € Y:y < x} dir.

(ili) Herx € Eigin x = inf{y € Y:y > x} dir.

fspat

(i = ii) Y sira yogun ve majorizing olsun .

A={y€eY:0<y<x}veodncex = 0alalim. 0 € A oldugundan A # @ dur.

Simdi supA = x oldugunu gosterelim. Bunun i¢in supA = x olmadigini varsayalim. Bu
durumda hery € A iginy < zvez < x olacak sekilde bir z € E vardir. x —z > 0ve Y

stra yogun oldugundan 0 < u < x — z olacak sekilde u € Y vardir. Buradan

z<u+2z<x bulunur. Ayrica her y €A igin y < z oldugundan u+y<u+z<x
elde edilirr u+y €Y ve u + y < x oldugundan u + y € A dir. Kabulden her y € A igin
u+y < zolur. Y vektdr uzayi oldugundan 2u + y € Y dir. Herhangi bir n > 2 igin

nu + y < z kabul edelim. Buradan her

ye€A igmnu+u+y=m+1Du+y<u+z<xdr Yanihern € N* ve herye A

icin y > 0 oldugundan 0 < nu < nu + y < z elde edilir. E Riesz uzay1 oldugundan

u = 0 bulunur ki bu geliskidir. O halde supA = x dir.

Simdi B ={y € Y:y < x}, A ve B nin tanimlarindan A € B dir. O halde

x = supA < supBolur.Her y € B i¢iny < x oldugundan supB < x dir. Yani x > 0 i¢in

sup{y € Y:y < x} = x oldugu gosterildi. Simdi x € X keyfi olsun.

C ={y € Y:y < x} olmak tizere y, € C secelim.y, €Y ve y, < x dir.
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[Vo, x] — ¥o = [0, x — y,] oldugunu gérmek kolaydir. Ispatin ilk kismi gdz niine almnirsa
sup{([yo, x] —yo) N Y} = sup{[0,x —y, ] NY}=x—y,  bulunur. Buradan  da
sup{[yo, x] N Y} = xy — vy + ¥o = x elde edilir. Herhangi bir y € C igin

y<x=>supy<x
yec

= supC < x = sup{[yo,x]NY}

olur. Diger yandan [y,,x] NY € C oldugundan x = sup{[y,, x] N Y} < supC bulunur.

Yani supC = x olur.

(ii = iii) Her x € E igin x = sup{y € Y:y < x} olsun.

—x = sup{y € Y:y < —x} olur. Buradan

x=-—-sup{y eY:y < —x}

=inf{-yeY:x < —y}

= inf{u € Y:x < u} elde edilir.

(iii > ii)Herx € Ei¢in x =inf{y €Y:y > x} olsun.

—x = inf{lyeY:y > —x}

x=—-inf{yeY:y>—x}

=inf{-yeY:x > —y}

=influ€eY:x >u}

elde edilir.

(ii >i)0<x€eEveenazbiry € Yigin 0 <y < x oldugunu gosterelim .



29

0<xve {yeY:y<x}=A olsun. x =sup{y € Y:y < x} oldugundan A # @ dir.

En az bir y € Y igin y < x ise en az bir y € Y i¢in y* < x dir. Oncelikle en az bir y € Y

i¢in
y* # 0 oldugunu gosterelim. Her y € Y i¢in y* = 0 olsun. Her y € Y i¢in

y<y*<xisesupy < sup y* dir. Buradan x < 0 bulunup ¢eliski elde edilir.
YEA ytTeA

y € Yicin 0 < y < x oldugu gosterildi. Simdi majorizing oldugunu gosterelim.

0<x€Eve enazbiry €Y icin x <y oldugunu gosterelim. (ii) =(iii) saglandigindan

(iii)den {y € Y:y > x} = B alinirsa
x = inf{y € Y:y = x} oldugundan B # @ bulunur ve en az bir y € Y igin x < y saglanir.

Teorem

E ve Y Riesz uzayi, Y sira yogun ve majorizing, (x,) S Y olsun. Y iginde (x,) 5 0 olmast

o
icin gerek ve yeter sart E iginde (x,) — 0 olmasidir.
fspat

Y iginde (x,) %0 olsun.[11] Teorem 1.23 den sira yogun alt orgiiler regiilerdir ve Lemma

3.1.3 (iii) den Y icinde (xz) — 0 iken E icinde (x,) — 0 dir. Simdi E icinde (x,) — 0

alalim.

(x,) > 0ise ap < @ iken |x,] < v, L 0 olacak ag Ve (y,) € E neti vardir.

A={y€eY:Jaiciny, <y} olarak tamimlayalim. Y majorizing oldugundan A # @ dur.

z € E ve her a ve her y € A igin,
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0<z<y=z<inflyeY:3aiciny, <y}=>z=<y,

= 0 <infz <infy, =0
a a

=>z=0
bulunur. O halde E i¢inde infA = 0 dir. Simdi Y i¢inde infA = 0 oldugunu gosterelim.
B, ={x€E:Va€eAiginx < a}
B,={x€Y:Va€eAicinx < a}
olarak tanimlayalim . B, S B; oldugundan,

0<infA<infA=0 =>infA=0
Y X Y

bulunur. A ={y € Y:3a iciny, <y} igin y;,y, € A iken y, <y, Ve y,, <y, olacak
sekilde en az bir y,, , y,, vardir. y, | oldugundan y,, <y, Ve y,, < ¥, olacak sekilde en

az bir a3 vardir. y; = y; Ay, € Y alalim.

yaS S ya3 N yaz S 3’1 A yz = y3 Oldugundan y3 (S A , y3 S yl ve y3 S yz dII’ Yanl A »L dlr.

Ayrica ay < a iken |x,| < y, olmasi ve A nin tanimindan Y iginde (x,) 20 di.
3.1.4. Tanim

E Riesz uzayi1 ve L bir Dedekind tam Riesz uzay1 olsun. Eger,

(1) E ye Riesz izomorfik olacak sekilde L nin bir Y Riesz alt uzay1 vardir.

(i) Y, L nin majorizing ve sira yogun Riesz alt uzayidir
sartlar1 saglanirsa L ye E Riesz uzayinin Dedekind tamlamas: denir.

[4] Teorem 32.5 den her Riesz uzaymnm Dedekind tamlamasi vardir ve bu E® bigimine

gosterilir.
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3.1.2. Sonug

E Riesz uzay1; E?, E in Dedekind tamlamas1 ve (y,) € E net olsun. E iginde (x,) 50

olmasi icin gerek ve yeter sart E%icinde x, 5 0 olmasidir.

fspat

E , EY i¢inde sira yogun ve majorizingdir. Dolayistyla Teorem 3.1.2 den istenen elde edilir.
3.1.2. Teorem

E Riesz uzay1 ve Y, E in regiiler Riesz alt uzay1 olsun. Y%, E ¢ nin regiiler Riesz alt uzayidur.
Ispat

E Dedekind tam alalim. J:Y — E ¢ gémme doniisiimii olmak iizere Y, E de regiiler
oldugundan Y i¢inde (x,) S0iseE icinde (x,) 5 0 dir. Benzer sekilde , E 9 iginde regiiler
oldugundan E ¢ i¢inde (x,) 5 0 dir. O halde J sira siireklidir . [10] Teorem 4.12 den dolay1
Jnin Y ¢ genislemesi vardir ve buna T diyelim. T:Y 9 — E ¢ sira siirekli bir operator ve
T|Y = J dir. Simdi a € Y ¢ alalm. Y, Y ¢ iginde sira yogun oldugundan Y ¢ da0 <y, T a*

ve 0 <z, Ta olacak sekilde (y,), (z,) €Y netleri vardir. T sira siirekli oldugundan

. . O
E i¢inde T(y,) =y, —at = T(a*) ve
T(zy) = 2z, Sa = T(a™) dir. Ayrica E iginde y, — 2z, = T(Vy — 2Z4) 5 T(a) = aolur.
a* Aa~ = 0 oldugundan her a icin Y ¢ iginde y, A z, = 0 olacag igin

VYo = Va A2Zy) + (Vq — 24)* ve diklikten dolay1 y, = (v, — z,)* dir. Buradan E i¢inde
T[(V — 22)*1 > T(@) Ve T[( —2)*] = 0 — 2)* 2 a* = T(a)* oldugundan
T(a™) = T(a)* bulunur. Bu da T nin 6rgii homomorfizm olmasi demektir. Simdi T nin

birebirligini géstermek i¢in Ta = 0 alalim. T 6rgii homomorfizm oldugundan
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|Tal = T|a| = 0 olur. Ayrica , Y ¢ iginde sira yogun oldugundan 0 <y, 1 |a| olacak
sekilde (y,) € Y neti vardir. Buradan 0 <y, = T(y,) < Tl|a| = 0 elde edilir. Buda her «

i¢in y, = 0 demektir. y, T |a| oldugundan |a| = 0 ve boylece a = 0 bulunur.
T:Y % — E 9 birebirdir.

(Vo) S T(Y %) ve y, %0 d. (¥e) € T(Y ) ise goriintii tammindan T (x,) = y, olacak
sekilde (x,) €Y % vardir. T:Y % — T(Y %) lattice izomorfizmi oldugundan x,, 50dir. T

sira siirekli oldugundan E ¢ iginde T (x,) = (v,) 50 dr.
3.1.3. Lemma

E Riesz uzay1 ve Y, E in regiiler sira tam Riesz alt uzay1 olsun. Y iginde (y,) sira siirli neti

icin E i¢inde (y,) 5 x€ E ise Y iginde (y,) 5 X€ Y dir.
fspat

Sonu¢ 3.1.2 den E icinde yakinsama ile E® iginde yakinsama denktir. E® icinde

calisabilecegimiz igin E yi sira tam alalim. Onerme 3.1.1 den E icinde

X = iNfoSUPRsaYp = SUPinfpsqyp dir. Hipotezden Y sira tam oldugundan Y iginde

infimum ve supremum vardir. Ayrica Y sira tam ve regiiler oldugundan x € Y ve Y i¢inde

Va) % x dir.
3.1.3. Sonug

E Riesz uzayi ve Y , E nin regiiler Riesz alt uzay1 olsun.

Y i¢inde (x,) %0 olmast igin gerek ve yeter sart Y iginde (x,) sira sinirli neti igin E iginde

(xq) %0 olmasidir.
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(xg) sira sinirl net ve Y iginde (x,) 5 0 ise Y, Eicinde regiiler oldugu i¢in Lemma 3.1.3
den ve hipotezden Y? , E9 da regiilerdir. Sonug 3.1.2 den E iginde (x,) 50 ise E® icinde
(xg) 50 dir. Lemma 3.1.4 den E® Dedekind tam oldugundan Y¢ da (x,) 50 olur. Sonug

3.1.2 den Y® icinde (x,) = 0 ise Y icinde (x,) >0 dir.

3.1.4. Tanim

E, Riesz uzayi, AC E olsun. Eger her (x,) € A, x € E i¢in (x,) % xiken x € Aise A sira

kapali denir.
3.1.4. Sonug

Y , E in regiiler Riesz alt uzay1 olsun. Y, E de sira yakinsamaya gore yogun ise Y, E de sira

yogundur. Ek olarak Y sira tam ise Y, E nin idealidir.
ispat

Teorem 3.1.3 den Y9 | E¥ nin regiiler Riesz alt uzayidir. Y% min E? iginde ideal oldugunu

gosterelim. Oncelikle her a € E®, b € Y9i¢in 0< a < b iken a € Y9 oldugunu gosterelim.

[0,a] = {Z €EES:0<z< a} olsun. E, E? iginde sira yogun oldugundan E¢ iginde

a = sup([0,a] N E) dir. x € ([0,a] N E) ise E icinde (y,) — x olacak sekilde (y,) neti

vardir. E, E® iginde regiiler oldugundan E¢ iginde y, Sx dir, Z, = | y.| A b olarak

tanimlayalim. Her a i¢in 0 < z, < b oldugundan (z,,) , Y? i¢inde sira siirlidir ve E? iginde

Z, Sx oldugundan Lemma 3.1.4 den x € Y9 dir. Buradan

([0,alnE) < ([0,a]nY?) olur. Bu da a=sup([0,alnNE)< sup([0,a] nY?)

demektir. Diger yandan her x € ([0,a] N Y?) i¢in x < a oldugudan
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sup([0,a] NY%) < a dir. O halde E? iginde a = sup([0,a] N Y?%) dir. Béylece Y? sira
kapal1 oldugundan a € Y9 dir. O halde Y¢ , E¢ iginde idealdir. Simdi 0 < x € E* alalim.
Y, E iginde sira yakinsamaya gore yogun oldugundan (y,) % x olacak sekilde (y,) €Y

o
vardir. Buradan E iginde |y, | Ax—>x dir. z = | ya0| A x > 0 olacak sekilde en az bir

vardir. Y2 | X9 iginde ideal oldugundan z € Y¢ dir. Y, Y? icinde sira yogun oldugundan

0 <y <z < xolacak sekilde y € Y vardir. O halde Y, E i¢inde sira yogundur.
3.2. Sira Siirekli Operatorler

Bu boliimde [10] da verilen “Positive operators” kitabi sira siirekli operatorler kismi

incelenerek detaylanmustir.
3.2.1. Tanim

E ve F Riesz uzayi1 T: E — F bir operatdr olsun.

Her (x,) € E agiicin E iginde x, 5 x iken F icinde Tx, S Txise T ye swra stirekli

operator denir. Sira siirekli operatorlerin kiimesi L, (E, F) bigiminde gosterilir.

L,(E,F)={T € L,(E,F).T sira sirekli}

o o
Her (x,,) € E dizisi i¢in E iginde x,, = x iken F i¢cinde Tx, —» Tx ise T ye o- sira siirekli

denir. o- sira siirekli operatorlerin kiimesi L, (E, F) bigiminde gosterilir.
L;(E,F)={T€ L,(E,F):T o-sira surekli}

3.2.1. Teorem

T: E — F pozitif operator olsun.

1) T nin sira siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart E iginde x, | 0 iken F iginde
Tx, 1 0 olmasidir.
2) T nin sira siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart E iginde 0 < x, T x iken F iginde Tx, T

Tx olmasidir.
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1) T sira siirekli ve E iginde (xg) 0 alahm. Tx,, ,Tx,, € F olmak iizere (x;) {
oldugundan x,, < x4, V€ X,, < X4, olacak sekilde x,, € x, vardir. T pozitif oldugundan
Txq, <Txq, Ve Tx,, <Tx,, elde edilir. O halde T(x,,) ! dir. Simdi infTx,, =0

oldugunu gosterelim.

Her a i¢in 0 < z < Tx, olsun. x, ! 0 oldugundan x, %0 dir. T sira siirekli oldugundan

T(xq) 5 0 bulunur. Lemma 2.1.1 den T(xz) 4 0 elde edilir.

Tersine E iginde x, ! 0 iken F i¢inde Tx, | 0 alalim. x,, 50 ise en az bir (y,) € E igin

ay < aiken |x,| < y, ! 0 olacak sekilde (y,) vardir. Buradan

|Tx,| < Tlxg|l <Ty, 10 ve

z, = Ty, olmak iizere |Tx,| < z, | 0 elde edilir. O halde Tx, 5 0 olarak bulunur.

2) T sira siirekli alalim ve E i¢inde 0 < x, T x iken F i¢inde Tx, T Tx oldugunu Lemma

2.1.1 g6z Online alarak gosterelim.

Xq T x oldugundan (x —x,) | 0 dir. Hipotez ve l.siktan T(x —x,) | Odir. T nin
lineerliginden (Tx — Tx,) 1 0 elde edilir. Buda Tx, T Tx demektir.

Tersine E iginde 0 < x, T x olsun . F i¢inde Tx, T Tx iken T nin sira siirekli oldugunu

gosterelim.

Xq 4 0ise —x, T 0 dir. Hipotezden T(—x,) T TO = 0 dir. T nin lineerliginden —Tx, T 0

olur. Tx, 1 0 bulunur. 1.siktan T sira stireklidir.
3.2.1. Ornek

Bir 0 — swra siirekli operator sira siirekli olmak zorunda degildir.
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E ={f|f:[0,1] — R, f Lebesgue integrallenebilir fonksiyon} olmak {izere
(f+9)(x) =f(x)+ glx) ve (Af)(x) = Af (x) islemleri ile E bir vektor uzayidir.
‘Her x€[0,1] i¢in f(x) < g(x) & f < g’ swralamasi ile E bir Riesz uzayidir.

Simdi f, T f olmasi i¢in gerek ve yeter sartin her xe[0,1] igin f,(x) T f(x) oldugunu
gosterelim. Oncelikle £, T f alalm. f, T ve supf, = f dir. Her X icin f,(x) T oldugunu

gosterelim. f;, T ise her a;,a, € A igin en az bir a3 € A\ vardir dyle ki f, < f,, Ve

fa, < fa, tir. fo, < fo, Ve

fa, < fa, oldugundan her xigin fo (x) < fo, (x) Ve fo,(x) < fo,(x) dir. O halde f,(x) 1
dir.

h:[0,1] — R
h(x) = sup|fe(x)]

bigiminde tanimlayalim. Her « ve her xe[0,1] i¢in f, < f ise f,(x) < f(x) oldugundan
{f2(x)} tstten sinirlidir. R Dedekind tam oldugundan supf, (x)e R dir. Yani h anlamhdir.

Supremumum tekliginden h iyi tanimlidir. Her x€[0,1] i¢in

fax) = f(x) = sup fa() < f(x)

= h(x) < f(x)

Buradan h < f dir. h in tanimindan dolay1 her a ve her x i¢in f, (x) < h(x) ise noktasal
siralamaya gore f, < h dir. supf, = f oldugundan f < h elde edilir , o halde h = f dir.
Yani supf,(x) = f(x) bulunur.

T:E — R

T(f) = J, f(x)dx
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Her f,g € Ei¢cin T(f + g) = T(f) + T(g) oldugunu gosterelim.

1 1
T(f + g) = f (f + 9)@)dx = f (FGO) + g(0)) dx

_ f FOodx + f 9(dx = T(F) + g(f)
0 0

elde edilir. Simdi her A € R ve her f € E i¢in

1 1
TQf) = j A = A j F()dx = AT(f)
0 0

oldugundan T lineerdir. x € R* ve f € ET olsun. O halde f(x) = 0 olur. Dolayisiyla

J, f(x)dx = 0 dir. O halde T(x) € R* oldugundan T pozitiftir.

[12] Teorem 18.11den f,, T f ise fol fn()dx 1 folf(x)dx dir. Buradan

T o — sira sureklidir. Diger yandan
F ={A:A € [0,1] ve A sonlu} olarak tanimlarsak
S={xs|AcF} S Eve STveST1 dir.

Xa, , Xa, €S icin A; € [0,1],A; € [0,1] sonlu kiimelerdir. A3 = A; U A, alirsak A3 € F

dir. A; © A3 ve A, S Az oldugundan y,, < x4, V€ X4, < Xa, dir.

Her X icin ;

1.Durum : x € Ay ise x € Az dir. Buradan y,, (x) = 1 Ve x4, (x) = 1 oldugundan
Xa,(X) = xa,(x) dir. O halde x4, (x) < x4,(x) OlUp x4, < x4, bulunur.

2.Durum :x € Az vex & Ay ise y,,(x) = 0 Ve y,,(x) = 1 oldugundan
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Xa,(X) < xa,(x) olup buradan y,, < x,, bulunur.

3.Durum : x € A; ve x & Aj ise y,, (x) = 0 Ve y4,(x) = 0 oldugundan y, (x) = x4,(x)
Ve xa,(X) < xa,(x) olup buradan y, < x4, bulunur. Benzer sekilde X, < X, elde
edilir. 0 halde S T dur.

Simdi sup X, = 1 oldugunu gosterelim. Her x € [0,1] i¢in X,(x) < 1 = 1(x) oldugundan
AEF

Xy < 1dir. Xy(x) < A < 1lolsun. {x} € F oldugundan A, = {x} alirsak Xy (x) = 1olur.
Hipotezden X, (x) = 1 < A <1 dir. Dolayisiyla 1 < 1 geliski elde edilir. O halde S T 1
dir.

Ispatin ilk kismindan X, T 1 bulunur. T(X,) T T(1) degildir, gdsterelim.
T(Xa) = [, X4(x) dx = [, dx =0

T(1) = [} 1(x)dx = [ dx =1

dir. O halde T (X4) T T (1) degildir. Dolayisiyla T sira siirekli degildir.

Teorem

T:E — F sira sinirh lineer operator ve F Dedekind tam olsun. Asagidakiler denktir.

1) T sira stireklidir.

2) Her (x,) C E icin x, | 0 iken Tx, — 0 dir.
3) Her (x,) € E i¢in x, 1 0 iken inf|Tx,| = 0 dir.
4) T* ve T~ sira siireklidir.

5) |T| sira siireklidir.
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1) = 2) T sira siirekli olsun. Her (x,) € E i¢in |x,| = x, Ve x, { 0 oldugundan x, 50

dir. T nin sira siirekliliginden Tx,, %7 0 = 0 elde edilir.

2) = 3) Her (x,) € E i¢in x, | 0 iken Tx, 5 0 alalim. Tx, 50ise ay < a iken
|Tx,| <y, ! 0 olacak sekilde a, € A ve (v,) S E neti vardur.

0 <|Txy| <y,=0<inf|Tx,| <infy, =0
= inf|Tx,| =0

elde edilir.

3) = 4) F Dedekind tam oldugundan Teorem 2.2.1den T* € L,(E,F) dir. Her x € E*

igin

T+(x) = sup{|T,|:0 <y < x} oldugunu biliyoruz. Simdi x, L0 iken T*(x,) !0

oldugunu gosterelim.

P sabit bir indis olmak tizere xg = x alahm. x € E tveB <aiginx, < xg = x dir.
0 < y < x olmak lizere Teorem 2.1.1 den |[x Ay —x Az| < |y — z| duir.
0<y—(WAx,) =WAx)— (Y Ax,) <x—x,eldeedilir. T < T* oldugundan

T(y) _T(y/\xa) = T(y _y/\xa) < T+(y_y/\xa) < T+(x _xa)
=T7(x) = T*(xq)

dir. O halde
0<T¥(xe) ST () +TWYAXe) —TQY) T (x) +I|TY Ax )| —T(Q)

bulunur. T* pozitif oldugundan T* (x,) | dir. Simdi infT* (x,) = 0 oldugunu gosterelim.
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0<z<T (x) S TP+ TG AxII—TH)
X4 4 0 oldugundan ve Teorem 2.1.2 g6z Oniine alinirsa (y A x,) 4 0 ve hipotezden

0<z<T*(x)+inf|]T(y Axy,)| —T(y) dur.
a

0<z<T*"(X)-TW)>0<z+T(y) <T*(x)
>0< sup (z+Ty) <T*(x)

0<ysx

>0<z+ supTy <T*(x)

0sys<x
50<z+T*(x)<T*(x)
5z=0

dir. O halde T™ sira siireklidir.Benzer sekilde T~ nin sira siirekli oldugu gosterilir.

4) = 5) T* ve T~ sira siirekli ve L,(E, F) vektor uzay1 oldugundan T* + T~ = |T| sira

sureklidir.

5) = 1) |T| sira siirekli olsun . x, — 0 ise @y < @ iken |x, — x| < y, L 0 olacak sekilde en

az bir ¢y € A ve (y,) € E neti vardir. T nin lineerliginden Teorem 3.2.1 gz 6niine alinirsa,
ITxq = Tx| =T (xq —x)| < [Tllxg — x| < [TI(ye) 1 O

oldugundan Tx, % Tx dir. O halde T sira siireklidir.

Teorem

E ve F Riesz uzay1, E Dedekind tam olsun. L, (E, F) ve L,(E, F) , L, (E, F) nin bandleridir.
fspat

Her T € L,(E,F) iken Teorem 3.2.2 (v) den |T| € L,(E, F) oldugundan Riesz uzayidir.
L,(E,F)de|S| < |T| ve

T € L,(E,F) olsun. x, | 0 olmak iizere |S| pozitif oldugundan |S|(x,) ! dir. Diger yandan
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0 < |S|(xy) < IT|(xy) olmasi ve |T| nin sira siirekli olmasindan

0 < inf|S|(x,) < inf|T|(x,) = 0 olur. Buradan inf|S|(x,) = 0 yani |S|(x,) ! 0 elde

edilir. |S| sira siireklidir. Teorem 3.2.2 den S sira siireklidir.
{T,} € L,(E,F) igin L, (E,F) iginde 0 < T; T T ve E iginde 0 < x, T x olsun. Her A igin

0<T(x—x,)=T(x)—T(x,)
<T(x) —Ty(x) + Th(x) — Ta(xe)
= (T —T))(x) + Th(x — x4)

bulunur. Lemma 2.1.1 den (x — x,) | 0 ve T ; sira siirekli oldugundan,

0 < Inf{T(x —xg)} < inf[(T — T)(x) + Th(x — xx)] = (T = T () + inf{TH(x — xa)}
Bu esitsizlikten 0 < igf{T(x — X))} < (T — Ty)(x) elde edilir.

T, T T oldugundan Lemma 2.1.1 den (T — T;) | 0 dir.O halde her x € E* igin

(T —T)(x) 10 elde edilir. Buradan 0 < inf{T(x —x,)} < ialf{(T —T)(x)} =0 dir.
a

Boylece T (x,) T T (x) bulunur.
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4. SINIRSIZ SIRA YAKINSAMA

4.1. Sirsiz Sira Yakinsama ve Ozellikleri

Bu boliimde sinirsiz sira siirekli operatorler [8] de verilen “Uo-convergence and its
applications to Cesaro means in Banach lattices” isimli  makale incelenerek

detaylandirilmistir.
41.1. Tanim
E Riesz uzay1, (x,) € E netve x € E olsun. Her u € E* ve her a igin ay, < a iken

|x, — x|au <y, 1 0 olacak sekilde (y,) S E neti ve a, varsa (x,),x e sirsiz sira

uo
yakinsaktir denir ve x, — x ile gosterilir.
41.1. Lemma

E Riesz uzay, (x,), (y,) € E net, x,y € E ve k,r € R olsun. Asagidakiler saglanir.

uo uo
(1) Xq — x olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x, — x — 0 olmasidir.

.. uo uo . .
@)  x,—=xvex,—yisex =ydir.
uo uo .
(ili)  x,— x ve y, — y olmak iizere
uo
o kx, +ry, = kx+ry
uo
*XgVYa 2XVY
uo
*Xg NYa P XNY

uo
o x} ox*t

® X, OX

uo
® |xg| = x|

(V) x, 1 (xy L) Ve x, — xisex, T x (x, L x) dir.
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(i)

(i)

(iii)

[ ] xa

uo
X, — xiseheru € E* veher aigin ay < aiken |x, — x|au < y, | 0 olacak sekilde
(v.) S E neti ve a, vardir. Dolayisiyla her u € E* ve her a i¢in a, < a iken
|(xg —x) — 0|au < y, 1 0 esitsizligi ayn1 (y,) neti ve a; igin saglanir. Dolayisiyla

uo
X —x — 0dir.

uo
X, — xiseheru € E* veher ¢ igina; < aiken |x, — x|au < p, ! 0 olacak sekilde

(p,) S E neti ve a, vardir. x, = yise heru € E* ve her a i¢in a, < a iken
|xq —y| Au < q, {0 olacak sekilde (q,) S E neti ve a, vardir.
N\ yukar1 yonlendirilmis oldugundan a4, a, € A olmak lizere a; < a3 ve a, < as
olacak sekilde a5 € A vardir. Her u € E* ve a3 < « igin Teorem 2.1.1 goz oniine
alinarak,
O0<|x—y|lAu=|x—x4+x,—ylAu
< (lx = xgl +1xg —yD Au
S|lx—xg |l Au+|x, —ylAu
S Pat4a
=>0< Ix—ylAuSiI;f(pa+qa) =0
> x—ylAu=0

u = |x —y|almirsa [x — y| A |x — y| = |x — y| = 0 olacagindan x = y elde edilir.

uo
— x ise her u € E* ve her a i¢in a; < a iken |x, — x| Au < p, | 0 olacak sekilde

uo
(pe) S E neti ve a, vardir. y, — y ise her u € E* ve her a i¢in a, < a iken |y, — y| A

u<qq, !0 olacak sekilde (q,) € E neti ve a, vardir. A yukari yonlendirilmis

oldugundan a4, a, € A olmak iizere a; < a3 Ve a, < a3 olacak sekilde a; € A vardir.

Her u € E* ve a; < « iken p, L 0 ve g, | 0 ise k,r € R oldugundan |k|p, ! 0 ve

|r|qq 4 0 olur. Lemma 2.1.1 den Dolayisiyla

(lklpy + I71ge) 1 0 dir. Ayrica Teorem 2.1.1 (1) kullanilarak
lkxg +1ye — kx —ryl Au = (lkllxg —x[ + |rllye —yD) Au

< (kllxg =xD Au+ (Irllye —yD Au
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< (lklpg + I7lge) L O
uo .
bulunur. O halde kx, + ry, — kx + ry dir.
e Teorem 2.1.1 (2) gbz Oniine alinarak
X VYe —xVY|IAU=|xX4VYy =XV Y +X VY, —xVY|Au

SUxXqVYa =x VYol +IxVy, —xVvyDAu
S (xg —xl+1ya —yDAu
<lxg—x|Au+|y, —y|lAu

< (Pa+qa) L0

bulunur. O halde x, V y, Sxv y dir.

o XAV —XAYIAU=|Xg AYy — XAV +XAY, —XAY|AU
S (X AYe =X Ayl + X Ay —x Ay|) Au
< (g = x| Ayg +x Alye = yD
Slxg—x|Au+ly, —ylAu
S (@Pa+4a) 10

bulunur. O halde x, A y, SxA y dir.
Tanim 2.1.6 ve Teorem 2.1.3 gz Oniine alinarak

o |x}—xt|Au=|[(x,Vv0)—(xVO0)|Au
<|(xg—x)VO|lAu
<|x,—x|Au
<p,l0

bulunur. O halde x;fu—0>x+ dir.

o |xz—x"|Au=|(xA0)—-(xA0)|Au
<|(xg—x)A0|Au
<|x,—x|Au

<p, !0

bulunur. O halde x = xdir.
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(iv)

[Ixe] = Ixl| Aw = |(xd +x7) = (xT —x7)|Au

=|(xg —x") + (xg —x7)| Au
<|x}f—-xf|Au+|x; —x"|Au

<pg,l0

bulunur. O halde |x,| = |x] dir.

Xe T Ve x, = x olsun. X, T ise Lemma 2.1.1 goz oniine alinarak (—x,) | ve
dolayistyla (x — x,) | dir. Her keyfi B igin bir elemanin negatif kismu mutlak
degerinden kiigiik esit oldugu gz oniine alinirsa (x - x/;)_ < |x — x| dir.
B<a=xp <x,

= —Xq = —Xg

= X=X SX—Xg

= —(x—xp) < —(x —x,)

:>—(x—xB)VOS —(x—x4,)VO0

= (x — xﬁ)_ < (x—x,)”
dir. Her u € E* i¢in (x — xﬁ)_ Au < (x —xz)” Audir.
O halde heru € E* i¢in 0 < (x—xﬁ)_ Au<(x—x,)  Au<|x—x,| Auolur.
xalfx ise her u € E* ve her a i¢in ay, < a iken |x, — x| Au < p, ! 0 olacak
sekilde (p,) € E neti ve a, vardir. O halde,
0<(x—x5) Au<|xz—x| Au<p,l0
= [—(x—xﬁ)VO]/\u= 0
= —(x—x)v0=0
= —x+x3<0
= Xg =X
bulunur. Boylece Xg ,X i¢in bir st sinir olur.
Her u € E* ve her a igin @y < « iken,
0<(x—x)Au=|x—x4]Au<p,l0 olacak sekilde (p,) € E neti ve a,
vardir. Buradan 0 < igf[(x —x,) Au] < igf(pa) =0
= igf[(x —xg)Au] =0

= x + inf(—x,) =0
a
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= x = sup(x,)
a

=>x, Tx
elde edilir.
4.1.2. Lemma

(xq) € E sira siirlt neti icin (x,) % 0 olmast icin gerek ve yeter sart (x,) = 0 olmasdir.
fspat
=) x, % 0ise a, < a iken |x,| < y, ! 0 olacak sekilde a, ve en az bir (y,) neti vardir.
Heru € E* igin x| Au < (o Au) L 0 = |x,] Aus0
uo

= (¥q) =0
elde edilir.
(&) (xa) ZoiseherueE* icin |x,| Au 2 0dir. (x,) neti sira sinirlt oldugundan

o
|x,| < z olacak sekilde z € E* vardir. Her u € ET i¢in |x,|Az—0 dir. |x,| Az = x,

oldugundan (x,) 50 dir,
4.1.1. Teorem
E Riesz uzayi ve Y, E in Riesz alt uzayi olsun. Asagidakiler denktir.

(i) Y regiilerdir.

(i)  Her (y,) €Y neti i¢in Y i¢inde vy, ZoiseE icinde y, Zodur.
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(iii)  Her (y,) €Y neti i¢in Y iginde y, =0 olmast icin gerek ve yeter kosul E iginde

uo
Vo — 0 olmasidir.
fspat

(i) = (i) : Y icinde y, | 0 olsun. Lemma 3.1.3 den y, ! 0 ise her a i¢in @ < a, iken
Yay < Yo dir. O halde (Yg)g<q, neti smirhdir. E iginde y, | dir. Hipotez (ii) den her
u € Yt veher aigin a; < a iken y, Au < p, I olacak sekilde (p,) S E neti ve a; vardir.

Her u € Y* icin saglandigindan u = y,  almirsa, Y, = Y A Vg, < P 4 0 bulunur. Lemma

3.1.1. (iv) den y, | ve E i¢inde y, 50 dir. O halde E icinde y, 1 0 elde edilir. Dolayisiyla

Y regiilerdir.

(i) = (iii) : Y regiiler ve Y icinde yalg 0 olsun. E, E? icinde regiiler oldugundan Y, E®

icinde regiilerdir. E® iginde Y nin irettigi ideale I diyelim. I iginde yalﬁ 0 oldugunu

gosterelim. u € I alalm. Y regiiler oldugundan 0 < u < y olacak sekilde y € YT vardir.
Her z € Y* i¢in Y i¢inde |y, | A z S0o0lur. z = y almursa, Y iginde |y, | Ay % 0olur. Y, E®
icinde regiiler oldugundan I iginde |y,| Ay %0 oldugunu gosterelim. Oncelikle I icinde

o .
|yl Au—>0 oldugunu gosterelim. Her u €It ve her a i¢in a,<a iken

0 < |y Au<l|y,l Ay <p, 4 0bulunur. O halde |y,| Au < p, | 0 olacak sekilde (p,)

neti vardir. [6] Lemma 3.4 den E? icinde y, Zo dir. Sonug 3.1.2 den E i¢inde y, 2o dir.
(iti) = (ii) : Asikardir.

4.1.1. Sonug

(i) E Riesz uzay1 ve Y, E in ideali olsun.

(ii) E normlu 6rgii ve Y, E in norm tam ve sira slirekli normlu alt 6rgiisii

olsun. (i) veya (ii) saglaniyorsa her (y,) € Y neti i¢in Y i¢inde y, =0 olmas i¢in gerek

ve yeter kosul E i¢inde y, =0 olmasidir.
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Sonug 3.1.1 den Y regiiler olup ispat tamamlanir.

4.1.2. Sonug

uo
E Riesz uzayive x, > 0, E in zayif birimi olsun. (x,) S E net olmak iizere x, — 0 olmasi

o
i¢in gerek ve yeter kosul |x,| A x, = 0 olmasidir.
fspat

uo .
E Riesz uzayi ve xo > 0, E in zayif birimi olsun. (x,) € E net olmak lizere x, — 0 ise

her

u € E* ve her a igin ay < a iken |x, — x| Au <y, | 0 olacak sekilde (y,) S E neti ve

0 -
a, vardir. u = x, alinirsa |x,| Axy <y, 1 0 ve |x,| A xy, — 0 elde edilir.
Tersine x, m E% nin da zayif birimi oldugunu gosterelim.

E iginde x, m iirettigi band B,, = {y € E:|y| Anx, T |y|} ve [10] Teorem 1.38 den
E? icinde x, 1n iirettigi band By, = {ye ES:|ylAnxy Tlyl} dir,

By, = E oldugunu biliyoruz. By =E 8 oldugunu gosterelim. By, € E 8 dir. Oncelikle
ES c By, oldugunu gosterelim. Her y € E% i¢in |y| <z ve z € E olacak sekilde E°
tanimindan z vardir. E = B, oldugundan z € B, dir. z € B, Ve |y| < z iciny € B, dir.
By, € By, oldugundan y € By, bulunur. O halde B, = E% oldugu gosterilmistir.
Simdi E9 icinde |x,| A x4 %0 olsun. Her u € E* icin E¢ iginde |x | Au 50 oldugunu
gosterelim. Bunu géstermek i¢in lim sup(|x,| A u) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Her

u € E* igin Teorem 2.1.2 (ii) g6z Oniine alinarak,

0< [lim sup(|xq| A u)] A X,
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= lim sup(|x | Au A xg)

< lim sup(|xq| A xq)

olur. Buradan limsup(|x,| Au) Ax, =0 elde edilir. x, zayif birim ve zayif birim

tanimindan [10] Teorem 1.47 den

lim sup(|x,| A u) = 0 olur. Benzer sekilde lim inf (|x,| A u) = 0 dir. O halde

lim sup(|x,| Aw) Axo = liminf(|x,| Au) = 0 oldugundan Onerme 3.1.1 den E? iginde

lx, | Au 50 olur. Sonug 3.1.2 den E? iginde |x,| Au 50 olmast icin gerek ve yeter kosul

o
E i¢inde |x4| A u — 0 olmasidir.

4.1.3. Sonug

E Riesz uzayi, (x,) € E dik dizi olsun. O halde E i¢inde x,, Zoadr.
fspat

E%,E in Dedekind tamlamasi olmak iizere (x,,) € E dik dizi ise (x,,), E® i¢inde de dik dizi
oldugunu gosterelim. E iginde n # m igin |x,| A |x,,| = 0 alalim. E¢ i¢inde de n # m igin

|2, ] A |%,] = 0 oldugunu gosterelim. 0 < z < |x,| A |x,,| olacak sekilde

z € E% varsayalim. E, E® i¢inde sira yogun oldugundan 0 < x < |x,| A |x,,| olacak sekilde

x € E vardir. Buise E iginde |x,,| A |x,,,| = 0 olmast ile gelisir. Dolayisiyla (x,,), E¢ i¢inde

dik dizidir.

Keyfi z € X2 icin y; = Ve (x| A2) Ly, = Vi, (xel Az), v, = Vi, (Ixk| A2)

olmak tzere
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Y=\ Ul A2) = Il v \[ (el £ 2)
k=n

k=n+1
= Xn A Yn+1

= Yn+1

oldugundan (y,,) azalandur.

Keyfi z € E? i¢in y, = Vi, (|x| A 2) olmak iizere y, | 0 oldugunu gosterelim. Her n i¢in

0 <y <y,ikeny = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

0<yAlnl =y, Alnl = [Zum Az)] Al =\ el Az Al =0
k=2 k=2

0 < Y ALl = Ynsa A bl = [ > <|xk|Az)‘A beal = \/ (el Az A 2] = 0
k=2

k=n+1

bulunur. O halde her n i¢in x A y,, = 0 olur.

Buradan y =y Ay; = y A [DXre1(xk| A 2)] = Vie1(Ixx| Az Ay) = 0 olur. Dolayisiyla

y, L 0 dir. O halde E9 iginde x,, ZoiseE iginde x,, Zo0dr.
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5. SINIRSIZ SIRA SUREKLi OPERATORLER

Bu boliimde [9] de verilen “Unbounded order continuous operators on Riesz spaces,” isimli
makale detayli olarak incelenip bazi sonuglar elde edilmistir. {1k olarak sinirsiz sira dualler,

sonra genel siirsiz sira siirekli operatorler verilmistir.
5.1. Simirsiz Sira Siirekli Dualler

5.1.1. Tanim

E ve F Rieszuzayi, T: E — F bir operator olsun.

uo uo . . .
a) E iginde x, — 0 olan her (x,) agi i¢in F i¢inde Tx, — 0 ise T ye suirsiz sira siirekli
operator (Uo-siirekli) denir. Sinirsiz sira siirekli ve sira sinirl operatorlerin kiimesi Ly, (E, F)
bi¢iminde gosterilir.

. . uo . . . . . . . uo - .. .
b) E i¢inde x,, — 0 olan her (x,,) dizisi igin F i¢inde Tx,, = 0 ise T ye simrsiz sira o -siirekli
operatéor (U o0-stirekli) denir. Sinirsiz o- sira siirekli ve sira sinirli operatorlerin kiimesi

Lys0(E, F) bigimine gosterilir.
Ly (E, F) sinirsiz sira siirekli ve sira sinirl operatorlerin kiimesi , F = R alindiginda

L,,(E,R) = E;, Ve L,;,(E,R) = E;, seklinde gosterilir ve sirasiyla E nin sinirsiz sira

siirekli duali, smirsiz sira ¢ -stirekli duali denir.
5.1.1. Teorem

E ve F Riesz uzay1 olmak tizere L,,(E,F) ve Lys,(E,F) , L,(E,F) nin alt vektor

uzaylardir.
fspat

Her S,T € L,,(E,F) ve (x,) S E netii¢in, Lemma 4.1.1 (iii) g6z Oniine alinarak ,
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Xy =02 S(xy) = S(x) ve T(xy) = T(x)
= S(xq) + T(xg) = SG) + T(x)

= (S+T)(xe) = (S+T) (%)

dir. A € R i¢in Lemma 4.1.1(iii) goz Oniine alinarak ,

uo uo
X —2>0=>Tx, > Tx
uo
= ATx, - ATx

= (AT)(x) = (AT) (%)

dir. Benzer sekilde digeride gosterilir.
5.1.2. Teorem

E Riesz uzay1 lizerinde tanimli sira siirli herhangi bir f fonksiyoneli i¢in asagidakiler

denktir.
1) f uo — stireklidir.

2) f*vef~ uo — streklidir.

3) |f| uo — siireklidir.

fspat
1= 2) (x,) S E* ve x, = 0 olsun. Teorem 2.2.1 den
fr(x) = sup{f(y):0 < y < x} dir. Dolayist ile her « i¢in

f*(xy) = sup{f(¥,): 0 <y, < x,} olacaktir.

Her e, > 0vee, L 0igin f(x,) — &, < f(y,) Ve 0 <y, < x, olacak sekilde (y,) neti

vardir. Buradan f*(x,) < f(y.) + &, bulunur. (x,) 20 ve

0 < y, < x4 oldugundan y, = o0olur. f uo — surekli oldugundan f (y,) Zo0dm.

Her 2 € R* i¢in ,
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0 fTEIAALS (fV) +ED AL (V) A + (e A D)
:OSo—liglnf“L(xa)/\)lS o—ligln( f(ya)/\/’l)+o—ligln(sa/\l) =0

S fH(ag) AL =0
= [ (xg) = 0

elde edilir.

(x,) € E keyfi net ve (x,) 20 olsun. Lemma 4.1.1 den [x, | 20 olmasi ve ispatin ilk
kismindaki (x,) yerine |x,| aliirsa f+|xa|u—0>0 oldugu goriliir. |f*(x,)| < fTlx,l

olmasindan da f+(xa)£0 bulunur. Yani f* wuo — streklidir. f~ = (—f)" olmasi

g6zoniine alinirsa f~ nin uo — siirekli oldugu elde edilir.
2) = 3) |f| = f*+ f~ bigiminde yazilabilmesi ve E;, vektor uzayi oldugundan

|f| uo — siirekli olur.

3) > 1) Herx€E igin |fx| <|f]| |x| olmast ve her (x,) =0 icin  [x,| Z0 olmasi

diistiniiliirse,

0<|f (x| = Ifllxgl =0 <uo —lignlf (xz)| < uo —lig(nlfllxal =0

= If (xa)l = 0
= f (xg) = 0

olur.
Her dizi net oldugundan asagidaki sonucu elde ederiz.
5.1.1. Sonug

E Riesz uzay1 iizerinde tanimli sira smirli herhangi bir f fonksiyoneli i¢in agagidakiler

denktir.
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I. f uoo — siireklidir.

ii. f*ve f~ uoo — sireklidir.

iii. |f| uoo — siireklidir.

5.1.2. Sonug

E Riesz uzayi olmak iizere,

i) E;, ve E;;o, E~ nin Riesz alt uzayidir.
ii) E;, ve E;/;,, E~ iginde idealdir.

fspat

i) Her f € E, i¢in f* € E, oldugundan E},, E~ nin Riesz alt uzayidir.

i) Her feEL,, geE™ ve |gl <Ifl icin, |f]l €ES, ve (xy) =0 iken |xg|— 0
oldugundan

0= 1g (x2)l < Igll%el < Ifl1xel =0 < uo —lim|g (x| < wo — lim|f |1, =0

uo
= lg (x)| =0

uo
= g () =0
olur. Yani g € E;, olur.
Benzer sekilde E,,;, i¢in de gosterilir.

5.1.1. Lemma

uo o
(x4) € R bir net olmak tizere x, — 0 olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul x, — 0 olmasidir.
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uo uo o
(x,) € R bir net olmak iizere x, — 0 olsun. x, - Oise her A € R i¢in |x,|A1—0

olmasindan A = 1 alinirsa |x,| A 1 %0 dur. ay, < aiken|x,|A1 <y, !0 olacak sekilde

en az bir a, ve (y,) neti vardir. infy, = 0 ise y,, — 0 = y,, < 1 olacak sekilde bir y,, €
a

(Ye) vardir. Ayrica y, | oldugundan a; < « iken y, < y,, dir. A indis kiimesi yukari

yonlendirilmis oldugundan o, < a, ve a; < a, olacak sekilde a, vardir.

a, <aicin  |x,| A1 <y, <y, <1 olur. Simdi a, <a i¢in |x,| <y, oldugunu

gosterelim. Olmadigini varsayalim yani a, < a’olacak sekildeki en az bir a’ igin

|| >y, olsun.
%7 | >V 2 X | AL>y AL =y,

= x| A1 >y,
celiskisi elde edilir. Buradan x,, 5 0 elde edilir.

Simdi tersine (x,) € R bir net olmak tizere x,, 5 0 alalim. Lemma 4.1.2 den sira yakinsak

her net sinirsiz sira yakinsak oldugundan istenen ¢ikar.
5.1.1. Onerme
E Riesz uzay1 olmak iizere, E,, EJ i¢inde idealdir.

Ispat

. . . . 0 . .
Once E;;, € EJ oldugunu gosterelim. Her f € E, i¢in, x, — 0 iken, sira yakinsak her netin

siirsiz sira yakinsak olmasi ve Lemma 5.1.1 kullanilarak

o uo
Xg—>0=>x,—-0
uo
= f(xa) = f(0)

o
= f(xq) = f(0)
olur. ideal oldugu Sonug 5.1.2 de yapildig1 gibi gosterilir.
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Simdi E herhangi bir Riesz uzay1 olmak iizere E,, = E; olur mu sorusunun yanitini
bulalim. Once her zaman E;;, nun band olmadigini veren Turan, B. ve Altm, B. nin yaptig1

asagidaki 6rnegi inceleyelim.

5.1.1. Ornek

Herhangi bir E Riesz uzayi i¢in E;,, E~ iginde band olmayabilir.
E=1 ={x= (%3, X;..) | x; ER, X2 |x;| < oo} dizi uzay1

“x,y € l; i¢in x < y ancak ve ancak her i igin x; < y;’’ siralamasi ve ||x]|| = Yozq %]

normu ile bir Banach o6rgiistidiir. n = 1,2,3, ... i¢in,
farE > Rox = (x) = fn() =Xz %
fonksiyon dizisini ve
frE->R x=(x) - f(x) =221

fonksiyonunu tanimlayalim. Her n igin f,, ve f lineer pozitiftir dolayisi ile f,,, f € E™~ olur,

ayrica f, T f oldugunu goérmek kolaydir. Simdi (f,,) < E;, oldugunu gosterelim.

(xg) S E™ bir net ve x, = 0 olsun. Her 1 € R* ve her birn icin f;, (xz) A A 50 oldugunu

gosterecegiz. U, n. yere kadar A, n den sonrakiler igin sifir olan dizi yani

wu= (L2 ..,2,000,.)0lsun u € E* dir ve kabulden x, A u — 0 dir. @y < a iken x, A

u < y, | 0olacak sekilde en az bir  ve (y,) neti vardir.

Xo = (xL, x2,x3,..) = (L), yo=0Ly:y3 ...)=0t) ve E deki siralamanm

ozelliklerinden a, < a iken

xg Au = (x8) A (W)
= (xi Aub)

=@AALXEZAA ..., xEAL00,..)
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<Vo=0a:¥erYgr-r) 10

dir. Buradan x1AA <yl xZAA<y2, ., xBAAZSyD ve y, =i vi 3 ..)10
olmasindan y! 1 0, y2 10, ...,y?* | 0 olacaktir. Elde edilenler géz oniine almirsa g < a

iken

fa(x )AL= (x} +x24, .., +x) A 1)
SxLAA+xEAA+, ., +x2 AN
< i+ yi+, YD) L0

bulunur ki bu da istenendir. e; = (1,0,0, ...), e, = (0,1,0, ...),..., e, = (0,0, ...,1,0,0 ...)

olmak iizere (e,) dizisi E ig¢inde dik dizidir ve Sonug 4.1.3 den e, = 0 dir. Diger yandan
her n i¢in f(e,,) = 1 oldugundan f sinirsiz sira siirekli degil yani f & E;;, dir. O halde E;,,
E~ iginde band degildir.

5.1.3. Sonug
E herhangi bir Riesz uzay1 olmak iizere E;;, = E, esitligi dogru degildir.
fspat

E herhangi bir Riesz uzay1 ve E,, = E, olsun. Teorem 3.2.3 den E; , E~ i¢inde band

oldugundan E;, band olur ki bu Ornek 5.1.1 ile celisir.
5.2. Simirsiz Sira Siirekli Operatorler

Bu kisimda herhangi bir operatoriin sinirsiz sira siirekli durumlarini inceleyecegiz. F
Dedekind tam Riesz uzay1 olmak tizere Ly, (E, F) Ve L4, (E, F) nin L, (E, F) iginde Riesz
alt uzay1 olup olmadigi veya ideal olup olmadigi sorusu heniiz yanitlanamamistir. Bununla

birlikte operatorler i¢in bazi 6zellikler verilecektir.
5.1.2. Tanim

Bir Riesz uzayindaki her dik dizinin supremumu varsa bu uzaya ¢ — laterally tam uzay

denir.
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5.2.1. Ornek
RA = {f]| f:A — R fonsiyon} bir o — laterally tam uzaydir.
Coziim

R4 uzay1 iizerindeki siralamanin  f < g © Vx € A icin f(x) < g(x) oldugu goz dniine

alinarak, her n, m ve n # m igin

falfm= |fn| A |fm| =0
= Her x € Aicin |f,|(X) A |fnl(x) =0

= (I A |f()] =0
dir.

h:A—- R
x = h(x) = sup(f(x))

olarak tanimlayalim. Herhangi bir x € A i¢in,
« Hern € Nt igin f,,(x) = 0 ise, sup(f,,(x)) = 0 olacagindan h(x) = 0 € R dir.

* En az bir ng € N* ve f, (x) # 0 olsun. Her n € N* ve n # n, igin f,,(x) = 0 dir. Her

n € N* igin |f,,(x)| < | Jfrg (x)l oldugundan ( fn(x)) C R de smirh kiimedir. Buradan
supf,(x) = h(x) € R oldugundan h anlamlidr.
Her x,y € A i¢in

x =y = Herne€ N*ic¢in f,,(x) = f,(y)
= supfy(x) = supf,(y)
= h(x) = h(y)
oldugundan h iyi tanimlidir, bdylece h € R4 dir. Simdi sup f,, = h oldugunu gosterelim.
n
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eHerx e Avehern e N* igin f,(x) < h(x) oldugundan f,, < h dir.( f;,) in baska bir

iist sinir1 ¢t olsun, hern € Nt i¢in

fo <t=Herx € Aigin f,(x) < t(x)

= sup fp(x) < t(x)

= h(x) < t(x)

>h<t
oldugundan, R4 bir o — laterally tam uzaydir.
5.2.1. Onerme
E ve F Riesz uzayi, ayrica E 0 — Dedekind tam ve o — laterally tam olsun.

T:E — F sira siirli olmak lizere T uoo — stirekli olmasi icin gerek ve yeter sart T o —

sira — surekli olmasidir.
fspat

=) T uoo — stirekli olsun. (x,,) € E igin x,, %0 oldugundan Lemma 4.1.2 den (x,,) =0

elde edilir.

T uoo — surekli oldugundan Tx,, Zo0dr. Xn 50 oldugundan Lemma 3.1.2 den (x,,) sira

siirli buradan T sira sinirli oldugundan Tx,, sira sinirlt olur. Buradan Tx,, 50 dir. O halde

T oo — strekli dir.
Tersine T go — surekli olsun . (x,) € E i¢inde x, = 0 alalim. [14] Teorem 3.9 den
Xn %0 dir. Hipotezden Tx,, % 0ve Lemma4.1.2 den

uo
Tx, — 0 bulunur.

Daha 6nceden pozitif bir operatoriin sira siirekli olmasi i¢in su kriter verilmisti,
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T:E — F pozitif operatdr olmak iizere , T nin sira slirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart E
iginde x, | 0 iken F i¢inde Tx, | 0 olmasidir. Benzer kriteri sinirsiz sira siirekli operatorler

i¢in inceleyelim.
5.2.2. Onerme
E ve F Riesz uzay1 olmak iizere,

1) 0<TE€Ly(EF)iseEicinde x, | 0iken F i¢inde Tx, | 0 dur.
2) T:E = F orten 6rgii homomorfizm ve E i¢inde x, ! 0 iken F iginde Tx, 1 0
saglaniyorsa T € L, (E, F) dir.

ispat

1) 0 <T € Ly, (E F) olsun . E icinde x, L 0 iken x, - 0 dir. Lemma 4.1.2 den x, — 0

bulunur. O halde Tx, — 0 dir. T pozitif oldugundan Tx, | ve Lemma 4.1.1 den Tx, . 0

elde edilir.

uo o .
2) x, — 0 olsun. Her u € E* igin x4 | Au—> 0 dir. ¢y < a iken |x | Au <y, ! 0 olacak

sekilde en az bir a, ve (y,) S E™ neti vardir. T 6rgii homomorfizmi oldugundan

T(lxgl Aw) = |Txa| ATu <y, L 0 dir. Ayrica T 6rten oldugundan herw € F igin Tu =

w olacak sekilde u € E* vardir. Herw € F* i¢in ,
|Txg | Aw = |Tx,| ATu=T(lx,| Au) <y, 10
dir. Buradan Tx, =0 olmasindan T uo — siireklidir.

5.2.1. Sonug

T:E — F orten lattice homomorfizm olmak iizere T uco — siirekli olmasi igin gerek ve

yeter sart T go — siirekli olmasidir.
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fspat

Her dizi net oldugu i¢in yukaridaki Onerme 5.2.2 den ¢ikar.

5.2.2. Sonug

E ve F Riesz uzayi olsun . T: E —» F sira siurly, sira stirekli, dikligi koruyan ve Orten bir

operator olmak tizere bu durumda |T| uo — streklidir.

fspat

T sira smurli ve dikligi koruyan ise Lemma 2.2.1 den |T| vardir ve 6rgii homomorfizmdir.

Ayrica T orten oldugundan her y € F* i¢in, Teorem 2.2.1 g6z Oniine alinarak

yEFt=>3xeEicinT(x) =y
>3Ax € Eicin|TX)| =|yl=y
>3Ax € Eicin|T||x| =y

dir. Simdi keyfiy € Figin y =y* —y~, y* y~ € F* biginde yazilabildigi kullanilirsa,

IT|(x,) = y* ve |T|(x,) =y~ olacak sekilde en az bir x;, x, € E vardir. O halde

IT|(x,) = |IT|(x3) = |T|(xy — x,) = yT —y~ =y oldugundan |T| értendir. T sira siirekli

oldugundan |T| sira siirekli ve Onerme 5.2.2 den |T| uo — siireklidir.
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6. SONUC VE ONERILER

E Riesz uazay1 olmak tizere E igindeki bir (x,) aginin sira yakinsamasi ve sinirsiz sira
yakinsamasi kavramlarinin temelleri olusturularak, bu yakinsamalar yardimiyla olusturulan
stireklilik kavramlarini ¢alismak hedeflenmistir. E ve F Riesz uzaylari olmak tizere E den F
ye sira siirekli operatdrler uzay1 L, (E, F) nin 6zellikleri bilinmektedir. Oncelikle bunlar
incelenmis, benzer 6zelliklere E den F ye sira sinirh sinirsiz sira siirekli operatorler uazayi
L,,(E,F) nin sahip olup olmadigi veya hangi kosullarda sahip olduklarini aragtirmak
hedeflenmistir. Bunun i¢in 2018 y1linda yaymlanmis Unbounded order continuous operators
on Riesz spaces isimli makale baz alinmistir. Eger F = R alinirsa Ly, (E, R) = E,}, sinirsiz
sira stirekli dualin E; iginde ideal oldugu ama band olmadigi goriilmiistiir. Genel durum igin

baz1 6zellikler elde edilmis ancak bir ¢ok soru heniiz ¢dziime kavusmanmustir. Ornegin;

e E ve F Riesz uzayl, T:E — F sira smirh sinirsiz sira stirekli operator ve |T| var ise
siirsiz sira stirekli midir?

e F Dedekind tam Riesz uzay1 iken L,,(E, F) uzay1 L, (E, F) i¢inde ideal midir? Eger
olmadigina dair bir 6rnek bulunabilir ise E ve F flizerine hangi sartlar1 koyarsak
L,,(E,F) ideal olur?

e E;, band olmadigina 6rnek verilmistir. Dolayist ile L,,(E,F) uzay1 L,(E, F) i¢inde
band degildir. Benzer soru bunun icin verilebilir, yani E ve F {izerine hangi sartlari

koyarsak L., (E, F) band olur?

Bu sorularin olumlu yanitlar1 elde edilebilirse sira siirekli operatdr uzaylari i¢cin dnceden

verilmis diger 6zellikleri arastirmak i¢in bir ilerleme olacagini diisiinmekteyiz.
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