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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

E Enerji

H Hamiltoniyen

h Indirgenmis Planck Sabiti,

6,6260693x107*/2 7 J.s

Pertiirbasyon A¢ilim Parametresi

W Dalga fonksiyonu

V Potansiyel

Kisaltmalar Aciklama

AIM Asimptotik Iterasyon Metodu

WKB Wentzel Kramers ve Brillouin



1. GIRIS

Yiizyilimizin baginda ortaya atilan iki teori, fizik ve felsefe diinyasini ¢ok derinden
etkiledi. Bunlar kuantum ve rolativite teorileriydi. Kuantum teorisi bir¢ok kisinin
katkilartyla olusmustur: Planck, Einstein, Bohr, De Broglie, Schrodinger,
Heisenberg, Dirac ve Pauli gibi... . Kuantum teorisi kisaca tanimlanirsa, atom alti
parcaciklarin fiziksel yapilarinin (konum, momentum,... gibi), matematiksel bazi

denklemlerle agiklanmasidir. Kuantum kurami klasik fizigin ¢6zemedigi;

1.Siyah cisim 1s1masinin enerji dagilimi
2.Fotoelektrik olay

3.Atomlarin kararlig

gibi bir¢ok konuya 1s1ik tutmustur. Kuantum kuraminda ¢ok Onemli bir yeri olan
Schrodinger denklemi bir kuantum sistemi hakkinda bilgi veren denklemdir.
Schrodinger denklemine gore dalga fonksiyonunun zamana gore degisimini
Hamiltoniyen operatorii kontrol eder. Hamiltoniyen operatdrii sistemin enerjisi ile
yakindan ilgilidir. Kuantum sisteminin sahip olabilecegi enerji degerlerini
Hamiltoniyen operatorii belirler. Bunu veren denklemede zamandan bagimsiz
Schrédinger denklemi adi verilir. Bu denklemin ¢6ziimii incelenen sistemin dalga
fonksiyonlarini ve enerji 6zdegerlerini verir. Schrodinger denkleminin ¢ézliimii i¢in
bircok c¢alisma yapilmigtir. Fakat ¢cogu durumda Schrodinger denkleminin tam
¢Ozlimlerine ulasilamamistir. Az sayida potansiyel i¢in Schrodinger denklemi
¢oziilebildiginden dolayi, genellikle niimerik metotlara ve yaklasim metotlarina
basvurulur[1,2]. Yaklasim metotlar1 Schrédinger denkleminin bircok fiziksel
problemi i¢in kullanigh ¢oziimler verir. Bu ¢alismada kullanilan asimptotik iterasyon
metodu(AIM) bu yaklasim metotlarindan biridir[3,4]. Schrédinger denkleminin
enerji Ozdegerlerini ve Ozfonksiyonlarini elde edebilmek icin kullanigh bir

yontemdir.



Bu ¢alismada amagc, yaklasim metotlarindan biri olan asimptotik iterasyon metodunu
kullanarak pertiirbasyon acilim katsayilarini bir boyutta ve ii¢ boyutta sinirlandirilmis
salinic1 potansiyeli i¢in elde ederek enerji 6zdegerlerini ve enerji 6zfonksiyonlarini

bulmaktir.

Bu ¢alisma bes boliimden olugsmaktadir. Caligmanin birinci boliimiinde, Schrodinger
denkleminin ¢dziimiinde yaklasim metotlarinin dnemi iizerinde duruldu. Ikinci
béliimde, bazi yaklasim metotlar1 hakkinda genel bilgi verildi. Ugiincii béliimde,
AIM, AIM ile dirac denkleminin ¢oziimii ve AIM ile pertiirbasyon teorisinin
kullanilmas1 hakkinda genel bilgi verildi. Doérdiincii boliimde, AIM ile pertiirbasyon
teorisi kullanilarak, bir ve {i¢ boyutta sinirlandirilmis salinici potansiyellerinde enerji
Ozdegerleri ve 6zfonksiyonlari elde edildi. Besinci boliimde ise tiim bu ¢aligmalarin

sonuclar tartisildi.



2. YAKLASIM METOTLARI

Bu boliimde Schrodinger denkleminin ¢oziimlerine ulagabilmek i¢in kullanilan bazi

yaklagim metotlarinin yapisi, islevi ve 6nemi tizerinde durulmustur.

2.1. Varyasyonel Metot

Zamandan bagimmsiz bir H hamiltoniyenin bagli durum enerjilerini ve dalga
fonksiyonlarmmi elde etmek ic¢in kullanilan ¢ok yararli olan bir yaklagim

metodudur[5]. Hamiltoniyenin 6zdegerleri E, ile ve buna karsilik gelen ortonormal
0z fonksiyonlar1 y, ile gosterildiginde ve Hin en az bir kesikli 6zdegere sahip

oldugu varsayildiginda ¢ keyfi normalize edilebilen bir fonksiyon oldugunda E[¢]

fonksiyonu;

(¢|H|g) _ [ ¢ Hedr
E 2.1
[¢]= W9 [eeer 2.1)

seklinde olsun. Buradaki integrasyon sistemin tiim koordinatlar1 {izerindedir. Eger ¢
fonksiyonu H’in tam dogru 6zfonksiyonlar1 y, den biri ile 6zdes ise, E[¢5] bu
fonksiyona karsilik gelen tam E_, Ozdegerine Ozdestir. Egerg ve y, kiicik o¢

degisimi kadar farkli iseler;
p=y+0¢ (2.2)

E[¢]’nin buna karsilik gelen birinci mertebe degisimi, SE=0 olur ve H’in

Ozfonksiyonlari, 6E =0 varyasyon denkleminin ¢6ziimii olurlar[6]. Bu ifadenin

ispatt Es.2.1°den;

an¢*¢dr = Ej5¢*¢dr+ Ej¢*5¢dr = j5¢*H¢dr+j¢*H5¢dr (2.3)



[04"(H - E)ypdr + [¢"(H - E)ogdr’ =0 2.4)

op ve OS¢ degisimleri bagimsiz olmalarina ragmen boyle ifade edilebilirler. Bu

denklemdeki bagimsiz terimler sifira esit alinabilir. Bunun nasil geldigini gormek

icin 0¢ degisimi i0¢ ile degistirilirse;

—ij5¢*(H —E)¢dr+iJ.¢*(H -E)opdr =0 (2.5)
elde edilir. Es. 2.4 ve Es. 2.5 birlestirildiginde;

[64"(H—E)gdr =0 (2.6.a)

[#"(H-E)spdr =0 (2.6.b)
oldugu goriiliir. H ’in hermityen oldugu gercegi kullanilirsa;
(H-Elglp=0 @7

elde edilir. Bu ifadenin Schrédinger denklemine 6zdes oldugu goriilmektedir. Buna

gore Es. 2.1°in kararli oldugu herhangi bir ¢ =y, fonksiyonu H’in E, = E[ n]
0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonudur. Bunun karsiti olarak eger y, , H’in
ozfonksiyonu ise ve buna karsilik gelen enerji E, ise E, =E[w,] ve Elw,]
fonksiyonu kararli olur. Cilinkii y, Es. 2.6’y1 saglar. ¢ ve v ,0¢ kadar farkl iseler
OE =0 varyasyon ilkesi E[¢] ile gercek ozdeger E, arasindaki farkin en biiytlik

teriminin O¢ ’ye gore karesel oldugunu belirtir. Sonucta Es. 2.1 hesaplandiginda

yaklasik enerjideki hatalar o¢’ye gore ikinci mertebededir. Es. 2.1 ¢ ’nin fazindan
ve normalizasyonundan bagimsizdir. Ozellikle <¢|¢> =1 kosulu altinda <¢|H|¢>

fonksiyonu degistirilerek elde edilebilir[5]. Bu ifade sOyle gosterilebilir;



S[¢ Hgdz =0 (2.8.2)

j¢*¢dr =1 (2.8.b)

<¢5| ¢> =1 sart1 ile degisim denklemleri;

3|[ ¢ Hodz — E[ ¢°gdr|=0 (2.9.2)
veya

56" (H —E)gdr + [ 4°(H - E)dgdz = 0 (2.9.b)
] J

seklinde olur. Es. 2.1’in bagka bir 6nemli 6zelligi bunun tam taban durumu enerjisi

E, ’in st sinir1 olmasidir. Bu sonucu ispatlamak icin keyfi normalize edilebilen
fonksiyonu ¢ fonksiyonuna H’in ortonormal 6zfonksiyonlar1 y, tam takimu

cinsinden alindiginda;

p=>ay, (2.10)
ifadesi elde edilir. Bu ifade Es. 2.1°de yerlestirilirse;

” > Ja.[ E,
El4]= = : 2.11)
2 Jay|

n

bulunur. Bu denklemden en diisiik enerji degeri E, ¢ikarilirsa;



y >la,)’ (E, - E,)
Elg]-E, =" .
> lay|

(2.12)

bulunur. Bu ifadede E, > E; oldugu i¢in denklemin sag tarafi pozitiftir. Buna gore;

E, < E[¢] (2.13)

olur. E[¢] ifadesi bir st sinir1 (taban durumu enerjisi i¢in minimum ilkesi) verir.
Es. 2.13%1in 6zelligi E, ’1n yaklasik hesabi i¢in Rayleigh Ritz degistirme yonteminin
temelini olusturmasidir. Bu yontem belli sayida, degistirilen degiskenlere bagli olan
¢ deneme fonksiyonlarini1 kullanarak E[¢] biiytikliigiinii degerlendirmek ve sonra
¢ ’nin secilen bicimi ile E;’1n izin verilen en iyi yaklasik degerini elde etmek i¢in

bu degiskenlere gore E[¢]’yi minimum hale getirmekten ibarettir.

2.2. WKB (Wentzel, Kramers ve Brillouin) Metodu

Kuantum mekanigi problemlerini ¢6zmek i¢in klasik ifadelere diizeltmeler getiren
yariklasik bir yaklagim olarak bilinen WKB metodunda, uzayin belli bir bolgesinde

Schrodinger denklemi ile bu denklemin klasik limiti yer degistirmistir.

Vi)
T~

Sekil 2.1. Potansiyelin konuma gore degisimi



X, ve X,doniim noktalar1 olmak lizere; X, — X, araliginda hareket eden bir parcacik

olsun(Sekil 2.1). Parcacik bu aralikta bir salinim hareketi yapar. Buraya Kuantum
mekaniksel olarak bakildiginda tiinelleme vardir. Klasik olarak bakilirsa tiinelleme

olay1 olmadigindan dolay1 V(X) > E olan bolgelerde parcacik yasaklidir. Zamandan

bagimsiz Schrodinger denklemi;

d’y(x) , p*(X)
+ X) =0 2.14
o 2 w(X) (2.14)
seklinde yazilir. Burada pz(x):(2m(E—V(x))) seklinde ifade edilir. Yariklasik

sistemlerde kullanilan WKB yaklagim metodunda potansiyel A parametresinde bir

bolgede hemen hemen sabit kalir[7]. Baska bir deyisle;

dr - @3(1_\/ (2.15)
dx| [P’ dx
olmalidir. Bu ifadeden WKB metodunun uygulanabilirlilik sartinin;
2
X
1 aveol [P (2.16)
2|7 dx | 2m

oldugu goriilmektedir. Bu esitsizlikten, WKB yaklasimi icin gerekli olan sartin
biliyiik momentum ve yavas degisen bir potansiyel oldugu goriilmektedir. Bundan

dolay1 y(X) dalga fonksiyonunun formu;

()= Acxp-S(X) (2.17)

seklinde serbest ¢ozlimiin formuna benzer. Bu ifade Es. 2.14’de yerine yazilirsa;



—ihS"(x) + S'(X)* = 2m(E -V (X))

(2.18)

ifadesi bulunur. Burada 2m(E-V(X))= p>(X) dir. Baska bir deyisle WKB

yaklagimi Es. 2.18’in kararli durum dalga fonksiyonunu belirleyen S(X) fonksiyonu

icin yaklasik bir ¢6ziim metodudur. Bu ylizden denklemin ¢oziimii i¢in S(X), #’in

kuvvetleri cinsinden seriye acilir;

0 hk
S00=3 7S

ko K
buna gore S(X) fonksiyonunun agilimi;

_ ih
S(X) = Fh j k(9dx + - In(k() ..
seklinde olur. Bu ifade Es. 2.17°de yerine yazilirsa;

(I in

v () = exp_ (¥ | k(9@ -+~ In(k()) + )

elde edilir. Buradan;

kﬁ\z eXP(ij K(x)dx) + kTI?z exp(—i.[ k(X)dx)

w(X) =

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

seklinde serbest parcacik formuna benzer. Sekil(2.1)’de goriildiigii gibi dalga

fonksiyonu siireklidir. Burada X, ,X,; E=V(X)’in kokleridir ve ayni zamanda

klasik doniim noktalaridirlar. V(X), X, civarinda seriye agilarak, Es. 2.14’de yerine

yazilirsa;



7
—_—— =0 2.23
denklemi elde edilir. Burada F = —w (X—=X,)  seklindedir ve
X
omF, "
y= —( e L j (X—%,;) doniistimi yapilmistir. y - o0 ya da X — —ooasimptotik

olan ¢oziimleri verir. Ayni sekilde V(X) X, civarinda seriye agilarak;

W
—yy =0 2.24
dy’ yy (2.24)
denklemi elde edilirr Burada F, = d\(/j(x) (X=X%,)  seklindedir ve
X
2, )"
y= ( 2 2 j (X—X,) dontigiimii yapilmistir. y — oo ya da X — oo asimptotik olan

coziimleri verir. Es. 2.23 ve Es. 2.24 Airy diferansiyel denklemleri olarak bilinir. Bu

denklemlerin ¢oziimleri Airy fonksiyonudur. Buna gore bu denklemlerin ¢oziimleri;

AWM= en )y y>0 (225.0)
- 1 (2 32 T
A(Y):Wsm E(—y) +g y<0 (2.25.b)

olur. X, ’den sola dogru ¢ok uzaga gidilirse dalga fonksiyonu;

V(%) =#exp{ ] k(x)d(x)] (2.26)
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X, ’den saga dogru ¢ok uzaga gidilirse dalga fonksiyonu;

V(=2 exp( J K(X)d(X)J (2.27)
Ara bélgede iken;

Wi (=17 B sm[j k(x)dx+5} (2.28.2)
W (x)— ¢ s1n( j k(x)dx+5} (2.28.b)
S : Faz farki

seklinde bulunur. Es. 2.25.a ve Es. 2.25.b ile Es. 2.28.a ve Es. 2.28.b kiyaslanirsa;

wi(X) = 2 sm(.[ k(x)dx+zJ (2.29.)

w3 (X)= 2A sm( j k(x)dx+z] (2.29.b)

ifadeleri bulunur. ikinci bolgede y;(X) ile w; (X) ortada bir yerde birbirine esit

olmalidir. Bu ifadeden;

Xfp(x)d(x) = (n+%)h7z (2.30.a)

X
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P90 = 270(n+) (2301)

seklinde Bohr Summerfield kuantumlanma kosulu elde edilir. Bu durumdan

hareketle yariklasik sistemlerde bagli durumlarin E_ enerjileri hesaplanir[7,8].

Dolayisiyla WKB metodu yariklasik bir yontem olarak degerlendirilir.

2.3. Kaydirilmis 1/N Ac¢ilim Metodu

Herhangi bir kiiresel simetrik potansiyelde kaydirilmig 1/N agilimi, Schrédinger
denkleminin enerji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlarini elde edebilmek i¢in kullanish ve

kesin analitik ifadeler verir[1,9,10]. k kaydirilmig agilim parametresi;

k=N+2l-a (2.31)
olmak iizere;

N: uzaysal boyut sayisi
| : agisal kuantum sayisi

a: kaydirma parametresi(uygun bir kayma)

seklinde tanimlanir. Buna 1/N ya da 1/ Kk metodu denir. Kaydirilmamis acilim

parametresi;
k=N -+2l (2.32)

seklindedir. a kaydirma parametresi kullanilarak elde edilen sonuglar, kaydirilmamis
a¢ilim parametresi (1/k) kullanilarak elde edilen sonuglardan daha iyidir[9,10].
Enerji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlarini belirlemek i¢in Schrédinger denkleminin

kiiresel simetrik potansiyelleri i¢in ¢oziimii gerekir. N boyutta ¢alismak ve 1\N
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pertiirbasyon acilim parametresini kullanmak avantajlidir. Bu biiylik-N teknigi
Schrédinger denkleminin ¢6ziimiinde yeni bir yol tiiretir. V(r) keyfi kiiresel simetrik

potansiyel olmak iizere, N uzaysal boyutta radyal denklem;

o d’ +(k-1)(k—3)h2
2mdr? 8mr?

[ +V(D]P(r) = E¥(r) (2.33)

seklindedir. Burada k= N+2I dir. Kaydirma terimi k=k—a denklemde yerine

yazilirsa;

I K2[1-(1-a)/k]i-(3-a)k
2madr? 8mr?

[

ik +V(D]¥(r) = E¥(r) (2.34)

denklemi elde edilir. V(r) potansiyelinin en kii¢iik k limiti uygun tanimlanmadikgca,

1/k acilimindan faydali sonuclar elde edilemez. Enerjiye sebep olan katki

effective(etkin) potansiyelden gelir[1,9]. Es. 2.34 diizenlenirse;

_Kdz‘l’z(r) +Ez[hz[l—(l_a)/k][}_(3_a)k2]+v(r)]\y(r) = E¥(r) (2.35)
2m dr 8mr

denklemi elde edilir. Bu ifadede; k = \/Q olmak iizere etkin potansiyel;

_ Vo)
Veﬁ(r)—gmr2+ 9 (2.36)

seklindedir. V4 (r) bir minimuma sahip oldugunda V(r)’nin etkin davranis

gosterdigi diisiiniilerek sinir durumlari belirlenir. r,’in minimum durumlar izinlidir.

Bundan yola ¢ikilarak;

*Q=4mrV'(r,) (2.37)
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bulunur. Es. 2.31°den enerjideki katki terimi;

K2V, (1)) = f—z{%+LQ(r°)} (2.38)

0

seklinde bulunur[1]. r =r, i¢in koordinatlarin orijine kaydirilmas1 uygundur;

(r-r,) (2.39)

Bu ifade x=0 civarinda seriye acilarak Es. 2.35’de kullanilirsa;

n* d? Eh2{1+3x2_4x3 5x' }_(Z—a)i‘fl:l 2X 3x2_}

-—— + — + = - + =
2madx*  8m k g% Kk’ 4m K2k
_ _ 2 2 2y, " 2,2 m 3,3
+(1 a)(3_a)h 1- 21X LS P k V(r0)+V (o) X +V (rO):O X . ¢:i¢
8mk K> Kk Q 2k 6Kk > k
(2.40)
elde edilir. Es. 2.40°de;
2 Ay 12 " 12
o= 3h2 N roV'(ry) :i 34 rV'(r,) ’ 2.41)
4m mQ 2m V'(ry)
1 Er’
= :’2/ = _0 ,
J k k
L _ 2 201 _ _ 21A
o:h—k— (2-a N ne( a)£3 a) N ry KV (r,) ’ (2.42.2)
8m 4m 8mk Q
_ 2
FM, (2.42.b)

2m



_-3n’(2-a)

2 4m ’

_hz rSer
c T V)

5

2m 6Q
2 O\ /1111
o S V)
8m 24Q
~(1-a)3-apn’
51 = s
4m
3(1-a)3-ayn’
52 = 5
&m
_ 2
5 - -apn’
m
_ _ 2
5, = 5(2—-a)h ’
4m
55 _ —3h2 . r07vufn(r0) ’
4m 120Q
56 _ 7h2 s I’08V”””(I‘O) ’

&m 720Q

olmak tizere;

n*od* 1
_%yjugma)zx% g, V(X) [ (X) = Ay (X)

14

(2.42.0)

(2.42.d)

(2.42.¢)

(2.43.2)

(2.43.b)

(2.43.0)

(2.43.d)

(2.43.e)

(2.43.9)

(2.44)
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V(x)=g" (e, x+ e, X’)+9(e, X¥*+ ¢, x*)

(2.45)
+ 97 (8, X+ 0, + 0, X°) + @7 (5,X° + 5, x* +5,x°)
ifadesi elde edilir. Logaritmik pertiirbasyon teorisi kullanilarak;
Ay = A0 4 A0 4 A0 4 (2.46)
2 =¢, +%ha) (2.47)
seklinde enerji seviyeleri,
vy =y vy e+ (2.48)
S (x) = j C(x), i=12,. (2.49)
v" (0 =(D"e 2, a=mafn (2.50)

T
V(%)= exp[z S (X)}//é“’(X) 2.51)
i=l

seklinde dalga fonksiyonu bulunur. Bu ifadeler r,,Q ve akaymas: gelince dalga

fonksiyonu y, ve enerji 6zdegerleri E, i¢in kaydirilmig 1/N agiliminin bir ifadesini

verir. Enerjideki katki Es. 2.38 ile verilen Ezveﬁ (X)’dir. Sonraki katki k

mertebesindedir ve a kaydirma parametresi,

a= 2—2(2n+1)$ (2.52)
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seklindedir. Bu ifadeden;

" 1/2
k=N+2l —2+(2n+1){3+%} (2.53)

bulunur. Es. 2.37 ve Es. 2.53 esitlenerek r, degeri belirlenir. Es. 2.37°den Q degeri
bulunur. Bu enerji 6zdegerlerini ve 6zfonksiyonlarini hesaplamak i¢in 6nemlidir. r,

radyal kuantum sayist n’ye baghdir. ndegeri arttik¢a E_ enerji sonuglarinin giderek

bozulmasi beklenir. Ciinkii enerji ifadesindeki tim kismi toplamlar n’in biiyiik
degerlerinde temel durum seviyesindeki gibi davranan terimleri igerir. Boylece kismi
toplamlardan gelen ardisik katkilar azalmayabilir ve serilerin yakinsama problemi
ortaya c¢ikar. Buna ragmen bircok fiziksel potansiyelin sonuglari i¢in kaydirilmisg

1/N agilimi n’in biiyiik degerlerinde ¢ok iyi sonuglar verir[1,9,10].

2.4. Riccati-Pade Metodu

Riccati-Pade metodu merkezi potansiyellerde ve degismez parite i¢in Schrodinger
denkleminin enerji Ozdegerlerinin alt ve st smirlarmi elde etmek igin
tanimlanmistir[11,12,13]. Yontem Schrodinger denklemini logaritmik tiirev ile ilgili
olan Riccati denklemine doniistirmeye daha sonra bu denklemi Pade serisiyle
¢ozmeye dayanir. Yaklasik enerji 6zdegerleri ilgili determinantin koklerinden elde

edilir ve asil enerji 6zdegerleri alt ve iist sinirlarda elde edilir[2]. V(X) =V (—X)

durumunda zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi;
y"(X) =[V(X)-Ely (% (2.54)

seklindedir. Tek durumda s=0, ¢ift durumda s=1 olmak {izere dalga fonksiyonu;

(%) = Xy (%) (2.55)
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seklinde alinarak logaritmik tiirev olan ve Es. 2.54’{in biitlin 6zdurumlar1 i¢in diizenli

olan;

f = 2.56

doniisiimii uygulanirsa Schrédinger denklemi;
[f(X)] - f(X)* +2sf (X)/x=E-V(X) (2.57)

seklinde Riccati denklemine doniisiir[11]. V (X) potansiyeli;
k .

V) =Y ux, u,>0 (2.58)
=

formunda alinarak Es. 2.55 orijin civarinda Taylor serisine agilir;

fx)=> fx3" (2.59)
j=0

Es. 2.58 ve Es. 2.59 Riccati denklemine uygulanirsa;

j-1 k
f, =] +2s+1){z f f i +ES; —Zuiaij} (2.60)
i=0

i=1

denklemi elde edilir. Bu denklemden f; katsayilar1 bulunur. f; katsayilarmin bir
polinom belirttigi acikca goriilmektedir. Rasyonel bir yaklasimda bulunulursa;
AX)

g(X)Z%, (261)
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AX) =Y a X B =Y bx b =1 (2.62)
j=0 i=0

seklindedir. Egerg(X)tam bir Pade yaklasimi ise; f(X)—g(x) = O(x*™*V*)
olmalidir[14]. Enerji sinir degerleri bilinmediginden bu ifade ayarlanilabilir bir
parametre olarak diisiiniilebilir. Bu yonteme gére f(X)— g(x)=O(x*™*™*) almak
daha uygundur. Ciinkii bu yolla g(X) Riccati denkleminin ¢6ziimiine X=0

civarinda daha agik yaklagir[2]. Bu kosullar altinda a; ve b; katsayilari;

dYbf=a, j=0l.,M, (2.63.a)

=0, j=M+LM+2,.,M+N+1 (2.63.b)

i
b f,
=0

seklinde verilir. Burada i >N ise b =0 dir. d=M -N2>0 ve D= N+1 olmak
iizere Es. 2.63.b’den;

fd+1 fd+2 fd+D
Hg — fd+2 fd+3 fd+D+l =0 (264)
fd+D fd+D+1 fd+2D—1

determinant1 elde edilir. D artisiyla asil enerji 6zdegerleri DXD determinantinin

koklerinin bir noktada birlegsmesiyle bulunulur[13].

2.5. Hill Determinant Metodu

Hill determinant metodu belli potansiyellerde Schrodinger denkleminin enerji

0zdegerlerini elde etmek i¢in kullanilir. Yontem Schrodinger denkleminin dalga
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fonksiyonunu Hill-Taylor yaklasimini kullanarak ilgili determinant1 elde edip bu

determinantin koklerinden enerji 6zdegerlerini bulmaya dayanir. Herhangi bir V(X)

potansiyelinde zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi;
v () +[E-V(lr(x) =0 (2.65)
seklindedir. Denklemin dalga fonksiyonu;

w(X) = d(x)exp(f (x)) (2.66)

olarak alinilabilir. Burada ¢(X)=ZCHX2”+V seklinde gosterilebilir. ZCHXZ””

n=0 n=0
acilimi Hill-Taylor yaklagimi i¢in tipik bir gosterimdir[15]. Bu ifadede genellikle
v =0i¢in sonuglar tam ¢ikar[15,16,17]. f(X) ise uygulanan potansiyele gore
belirlenen X ’e bagli bir polinom belirtir[ 18]. Bu ifadeler Es.2.65’e uygulanirsa;

..+bC. +aC,+cC, ,+dC ,+..=0 ,n=0,12,.. (2.67)

n=n+ n~'n-1

seklinde bir tekrarlama bagmtis1i elde edilir. Buradaki a_ ,b ,c. .,d_  ifadeleri

n>=n’*>~n>>n

kullanilan potansiyele ve enerji degerlerine baghdir. k=1,23,... olmak

tizereC , = 0’dir[16,17,18]. Es.2.67 nin katsayilarindan;

a b 0 0
¢ a b 0 ..

Dy=/d, ¢, a b, .. . [=0 (2.68)
0 0 dN—l Cnor 8o

determinant1 elde edilir. detD, =0 ozdeger sart1 ile sistemin 6zdegerleri N x N

determinantinin koklerinden bulunur[17,18,19].
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2.6. Pertiirbasyon Teorisi

Kiictik degisimler teorisidir. Pertiirbasyonlar bir elektromagnetik alan tarafindan
disaridan verilebilir. Pertlirbasyon teorisinde pertiirbe olmamis hamiltoniyenin enerji
0zdegerleri ve 6zfonksiyonlari tam olarak bilindigi varsayilir. Bu hamiltoniyen bir ek
terim ile pertiitbe edilerek az da olsa degistirilir. Bu degisim ile yeni enerji
0zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 elde edilir. Bu teorinin en genis uygulama alan1 atom
fizigi ve parcacik fiziginde bulunur[6]. Atomlarin enerji seviyeleri kuantumlu bolge,

stirekli bolge olmak tizere iki bigimde ele alinir. Bu nedenle pertiirbasyon ;

1. Bagimli durumlarin pertiirbasyonu

2. Stirekli bolge pertiirbasyonu (sagilma teorisi)

olmak tizere iki boliimde ele alinir. Bagimli durumlarin pertiirbasyonu da zamandan

bagimsiz ve zamana bagimli olmak iizere iki baslik altinda toplanir. Pertiirbasyon
teorisinde; pertiirbe olmanis hamiltoniyen H ”ile pertiirbasyon hamiltoniyeni H ¢

arasinda H" << H® iliskisi vardur.

2.6.1. Dejenere olmayan ve duragan bir seviyenin zamandan bagimsiz

pertiirbasyonu

Bu konu literatiirde Rayleigh-Schrodinger pertiirbasyonu olarak bilinmektedir.
Burada dejenere olmayan bir enerji seviyesinin zamandan bagimsiz pertlirbasyon
operatorii etkisi ile degerindeki degismeler ve ayn1 zamanda dalga fonksiyonundaki

degismeler incelenmektedir. Bir sistemin toplam hamiltoniyeni;

HoHO L HO SO 4 a1 (2.69)

olup bunun ¢oziimleri i¢in;
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E, =E” +AE,, (2.70.a)
Va=y, +Ay, (2.70.b)

denklemleri yazilabilir. Burada A4,1> 4 >0 araliginda diizeltme parametresi denen

bir sabittir. AE,, enerjide, Ay, dalga fonksiyonunda pertiirbasyon teriminin etkisi ile
olusan degisiklikleri ifade eder. Pertiirbe olmus operatoriin herhangi bir

0zfonksiyonu, pertiirbe olmamis fonksiyonlar cinsinden;
y/n = Zankl/llgm (271)
k=1

olarak yazilir. Burada a, , k’inc1 pertiirbe olmamis dalga fonksiyonunun, pertiirbe

olmus n’inci fonksiyona katkisini belirtir. 4 — 0 iken pertiirbe olmus ve olmamis

kavramlar arasinda;

H— HO (2.72.2)
E,—=5—E (2.72.b)
VsV (2.72.c)
By — 55 O (2.72.d)

seklinde bir karsilik gelme vardir. Bu sebeple y, dalga fonksiyonu ve E,_ pertiirbe

olmus enerji 4 =0 civarinda;

W, =02 + "2 + P A+ (2.73.a)

E = AYL 4+ AP £ AD R 4 (2.73.b)

n

seklinde Taylor serisine agilabilir. Es.2.69, Es.2.73.a ve Es.2.73.b ifadeleri;
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HWn = Enlr//n (274)

ifadesinde kullanilarak;

A igin: H 9 = Ap® (2.75.2)
A igint H P9 + H'p” = A9 1 AL (2.75.b)
A igin: H %9 + H'pV = APp» + ADp + AL () (2.75.¢)

esitlikleri elde edilir[6]. Burada A° sifirinci mertebe, A' birinci mertebe, A° ikinci

mertebe diizeltme terimleridir. Bu ifadeler kullanilarak &, = < 0)‘1//(°)> olmak

tizere birinci mertebeden yaklagim durumunda;

1) E(0) (
ay B+ <‘// k

l//r(10)> ~EYa® + AVS, (2.76)

ifadesi elde edilir. Burada k = n iken;

ED = <l//r(10) H (1)"//(0)> (2.77)

olur. E!”:Herhangi bir n.seviyeye pertiirbasyondan gelen 1. mertebe diizeltme

terimidir. Pertiirbe edilmis enerji;
E, = EO + (y O [HOJy ) @.78)
seklinde bulunur. K # n iken k.pertiirbe olmus dalga fonksiyonuna katkisi;

- (O H Ty ©
al - Z% (2.79)

k#n

seklindedir. Bu durumda birinci mertebeden pertiirbe olmus n. dalga fonksiyonu;
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OO (0) H M1, (0)
(0) " z< Er(]l) - E‘?O) >¢/|£0) (2.80)

k#n

seklindedir. ikinci mertebeden yaklasim durumunda enerji ve dalga fonksiyonlarina

ikinci mertebeden yaklasim ek terimleri gelir. Pertlirbe edilmis enerji;

wO H Oy
(l)‘l//(O)> ZK (‘0) ‘1/:0)> (2.81)

E, = EV + (" |H

seklindedir. Dalga fonksiyonu ise;

" (0) H“)‘ (0>>
o, e W)
=y + )

(0) (0) k
k#n En - Ek

HoHm HOH®
|| ZET e ED) & ey 1 s
+ z m=n n Kk
k=n
_l— (0)
2 (E(O) _ E&O) )2 Vn

seklinde olur[6].
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3. TEMEL BiLGIiLER

Ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemler matematiksel fizikte bir¢ok
alanda kullanilmaktadir. Bu denklemlerin ¢oOziimii i¢in literatiirde bir¢ok metot
mevcuttur. Asimptotik iterasyon metodu(AIM) bu denklemlerin ¢6zimii icin
kullanilan yeni bir yaklasim metodudur. Bu yontem bilgisayar algoritmasina uygun
oldugu i¢in direk kullanilabilen ayrica sonuglara kisa siirede ulasilabilen kullanigh

bir yontemdir.

Bu kisimda asimptotik iterasyon metodunun(AIM) yapisi, bu metodun dirac

denklemine uygulanisi ve pertlirbasyon teorisine uygulanisi izerinde durulmustur.

3.1. Asimptotik iterasyon Metodu

AlIM’da ikinci dereceden lineer homojen diferansiyel denklemin formu;

Y'=2,(X)Y' +5,(X)y (3.1)

seklindedir[3,20]. 4,(X) ve S,(X) tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere Es. 3.1’in

X ’e gore birinci dereceden tiirevi alinirsa;

Y =4 (XY +s(9y (3.2)

elde edilir. Burada 4, =) +s, + A, ve S =S, +S,4, seklindedir. Es. 3.1’in ikinci

dereceden tiirevi alinirsa;

y'"' =2,y +s,(X)y (3.3)
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ifadesi bulunur. Burada A, =A4/+5s + 4,4, ve S, =S +5,4, seklindedir. Boylece

(n+1)’inci ve (n+2)’inci tiirevleri n=1,2,... olmak iizere;

y™ =20y +5,,(X)y (3.4)
Ve
y™ =2, (Y +5,(X)y (3.5)

olur. Buradan;
A = Z’r:—l +8, + A dy
Sy = 8:1—1 + 840 (3.6)

seklinde iterasyon formiilleri elde edilir[3,21]. (n+1)’inci ve (n+2)’inci tiirevler

oranlandiginda;

Aly
d n+1 y(n+2) ) y ﬂ'n y
—In(y"") == (3.7)
dx

(n+1)
Y /lnl[y’ + /511 yj

n-1

olur. Yeterince biiyiikk n degeri i¢in eger;

_ 2l _ (3.8)

sart1 saglantyor ise, Es.3.7°den ;
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—In(y™ )= (3.9)

ifadesi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii;

1 h ﬂ’n h
y™(x) =C, exp[ j T(Et))dt] =CA., exp( j (o + Ao)dt} (3.10)

seklindedir [3]. Burada C, integrasyon sabitidir ve Es. 3.6 kullanilarak o
tanimlanir. Es. 3.10°da Es. 3.4 kullanilarak;

y' +ay=C, exp[ji(a—i-ﬂo)dtJ (3.11)

seklinde birinci dereceden lineer homojen diferansiyel denklem elde edilir. Buna

gore Es. 3.1°in genel ¢6ziimii;
y(X) = exp(— IadtJ[cz +C, Iexp( j (A, (1) + 2a(r))dr}dt] (3.12)

seklinde elde edilir.
Teorem: A, ve s, tiirevlenebilir fonksiyon olmak iizere;
Yy =4, ()Y + 8, (X)y

seklinde verilirse, N > 0 iken denklemin ¢oziilebilirlik sarti;

S _Su_, (3.13)
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seklindedir. Burada k =1,2,...,n iken;
A = Ay + S + A Ay Ve S =S+ S A (3.14)
seklinde iterasyon formiilii elde edilir. Buradan;

50 = 8, (9201 () = S5, ()4 (%) =0 (3.15)

elde edilir. (X) fonksiyonunun sinir deger problemlerinde ¢ok 6nemli rolii vardir.
O(X,E) enerjiye baglt oldugundan oO(X,E)=0 degeri (bilinmeyen) enerji

0zdegerlerini verir[3,20,21].

3.2.Asimptotik Iterasyon Metodu ile Dirac Denklemi

Merkezi bir alanda 7 = ¢ = 1 olmak tizere d boyutta dirac denklemi;

ic:j—t:Hl//, H:Zd:ajpj + pm+Un)]+V(r) (3.16)
j=1

seklindedir. Burada; mtanecigin kiitlesi, V(r) kiiresel simetrik vektorel potansiyel,
U(r) kiiresel simetrik skaler potansiyel ve {a j}‘ ile # komiitatif olmayan Dirac

matrisleridir. Bazi matematiksel hesaplamalardan sonra birinci dereceden lineer

diferansiyel denklem ¢ifti;

Ccll—craz—kr—dG+[E+m—V(r)+U(r)]F, (3.17)

Z—T:—[E—m—V(r)—U(r)]GJrkr—dF (3.18)
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seklinde elde edilir[22]. Bunlar Kk, :r[j +(d-2)/ 2] ve 7 =121 olmak iizere

d boyutta radyal Dirac denklemleridir. Bu ifadelerden elde edilen birinci dereceden

lineer diferansiyel denklem ¢ifti;

¢1l = 2,(X)¢, + 5, (X)¢, (3.19)

¢, = 0, (X)¢ + Py (X)¢, (3.20)

seklindedir[22]. Burada A4,(X),S,(X),®,(X) ve p,(X) X’e gore tiirevlenebilir

fonksiyonlardir. Eger Es. 3.19 ve Es. 3.20’nin X ’e gore tiirevi alinirsa;

¢1” =4 (X)¢1 +S (X)¢2 (3.21)

) =a,(X)¢ + P (X, (3.22)

bulunur. Burada;

! 2
A =4+ 4, +S,0,,
S = S(') +ﬂoso + S Py
@, = Wy + Ay@, + Py®,

P, =Py + P +S,®,
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seklindenir. Benzer sekilde n=1,2,..., olmak iizere (n+2)’inci dereceden tiirevi

hesaplanirsa;
¢1n+2 = Aot (0P, + S, ()9, (3.23)
2n+2 = 0h, (X9, + Pry (X9, (3.24)

bulunur. Burada;

A = AL+ A4 +S,0,,
Shi = Sn T A4Sy + S, Py
o, =0, +0.4, + P,0,,

Py = P +@,S) + P, P,

seklindedir. Buradan ¢,’in (n+2)’inci ve (n+1)’inci tiirevlerinin birbirine orani;

(n+2)
iln(qlﬁl(ml))— 2 e Anii [¢1 + (Sn+1 [ Ao )¢2] (3.25)
dX ¢1(n+ ) ﬂ’n [¢1 + (Sn /ﬂn )¢2 ]

denklemini verir. Ayni sekilde ¢,’ye bagh bir sonugta elde edilebilir. Bununla

birlikte Es. 3.19 ve Es. 3.20’nin ¢6ziimiinli bu sistem verir. Bunun i¢in Asimptotik

olarak bakilmalidir. Metot i¢in nyeterince biiyiik iken;
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Sl =2 — g n=123,.., (3.26)

n+1 n

N
N

ifadesi Es. 3.25’de kullamilarak (d/ dx)ln((zﬁl““)— Ann ! Aq1fadesi elde edilir. Bu ifade

— "+l

ile;
n+1 x ﬂ’n+l (t) X
4" (x)=C, exp[j moltJ =C,A, exp( [ (o, + io)dt) (3.27)

elde edilir. Burada C, integrasyon sabitidir. Bir sonraki asamada

#™Y = 2. (X)g, +S,(X), ile Es. 3.27 karsilagtirilarak;

¢, +a(X)¢, =C, exp( j X(aa)o + ;to)dt) (3.28)
bulunur. Es. 3.20 ile Es. 3.28 kullanilarak;

6, (x)= exp('[x(p0 — a)ooz)dt){c2 +C, Ix[a)o eprt Ay — Py + 2a)0a)dr)dt]} (3.29)

seklinde ¢,(X) i¢in genel bir ¢oziim elde edilir[22]. Ayn1 sekilde ¢, (X) icinde genel

bir ¢ozlim Es. 3.29 kullanilarak bulunur.
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3.3. Asimptotik iterasyon Metodu icin Pertiirbasyon Teorisi

Pertiirbe olmus bir sistemde hamiltoniyen;

H=H,+aV, (3.30)

seklindedir. Burada H, pertiirbe olmamug bir sistemin hamiltoniyenini, AV, ise
pertiirbe kismin1 olusturur. Dalga fonksiyonlar1 ve toplam hamiltoniyen H, i tam

¢Oziimlerine gore hesaplanan A katsayili parametrelerle bir pertlirbasyon serisi
olarak yazilir[4,23]. Pertiirbasyon serilerindeki katsayilar1 bulmak icin iterasyon

metodu kullanilir.

3.3.1. Pertiirbasyon a¢iliminmin sinir degerleri

Schrodinger 6zdeger problemleri icin AIM kullanilarak pertiirbasyon agilim

katsayilar1 hesaplanmaktadir. Iki kismin toplamindan olusan potansiyel;

V(X) =V, (X) + AV, (X) (3.31)

seklindedir. Burada V,(X) tam ¢6ziime sahip, V,(X) pertiirbe durumdur. A4 ise

pertiirbasyon acilim parametresidir. Ozdegerler bir pertiirbasyon serisi olarak
yazilirsa;

E=E? +1EY + PE® + YEY +... (3.32)

olur. Ama¢ | =0,1,2,... icin E"” Kkatsayilarim1 hesaplamaktir. Es. 3.31 igin

Schrédinger denklemi;
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[—3—;+vl(x) +Av2(x)}//(x> = Ey(%) (3.33)

seklindedir. Dalga fonksiyonu;
w(X) =Y, (X F(X) (3.34)

seklinde yazilirsa, genel formda f(X) icin 2.dereceden bir lineer diferansiyel

denklem ;
f'"(X)=A,(X,A) F'(X)+5s,(X, A) F(X) (3.35)

olarak elde edilir [4,24,25]. Enerji degerlerinin Es. 3.32 ile verildigi varsayilsin.
Dolayistyla her bir 1,(x,4) ve S,(X,A) fonksiyonlari E’lere bagl olacaktir. AIM
Es. 3.35’¢ uygulandiginda A,(X,4) ve s, (X,4) fonksiyonlar: Es. 3.6 ile hesaplanir.
J(X,4) fonksiyon formu;

o(X,A)=s,(X, )4

(X A)—S.., (X A) A, (X, 1) =0 (3.36)

n+1 +1

seklinde olur. Eger 6(x,4), 4 =0 civarinda seriye agilirsa;

2 2
5x,2) = s(x0)+ 2 RA)] - 4 dToked)

=S RS (x 3.37
' di = 20 dA* o kzz(; *) (3:37)

elde edilir. AIM’na uygun olarak o6(X,A) sifir olmalidir. Eger bu her A4 degeri i¢in

saglaniyor ise Es.3.37’deki serinin katsayilar1 6zdes olarak sifir olmalidir. Yani;

1d'8(x,4)

sV (x) = :
) jivoodat =0

=0 i=012,.. . (3.38)
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olmalidir. Bu denklem 6 (x) =0 iken E degerini, 5" (x) =0 iken E" degerini

verir[4,23]. Bu E" degeri enerjideki birinci diizeltme terimidir. Bu &zellik enerji

acilim katsayilarinin bulunmasinda kullanilir.
3.3.2. Dalga fonksiyonu

Es. 3.36 kullanildiginda Es. 3.35’in ¢6ziimii olarak Es. 3.12 bulunur[4]. Eger

Es.3.12’nin birinci kismi1 gdz dniine alinilirsa;
f(x)=C, exp[— ja(t,ﬂ)dtj (3.39)

olur. Burada;
C, : integrasyon sabiti

K : iterasyon numarasi

_s(x4)
a(x, 1) = oo (3.40)

seklinde tanimlanir. Eger a(X,4), A =0 civarinda seriye agilirsa;

a(x, ) =aP(X)+1aVX)+ Pa@(X)+ La®P(X) +...= izka“)(x) (3.41)
k=0
olur. Buradan j =0,1,2,... olmak iizere a(”(x);
_ i i
2=t s _1idlaxd) (3.42)
PPlda L4, (x2) o J! da’ o

seklindedir[4,25]. Es. 3.39°dan;
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fOx) = exp(— A j (a™ (t))dt} ,k=0,12,.. (3.43)

olmak tizere f(Xx) fonksiyonu;

f)=C,f P00 f Y0 FP)fP00...=C,]]f“ X (3.44)
k=0

seklinde olur[4].
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4. UYYGULAMALAR

Bu kisimda sinirlandirilmig salinici problemi bir boyutta ve {i¢ boyutta incelenmistir.

4.1. Bir Boyutta Simirlandirilmis Salinici Problemi

Schrédinger denkleminin analitik ¢6ziimii coulomb, harmonik osilatér ve Poeschl-
Teller potansiyelleri i¢in yapilmistir[25]. Bu yontem ile bagli-tam durumlarin
¢Ozlimii de miimkiindiir [26]. Bu ¢alismada sinirlandirilmis salinici potansiyeli igin

Schrédinger denkleminin analitik ¢6ziimii elde edilecektir. Sinirlandirilmis salinict

potansiyeli;
a’x’
V(X) = N xe[-R+R] (4.1)
2
(l_?

olarak tanimlanir. Burada a reel bir parametredir.

700

100 |

-1 -0.5 0.5 1

Sekil 4.1. R=1,a=11ken bir boyutta sinirlandirilmis salinic1 potansiyeli

R — oo i¢in potansiyel harmonik salinictya indirgenir. Potansiyel i¢in Schrodinger

denklemi yazilirsa, ikinci dereceden lineer homojen diferansiyel denklem;
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d’ a’x?
T ad + N w(X) = Ey(X) 4.2)
(FE ?

seklinde olur. AIM’nu uygulamak i¢in Once asimptotik dalga fonksiyonu elde

edilmeli ve Es.4.2’ye uygulanmalidir. Dalga fonksiyonu w (X — £R) =0 olmalidir.

Bundan dolay1 asimptotik dalga fonksiyonu;

X 2
w(X) = [1 _?j (4.3)

seklinde alinabilir. Burada b degeri sonradan belirlenecektir. R — oo iken dalga

fonksiyonu y(X) > exp(—gxzj seklinde harmonik salinict dalga fonksiyonu ve

potansiyel V(X)=a’x" seklinde harmonik salmici olur. Bdylece dalga fonksiyonu;

)R
w(x) = [1—%J f(x) (4.4)

olur. Es. 4.4, Es. 4.2’ye uygulandiginda;

X
b-E)+ ~ E
” 2bx ., ( 2
00 =—"5 1+ XZR f(X) (4.5)
e TR

seklinde bir ifade elde edilir. Burada b= % + 1/a2 + % dir. Bu denkleme Yy :%

doniisiimii uygulanirsa;
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£7(y) = 25; F(y)+ Lwa(y) 4.6)

elde edilir. Burada s=bR*, @ =(E-Db)R?, 77 = ER? seklindedir. Sonugta AIM’na

_ 2
gore 4, = 25y2 » S =Lzy dir. Bu ifadeler ;
-y -y
Av=A +S . + A A 4.7)
S, =S, +S4. (4.8)

seklindeki  iterasyon  formiillerinde  kullanilir.  Elde edilen ifadeler;

5“ (y’ w’ 77) = ﬂ’ml n ﬂ“n Sn+1 (4'9)

seklindeki 0 fonksiyonuna uygulanir. AIM’na gore 5n(y, a),77)= 0  sonuglari
Ozdegerleri verir[25]. Eger bu denklem her Yy noktasinda ¢oziiliirse problem tam
olarak ¢oziiliir. Problem tam olarak ¢oziilemediginden uygun bir Yy, (baslangic
noktasi) secilmeli ve 5, =(y,,®,7)=0 da coziilerek 6zdegerler bulunmalidir. Bu
calismada Yy, =0 olarak alinmistir. Cizelge 4.1’de a=1 ve farkli R degerleri icin
sonuglar gosterilmistir. Cizelge 4.2°’de taban enerji degerinin R ile degisimi
verilmigtir. 7=0 1i¢cin Nn=0,12,... olmak {izere Es. 4.6’'nin tam ¢ozlimleri
W= n(n - 1)+ 2ns seklinde elde edilmistir. @ 'nin 77 ’ya bagli bir pertiirbasyon serisi
olarak yazilarak agilim katsayilari elde edilir[21]. Sonuglardaki bu agilim katsayilar
yakinsadiginda seriler kesilir. Seri agiliminin 1. teriminde ya da ¢ogu zaman 2.
teriminde enerji i¢in 1yi bir analitik forma ulasilir. Enerji i¢in iyi bir analitik formu
elde ettikten sonra R— o0 oldugunda 2(n+1)a ile harmonik salmici enerjileri

elde edilmelidir. AIM’da pertiirbasyon teknigi kullanalirsa, o ;
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0=3n‘o, (4.10)
k=0

seklinde alinir. 5n(y, a),n) ifadesi 7 parametresine baglhdir. Soyle ki Es.4.9 =0

iken agagidaki gibi bir a¢ilima sahiptir;

2
5(y,co,;7)=5(y,w,0)+n(—d5(3é’”’”)} +l'n2(—d 5(3”2“”’7)) +.=0 (411
n . 2! dn -

eger her 7 i¢in saglamyorsa, Es. 4.11°deki her bir katsay1 sifir olmalidir. Yani genel

olarak j=0,1,2,...i¢in;

d!'s(y,o,n) _o (4.12)
dn’ o '

seklinde ifade edilebilir. @ i¢in ; O(Y,®,0) =0 ¢dziimii sifirinct dereceden diizeltme

do(y, m,n)

terimini (@,) , ( r
n

J = 0 ¢Oziimii birinci dereceden diizeltme terimini
n=0

d’*s(y,@,n)

(w,) ve ( d772

J =0 ¢oOziimil ikinci dereceden diizeltme terimini (w,)
n=0

verir. n=0,1,2... olmak {lizere ¢Oziimlerimiz :

5( y: a)O ’O) = O lgln :

w,(n) =n(n—1)+2ns (4.13)
[da(y,w,mj 0 icin:
dn o
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2(2n-1)s+2n* —=2n-3

n) = 4.14
@ (m (2s+2n-3)(2s+2n+1) (+19)

2
[d 5(y,2w,n>j _0 icin:

dn 0
o, (N) = h(9 : (4.15)
(2n+2s+3)(2n+2s-3)"(2n+2s+1)°(2n+2s-5)

P.(8)=0,8’ +q,s" + 0,8’ +0,S" +q,5+0q, (4.16)
gs(n) = -32(2n+1) (4.17)
q,(n) =-32(4n* —6n-7) (4.18)
g,(n) =-16(2n° —29n° +9n+36) (4.19)
a,(n) =8(9n* +30n° —82n° —23n+81) (4.20)
q,(n) = 6(8n° —4n* —68n° +46n° + 60N —45) 4.21)
q,(n) =2n(n—1)(4n* —8n* —35n° +39n+63) (4.22)

seklindedir. Nitekim ikinci dereceden pertiirbasyon ag¢iliminda sonuglar

kullandiginda analitik 6zdegerler;

0= w,+on+o,n’ (4.23)

esitliginden elde edilir. Eger bu esitlikte S=bR* =1++1+a’R* , o =(E-b)R’ ve

1 = ER? seklinde almirsa ikinci dereceden enerji diizeltme terimi;
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(S —_ _F“;; S ;f 0 (4.24)
a)Z a)Z

birinci dereceden enerji diizeltme terimi;

O _S*S (4.25)
" (l-0)R
sifirinc1 dereceden enerji diizeltme terimi;
W, +S
EY = —‘;:22 (4.26)

seklinde olur. Bu sonuglar ile bilinen kuyu durumlar1 analiz edilebilir; R — Foo iken
w, =2naR’*, w, = 0, w, — 0olur ve enerji degeri E, = (2n+1)a seklinde bulunur.

Bu ifade bir boyutlu salinict enerji  degerleri ile aymdir. R—>0

~n? m = -
w, =N, 0, =—,0, =

> —32n2 olur ve enerji degeri E, =13,6569(%)2 seklinde

bulunulur. Bu analitik formiiller direk uygulamalarla Cizelge 4.1°de kiyaslanmstir.

R~ 0 iken sonsuz potansiyel kuyusu elde edilir ve bu durum i¢in tam ¢oziimler
(bilyik n  degerleri igin) E, = 7[2(%)2 ~ 9,8696(%)2§ek1indedir. Yiiksek

pertiirbasyon diizeltmelerinde bu deger elde edilebilir. Ayrica Cizelge 4.2°de

2

R=0,05 icin E, =986,9617009 degeri elde edildi. Bu E, =—— ifadesi ile

RZ
uyumludur. E;’in R’ye gore degisimi Sekil 4.2°de verildi. Sekilden de goriilecegi

gibi elde edilen enerji egrisi Ozellikle kiigiik R degerlerinde harmonik salinici

davranisin1 vermektedir.



Cizelge 4.1. a=1 iken Es. 4.6 kullanilarak bulunan enerji 6zdegerleri
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R EY E. E” E\""™ (Es.4.12)

0,1 200,0049999 | 250,0049999 | 246,5321540 | 246,7451540
600,0149997 | 1050,014999 | 984,1321639 | 986,9760916
1200,025000 | 2250,032501 | 2397,045478 | 2220,687973

1 2,414213562 | 2,914213562 | 2,882959969 | 2,884884988
7,242640687 | 11,74264068 | 11,12608417 | 11,16173787
14,07106781 | 25,07770096 | 25,54146993 | 24,42914347

10 1,010049999 | 1,015049999 | 1,015037805 | 1,015037863
3,030149997 | 3,070249995 | 3,074823995 | 3,074828397
5,075149997 | 5,195238292 | 5,193756878 | 5,193788932

Cizelge 4.2. a =11iken, R’nin farkl degerleri i¢in enerji 6zdegerleri

R E ") (Es.4.12)
0,05 986,9617009
0,1 246,7451540
0,3 27,46087181
0,5 9,993784253
0,8 4,150364992
1 2,884884988
2 1,401326758
3 1,171662525
10 1,015037863
100 1,000150002
1000 1,000001500
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Sekil 4.2. Enerjinin( E{""®) R’ye gore degisimi

4.2. Uc Boyutta Sinirlandirilmisg Salinici Problemi

Potansiyel;
2.2
V(r) = arr2 , re[o,R] 4.27)
(1—?2

seklindedir. Burada a reel bir parametredir. Bu potansiyel i¢in Schrodinger

denklemi yazilirsa, ikinci dereceden lineer homojen diferansiyel denklem;

d> I(+1) ar’
=2t >t 2
dr r r-.,

(- =

y(r)=Ey(r) (4.28)

seklinde olur. AIM’nu uygulamak i¢in Once asimptotik dalga fonksiyonunu elde
edilmeli ve Es. 4.28’e¢ uygulanmalidir. Dalga fonksiyonu r — R sifir olmaldir.

Bundan dolay1 asimptotik dalga fonksiyonu;
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(4.29)

. [1_ ° J(J
R

seklinde alnabilir. Burada b degeri sonradan belirlenecektir. Bdylece dalga

fonksiyonu;

21 \QF
w(r)= ( —;—] £(r) (4.30)

seklinde olur. Es. 4.30 Es. 4.28°de kullanildiginda;

2

(bl +1)+b—E)+_E

trny=g 2D ey Rt 4.31)
1—;2 ' 1—;2

seklinde bir ifade elde edilir. Burada b= % + 1/az + % seklindedir. Bu denkleme

y= R dontigiimii uygulanirsa;

f"(y>=2( Y ('”)Jf(y) Mf(y) 432)
1_y y y

elde edilir. Burada s=DbR’, @=(E-2b(l+1)-b)R*>, 7=ER’’dir. Sonugta

AlM’na gore A4, = 2( Y > —w], ) ﬂ’dlr Bu ifadeler;
I-y y 1-y?

Ay = +S0 + A4 (4.33)
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S, =S\, + S, (4.34)
seklindeki iterasyon formiillerinde kullanilir. Elde edilen ifadeler;
8, (Y.0.17) = A8, = Ao (4.35)

seklindeki ¢ fonksiyonuna uygulanir. AIM’na gore 5n(y, a),n)= 0 sonuglari
Ozdegerleri verir. Problem tam olarak ¢dziilemediginden uygun bir Yy, (baslangic
noktasi) secilmeli ve o, = (yo,a),n): 0 da ¢oziilerek 6zdegerler bulunmalidir. Bu

calismada Yy, =1/2 olarak alinmistir. AIM’da pertiirbasyon teknigi kullanalirsa, o ;

W= ana)k (4.36)
k=0

seklinde alinir. 5n(y, a),77) ifadesi 77 parametresine baghdir. Soyle ki Es. 4.35 =0
iken asagidaki gibi bir acilima sahiptir;

2
S(gn)=o(g.00)en LLED| Ly Co
n=0

5 +..=0  (4.37)
dn 2! dn l_o
eger her 7 icin saglantyorsa, Es. 4.37°deki her bir katsayi i¢in sifir olmalidir. Yani

genel olarak j =0,1,2,...i¢in;

d's(y, w,m) o (4.38)
dn’ o '

seklinde ifade edilebilir. @ i¢in ; O(Y,®,0) =0 ¢éziimii sifirinct dereceden diizeltme

ds(y, w,1)

terimini (@,) , ( r
Ui

] = 0 ¢Ozliimii birinci dereceden diizeltme terimini
n=0
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d*5(y, @,1)

(0)1) ve ( d772

j =0 ¢oziimil ikinci dereceden diizeltme terimini (o, )
n=0

verir.n=0,1,2,... ve | =0,1,2,... olmak tizere ¢6ziimlerimiz:

5( ya a)O 30) = 0 lglna

@,(n,1)=2n2l +2s+2n+1) (4.39)

(doV(y,w,n)J ~ 0 icin:
d77 n=0

2l +3)2l +2s+4n—-1)+8n(s+n-1)

o, (n,l) = (4.40)
2l +2s5+4n-1)(2l +2s+4n+3)
2
[d 5(y,2co,n)j _0 icin:
dn p0

(D)= (2l +2s+4n+5)2l +2s+4n— lF;n;((zsl)+ 2s+4n+3)° (2l +2s+4n-3)
(4.41)
P.(s) =08 +q,s' +0q,;S’ + 0,5’ +,S+q, (4.42)
g5 (n,1) = =32(4n+ 21 +3) (4.43)
q.(n.1) = =32(81% + (16n+6)l +16n> +4n—9) (4.44)

Gy (1) = =32(121° +28n1% + (12n(N—2) = 21) +8n® —46n° —43n +9) (4.45)
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q,(n,1) =-8(321* + (112n—24)I° —4(15+2n(4n+25))I* +
(-101n* +621n* —3234n +2188n+ 62)l — (4.46)
(144n* +528n° +248n* —122n+15))

q,(n,1) =-2(321° +16(16n-3)I* +16(12n* —12n-3)I° +
8(13—-4n(36Nn* +37n—=5)I* —=2(27 + 8n(120n° +168n* —25n—71))l + (4.47)
3(3-8n(392n° —1124n° +1549n—775)))

a,(n,1) = -2n(641° +32(8n+5)1* +32(4(n+5)(n—-1) +33)1° +
16(81-4(n-1)(35(N—1) +(N=2)(n+1*))> + (4.48)
12(63 —8(n—1)(86N> —=207n + 183)) +162 —n*(2705n* —7229n + 5886))

seklinde bulunulur. Nitekim ikinci dereceden pertiirbasyon agiliminda sonuglar

kullandiginda analitik 6zdegerler;

0= w,+on+o,n’ (4.49)

esitliginden elde edilir. Eger bu esitlikte s=bR>=1++1+a’R*
W= (E—2b(| +1)— b)R2 ve 1 =ER® seklinde alinirsa ikinci dereceden enerji
diizeltme terimi;

+s(21+3)

op 1—o _n o
(En,l) - B EnI +

0 4.50
o,R* " o,R* (3.30)

birinci dereceden enerji diizeltme terimi,

(1):w0+s(2l+3) 4.51)

" (1-0)R

sifirinci dereceden enerji diizeltme terimi;



47

@, + (2| +3)

0) _
En,I - R2

(4.52)

seklinde olur. Analitik formiiller direk uygulamalarla Cizelge 4.3°de kiyaslanmistir.

Cizelge 4.3. a=1 iken Es. 4.32 kullanilarak bulunan enerji 6zdegerleri

R in 1| EY E{ E& E\"% (Es.(4.38))
0,10 [0 [600,0129997 | 1050,015000 |984,1321640 | 986,9760940
1 | 1000,025000 | 2250,025001 | 1901,647215 |2019,098379
2 | 1400,034999 | 3850,034998 | 3268,276283 | 3291,553317
1 |0 |2000,035000 |3850,051499 |3621,459565 | 3474214685
1 | 2800,045000 | 5850,068213 | 6063,197335 | 5977,206048
2 | 3600,084163 | 8250,084163 | 8184,599580 | 8384,113246
1 [0 [0 |7242640686 | 11,74264068 | 11,12608417 | 11,16175504
1| 12,07106781 | 24,57106781 | 21,50239306 | 22,40924660
2 | 16,89949493 | 41,39949494 | 35,82641277 | 36,39241357
1 |0 |22,89949494 | 42.58012009 | 45,40956389 | 45,65632787
1 | 31,72792206 | 63,92619513 | 65,11826008 | 64,89316441
2 | 40,55634917 | 89,21322798 | 87,96464732 | 87,54798936
10 [0 |0 |3,030149997 |3,075149997 | 3,074823995 | 3,077988351
1 | 5,050249995 | 5,175249995 | 5,173755107 | 5,171837418
2 | 7,070349993 | 7,315349993 | 7,311288442 | 7,079453829
1 |0 |7,130349993 | 7,375292059 | 7,371307922 | 7,351348458
1 |9,190449991 | 9,595316142 | 9,586977832 | 9,533790824
2 | 11,25054999 | 11,85531141 | 11,84029045 | 11,85205014

4.2.1.Dalga fonksiyonu

Bu kisimda pertiirbasyon agilim teknigi ile AIM kullanilarak dalga fonksiyonu ig¢in
analitik ifade elde edilecektir. AIM na gore Es.4.32’nin ¢oziimii;

f(y) = exp(-[ al(y’,n)dy) (4.53)
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S
seklindedir. Burada a(y,7n) = /1—" ’dir. Bu fonksiyonu 77 =0 civarinda seriye agilarak

yapilan bazi1 matematiksel islemlerden sonra;

()= 11 "9 =[] 1 (4.54)
ifadesi elde edilir. Burada

F0 ) =exp -7 ()| (459)

seklinde ve

a(k)(y):%(ddnk (E_D :%(%j (4.56)

seklinde tanimlanir[4,21]. Bu ifadeler kullanilarak dalga fonksiyonu i¢in analitik bir

ifade elde edilebilir[25]. Enerji i¢in elde edilen agilim parametreleri kullanilarak

dalga fonksiyonu i¢in diizeltme terimleri bulunabilir. Bulunan diizeltme terimi;
f(y)y= fOfW® (4.57)

seklindedir. Buradaki f°ve f' ifadeleri n=0 ve n=1 i¢in Cizelge 4.4’de
verilmistir. Cizelge 4.4’de s=bR’,n=ER’ ve yzLR ifadeleri kullanildiginda

dalga fonksiyonu;

S

w(r)zr'“x(l—;—ijz x f(r) (4.58)



seklinde olur.

Cizelge 4.4. n=0, n=1 i¢in dalga fonksiyonu diizeltme terimleri

49

f 1

2
exp—| — L
6+4s+4l

1| y*(2l+2s+3)-21-3

exp(—(y* (17 (36 +24s) + S (36 + 241) + 8(1° + 5%)
+54(s+ 1)+ 729 +27) + y* (-8I° =12 (36 +165)

— s’ (12+81) —1(48s+54) — 365 —27) — S(16| +24)))
/(221 +25+7)(2l +25+3)?

(y>(2l +2s+3) -2l —3)))
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5.SONUC VE TARTISMA

Bu calismada Schrodinger 6zdeger problemleri icin AIM kullanilarak bir ve i
boyutta sinirlandirilmis salinici problemi i¢in ilk 6nce pertiirbasyon acilim katsayilari
elde edildi. Bu acilim katsayilar1 kullanilarak enerji diizeltme terimleri i¢in analitik
ifadeler elde edildi. Seri a¢iliminin ikinci teriminde enerji i¢in iyi bir analitik forma

ulasildigi i¢in seri agilimi ikinci terimde kesildi.

Cizelge 4.1’de ve Cizelge 4.3’de enerji diizeltme terimlerinden ikinci mertebeden
yaklagim durumundaki enerji degerleri ile direk enerji degerlerinin birbiri ile uyumlu
oldugu goriildii. Cizelge 4.2’°de n=0 iken R’nin farkli degerleri i¢in direk enerji
degerleri verildi. Burada R degeri biiyiidiik¢e enerji degerinin harmonik salinici

enerji degerini verdigi gorildii. Ayrica Rc¢ok kiiciik iken bagka bir deyisle sonsuz

2

potansiyel kuyusu iken temel durum enerjisinin E, = ile uyumlu oldugu

RZ
goriildii. Sekil 4.2°de bu davranig gosterilmistir. Cizelge 4.4’de dalga fonksiyonuna

gelen diizeltme terimleri verildi. Burada sifirinct mertebeden diizeltme teriminin

Legendre polinomlarini olusturdugu goriildii.

Uc¢ boyutta  smurlandirilmis  salmici  problemi  quarkonium  fiziginde
kullanilabilir.r - R iken potansiyel sonsuz olacaktir. Bu ifadeden ii¢ boyutta
siirlandirilmig salinic1 potansiyeli R yaricapli bir hadron i¢ine hapsolmus bir

quarkin etkilestigi potansiyel olarak diisiiniilebilir.



10.

11.

12.

13

51

KAYNAKLAR

Imbo, T., Papnamenta, A., Sukhatme, U. “Energy eigenstates of spherically
symmetric potentials using the shifted 1/N expansion.” Physical Review D,
29(8): 1669-1672 (1983).

Fernandez, F. M. “Eigenvalues of the Schrodinger equation via the Riccati-Pade
method.” Physical Review A., 40(11):6149—6151 (1989).

Ciftci, H., Hall, R. L., Saad, N. “Asymptotic iteration method for eigenvalue
problems.” Journal of Physics A:Mathematical and General , 36:11807—-11809
(2003).

Ciftci, H., Hall, R. L., Saad, N. “Perturbation theory in a framework of iteration
methods.” Physical Letters A, 340:388-396 (2005).

Bransden, B. H., Joachin, C. J., “Atom ve Molekiil Fizigi” Koksal, F., Giimiis,
H., Bilim Yayincilik, Ankara, 116-122 (1999).

Aygln, E., Zengin, D. M. “Atom ve Molekiil Fizigi”, Bilim Yayincilik, Ankara,
201-205 (1998).

Gottfried, K., Yan, T. M. “Quantum Mechanics: Fundamandal Second Edition.”
Bicaklar Kitabevi, Ankara, 216-218 (2004).

Krieger, J. B., Lewis, M. L., Rosenzweig, C., “Use of the WKB Method for
Obtaining Energy Eigenvalues.” The Journel of Chemical Physics, 47(8): 2942-
2944 (1967).

Tang, A. Z., Chan, F. T. “Shifted 1/N expansion for the Hulthen Potential.”
Physical Review A., 35(2):911-914 (1986).

Roychoudhury, R., Varshini, T. P. “Rotating oscillator-shifted 1/N expansion and
supersymmetric considerations.” Physical Review A, 37(7):2309-2313 (1988).

Fernandez, F. M., Ma, Q., Tipping, R. H. “Tight upper and lower bounds for
energy eigenvalues of the Schrodinger equation.” Physical Review A, 39(4):
1605-1609 (1989).

Fernandez, F. M., Frydman, G. 1., Castro, E. A. “Tight bounds to the Schrodinger
equation eigenvalues,” J. Phys. A:Math. Gen., 22: 641-645 (1989).

. Fernandez, F. M., Guardiola, R. “The Riccati-Pade method for coupled-channel

equations.” J.Phys. A:Math. Gen., 30:5825-5833 (1997).



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

52

Baker, G. A. “Essentials of Pade Approximants”, Academic Press, New York,
San Francisco,London, 5-9 (1975).

Hautot, A. “On The Hill-determinat method.” Physical Review D, 33(2):437-443
(1985).

Chaudhuri, R. N., Mondal, M. “Eigenvalues of anharmonic oscillators and the
perturbed Coulomb problem in N-dimensional space.” Physical Review A,
52(3):1850-1854 (1995).

Biswas, S. N., Data, K., Saxena, R. P., Srivastava, P. K., Varma, V. S. “The Hill
Determinant:An Application to the Anharmonic Oscillator.” Physical Review D,
3(12):3617-3619 (1971).

Drozdov, A. N. “On the improvement of convergence of Hill determinants.”
J.Phys.A:Math. Gen., 245: 445457 (1994).

Znojil, M. “Asymetric anharmonic oscillators in the Hill-determinant picture.” J.
Math.Phys.,33:213 (1992).

Ciftci, H., Hall, R. L., Saad, N. “Construction of exact solutions to eigenvalue
problems by the asymptotic iteration method.” Journal of Physics
A:Mathematical and General , 38:1147—-1155 (2005).

Fernandez, F. M. “On an method for eigenvalue problems.” Journel of Physics
A: Mathematical and General, 37:6173-6180 (2004).

Ciftei, H., Hall, R. L., Saad, N. “Iterative solutions to the dirac equation”.
Physical Review A, 72(022101): 1-3 (2005).

Ciftci, H., Fernandez, F.,M. “Alternative perturbation expansions for partially
solvable quantum-mechanical models.” Physics Letters A, 36:11807-11809
(2003).

Amore, P., Fernandez, F. M. “Comment on an application of the asymptotic
iteration method to a perturbed Coulomb model .” Journal of Physics
A:Mathematical and General, 39:10491-10497 (2006).

Ciftci, H., Ateser, E., “Study of a bounded oscillator problem in one dimension.”
Physica Scripta., 76: 517— 520 (2007).

Zhdanov, R. Z. “On quasi-exactly solvable matrix models.” Phys. Lett. B,
405(3/4):253-256 (1997).



Kisisel Bilgiler
Soyadi, adi

Uyrugu

Dogum tarihi ve yeri
Medeni hali

Telefon

e-mail

Egitim
Derece
Yiksek Lisans
Lisans

Lise

Yabanci Dil

Ingilizce

Hobiler

OZGECMIS

: BUHUR, Zeynep

: T.C.

:31.08.1981 Ankara
: Bekar

: 0 (505) 309 63 65

: zeynepbuhur@mynet.com

Egitim Birimi

Gazi Universitesi / Fen Bilimleri
Enstitiisii Fizik Anabilim Dal1
Selcuk Universitesi/ Fizik
Bolimii

Dikmen Lisesi

Bilgisayar teknolojileri, Miizik, Sinema

Mezuniyet tarihi

2008
2004

1998

53



	1KAPAK0.pdf
	2kabul onay sayfası.pdf
	3tez bildirimiSON.pdf
	4_1_ÖZETabstract.pdf
	5_4_içindekiler.pdf
	6_3_ÇİZELGE.pdf
	7şekilasıl.pdf
	8_5_simge ve kısaltmalar.pdf
	9tez10.pdf
	10ref3.pdf
	11_6_özgeçmiş.pdf

