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1. DENKLEMLERIN YALASIK COZUMLERI
f(x)=0 seklindeki denklemlerin koklerini bulmak gibi problemlerle karsilasiriz.
1.1. Newton-Rapson Metodu

f(x)=0 fonksiyonu ile verilen bir denklemin kéklerini bulmak igin X =X,'da Taylor
serisine acalim. Yani a, X" +a,_, X" +...+a, seklinde yazabiliriz.

/".\
1)

Fourier serisi acilimi icin ise asagidaki sekilde yazilabilmektedir,

f(x)=a, cos(b, x)+c, sin(d, x)+a,, cos(b, , x)+c,,sin(d, , X)+...

(X — X )2 f n(

o X )+ ..

Bir Taylor Serisi agilimi yazarsak; f(x)= f(x,)+(x—x,)f"(x,)+

Bu seride X =0’da McLauren serisi meydana gelmektedir. Bu denklemi ¢oziimlersek kok

X, 'a en yakin degerdir. Bundan 6tlri 3. terim ve sonrasi 0’a yakinsar.
f

| f(x)=0

0
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Ornek-1: x> —2 =0 denkleminin kdklerini bulunuz?

X,, = F+/2 = F1.414213562

f(x)=x*-2

=> Xy =X, — (istenilen bir degeri tahmini olarak verebiliriz)

X, =1 tahmin degeri igin,

2 —
=> X1:1—12*12:15
1522

X =15-= "= =1.4166667

1.4166667 2 —2

X; =1.4166667 — =1.4142157
2*1.4166667
2 —_—
X, =1.4142157 — 14142157 " — 2 =1.4142143
2*1.4142157
2 —_—
Xs =1.4142143 — 14142143 " —2 =1.4142136 * CozUm
2*1.4142143

X, =1.4142136

Not: Bulunan kok basta kabul edilen X, degerine en yakin kdke yakinsar.
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Ornek-2: e —x® +3.x—4=0 denkleminin kékiinii bulunuz?
f(x)=e* —x°+3x—-4

f'(x)=2xe* —3x2+3

X, = 0.5 tahmin degeri igin,

f(x) _og_ " —(05°+3%(05)-4

f'(XO) 2*0_5*9(0-5)2 _3*(0.5)2 43
(0.5)2 _ 3 * _
=> x,=05- ¢ (0'52 +3 (0'5)2 4 =(0.8794467 bulunarak iterasyona devam edilir.
2*0.5*e®) —3*(0.5)’ +3
(0.8794467" 3 * _
X, = 0.8794467 — ° (0.87944672 +3*(0.8794467 ) -4 _ 0.8515428
2*(.8794467 *°%794¢7 _3%(0,8794467 ¥ +3
(0.8515428* 3 * _
X, = 0.8515428 — ° (0'8515428)2 +3 (0'8515428)2 4 0851049 *Cozum
2%0.8515428 *(*#519429" _3+(0, 8515428 )° +3
x, = 0.851049

Bulunan kdk 0.5’e en yakin kdktir.

1.2. Newton'un Degistirilmis Metodu

Bu ydntemde iterasyon sayisi azaltilarak ¢6ziime daha rahat ulasilabilir. Ama ¢dézim

sirasinda fonksiyonun ikinci dereceden tirevi kullanildigi igin tercih edilmemektedir.

MM597 MUHENDISLIKTE ILERI SAYISAL METOTLAR / PROF.DR. NURI YUCEL
3/144



1.3. Secant Metodu

Tarevi tanimlamamiz gerekirse; f'(x): ||m f(X")_ f(xn—l)
Xn—Xp 10 Xy = Xpa

Bu tanimi Newton-Rapson modeline uyguladigimizda secant denklemi meydana

gikmaktadir:
TR T
: MR (x )= F () )X, =X, )
Xpyg = X, — f(X”)*(Xn _Xn—l)
T (%)= (%)

Bu metotta fonksiyonun tirevini almiyoruz ama baslangic dederi olarak bir deger yerine

iki deger kullanilmaktadir.
Not: Bir denklemin koklerini bulurken kullanilan metot budur.

Odevler:

1) 3/83 (f(x):x5 —83); sayisinin ¢oziminl 6. basamada kadar hassas olarak butin

metotlarla ¢bézlimleyiniz.

2) f(x)=x*—2e**x*-e denkleminin koklerini X, =1 ve X,=2 baslangic

dederlerinde bitlin metotlarla hesaplayiniz.

. 1
3) Sln(x3 +2)=— denkleminin kéklerini X, =1 ve X, =3 baslangig dederlerinde bitin
X

secant metotdu ile hesaplayiniz.
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2. LINEER DENKLEM SISTEMLERININ ¢OZUMU VE MATRISIN TERSININ AINMASI

C= 4*4 Boyutlarinda matris

C1,Cy,,C33,C,, kbOsegen terimler (diagonal)

C;; =C;; ise bu matris simetrik bir matristir

Cll C12 Cl3 Cl4

O C22 C23 CZ4 . . . . . .
C= Bu matrise Ust Giggensel matris (upper triogonal) denir
0 0 ¢Cy Gy

0 0 0 ¢,

Tersi durumunda ise alt Uggensel matris (lower triagonal) denir

c, O
O C22 . . . .
C= Kb&segen matris (diagonal matris)
0 0 ¢ O
0 0 0 ¢,
1 000
0100 . .
| = Birim matris
0 010
0 0 01
Cll ClZ 0 O
C= Ca G Cy3 0 - o . C e .
= Band tipi matris [Ug kdsegenli (tri-diagonal) matris]
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Bazi Matris Ozellikleri

1) iki matrisin toplami (A ve B gibi) boyutlari ayni olmak sartiyla tanimlanir.

S=A+B=B+A

S;j = a; +by;=b;;+a;

1 2 2 1 3 3
0 1(+/4 0|=|4 1
3 0 1 3 4 3

2) Boyutlari ayni olan iki matrisin farki,

S=A-B=-B+A

1 2121 -1 1
0 1|-14 0|=1-4 1
3 0| |1 3 2 -3

3) iki matrisin carpiminda ilk matrisin siitun sayisi ikinci matrisin satir sayisina esit ise
carpim islemi tanimhdir.

S=A*B=B*A

1 2 s 1 1*2+2*1 1*1+2*0 4 1
0 1{ }: 0*2+1*1 0*1+1*0|=|1 O
2 1

10 1*2+0*1 1*1+0*0
Genel formiil; P, = Z:aikbkj
k=1

4) Bir matris birim matris ile carpildiginda sonug matrisin kendisidir.

Al =A=I1A
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5) Eger C matrisinin tersi C* mevcutsa CC ' =1 ve (C’l)f1 =C (Tersinin olmasi igin

matris kare matris olmali ve determinanti “0”dan farkl olmalidir)

_ C,'ninkofaktorii )M,

c;' = £
] ]
8 0 1
Ornek-3: C={3 -2 1| olduguna gore C* nedir?
1 4 0

Determinantini hesaplarsak,

8 0 118 0
Cl=|3 -2 1|3 -2=[(8*-2%0)+(0*1*1)+(1*3*4)]-[A*-2*1)+(8*1*4)+(0*3*0)]
1 4 0]1 4
8 0 118 0
C|=|3 -2 1|3 -2=12-30=-18
1 4 0|1 4
1*—2 1
C—l_(_l)mMu 4 0 _ -4 _i
" ] -8 -18 18
0
c—l_( 1)1+2M21_ 4 0_ 4 __i
” ] -8 -18 18
. 0 1
C_l_(—1)1+3M31_ -2 1_ 2 __3
N ] -18  -18 18
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301
—1*
0_1:(—1)1+2M12: 1 O‘: 1 :_L
" ] -18  -18 18
1
1*
c—lz(_1)2+2M22 1 O‘: —1 :i
2 ] -18  -18 18
8 1
_1*
c—lz(_l)2+3M32: 3 1‘: -5 _ 5
» | -8 -18 18
3 -2
1*
O GV 4‘2 14 _ 14
¥ | -18  -18 18
8 0
_1*
N G VPO | 4‘2—3222
» ] -8 -18 18
0
l*
c—lz(_l)MMB: 3 _2‘:_16=E
» C] -18  -18 18
4 -4 -2
-1:% -1 1 5
-14 32 16
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6) n*n boyutlarindaki bir matrisin determinanti,

n .
C|=>"(-1)""c, M,; hesaplanabilir. Bu formiilde matris icerisindeki istenilen satir veya
i1

sttun dikkate alinarak ¢6zim yapilabilmektedir. “*0” sayisinin en fazla bulundudgu satir

veya sutunun segilmesi ¢6ziimleme agisindan rahat olmaktadir.

-3 1 16 -8

. 0 1 14 0

Ornek-4: C = matrisinin determinantini hesaplayiniz.
0O 3 0 1
0 14 6 O

En fazla “0”in bulundugu 1. stitun dikkate alinarak ¢éziimleme yapilacaktir.

-3 1 16 -8
o 1 1 o 1 14 0 1 16 -8
C=ly 2 o0 1 =(-1)"(=3)3 0 +(-1**0)3 0 1|+(-1(0)..
14 6 0 14 6 0
0 14 6 0
1 14 0 L1
=> =233 0 1:-3{(—1)2*3(1){14 GH:—3[—1*(1*6—14*14)]:3*(6—196):—570
14 6 0

Lineer Denklem Sistemlerinin Matris Seklinde Gosterilisi

Ca X +Cp X, +C3 X +Cy X, =1
Cuu X +Cyp X, +Cp X3 +Cu Xy =1
Cap X +C3 Xy +C33 X3 +C5 X, =15

Cp X +Cpp Xy +Cu3 X +Cyy Xy =1,
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O
=
)
N
)
w
O
S
<
e

—s Cri Cp Cy Cyu| X _ r

Gy Gy Gy Gy X I

Cir Cup Cuz Cuu | X4 I
CX=R

Not: iki satiri veya iki stitunu ayni olan matrisin determinanti her zaman “0”dir.

Bu denklem sisteminin klasik ¢c6zUmu Cramer kurali ile yapiimaktadir.

_ det(C,)
“ det(C)

C.; k'ina kolonun R ile dedistiriimis haliyle ortaya c¢ikan matristir. Bu metodun
kullanlmama sebebi her hesaplama igin toplama, c¢ikarma, carpma ve bdélme
islemlerinden meydana gelen toplam O(N"’) adet islem yapilmasidir. Bu rakam denklem

sayisi arttikca dérdinci mertebeden seviyesinde artmaktadir.

CX =R

=> C*'CX=C™*'R
I.X =C'R
X =C™*R

Ornek-5: Asagidaki denklem sistemini Cramer kurali ile ¢dziiniz.

X, —3X, —4x; =1
— X, +X, —=3X; =14

X, =3X; =5
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1 -3 —4x| |1
~1 1 -3|x,|=[4
0 1 -3x| |5

Determinantini hesaplamamiz gerekirse,

1 -3 -41 -3
-1 1 -3-1 1 =1+12=13
0 1 -30 1

1 -3 -41 -3
14 1 -314 1
5 1 -35 1 -—117

1 1 -41 1
-1 14 -3-1 14
0 5 -30 5 -10

X = =
2 13 13
1 -3 1|1 -3
-1 1 14/-1 1
0 1 5/0 1 _o25
X3: =

13 13
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GAUSS VE GAUSS-JORDAN ELEMINASYON METOTLARI

Ca X +Cp X, +C3 X3 +Cy X, =1
Co X +Cyp X, +Cp X3 +Cu X, =1
Cap X +C3p Xy +C33 X3 +C5 X, =15

Cpn X +Cpp Xy +Cu3 X +Cyy Xy =1,

Ci Cp Cs CyufX n
—s Ca G Gz G| X | |
Ca Gy Gz Gy || X5 I3
Cap Cap Cuz Cyy || Xy Il
C.X =R

1 ¢, €3 CufX r

- Car Cp Coz Cyyfl X _ I
Cai Cy Caz Gyl % I3

Car Cap Cuz Gy ]| Xy Ty

Bu asamadan sonra ilk satiri C,, ile garpip ikinci satirdan, C,; ile garpip Gglncid satirdan

ve C,, ile carpip dérdiinci satirdan gikaracagiz. Bu durumda matris agagidaki hali alir,

! ! ! !
1 C12 C13 C14 Xl rSl.
0 ¢y Cs CulX|_ |k
=> =
! ! ! !
0 C32 C'33 C34 X3 r3
0 cp Cis CiulX] |
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Bu islem dizisini ikinci satir igin tekrarlarsak (C,, ile bélip, daha sonra ikinci satiri Cj,

garparak UgUncl satirdan, ng ile carparak doérdincia satirdan cikarirsak) denklem

sistemimiz asagidaki hali alir,

1 ¢y, €y CufX rn
e 0 1 Cgs Cg4 X _ I’2"

0 0 c3 cCg X ry

0 0 CZz CZ4 Xy I’4"

3. ve 4. satirlar igin ayni islemler yapildiginda,

1 ¢, ¢ CufX n
I I A P
0 0 1 cjfx ry
0 0 0 cjlx, r,’
1 e, G Guf%| |K
s {0 1 ¢y Cyll X _ r,
0 0 1 cjllX ry
0 0 0 1]|x, r,’

" " m m

X, +Chp X, =1 => X, =0L"-Cy.X,
14 " 14 "
X, + ChaXg + CpyX, =T, => X, =l —ChaXs —Cp,.X,

! ! ’ ’
X +Cpp Xy +Ca Xy +Cyp X, =1 => X =0 —Cp X, —Cip Xy —Cup Xy
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Gauss-Jordon metodu ile ¢6zim yapildidinda ise asadidaki matris sistemi meydana
gelmektedir,

1 0 0 0fx, r”
010 0fx, r,
7 oo 1 oo|x| |
000 1|x,| [r

Bu yontemde islem sayisi Gauss Yoketme metodunun 1.5 kati mertebesinde islem

yapilir. Bu nedenle Gauss Yoketme metodu tercih edilir.

3 1 -1|x 2
Ornek: |1 4 1 | X, |=|12| denklemini Gauss ve Gauss-Jordan metodu ile ¢éziiniz.
2 1 2|x 10

Gauss metodu ile ¢gézime baslarsak,

Adim 1. Birinci satir ile ilgili islemler,

—

1/3 -1/3Tx ] [2/3
4 1 |x|=|12

—_—

2 1 2 |x| |10
1 1/3 -1/3]x| [2/3
=> |0 11/3 4/3 |x,|=|34/3
0 1/3 8/3|x,| |26/3

Adim 2. ikinci satir ile ilgili islemler,

1 1/3 -1/3|x 2/3
=> 0 1 12/33|x,|=|34/11
0 1/3 8/3 || x, 26/3
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1 1/3 -1/37x, 2/3
=> |0 1 4/11|x,|=|34/11
0 0 84/33(x,| |252/33

Adim 3. Ugiinci satir ile ilgili islemler,

1 1/3 -1/3| x, 2/3
=> 0 1 4/11|x,|=|34/11

0 O 1 |x 3
x;=3
+ 4_3 => X,=2
2771 2
X, + X 1—x 1.2 => X, =1
1 23 33_3 - 1

Gauss-Jordan’la ¢ozim yapildiginda elde edilecek son denklem kiimesi asadidadir,

1 0 0fx ] [1
0 1 0|x,[{=1|2
0 0 1fx, 3
ODEV:
b, ¢¢ 0 0 0 0 Ofx ] [r]
a, b, c, O 0 | x, r,
0 a, by c 0 || X, ry
1) | 0 0 =| . | Gauss yok etme teknigi kullanilarak
0 0
0o . .oa,, boyoc |l X, ..
|00 0 0 0 a, b x| ||

¢bzllebilecek bu sistem igin bir algoritma gelistirin.
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3 -5 47 20 x| [18

11 16 17 10 | x, 26
2) = denklem sistemini ¢6zln.
56 22 11 18| x, 34

17 66 -12 7 | X, 82

Sonuglar: X, =-1.076888, x, =1.99028, x, =1.474477 ve X, =-1.906078

3) NUMERIK INTEGRASYON

3.1) Dikdortgenler Kurah

)
3 e ('f')
O ——
A '
A |
/| }
/| |
; }
| |
|
A
a % | % b
Yo o Xn
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D —— T
—h
~~
x
~—
o
x
1
>
—
-~
—
o
o
~
+
—y
—
(@)
~
+
+
—y
—_
o
=3
iR
N—

Bu metotta ¢6zllen integralin sonucunda ortaya ¢ikan hatanin mertebesi,

m f”(x)‘in minimum degeri ve

f”(x)‘in maksimum dederi olmak Gzere hata;

m(b-a)’ << M(b-a)’

araligindadir.
12n° 12n° 9

Bu formili yorumlayacak olursak; aralik sayisi arttikca hatanin azaldidi, ve 1/n2’ye diger

bir dedisle h (adim araligina) bagh olarak blytdugu gorilmektedir.
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4
Ornek: Ixzdx=?, n=2 icin dikdortgenler metodunu kullanarak integralin yaklasik
1

sonucunu elde ediniz.

4 314
Ixzdxz— =21
1 3 1
n=2 igin,
X; =X, + j.h , 1=012,....n
hzﬂzﬂ:m
n 2
X; =1+1.5j , =012
X, =1
X, =25
X, =4

=> iXZdX zh[f(CO)-l- f(cl)]

X: + X,

CH:JTH

¢, = X, + X, :1+2.5 _175
2 2

¢, = X, erxl _25+4 _395

ixzdx ~h[F(c,)+ f(c,)]21.5[.75) +(3.25) |= 20.4375

Adim sayisi arttirildikca islem dogru sonuca yaklasmaktadir,
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4
n Ixzdx
1

20.4375
4 20.859375
10 20.9775
50 20.9991
100 20.999775
l2 ,
Ornek: Ie‘x sin (x2 +1)dx =7
0
7l2 )
Cozim; n=100 igin [e™ sin(x? +1)dx = 0.7484696904 ve

0

7l2

n=200 igin [e™ sin(x? +1)dx = 0.748468314
0
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3.2) Yamuklar Kurah

2§69

b X
1 1 1

=>  f(x) =§(yo + Y, % - Xo)+5(yl + Y, X = %)+ +5(yn_1 + Yo Xy = X, s)
a

h=—2
n

Yamuklar Kuralinin formuld,

b
J'f(x)dx;%h[yo+2yl+2y2+ ...... +2y, ,+vy,] ¥

Hata formuld, E= (b-a) f"(c)h? as<c<b
; 1
jf(x)dx;ih[yo+2yl+2y2+ ...... +2y, . +Y,]+0(h?)

4
Ornek: _[deX:?, n=2 icin yamuklar kurali metodunu kullanarak integralin yaklasik
1

sonucunu elde ediniz.

n=2 igin,
X; =X, + J.h , 1=012......,n
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h= b-a - 4-1 =15
n 2
X; =1+1.5j , =012
Xo =1 X, =25 X, =4
4 1 1.5 2 2 2
jf(x)a’nghbzo +2y, +y2];7[1 +2/(2.5) +4 ]
1
4
=> [ f(x)dx=22.125
1
Adim sayisi arttirildikca islem dogru sonuca yaklasmaktadir,
4
n Ixzdx
1
22.125
4 21.28125
10 21.045
50 21.00180
100 21.00045

7l2

Ornek: Isin (X2 )dx =?
0

n Dikddrtgenler Kurali Yamuklar Kurali
0.89293919 0.69947699
4 0.84420228 0.79620809
10 0.83064857 0.82305960
50 0.82821727 0.82791446
100 0.82814156 0.82806586
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3.3) Simpson Kurali

b
ik jf(x)dx ifadesinin integrali almak icin bu yéntemde a
Her arabk iki o a
parcays balunrgekdedic y ile b arasinda béliinen her aralik kendi iginde de ikiye
faq/b) boélinmektedir. Bu her bir ikili bdlimin kritik

noktalarinin en yakinin gecen ikinci dereceden bir egri
‘ tanimlanarak ¢6zime vyaklasilmaya calisihir. Burada

hata ifadesinde de go6rebilecegimiz gibi hata oranlar

azalmakta ve ancak 4. derece ve Uzerindeki derecelere

sahip fonksiyonlarda hata dederi ortaya cikmaktadir.

T f(x)dx = g[yO +4y, +2y, +4Y, +2Y, +....+2y _ +4y _+Yy ]+0O(h*)

Hata ifadesi, E= M f"(c)h* = O(h") as<c<b

=2 igin,
X; =X, + j.h , 1=012,.....n
h:b__azﬂzl_5
n 2
X; =1+1.5] , 1=012
X, =1
X, =25
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X, =4

b
h
J‘f(x)dng[y0 +4y, +Y,]

f(x)dx = % [12 +4(2.5) + 42]

D ey T

4
=> I f(x)dx =21
1

©dx

Ornek: !m = ? ifadesinin sonucunu her Uc¢ kurala gére de bulunuz?
Coézim:
n Dikdoértgenler Kurali Yamuklar Kurall Simpon Kurali
2 0.76260967 0.77253221 0.7655945
10 0.76582073 0.76620815 0.76594906
50 0.76594477 0.76596025 0.76594992
100 0.76594864 0.76595251 0.76594993

3.4) Romberg Integrasyon Kurali

Bu kural bu ders kapsaminda kullaniimayacaktir.

ODEVLER
1) jsin(x)dx:? 2) _[In(5—4.cos(x))dx:?
0 0
0.8 » 1 |I’](X)
< dx =2 X 4x =2
3) Ie X 4) -[x+1 X

IS4
=

0

Integrallerini bitiin ¢6ziim metotlarini kullanarak ¢dziimleyiniz.
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3.5) Gauss-Legendre Quaratiirii ve Integrasyonu

1
If(x)dx intagralinin hesaplanmasini amaglayan bu formulde (Legendre Formuld) X,
-1

veWw, dederleri gauss quadraturleridir. X, ‘lar Legendre polinomunun kéklerini, w, 'lar ise

bu koklere bagli olan agirlik fonksiyonlarini ifade etmektedir. (Aralik -1 ile 1 arasinda

olmalr)

jf(x)dxzwl.f(xl)+wz.f(x2)+ ...... +an(xn)52n:Wk.f(xk) b S

Legendre Polinomlari,

P,(x)= 2”1.n! ((jjx” {[X2 —1]n} “Rodriguez Formulu” ile hesaplanir.
Po(x):l

R(x)=x

Pz(x):%(sz ~1)

Py (%)= (6 ~3x)

P,(x)= %(35x4 ~30x% +3)

Bu polinomlarda kendisinden 6nceki iki legendre polinomu bilinen dederin de legendre

polinomu “rekiirans bagantisi” ile hesaplanabilir.
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Rekiirans Bagantisi : (n +1).P (X)— (2n +1)X. P (X)+ n.Pnfl(X) =0

n+1
n=1 icin bu denklemi uygularsak,

2.P,(x)-3x.P(x)+P,(x)=0

3x* -1
= P =
> 2( ) 5
= ———— - ==
|
|
I 20l-x7) |
Agirlik Fonksiyonu : : Wi = nZ[Pn,l(xk)]z :
———————— =

Ornek: n =3 icin Gauss quadratiirlerini bulunuz.

PS(X):%(5x3—3x):O => 5x*-3x=0
=> % =0 X, 5 = 1\/% — ¥0.7745966
2
W, = 3(1—0 )2 — 2 -5 (8888
3 [Pz (0)] 9{1 <3 0> _1)} 9
,6.
o 2li-o7m4s966%) _ 21-07745967) | oo
23[R (07745966 )F [ . P

9 2(3*0.7745966 ~1)

W; =W,
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Ornek: n=2 icin Gauss quadratiirlerini bulunuz.

P,(x)==(3x2-1)=0 =>  x,, =70.577350

Gauss-Legendre formdilleri ile yapilan ¢ézimlerde ortaya cikan hata denklemi asagidaki
gibidir,

2n+1 4
R, :Lm)zf(zn)(c) , ~1<c<1

(2n +1)(2n)]

Eder integralin sinir kosullarn -1 ve 1 arasinda dedilde a ve b gibi iki farkli deder arasinda

ise asagidaki denklem takimlari kullanilmaktadir,

if(y)dyg[b_Tajgwi.f(yiH R, 3

o
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2n+1 4
Hata Fonksiyonu R, = (b-a)™ ()" f @ (c)

" (2n+2)(2n)]

1
Ornek: IXZ COS(X)dX =7? n =3 icin Gauss-Legendre formdilleri ile integrali hesaplayiniz.
-1

Pg(x):%(5x3—3x):0 => 5x°-3x=0

=> x,=0 & Xp3 = i\E = F0.7745966

2

w, = 2(1_0 ) = 2 :§=0.888889

BT (O] 9
: 9[ (3.0° —1)}
2(1-0.7745966 ° 2(1-0.7745966 *

w, = ( B0 ): 1 ( ) 7 =0.555556 o W, =W,

’ 9{2 (3+0.7745966 > —1)}

1
sz cos(x)dx = w,. f (x,)+w,.f(x,)+w,.f(x;)
)

1
[/ x? cos(x)dx = 0.888889 *(0) + 0.555556 *((0.77459 )7 * cos(0.77459 )+
e

0555556 * ((— 0.7459 )? * cos(— 0.77459 ))

1
[ * cos(x)dx = 0.47650
x|

1

=0.47830

-1

1
Saglama: _fxz cos(x)a’x=2x*cos(x)—(x2 —2)*sin(x)
-1
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2
Ornek: Jeydy:? n =3 igin gauss-legendre formdulleri ile integrali hesaplayiniz.
0
‘ 2-0)\
Ieydy; (—jZWi.f(yi)
0 2 i=1

(b—aj (b+aj
Yi=|— X, +| — |=X% +1
2 2

y, =% +1=0+1=1
Y, =X, +1=0.77459+1=1.77459
Y, =X, +1=-0.77459 +1=0.22541

2 _ 3
=> j e’dy = [Z—ZOJZ w,.f(y,)=1[0.888889 *e* + 0.555556 *el77%° + 0.555556 * ¢°2%*]
0 i=1

2
j e’dy = 6.388853
0

2
=e’ —e” =6.389056

0

2
Saglama; _[eydy:ey
0
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3.6) Gauss-Chebysev Integrasyon Formiilii

1

f(x
IL)ZdX , integralinin X =%1 dederlerinde kritik noktalari vardir. Ve
I41-X

normal nimerik yontemlerle ¢6zim yapilamaya caisilirsa bu
noktalarda integral sonsuza gider. Bu durumda Chebysev

formullerini kullaniriz,

T, (x)=cos|[n.(arccos x, )|
=> 1ﬂdx=znlwi*f(xi)+Rn , w; =

_1\/1—X2 i=1 I

Bu formdller 1sinda X; ifadesini asagidaki gibi hesaplayabiliriz,

T.(x)=cos[n.(arccos x, )| =0 dersek,
n*(arccos x; ) = (@ -1 olur.
=>  arccosx; = (2i-1)r
2n
cos(arccos x, ) = cos(wj
2n
|_ ——————— -
: |
=> I x = cos((2I —1)72) I
| 2n I
b e e e e - - - -
Hata fonksiyonu, R=— " (2”)(C) , -1<c<1

n (Zn)!*22n—l
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dx

1
Ornek: integralini n=3 igin Gauss-Chebysev intgrali ¢6zim metodu ile
J.nfl—x2

¢ézinaz.

X, = COS_M}

F(oxq
i=1 igin, X, =CO0S w:l :cos(%j :?

*9 _
=2 igin, X, =COSI:M}=COS %):o

i=3 igin, x3:cos{(

=

2 3 n 3

Pay boélimiinde herhangi bir fonksiyon tanimlanmadigi icin f(x):l’dir,

Saglama ;
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X4

N1-x2

1
Ornek: J dx integralini n=3 icin Gauss-Chebysev intgrali ¢6zim metodu ile
-1

¢ézinaz.

P [(2*1-1)r 7) /3
i=1 igin, X, =cos|-———|=cos Yy

| 2+3
i=2 icin, X2=COSI:%}=COS(%j=O
Ca {(2*3—1)7[} (572') J3
i=3 igin, X;=C0S8|~———— |=C0S| — |=——
2*3 6 2
T
Wy =Wy =Wy =
Lox*dx
=> .[ - E""1*f(xl)"“"’2*f(xz)‘H"%*f(xs)
-1 -Xx
j tdx 7 £4+04+ —£4 _3z
e 312 2 8

NOT: Eder sinirlari -1 ve 1’den a ve b gibi farkli noktaya goétlrecek olursak ¢6zim

fonksiyonu asagidaki hali alir.

rf(y) _(b=a)y x (v )s
R e e e S

SERCS
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3.7) Gauss-Laguerre Formiilii

0

Je’xf(x)dx: iZl:Wi *f(x)+R,

0

Laguerre fonksiyonlari , L, (X): e

Agirlik fonksiyonu , W, =

Hata fonksiyonu , R, = (

Ornek: Je’x sin (X)dx =7
0

f(x)=sin(x)
Tex sin (x)dx = iZZO:Wi *sin(x; )

n ‘ 2 6 10 14

> w; *sin(x; ) 0.43 0.50005 0.500002 0.500000
i=0
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3.8) Gauss-Hermite Formiilii
o0 ) n
je’x f(x)dx =D w, > f(x)+R,
e i=1

Burada X; 'ler Hermite fonksiyonlarinin kokleridir.

ve R =

Ornek: Ie’xz sin ?(x)dx =?

—00

=> .[e*XZ sin % (x)dx :iZ:: w; *sin *(x; )

—00

n ‘ 2 4 6 8 10
> =2

Zwi*sm (xi) 0.748 0.5655 0.560255 0.560202 0.560202
i=0
ODEVLER

1 T
1) Ixxdx:? 2) jes'”(x)dx:?

0 0

T 4 [ {HEJ
3) Ie‘xx dx="? 4) Ie “dx="7?

0 0
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o o o 1
5) je‘xz cos(x)dx = ? 6) J'e “dx =7

—00

¢ cos(x) J1+x?
7) dx="? 8)
J; 1-x? J.\ll x?

3.9) Kath Integraller

d
I f(X, y).dy.dx integrali igin

x=a y=C

Il
—c

d b
F(x)= jf(x, y)dy denilirse, I IF(X).dX halini alir.

y=¢C x=a

=> F(x):if(x y)dy = ( JZW *f(x,y,)

d—c)\_ d+c
e N T2
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2 1

.. dy.dx o

Ornek: A= I J. 2y 5 =? integralini x'e ve y'ye bagl integralleri iki parcaya bolerek
“avo  XT Y
x=0 y=-1

bulunuz.

m =n =2 kabul edilirse,

X icin,

X, =057735 => X, =X +1=057735+1=1.57735
X, =—-0.57735 => X, =X, +1=-057735+1=0.42265
w,=w, =1

y igin,

X, =0.57735 => y, =X =057735

X, =-0.57735 =>  y,=X,=-057735

w,=w, =1
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A:i( 1, 1 ]:( S S SR ]
G\ +yl xi+ys ) XK +yl xP+ys xi+yl xD+ys
=>  A=461538

- IX 2 v . . . . I
Ornek: A=”x.y.e‘"’ dydx="? integralini x'e ve y'ye bagl integralleri iki parcaya boélerek
00

bulunuz.

A= jx{j ye dy}dx

0 0

X 1
=> I(X):jy.e’yzdy denilirse A= JX.I(X).dX olur.
0

0

1= ey = 252 S w ()

X, =F0.57735 ve w,=w, =1

b-a)_ (b+a (x=0\_ (x+0)_(x).  x
yiz(Tj’“(Tj yf‘( 2 )+[ 2 j‘(z}“z

= %(0.57735 )+ % =0.788675 x

y, = g(— 0.57735 )+§ — 0.211325 x

= 1(x)= 20 f(y) 1% 1 (y,)]

I(x)= % [(0.788675 x)*e 0TI 4 (0.211325 x)* e (0211325 ]

1
=> A= 0.304338 x*£709%2" 10105663 x* & 0045 iy
0
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b—a) (b+a x—(1_0j2+(1+0j—£+1
Sl S T = T2 2 2 2

X, =
X, = 057735 | 1 _ 4 788675
2 2
X, = —0577%5 +% =0.211325

A= [b;zajgwj *glx)

A= % {0.394338 (0.788675 ) . 0622(0785679" | (0, 105663 .(0.788675 )° .o 0044660788075 }+

%{0.394338 (0.211325 )* g 062700211329 4 0 105663 (0.211325 )° @ 0044000211328 }

A=0.0932
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4) NUMERIK DIFERANSIYEL

4.1) ileri ve Geri Farklar

f(X) fonksiyonunu X noktasindan h kadar uzaktaki bir noktaya Taylor serisine acarsak,

(x4 )= f(x)+h.f'(x)+h7jf"(x)+%jf"f(x)+...

Bu durumda f'(x) asadidaki hali almaktadir,

L (o TN Py DT,

h 2 6

(Ileri Farklar Formiilii)

| — — —
X Xth
f (X + h) => fi+1
' fi+l B fi 0 . P
=> f/= e + O(h) (Ileri Farklar Formiilii)
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Yukarida yapilan islemleri sectigimiz X noktasindan h kadar negatif uzaktaki bir nokta

icin tekrarlarsak,

f(x—h)= f(x)—h.f'(x)+ﬁf"(x)_h_3

> 3 f7(x)+...

=> =
, f-f . I
=> f'= . + O(h) (Geri Farklar Formiilii)
Operatériler
v Af, . I
Af, =1, —f => f. = TI + O(h) (Ileri Farklar Formiilii)
v Vi ) i
Vi =1 -1 => f. = TI + O(h) (Geri Farklar Formiilii)

Ikinci dereceden ileri farklar formulini hesaplayabilmek icin f(x+ h) ve f(x+2h)

fonksiyonlarini Taylor serisine acarak ¢éztme ulasilir,

2 3
2/ f(x+h):f(x)+h.f’(x)+%f"(x)+%f’”(x)+...

flcr2)= 100+ 201G+ B o0 2 o

2f(x+h)— f(x+2h)= f(x)=h?f"(x)—h>f"(x)—...
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s fr(x)= f(x+2h)—2f2(x+h)+ f(x)_hf "(x)-.
h
, f,—-2f +f . ., —_—
f'= 2 + O(h) (Ikinci Dereceden Ileri Farklar Formiilii)
, f=2f,+f, . . o
f"= he + O(h) (Ikinci Dereceden Geri Farklar Formiilii)
2 " AZ fi
Afi=F,-2f,+f => fi:h—2+o(h)
2 " VZ fi
Vi = f —2f, + => f, :h—2+0(h)
4.2) Merkezi Farklar
ﬂ(l)‘\
1) R -

|- | {0 = Fn)= f(x=h)

y/a 2h
fa |- —— Tl"‘ i
/

2 3

F(x+h)= f(x)+h.f’(x)+%f”(x)+% F7(x)+ . (1)
h? h?

f(x=h)= 1(=hF(o)+ 0 F1x)= 2 £7(0) .. 2)

f(x+h)—f(x—h)=2h.f '(x)+2?h|3 f7(X)+...
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=>  f(x)= f(“h)z_hf(x_h)m(hz)

Eder (1) ve (2) nolu formdulleri taraf tarafa toplarsak,

F(x+h)+ f(x—h) = zf(x)+22Lff"(x)+o(h4)

£7(x) = f(x+h)—2;gx)+ f(x—h)+o(h2)

' _ fi+ - fi— 2
fi = L4+o(h?)

Merkezi Farklar Formiili

fi” _ Sin _zhj:l +/i +O(h2)

4.3) Diferansiyel Formiillerinin Genellenmesi

d"f| _AYJ;
| = L+0(h) ileri Farklar Formiilii
afl  V'f
) iy ~+0(h) Geri Farklar Formiilii

J
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v"f +A"f n
afl _ 5

dx" N 2hn +O(h2) , N (;Ift ise
n an (n 1 +A f

4 f| = : - +O(h2) n tek ise

dx" . 2h" !

Genel formiiller,
n _ An-1 n-1
A fj =A fj+l —-A fj

n n-1 n-1
AR P A PR A

Ornek: n =2 icin merkezi farklar formulini hesaplayiniz?

VIf L NS,
d*f 5 -
|, o)

J

dx’ |« 2h 2h°

dx® | 2h*

af| _m=21,+7)
dx’ |x, h?

J

+o(n?)

d’f _ szjﬂ +A2fj—1 2)_ (ijﬂ —ij)+ (Aff _Aff*I)
- +o(n?)=

d*f (fm fi=f )+ (fj+1_-fj_-f/+ff’l)+0(h2)

Merkezi Farklar Formiilii

+o(n?)
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1 2 3 4 5

0.5 8.0 35.5 95

198.5

x=0,1,2 dederlerinde f(x) fonksiyonunun Uglncl tirevini Ileri farklar formullerini

kullanarak bulunuz?

Adim arali§i 1 oldugu icin ifadelerde h=1 olarak alinmistir.

i X, f, Af,=1f,—f | Af =AF —Af | Af =A*f - AT,
0 0 1 05-1=-05 7.5-(-05)=8 20 -8=12
1 1 0.5 8.0-05=75 275-75=20 32-20=12
2 2 8.0 35.5-80=275 | 59.5-27.5=32 44 -32=12
3 3 35.5 95-355=59.5 | 103.5-59.5=44
4 4 95 198.5-95=103.5
5 5 198.5

d? Nf,

dxj: - h3j +olh)

h=1 =>
3 3 3 A d’ A

as :A_fozlz d{ = 3f‘:12 { = 3fz=12

dx’ |o I dx’ |1 1 dx 1
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4.4) Daha Yiiksek Mertebeden Ileri, Geri ve Merkezi Farklar Formiilleri

Ileri farklar formilini yazarsak,

£1(x) = f(“hg‘ fx) gf”(x)—h—;f”’(x)+...

Bu formilde f”(x) yerine ikinci mertebeden hesapladigimiz ileri farklar formalini

yazdigimizda,

£7(x) = f(x+2h)=2f(x+h)+ f(x)

- () ..

()= f(x+h)- f(x)_h[ f(x+2h)—2f(x+h)+ f(x)+0(h)}_ﬁ £7(x)-+ .
h? 6

F(x)= — f(x+2h)+ 4f(x+h)—3f(x)+0(h2)

= 2h
f'= fip +41,, —31, +O(h2) fleri Farklar
2h
Uc Nokta Formiilleri
f,—f

f/= I+12h -1 +O(h2) Merkezi Farklar

(Three-Point Formulas)
f —4f +3f
fi'= L = ' +O(h2) Geri Farklar
2h
f'= fip=8M, +87—fivs +O(h4) Merkezi Farklar (Bes Nokta-Five Point Formula)

' 2h
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ODEVLER

X ‘ 0 0.5 1.0 1.5 2 2.5 3.0

f(x) ‘ 1 0.8 1.2 0.4 0.6 0.8 0.7

Degerleri icin f'(L5) ve f'(L.5) degerinin hata mertebesi 0(0.52) olacak sekilde tiim

yaklasimlarla ¢6zintz.

2) f”’(x) icin merkezi farklar formuliind bulunuz.
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5) INTERPOLASYON VE EKSTRAPOLASYON
5.1) Gregory-Newton Interpolasyon Formiilii
f(X) fonksiyonunu X = 0’da Taylor serisine agacak olursak,

2 3

()= £(0)+ x.1/(0)+ 7 £7(0)+ - £7(0)+
f ’(O) = ATfO —h.f ’"(O)+ O(hz) , ileri farklar fonksiyonun Taylor serisinde yerine koyarsak

f(x)= f(0)+§Afo N X(X—h)Az - X(X_h)()g_Zh)

T A*f, +... elde ederiz.

Yukarida elde ettigimiz bu formlli genelleyecek olursak, yani X = X, ‘de Taylor serisine agarsak,

1= 100, ) ) g, ) 0]

(x= 3, Mx=x,)=hJx=x,)-2h] s
" 21 h? "

n Ah°

(Ileri farklar formli ile Gregory-Newton enterpolasyon fonksiyonu)

Bu adimlan geri farklar formdalu ile tekrar edersek,

f(x)zf(xn)+(x_hX“)Vf +(X—Xn)[(X—Xn)+h]sz +(x—xn)[(x—xn)+h][(x—xn)+2h]

" 21h? " 3K Vit

(Geri farklar formuld ile Gregory-Newton enterpolasyon fonksiyonu)

Eder veriler esit araliklarla verilmisse interpolasyon veya ekstrapolasyon yapmak igin

Gregory-Newton enterpolasyon formulu kullanilir.
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-7 -3 6 25 62 129

Verilen dederler 1siginda f(l.l) dederini tahmin ediniz.

Degerlere bakildiginda 1.1 noktasinin ilerisinde daha fazla nokta bulundugu icin ileri

farklar formulinden gelistirdigimiz interpolasyon fonksiyonu kullanilacaktir.

e ) ) g Ok o M) llxox )20

" 21 h? " 3h?
i | X f, Af, =f, -1 AN f, = Af,,, — A, A =Nf - AN,
o|lo | -7 | -3-(-7)=4 9-4=5 10-5=5
1] 1| -3 6—(-3)=9 19-9=10 18-10=8
22| 6 25-6=19 37-19=18 30-18=12
313 25 62 —25=37 67 —37 =30 -
4| 4 | 62 129 — 62 = 67 - -
5| 5 | 129 - - -
il x| f Af =N f - A, Nf =Af - AT,
ol o |-7 8-5=3 4-3=1
1|1 ]-3 12-8=4 -
2| 2 | 6 - -
3/ 3|25 - -
4| 4 | 62 - -
5| 5 [129 - -

1.1 dederine en yakin deder 1 oldugdu igin X, =1 kabul edilecektir. (h=1 ve x=1.1)
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e o)) (e, o) =R x, )2

" 21 h? " 3lh®

Af +...

FL)= £(1)+ (1.11—1) AF, + (L1-1)f@1-2)-1] .. 0402)-1](0.1)-2] -

2112 ' 318
0.1](0.1)-1](0.1)- 2] (0.1)-3] At
4.1 1
FL1)=—3+0.1%9+ 0.1*(- 0.9)10 . 0.1*(- 0.9)*(—1.9)8+ 0.1*(-0.9)*(-1.9)(- 2.9)4

24

f(1.1) = —2.40465

Sadece ilk iki bilesen alinarak sonuca ulasiimaya calisilsaydi sonuc asadidaki gibi olurdu.
f(1.1)=-3+0.1*9=-21 (Lineer Interpolasyon)

5.2) ESIT ARALIKLARLA DAGILMAMIS VERILERE INTERPOLASYON (LAGRANGE
POLINOMLARI)

n. dereceden bir polinomu X; noktasi igin yazacak olursak,

Pj(x): Ajf[(x_xi)

i#j

Herhangi bir X, noktasi icin polinomun degerini bulacak olursak,
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k#j

Ajl:g(xj_xi) k=]

i#j

"

———— segilirse,

(Lagrange Polinomlari)

fu)

)
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Ornek:
| 0 1 2 3
XI 1 2 4 8
f(x) 1 3 7 11
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= x X =% X =%)  (x=2)x—4)x-8)

P = G Yo = ke %)~ (= 2)i-2Yi8)

(X=X X=X, X = %) (x=1){x—4)x—-8)

Pl(X)_ (X1 - Xo)(x1 =X )(Xl - Xa) B (2_1)(2_4)(2_8)

(X=X X=X NXx=%;)  (x—=1)x—2)x—8)

Xz _Xo)(xz _X1)(X2 _Xs) - (4_1)(4_2)(4_8)

P, (X): (

(X=X JXx=%)Xx=%,) _ (x-1fx—2)x—4)

X3 _Xo)(xs _Xl)(xs _Xz) B (8_1)(8_2)(8_4)

P (X) = (

f(X)= f(xo)* PO(X)+ f(xl)*F)l(X)+ f(xz)* Pz(X)+ f(xs)* Ps(x)
f(x)=1*P,(x)+3*P(x)+ 7*P,(x)+11* P,(x)
f(7)=1*P,(7)+3*P(7)+ 7*P,(7)+11*P,(7)

P,(7)= (X =2 )X =% X = %) =(7—2)(7—4)(7—8): 5*3*-1

° (X =X X =% X% —%;)  (1-2)1-4)1-8) —1*-3*-7
P(7)— (X—XO)(X—XZ)(X—X3) _(7—1)(7—4)(7—8)_ 6*3*-1
T (Xl - Xo)(xl — X, )(Xl - X3) - (2—1)(2—4)(2—8) C1*_2*_g
(x=%)x=xMx=%) _(7-1)7-2)7-8) _6*5*-1_, .
X, = X X, =X (X, —X;) (4-1)4-2)4-8) 3*2*—4

p,(7)= XXX )xx) _ (7-17-2)7-4) _6%5+3
’ _(X3—XO)(X3—X1)(X3—X2)_ (8—1)(8—2)(8—4) 7*6*4

=0.71429

-1.5

P, (7) = (

=0.53571

f(7)=1*0.71429+3*(~1.5)+ 7*1.25+11*0.53571

f(7)=10.8571
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ODEVLER

1)
i 0 1 2 3 4
X. 2 4 6 7 9
f(x;) 3 6 9 5 8

Seklinde verilen data icin Lagrange polinomunu bulunuz. f(8) ve f(l) dederlerini

hesaplayiniz.

2)
i 0 1 2 3 4 5 6 7
X, 0.1 0.3 0.7 0.9 1.2 1.5 1.7 2.0
f(x) | 0.99 0.92 0.7 0.57 0.39 0.24 0.16 0.07

Seklinde verilen data igin Lagrange polinomu olusturunuz ve Xx=1'de f(l) fonksiyonun

dederini bulunuz.

5.3) Ekstrapolasyon

Eger f(X) fonksiyonu sadece a<x<b aralidinda biliniyorsa fakat f(X)’in X<a veya

X > b’deki dederleri isteniyorsa o zaman ekstrapolasyon gerceklestirilir. Gregory-Newton

veya Lagrange fonksiyonlari kullanilir.

Interpolasyon ve ekstrapolasyon uygulanabilmesi igin f(x) ‘in polinomsol interpolasyona

uygun olmasi gerekmektedir.
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X ‘ 1 2 3 4 5

f(x) ‘ 100 25 11.111 6.25 4
=> f(5.7)’in tahmini dederi nedir?

Araliklar esit oldugu icin ileri veya geri farklar formillerini kullanmamiz gerekmektedir.

Istenilen deder 5.7 oldugu icin geri farklar formilini kullanmamiz gerekmektedir.

. (x—x, J(x=x,)+ h]sz . (x=x, J(x=x,)+h](x=x, )+ 2h]
" 21h? ! 3h?

Vi, o+

(Geri farklar formuli ile Gregory-Newton enterpolasyon fonksiyonu)

i | X f, Vi, =f,—f, | V2 =V -V | V3 =V*f -V | V' =V -V3f |
0| 1| 100 - - - -

12| 25 ~-75 - - -

2|3 [11.111 —13.889 61.111 - -

314 | 625 —4.861 9.028 —52.083 -

4|5 4 ~-2.25 2.611 —6.417 45.666

X, =5 (5.7 degerine en yakin olan)

Xx=57
h=1

. (x—x, J(x=x,)+ h]V2f . (x—x, (x=x,)+h](x=x, )+ 2h]
" 21h? " 3lh?

V3, o+

X=X, =57-5=0.7
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0.7[0.27 +1]VZ - 0'7[1';][2'7]v3 - 0'7[1'7][2'7][3'7]v4 f

f(5.7)= f(5)+0.7Vf
(67)=1(5)+ 07V, + I2

* * * * * *
f(5.7)=4+0.7*(-2.25)+ 07717 5 611 + M(— 6.417 )+ 07 1'7242'7 37 45 666
f(5.7)=23.163
Interpolasyon ve ekstrapolasyon yapmaya uygun degil.
Ilk iki terimi alarak lineer enterpolasyon yaparsak,
f(5.7)= f(5)+0.7Vf, =4+0.7* (- 2.25)= 2.425
Gergek Deger
100 Lineer 2. Derece 3. Derece 4. Derece
f(x)= N
X
f(5.7) 3.078 2.425 3.979 0.543 23.163

Bdyle bir sikintida en givenli yaklasim lineer enterpolasyon yaklasimidir.
5.4) Spline Interpolasyon

Diger baslklar altinda incelemis oldugumuz interpolasyon metotlarinda (n +1) noktadan

N. dereceden bir egri geciriyor. Fakat veri dederlerinde ani dedisimler oldugunda veri

noktalarinda ylksek mertebede polinomlar gegirmek hatali sonuglar verebiliyordu. Bunu

Onlemek icin veriler daha kiguk veri gruplarina ayrilarak her bir veri grubu icin daha

klicik mertebeden polinom c¢akistirmasi yapilabilir. Bdylece kigik mertebeli

polinomlardan olusturulan gakistirma islemlerine spline interpolasyon adi verilir.
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Lineer Spline

Sirali sekilde verilmis belirli gruplar icin birinci dereceden spline fonksiyonlar asagidaki

sekilde verilebilir,

f(x)= f(x,)+my(x—x,) Xg < X< X
f(x)=f(x)+m(x—x,) X < X< X,
f(X)_ f(anl)_'_ mn—l(x_ Xn—l) Xn—l SX<= Xn

Burada egdim ifadesi, m. =

Ornek: Asagida verilen veri grubu icin lineer spline uygulamasini yapiniz ve f(5)’i

hesaplayiniz.

X 3.0 4.5 7.0 9.0

f(x;) 2.5 1.0 2.5 0.5
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f(x)=f(x)+m(x—x,) X < X< X,
f(x)=1+m,(x-4.5)

_ Fl)—fx) _25-1_

| = 0.6
X, =X, 7-45

f(x)=1+0.6*(x—4.5) 45<x<7
=>  f(5)=1+0.6*(5-4.5)=13

Quadratik Spline

Yukaridaki 6rnekte goérialdigid gibi digim (veri) noktalarinda egri sireksiz olup 1., 2., ...,
n. Turevler tanimsizdir. Veri noktalarinin, m. tirevi surekli yani tanimli olmasi icin (m+1).
Dereceden polinom gecme zorunlulugu vardir. Eder veri noktalarindan 3. dereceden bir
polinom gecirilirse gerek 1. gerekse 2. tirevler tanimhdir. Bu nedenle spline
interpolasyonda codgunlukla kibik spline kullanilir. Quadratik spline’da amac veri
noktalarindan 2. dereceden bir egrinin gecirilmesidir. Bunun sonucunda veri noktalarinda

birinci tlirev tanimh olur.

AF)

T 2. 2.
Y S P TS vy archle |
Xo X X2 ¥4

f.(x)=a,.x* +b,.x+c,

n+1 veri noktasi igin toplamda n aralik olusur.

a'lar, b’ler ve c’lerden olusan toplamda (3n) bilinmeyen vardir.
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O halde toplam (Sn) sarta (denkleme) ihtiyag vardir. Bunlar;
i) ig veri noktalarinda fonksiyon dederleri veri dederlerine esit olmalidir.
2
a4 Xiy + bi—l'Xi—l +Ci, = f (Xi—l)
{i=2,3,..,n
2

a,.x2, +b.x_ +c = f(x_)

Bu Z(n—l) sart (denklem) sadlar.

ii) ilk ve son fonksiyonlar, ilk ve son veri noktalarindan gecmelidir.

a,.xZ +b,.x, +¢, = f(x,)

a . x2+b, .x, +c, = f(x,)
Bu 2 sart saglar.

iii) Ic veri noktalarinda birinci tiirevler esit olmahdir.

f'(x)=2ax+b
2a, %, +b , =2a.x_ +b i=2,3,.,n
Bu (n —l) tane sart saglar.

iv) Ilk veri noktasinda ikinci tiirevin “0” oldugu kabul edilir.
2a, =0 => a, =0

Bu durumda birinci fonksiyon ikinci dereceden bir egri degdil dogrudur.
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Ornek: Onceki érnekte verilen veriler icin quadratik spline ¢dzimiini yapiniz ve f(5)’i

hesaplayaniz.

X; 3.0

4.5

7.0

9.0

f(x) 2.5

1.0

2.5

0.5

n=3 ve 3n=9 bilinmeyen var. Bu 9 bilinmeyene bagh olan 9 denklemi yazacak olursak,

20,25a, +4.5b, +¢, =1
20,25a, +4.5b, +¢, =1
49, +7b, +Cc, =25
49a, +7b, +c, =25
9a, +3p, +c, =25
8la, +9b, +c, =0.5
9a, +b, =9a, +b,

14a, + b, =14a, +b,
a =0

Bu denklemleri gauss yok etme metodu

almaktadir,
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ile cozimlersek denklem asadidaki

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

hali




S
o

N}
[\S]

S~
S}

o
[\S]

N}
w

S
w

9}
w

(45 1 0 0 0 0 0 Ofp 1
0 0 2025 45 1 0 0 0fc 1
0 0 49 7 1 0 O0fa,| |25
00 0 0 0 49 7 1|b| [25
31 0 0 0 0 0 Ofc,| |25
0 0 0 0 0 8 9 1fa| |05
1 0 -9 —-1.0 0 0 0fb 0
10 0 14 1 0 -14 -1 0fcy| | O]
Eder ¢ozim yapilirsa,
a, =0.64 b, = —6.76 c, =18.46
a; =—-1.6 b, =24.6 c,=-91.3
=>  f,(X)=—x+55 3<x<45
f,(x)=0.64x> —6.76x +18.46 45<x<7
f,(x)=-1.6x* +24.6x - 91.3 7<x<9

fbs

295

X=5 =>  f,(5)=0.64*25-6.76*5+18.46
f,(5)=0.66
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Quadratik spline ¢gdéziiminde iki 6nemli eksik vardir;
i) Ilk iki veri noktasi bir dogru olarak birlestirilir.
ii) Gerek ilk gerekse son aralikta bulunan fonksiyonlar asiri derece salinim

gbstermektedir.

Bu zayif yonlerine gare kiibik spline’dir. Kibik spline’da bu eksiklikler gézlenmemektedir.
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Kiibik Spline

=>  f(x)=ax®+bx?+cx+d,

1
n+1 veri noktasi icin,
N tane aralik vardir.

4n tane bilinmeyen ortaya cikar (a, b, c, d'ler)

Sartlar:

1) Fonksiyon dederleri i¢ veri noktalarinda, veri dederine esit olmalidir.

2(n —1) denklem sadlar.

2) 1lk fonksiyon ilk veri noktasindan, son fonksiyon son veri noktasindan gecmelidir.

2 sart (denklem) saglar.

3) Ic veri noktalarinda fonksiyonlarin birinci tiirevlerinin dederi esit olmalidir.

(n—1) tane sart saglar.

4) Ic veri noktalarinda fonksiyonlarin ikinci tiirevierinin degeri esit olmalidir.

(n—1) tane sart saglar.

MM597 MUHENDISLIKTE ILERI SAYISAL METOTLAR / PROF.DR. NURI YUCEL
62/144



5) Ilk ve son veri noktalarindan gecen fonksiyonlarin ikinci tiirevleri “0” olmalidir.

(Zorlama Sart)
2 sart (denklem) saglar.

Bu maddelerin toplaminda 4n sart (denklem) elde edilir ve bu sekilde ¢6zim yapilir.

Bu islemler sirasinda denklem (sart) sayisi ¢ok fazla oldugundan her bdlge igin bir

denklem takimi gelistirilerek genellestirilmistir;

f (Xi—l) f ”(Xi—l)(xi — Xi—l)
i)l

X — Xi—l) I

X=M X-—xﬂM X=X, ) +
)= g - fenag

6(Xi —Xia G(Xi — Xy

{( fx) _f"(xi)(xi_xi-l)}(x—xil) ,i1=123,..00 (A)

Ilk olarak B denklemi cézilmektedir. Buradan elde edilen f" de§erlerini A denkleminde

yerine koyarak ¢6zim yapilabilmektedir.
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Ornek: Asagidaki verileri kullanarak kibik spline egrilerini bunuz ve x=D5"te f(5)’in

dederini hesaplayiniz.

i 0 1 2 3
X, 3.0 4.5 7.0 9.0
f(x;) 2.5 1.0 2.5 0.5

=> B denkleminde i=1 dersek,

6 6
)[f(xz)_ f(xl)]+ﬁ[f(xo)_ f(xl)]

(Xl — X )f ”(Xo )'+2(X2 — Xo )f "(Xl)+ (Xz - Xl)f ”(Xz )= m X — X

(45— 3)F"(3)+2(7 = 3)F "(4.5)+ (7 45)F "(7) = —2 S[10)- fas]+ 6 S[6)- 1(23)]

i=2 dersek,

(7_4.5)f"(4.5)-+z(9_4.5)f"(7)+(9_7)f~(9)=9L[f(9)_f(7)]+ ° S[1(@9)- £(7)

f”(3) ve f”(9) degerleri 5 No’lu kabul geredi “0” degerine esittir. Bu durumda yukaridaki

denklemler asagidaki sekli alir,

8.1"(4.5)+251"(7)=9.6 ,i=1 ise
2.5."(4.5)+9.1"(7)=-9.6 ,i=2 ise

=>  "(4.5)=1.67909
f"(7)=-1.53308

1. Aralik icin;

i=1 konularak A denklemi g¢ézulirse;
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f(x)= f"(3) (45-x) + f"(4.5) (X_3)S+[ 2.5 _f”(3)(4.5—3)}(4_5_x)

6(4.5-3) 6(4.5-3) 45-3 6

{ 1 f”(4'5)é4'5_3)}(x‘3) i1

45-3

f,(x)=1.86566 (x —3)° +1.66667 (4.5 — x)+0.246894 (x — 3)

2. Aralik icin;

i=2 konularak A denklemi ¢ézllirse;
f,(x)=0.111939 (7 — x)’ - 0.102205 (x — 4.5)* — 0.299621 (7 — x)+1.638783 (x - 4.5) , i=2

3. Aralik icin;

i=3 konularak A denklemi ¢ézulirse;
f,(x)=-0.127757 (9 — x)* +1.761027 (9 — x)+ 0.25(x - 7) , i=3
X =5 noktasi ikinci aralik igin gegerlidir. Bu durumda,

f,(5)=1.102886 bulunmaktadir.

ALy
3
| Zh
f_r | ”// |
| /) |
| AN / |
| \ !
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l
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| ' I
| 1 Y { l SR K-

Klbik Enterpolasyon
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ODEV

1) Asadida verilen veriler igin quadratik ve kibik spline egrilerini olusturunuz. f(0.47)

derini bulunuz.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X, 0 0.1 0.7 0.9 1.2 2.8 2.1 2.4 2.7
f, 3.0 4.0 6.5 7.2 4.3 3.2 6.0 7.1 8.3

2) Kibik spline ile egri cakistiran bir bilgisayar programi yaziniz.

EN KUCUK KARELER ILE REGRASYON (Least Square Regresion)

Eder veriler hata igeriyorsa veya hata igerdigi dusunuliyorsa butin veri noktalarindan

gececek egri yerine, bu verileri yaklasik olarak temsil ettigi distnulen ve bltin veri

noktalarindan gegmeyen daha disiik mertebeden egri cakistirmaya regrasyon denir.

1. Lineer Regrasyon

y=a,+ax+e
e=y—a, —aXx

€ =Yi —a, — X

MM597 MUHENDISLIKTE ILERI SAYISAL METOTLAR / PROF.DR. NURI YUCEL
66/144

A

— X

e ; hata degeri

(Fonksiyonu olusturan her nokta ile gercek deger arasindaki fark o

nokta icin hata dederini verir)




En Uygun Egri Icin Kriter

En uygun egri hatalarin karesi toplamini minimize eden egri olarak tanimlanmaktadir.

Xi Yi
X Y1
X, Yo
Xn yn
S, = " ei2 = " (yi_ao_alxi)z
i=1 i=1
oS n
T=0 = - 2. —a,—a,Xx )=0
aao > ;(yl 0 1 |)
0S L
=0 = -2. —a, —a X )x. =0
aal > i=1(y| 0 1 |) i

(1) zyi _zao _zalxi =0
i=1 i=1 i=1

(2) Zn:xi.yi —Zn:ao.xi —iale =0
i=1 i=1 i=1

n n n
DXL =D X8, + DX
i=1 i=1 i=1
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Ornek: Asagidaki veriler igin en uygun dogruyu bulunuz.

I X Yi Xi-Yi x; y (sonug)
1 0.1 0.61 0.061 0.01 0.46262
2 0.4 0.92 0.368 0.16 0.99198
3 0.5 0.99 0.495 0.25 1.16844
n=6 4 0.7 1.52 1.064 0.49 1.52135
5 0.7 1.47 1.029 0.49 1.52135
6 0.9 2.03 1.827 0.81 1.87426
> 3.3 7.54 4.844 2.21

3 nolu denklem geredi,

4 nolu denklem geregi,

a, =1.7645 ve a,= 0.2862
y=a, +a,Xx

=> y =0.2862 +1.7645 X

4

1
J

1 L

07 I
» X

092 O ob 02 10
o2V T s
n 6
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6a, +3.3a, =7.54
3.3a, +2.21a, =4.844



Lineer Regrasyonda Hata Miktarinin Belirlenmesi:

a) Regrasyon dogrusu standart sapmasi

S, = - S,/x i Standart sapma

n—2 : Serbestlik derecesi

b) Belirleme Katsayisi (coefficient of determination)

r.2 _ St _Sr
S,
S, =>¢
i-1

wmw
Il

1]
[UN

=\2
(vi =y =207
S,, bagimh degisken yani y'nin ortalama Yy degerinden farkinin karelerinin toplamidir.

Burada r=kolerasyon katsayisi (colleration coefficient) olarak tanimlanir.

Mikemmel egri gikmasi durumunda S, =0 olur.

Eger S, =S, ise r* =r =0, edri herhangi bir gelisme saglamamis demektir.
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Az once verdigimiz 6rnede geri donerek hata fonksiyonlarini verilen formuller vasitasi ile

hesaplarsak,

2 —\2
(vi—a,—a,x ) =¢f Oizz(yi_y)
0.02172 0.4181
0.00518 0.1133
0.03183 0.07111
0.000001822 0.06931
0.0026368 0.0455
0.02425 0.598
> 0.08562 1.3153
S, =Y el =0.08562 ve S, =) 0} =13153

y/x

—\/ S'Z = \/0'08522 =0.14630 (standart hata)
n J—

2_S =S, _13153-008562 _ .
S, 1.3153

=> r =0.9669
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2. Polinomsal Regrasyon

Ayni verilerin diiz bir dogrudan daha ziyade polinomsal olarak temsil edilmesi daha uygun
olabilir. Bu durumda en kiguk kareler metodu m. derece polinom igin benzer sekilde

uygulanabilir.

2
y=a,+a,X+a, X" +...+a, X" +e

e =y, —dy—a.X;, — Ay X, —ceoo.—Q, X"
2 2
S =>e; =Z(yi—a0—a1.xi—a2.xi — e =, X
oS
(1) 5 - =—22(yi—a0—a1.xi—a2.xi2— ...... —am.x;"):o
a4
oS
(2) 67"':—22()/1. —a, =X, — A, X] —...—a, X" )xi =0
1
(m+1) Si:—ZZ(y,—ao—al.xi—aTxiz— ...... —am.x,.’")x;"zo
a

1) an+a, ) X+, X2+t a, D X" =Dy,
2) B X +a ) X+, ) X ot ay 2 XM =D Xy,

m+1) a, ) X" +a, > X" +a, > XM+ a Y X =D X"y,

Standart sapma,
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Belirleme Katsayisi (coefficient of determination),
r2 _ St _Sr
St

Ornek: Bir onceki o6rnekte verilen degerler icin 2. dereceden regrasyon egrisini

hesaplayiniz?

[ X, Y X;.Yi x?

1 0.1 0.61 0.061 0.01

2 0.4 0.92 0.368 0.16

3 0.5 0.99 0.495 0.25

n=0 4 0.7 1.52 1.064 0.49
5 0.7 1.47 1.029 0.49

6 0.9 2.03 1.827 0.81

> 3.3 7.54 4.844 2.21

y=a, +a,X+a,x" +e

2

=> e =y—a,—a;.x; —a,.x;

i

s, =Set=Y(y-a,-a,x —a,x)

e, =0 => —ZZ(y—ao—al.xi —az.xf):O (1)
da,
S =0 => _ZZ(y_aO_al'Xi _aZ'XiZ)Xi =0 (2)
oa,
oS

==0 => _ZZ(y_aO_al'xi_aZ'Xi2><i2=0 (3)
oa,
1) Na, +a, ) X +a,» X =Yy, =>  6a, +3.3a, +22la, =7.54
2) B X +a ) X +a, ) X =) XY, =>  3.3a, +2.21a, +1.605a, =4.844
3) 8,y Xt +a,y x +a, ) x' =D xy;  =>  22la, +1605a, +1.2245a, =3.5102
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a, =0.587114

a, =0.059102

a, =1.729537

y =0.587114 + 0.059102 .x +1.729537 .x* 2. Dereceden regrasyon polinomu
y =0.2862 +1.7645 X Lineer regrasyon polinomu

NOT: Korelasyon katsayisi ve belirleme katsayisini bularak r'yi hesapla ve lineer'deki

sonug ile karsilastir. Muhtemelen burada r=0.98 olacaktir.

3. Coklu Lineer Regrasyon (Multiple Linear Regression)

Eder birden fazla degisken varsa. (2 tane degisken oldugunu varsayarsak)

Bu durumda en iyi edri dedil, verileri en iyi sekilde temsil eden dizlem hesaplanacaktir.
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AY

Y- gotayxy +aaxa+ €

X

: =0=_22(yi — a5 — Xy _azxzi) => n.a, +leial +ZX2ia2 :Zyi

: =O:_22(yi — 8y — Xy — A Xy )'Xli => leiao + lezial +lei'X2i a, :lei'yi

: :O:_ZZ(Yi — 8y — @ Xy — @y Xy, )-Xzi => D Xy@y ) XXy + D X518, =D Xy,

ODEV
1) En kiglk kareler regrasyon metodunu kullanarak, asagida verilen veri seti igin, birinci

(lineer), ikinci ve uglncu derece polinomlari bulunuz. Her bir durum igin kolerasyon

katsayisini hesaplayarak karsilastiriniz.

X; ’ 0 0.1 0.2 0.4 0.5 0.7 0.8 1.0

. ‘ 0 1.3 2.0 2.4 2.8 2.7 2.4 2.1

2) En kiglk kareler regrasyon metodunu kullanarak, 3. derece polinomsal egri gakistiran

bir bilgisayar programi yaziniz ve yukaridaki verilere uygulayiniz.
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6) ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK ¢OzUMU

6.1.1) ilk Deger Problemlerinin Niimerik Coziimii

y'="f(xy) ve y(X,)=Y,
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Yi=Yo + y'(xo )(Xl - Xo)
Y=Y + y’(Xl)(Xz _Xl)

Yo = Yo + ¥ Xeia = X,)
=> Yo=Y, +Y(x)h
V' (%)= (%, Yn)
You = Yo +hE(x,,y,)+0(h?)

Bu metoda Euler metodu veya tangent line (edim dogrusu) metodu adi verilir.
6.1.2) Uc Terim Taylor Serisi Metodu

y'= f(x, y) diferansiyel denkleminde y(x0)=y0 ilk degeri biliniyorken y(x+h)’| Taylor

serisine gbre agarsak,

2 3

Yx+ )= ¥(x)+ Y0+ Y () + Y (0)

Taylor serisinde ilk tg terimi alir ve y'(x) ve y”(x)’i zincir kural ile bulursak,
y'(x)=f(x y)=f[x y(x)]

()= af[xa,xy(x)] , % . af[xa,yy(x)] , %

v - LY XYy
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1))y LRI TR0 ey o)

o =g o0t oyl T | TRl Tl 1 of)

Ornek: y'=x+Yy ve y(1)=—2 seklinde verilen diferansiyel denklemi nimerik olarak

¢6zlniz ve ¢d6zUmU analitik ¢6zim sonuglari ile karsilastiriniz.

Analitik ¢6zim, y=-x-1
f(x,y)=x+y , q:1 ) ﬂ:1
OX oy

2

> You= Yo g, e Ll 4y, ) O()

h=0.1 secilirse,

X, =X, +nh =>  X,=1+0.1*n
n X, Y, (Analitik) Y, (Namerik)
0 1 -2.0 -2.0
1 1.1 -2.1 -2.1
2 1.2 -2.2 -2.2
3 1.3 -2.3 -2.3
10 1.8 -2.8 -2.8

_> mi=h+04@—2y+@§yﬁﬁia—2»+o®ﬂ

Y, =—20-01=-21
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Brnek: y = y.sin(x?)-cos(x? )+ 2y, y(3)=+2
f(x, y)=y.sin(x?)—cos(x?)+ 2y

= 2xy.cos(x2 )+ 2x.sin(x2)

:sin(x2)+2

2R R

2

Vo1 =V, + h.(y.sin(x2 )— cos(x2 )+ Zy)n + h? {ny. cos(x2 )+ 2x.sin(x2 )+ (sin(x2 )+ 2Xy.sin(x2 )— cos(x2 )+ 2y>}n + O(h3)

h=0.1 segilirse,

X, =X, +nh => X, =3+0.1*n
n X, Yn
0 3.0 J2 =1.4142
1 3.1 1.7138
2 3.2 1.9156
3 3.3 1.9787
4 3.4 1.9512
5 3.5 1.9238
6 3.6 2.0176
10 4 4.0834
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6.1.3) Runge-Kutta Metodu

y'(x)=f(xy) ve y(x,)=Y,
A, =hf(x,.y,)

1
B,=h f[xn +=h,y, +5An]
C,=h f(xn +1h,yn +%an
D, =h.f(x, +h,y, +C,)

4y

Yo =Yo +0E(X,,Y,)
yn+1 = yn + h'y'(xn)

Cok guvenilir bir yéntemdir. Hata derecesi son derece disik ve tlrev alma sikintisi

yoktur.
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Ornek: y' =x*—sin (yz) ve y(1)=4.7 ilk sarti ile verilen diferansiyel denklemi géziintz.

h=0.1 segilirse,

f(x,y)=x° —sin(yz) X, =1 y, =4.7

Ay =0.1{f (0, )} =0.1¥[1? —sin(4.72 ]| = 0.1099

2 2
B, = 0.1{[1+ 01] —sin (4.7 + 0'1299 }: 0.1682

2

o
[N

2
j —sin [4.7 + 0'1282 } =0.1884

D, =0.1{1+0.1)° —sin (4.7 + 0.1884 )? }=0.2115

Y =¥, +é[A0 +2.B,+2.C, + D, |+ 0(n*)= 4.7+%[0.1099 +2%0.1682 +2*0.1884 +0.2155]

=> y, =48731
X, =X, +nh
X, =1+0.1*n

x=11, y,=4.8731

n X, Y

0 1.0 4.7 (verilmis)
1 1.1 4.8731

2 1.2 5.0426

3 1.3 5.1313

4 1.4 5.2168

5 1.5 5.4039

6 1.6 5.6797

7 1.7 5.8708
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6.2) iKiNCi DERECEDEN iLK DEGER PROBLEMLERININ NUMERiIK ¢6zUMU
y'=f(xy,y') y(xo)= A y'(x)=B
6.2.1) Taylor Yaklasimi

y(x)’i X + h’da Taylor’ a acarsak,

! n h2 n h3
Y0+ )= y()+ Y (0 + y () 2+ y () + o
Ve
h? he
Y (x+h)=y )+ y0h+ y ()20 + y O (X) - 4

2

y(x+h)= y(x)+hy'(x)+ % y"(x)+ O(h3)

y'(x+h)= y'(x)+hy"(x)+ O(hz)

=> y;:f(xpyj’y})
Xja = Xo +(J +1)h

2

1 h 14
Yia=Y;+hy] +Eyj +O(h3)

Y. =y, +hy"+0(h?)

Once j=0 alip y;, Yy, ve V,'yi hesaplayacadiz. Sonra j=1 alip y;/, y, ve y,'yi

hesaplayip iterasyon islemlerine devam edersek Yy, Y,, Y;, .., Y, i elde edecegiz.

MM597 MUHENDISLIKTE ILERI SAYISAL METOTLAR / PROF.DR. NURI YUCEL
81/144



Ornek: y"=x*—cos(y)+2e™y  diferansiyel denkleminde y(l)=-1 ve y'(1)=3 ilk
sartlari vardir. h=0.1

X, =1 Yo =—1 y, =3 f(x,y,y)=x>—cos(y)+2e™y’
h=0.1 segilirse,

Adm 1: j=0

ys =17 —cos(-1)+2.e™.3 = 2.666974
X =% +01*1=11

2
y, =-1+0.1*3+ %2.666974 = —0.686665

y; =3+0.1*2.666974=3.2666974

Adm 2: j=1

yI' =1.1% —cos(—0.686665 )+ 2. *(3.266974 ) = 2.611405
X, =% +0.1*¥1=12

2
y, =—0.686665 +0.1*3.2666974 + % 2.611405 = —0.346938

y, =3.2666974+0.1*2.611405= 3.527838

Adm 3: j=2

y, = y(1.3)=0.018939
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6.2.2) Runge-Kutta Metodu

y'=f,(xy,Y) y(Xo) =Y, y'(x)=P,
y'=p=f(xy,p) => y(Xo) =Y,
y'=p'="f,(xy,p) => p(x,) =P,

Eder Yy =p+x= fl(X, Y, p) dersek
p'+1=f,(x,y, p) elde edilir.

= h.f,(X,, Y, P,)
= f2 Xn’yn’p)

I\J_ =
N— N

~—
—— N /

Nll—‘ Nll—\ I\-’li—‘ |\>||—\
[y

h.f,| X, +1h yn+;k2,pn
=h.f,(x, +h,y, +k;, p, +15)

- h.fz(x +h,y, +k;, p, +1,)

n

Yo =Y, +%(k1 +2k, +2k, +Kk,)

Py =P, +%(Il +2l, +21,+1,)
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Ornek: x’.y"+5xy +20.y=0 diferansiyel denkleminde y(1)=0 ve y'()=2 ise
y(1.2)="?

h_ 5y 20
X  x?

y'=p=f,(x,y, p) olarak kabul edilirse,

p’=—§ —Z—y— f,(x.y.p)
yo=y(1)=
= p()=

h=0.2 segilirse,

k,=02%2=0.4

I, —02*[—§2—§Oj -2
1 1

k, = 0.2{ P, +%|1} = 0.2{2 +%(— 2)} =0.2

=022 [2+ 2] 2 o, 2 _ 1579
1 0.2 2 ( 0_2] 2
T +

—1 57 20 0.2
~| 0+ |} =-1.435
0.2 2
+
2

=0.2{2+(~1.435)}=0.113
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1+0.2

|4=0.2{ > (2—1.435)—i(0+0.243)}

(1+0.2)°

y, =y(1.2)=0 +%[o.4+ 2*0.2+2*0.243 +0.113]

y, = y¥(1.2)=0.233

Analitik C6zlim

y = %x‘z sin[4.In(x)]

y(1.2)=0.23137
6.2.3) Runge Kutta - Nystrom Metodu

y'=f(xy.y) y(%)=K

1
AJZEh-f(waj'W)

D, :%h.f[xj +h,yj +h(y} +Cj),y} +2.Cj]

o
Y =Y;+ h{y./ +§(Aj +B,+C, )}

' , 1
Yia =Y +§[AJ~ +2.B; +2C; +Dj]

1 1.(, 1 ,
B, =-hf xj+§h,yj+§h(y1+§AJ,yi+Aj}

1 1.(, 1 ,
C,=-hf xj+§h,yj+zh(yj+§Aj),yj+BJ1

=-1.146

Sadece 2. dereceden diferansiyel denklem igin oldugundan kullanim alani sinirhdir.
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ODEV

1) y"=x-4y*+3e” diferansiyel denkleminde y(2):3 ve y'(2):4 baslangig
kosullarinda h =0.1 olarak kabul edildiginde y(5) dederini hesaplayiniz.

2) y”:xz—cos(y)+2.e‘x.y’ diferansiyel denkleminde y(1):1 ve y’(1)=3 baslangig

kosullarinda h =0.1 olarak kabul edildiginde y(5) degerini hesaplayiniz.
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6.3) Ikinci Dereceden Sinir Deger Problemlerinin Niimerik Coziimii

Yy =f%yY)  ya)-« y(b)= 5

49
Bl————— S
7 /|
|
|
: |
|
i/ |
| |
: ' .
. u l '
| ( | | |
| 4
| EFTZLL LT LT .
3 b
b-a
h=——
n
X;=X%+ j.h
X;=a+ J.h

"_ yj'_1_2r-]32/j +Yin +O(h2)

Eder sonlu fark formullerini diferansiyel denklemde yerine koyar ve dlizenlersek, sonra

j=123,...... ,N—1 konulursa (n—l) tane cebri denklem elde ederiz. Sinir sartlari y(a):a
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ve y(b):,B’yl uygun sekilde bu (n—l) denklemde yerine koyarsak (n—l) denklem
takimi elde ederiz. y,, Y,, Y3, - , Y, olmak uzere (n—l) bilinmeyen bu (n—l)

denklemi ¢dzerek bulunabilir.

Ornek: Yy’ =x-2y+Y' diferansiyel denkleminde y(O):l ve y(l):—3 sinir kosullari

vasitasl ile N =10 iken denklem takimlarini elde ediniz.

LY AL S S

Yi =X —2y;+Y]
Merkezi fark formdullerini girersek,

. —2.V. + V.
=> Yia hZJ yJ+l:xj—2.yj+

Yia—Yja
2.h

=> (1+gjyj_1+(—2+2h2)yj+(1—2Jym=h2.xj

X; =X+ j.h => X; =0.1%j
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1.05*y; , -1.98*y; +0.95*y, , =0.001* j

“j=0" ve “j=10" dederleri icin denklem takimi kurulmaz diger dederler icin kurulan
denklem takimlarn asagidaki gibidir;

1.05*y, —1.98*y, +0.95*y, = 0.001 j=1
1.05%y, —1.98*y, +0.95* y, = 0.002 j=2
1.05%y, —1.98*y, +0.95*y, = 0.003 j=3
1.05%y, —1.98*y, +0.95* y, = 0.004 j=4
1.05*y, —1.98*y, +0.95* y, =0.005 j=5
1.05%y, —1.98*y, +0.95*y. = 0.006 j=6
1.05*y, —1.98*y, +0.95* y, = 0.007 j=7
1.05*y, —1.98*y, +0.95*y, = 0.008 j=8
1.05%y, —1.98*y, +0.95*y, = 0.009 j=9

Sinir kosullan girilirse ilk ve son denklem asadidaki hali alir;

y(0)=y, =1

1.05%1-1.98*y, +0.95%y, = 0.001 =>  —198*y, +0.95%y, =-1.049
y(@) =y, =-3

1.05%y, ~1.98%y, +095*3=0000  => 105%y,~198*y, = 2.8590
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Denklemler ile olusturulan matris,

[-1.98 0.95 0 0 0 0 0 0 0 A [—~1.049 |
1.05 -198 0.9 0 0 0 0 0 0 Y, 0.002

0 105 -198 0.9 0 0 0 0 0 Y3 0.003
0 0 1.05 -198 0.9 0 0 0 0 Y, 0.004
0 0 0 1.05 -198 0.9 0 0 0 Ys |=| 0.005
0 0 0 0 1.05 -198 0.9 0 0 Ve 0.006
0 0 0 0 0 1.05 -198 0.9 0 Y, 0.007
0 0 0 0 0 0 1.05 -198 0.9 |y, 0.008

|0 0 0 0 0 0 0 105 -198]y,| |2.859 |

Yo =

y, =0.7299 y, =—0.3231 y, =—1.6371

y, =0.4171 ys = —0.7406 y, = —2.0991

y, = 0.0646 y, = —1.1813 y, = —2.5571

Yo =3
ODEV

1) y'=x-2y+Yy' diferansiyel denklemlerini y(0)=l ve y(1)=—3 sinir kosullari

vasitasiyla,

2) V' =x*-4.y+4.y diferansiyel denklemlerini y(l):—2 ve y(2):4 sinir kosullari

vasitasiyla,

n =100 alarak ¢6zlniz.
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6.3.1) Karisik Sinir Sartinin Olmasi Hali

Sinir deder problemlerinde karsilasilabilecek sinir sartlarinin  en genel ifadesi,

d
ad—y+ﬂ.y =y seklindedir. Burada o, B ve y dederleri sabitlerdir. Bu sinir sartlarinda;
X

a#0 ve [ #0 olmasl durumunda bu kosullarla ortaya gikan sarta Karisik Sinir Sarti ad
verilir, =0 ve S #0 durumunda bir 6nceki sinir sarti elde edilir ve Dirichlet Sinir

Kosulu denir, a#0 ve f =0 olmasi durumunda Neuman Sinir Sarti elde edilir.

Asadidaki diferansiyel denklemi her iki u¢c noktasinda karisik sinir sarti olmasi durumu icin

formitle edelim,

2
%JrC.y = f(x) diferansiyel denkleminde
X
d
X=a'da a1_y+ﬂ1-y:71
dx
Sinir Sartlan
, dy
X =b'da a2&+ﬂ2'y2:72

Bu sinir sartlari altinda X,=a ve X,=Db fonksiyon dederleri arasinda higbir sey
sdylenemez. y(a)=y0 ve y(b)=ym bilinmemektedir. Bu durumda bilinmeyen sayisi

araligin m esit parcaya bolinmesiyle elde edilen nokta sayisina yani (m +1)’e esittir.
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49

=b

ot B ¥
| |
' (-

1
|

B A

m {-ms]

Diferansiyel denklemin sonlu farklar ifadesini yazarsak,

Yia—2.Yi+ Vi
h2

+C.y, = f(x)

YL +(C.h2 - 2)yi +Y,,, =h%f(x) (1)
Son sinir sarti icin fark denkleminde, yani denklem (1)’de i =0 konulursa,
y . +(Ch?=2)y, +y, =h2.f(x,) (2)

denklemi elde edilir. Bu denklemde Yy_, bilinmeyeni ile karsilagiimaktadir. Bu bilinmeyen

Xx=a’'dan h kadar gerideki yani x=a—#4 gibi bir hayali noktayl temsil etmektedir.

Araligin disindaki bu hayali noktayr yok etmek icin 1. sinir kosulu sartindan
faydalanabiliriz.

d
ald_i“‘ﬂl-y:?/l

=)
a(Tj"‘ﬂr)’o =N

2.h
=> y—1=yl__(7l_ﬂ1'y0)

a,
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Bu ifade (2) no’lu denklemde yerine konulursa ve ortak garpanlar altinda toplanirsa sol ug

nokta icin fark denklemi,

2.h. 2.h. .
[hZ.C—2+ ﬂl)yo + 2.y, =h?.f(x, )+ =L i=0 igin
a, a,
Ayni sekilde sag ug noktanin fark denklemini elde etmek icin denklem (1)'de i=m
yazilirsa,
Yo +(C.h2 —2)ym +y,..,=h%f(x,) i=m (3)

Bu denklemde Yy, ., X, =b’den h kadar ileride x=Db+h‘daki hayali bir noktay! temsil

etmektedir. Bu hayali nokta 2. sinir sarti kullanilarak yok edilebilir.

az(ymlz_hym_lj+ BoYn =7

2h
=> ym+1:ym—l+_(7/2_ﬁ2'ym)

a,

Bu ifade (3) No'lu denklemde yerine konulursa ve ortak garpanlar altinda toplanirsa sag

ug nokta igin fark denklemi,

2.ym_1+(h2.0—2—M]ym:hz.f(xm)—m i=m
a, a,

seklinde yazilabilir.

Orta noktalar igin 1=12,3,......,m =1 icin (1) no’lu denklem gegerlidir.
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[hz.C—2+2'h"BlJyo+2.y1:h2.f(x0)+2'h'7/1 =0

a, o,

Yo +(Ch? =2}y, +y, =h2.f(x) i1
yl+(C.h2—2)y2+y3:h2.f(x2) i—o
y2+(C.h2—2)y3+y4:h2.f(x3) i=3
ym—2 +(C'h2 _Z)ym—l + ym :hz'f(xm—l) i=m—1
2.ym_1+(h2.C—2—ijm:hz.f(xm)—m i=m

a, a,

Ornek: Asagidaki diferansiyel denklemin verilen sinir sartlar altinda bir bilgisayar

programi vasitasi ile kigilen h degerleri icin ¢6zlinliz ve analitik ¢dzimle karsilastiriniz.

Diferansiyel Denklem ; X.y”—(x+2)y’+2y:O

Sinir sartlari ; y’(O):O y'(@)=y()+ %
- U X 1 2

Analitik Coézim ; y(x): e’ — E(X + 2X + 2)

Ilk 6nce “0-1” arah@ini m esit pargaya bdélelim, sinir sartlarinin her ikisi de karigik tirden

oldugundan bilinmeyen sayisi (m +1)’dir. Diferansiyel denklemde tlirevler yerine merkezi

fark formulleri kullanilarak herhangi bir X; noktasi icin genel bir formal Gretilir.

X, y[—l_z'.);i—"_yiﬂ —(Xi+2 Yier — Vi +2.p, =0
h 2.h
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{h +(1+gj.xi}yi_l +2(h? = x )y, {— h+[1—gj.xi}ym =0

X, =X, +1.h

X, =1.h

Eder denklemde X; =i.h konulur ve denklem taraf tarafa h‘a bélundrse,

{1+(1+gj.i}yi_l +2(h—i)y, {—1{1—2]@% =0 ,1=012,....,m

denklem (1)’de i =0 koyarsak,

yi+2hy, -y, =0

Sol sinir sarti kullanilirsa,

=> y, +2hy, -y, =0
Yo =0

Denklem (1)’de i =m koyarsak,

=> y—1=yl

{1+ (1+ gj.m}yml +2(h-m)y, + {—1+ (1— gj.m}ym+l =0 i=m
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2. sinir kosulu,

Ymia = Yma 1
Jme  Jmt 4+ =
2.h Yo 2

=> Yier = Yma + 2.0y, +h

Bu ifade yukarida yerine konulur ve dizenlenirse;
2 h o
2my,. 4 +(2h—h —2)m.ym =—hl -1+ 1—5 m i=m icin

i=12,.....,m=1 igin (1) no’lu denklemde (m—l) tane denklem daha elde edilir. Béylece

m denklem m bilinmeyen Gauss metodu ile ¢ézlilerek ¢ézim tamamlanmis olur.

NUmerik C6zUm
X Analitik
h=0.1 h=0.05 h=0.0025 h=0.001 Coziim
n=10 n=20 n=400 n=1000
0.2 0.000935 0.001285 0.001375 0.001398 0.001402
0.4 0.010563 0.011508 0.011745 0.011813 0.011824
0.6 0.039696 0.041510 0.041960 0.042098 0.042110
0.8 0.101570 0.104547 0.105290 0.105508 0.105541
1.0 0.212410 0.216810 0.217915 0.218230 0.218280
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6.3.2) Sinirin Sonsuz Olmasi Hali

Bazi diferansiyel denklemlerin bir sinir dederi de sonsuzda olabilmektedir. Buna &6rnek

verecek olursak,

Diferansiyel denklem ; y"+C.y=f(x)
Sinir kosullari ; y(O):O ' y(o)=p

Bu problemi fark denklemleri olusturarak ¢ozebilmemiz icin sonsuz olarak belirtilen X dederinin
hangi mertebeden oldugunu bilmemiz gerekir. X'’in mertebesi hakkinda bir fikir yaritemememiz

nedeniyle problemi bir ilk deder problemi olarak ¢ézmemiz gerekmektedir. Fakat burada da bir

baska problem vardir. Bu problemde ilk sartin birisinin (y’) eksik olmasidir. Yani yukaridaki
diferansiyel denklemi ¢dzebilmemiz igin y(O)’ln yani sira y’(O) ilk degerini de bilmemiz gerekir.

Oysa y'(O) dederi bilinmemektedir. Bununla beraber y’(O) ilk sarti igin bir tahminde bulunarak

problemi ilk deger problemi olarak ¢dézer ve X —>o0’a giderken Y ’'nin nereye gittigine bakariz.
Diger bir deyisle y'(O): a alindiginda X — oo’a gittiginde Y — A gibi bir dedere yakinsiyor olsun.
Sonra ilk sart igin ikinci bir tahminde bulunalim; y’(0)=b alindidinda X — o0’a gittijinde y — B
gibi bir dedere yakinsiyor olsun. O zaman X — o0'a gittiginde y(oo)zﬂ icin yeni bir tahmin degeri
hesaplanir. Bu bir tiir Newton-Rapson uygulamasi olup,

c=a-— AP _ S(x,)

(4-B)/a~b) T )

&y
Tt = T ) = f(5,)

xn - xn—l
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Uygulanan bu metot ilerideki bir noktada fonksiyonun sinir degerini interpolasyonla

bulunmasindan dolay! atis yada sutlama (shouting) metodu adi verilir.
Ornek: Asagidaki diferansiyel denklemi ¢dziiniiz,
Diferansiyel denklem ; y'—4y=1

Sinir kosullar ; y(O):O , y(oo):_l

Problemi ilk deder problemi olarak ¢ozebilmek igin diferansiyel denklemi 1. dereceden

denklem sistemine indirgiyoruz,

y'=p= f1(x’ ys p)
p':l—l— 4y: fz(xa Y, p)

Cozim yapilirsa,

y(o0)=y(5)= A=8242
yr(o) = p(O): b=-1 alirsak,

Cozim yapilirsa,

()= y(5)= B=-2749
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Bu dederleri yukarida “c” igin verilen ifadeye koyarsak tlirev igin yeni bir tahmin dederi

elde ederiz,

L 8242 —(—1/4) _
=1 (8242 — (-2749))/(1-(-1)) 0499818

Bu yeni dederle ¢c6zimu tekrarlarsak,

y(4.6)= y(oo):—0.25 ‘te ¢6zUmun sabitlestigini géruriz. Gergekte “c” nin dederi — 0.5 'tir.

Bazi denklemlerde tahmin sayisi Newton-Rapson’la birkag kere ¢6ziim yapilabilir.

Mutlaka ikinci sinir sartinin y(oo):K gibi olmasi gerekmez. y(L):K gibi sinir deger

problemlerine de sutlama metodu benzer sekilde uygulanabilir.
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7. PARABOLIK DENKLEMLERIN NUMERIK ¢OzZUMU
7.1. Boyutsuz Forma Transform

Problemlerin nimerik ¢éztimleri oldukca fazla aritmetik islemler icermektedir. Bu ylzden
yapilan bir ¢6zimin mimkin oldugunca fazla problem icin gecerli olmasi istenmektedir.
Bu céziimleme istenilen denklemi boyutsuz forma getirerek basarilabilir. Ornegin, viskoz
bir ortamda bir sarkacin salinimi ile bir kapasitérdeki gerilimin direng ve endiiktans
Gzerinden bosalmasi fiziksel olarak ayri olmasina ragmen bu iki farklh ifadeyi y6neten

diferansiyel denklem tamamen aynidir.

2
U _ U
oT oX?

X

X :T (Cismin boyu boyutsuz hale getirilmigtir)
=> X =xL

u =i => U = UUO

UO

ouU o*uU 2

-> 0 _ 0 > U, Moy, 2L
oT a(x.L) aT L?.6x
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K oT  ox?
L> ou o s ou_o%u
6|_2t x> ot ox?
K

7.2. Acik (Explicit) Coziim Metodu

Bir boyutlu, zamana bagh kondiksiyon isi denklemi parabolik denklem olup formili

asagdidaki gibidir,u

o
ot ox?
u(x,t)=ui’j i=Xve J=t

Esitligin sol tarafindaki birinci dereceden tirev ifadesi mutlaka ileri farklar formdla ile

acilmalidir. Esitligin sag tarafi ise genellikle merkezi farklar formlu ile agilsa da, ileri ve

ger farklar formdlleri ile de istenirse acilabilir.

Ui —U;; Uiy =2, U,
ot - (5x)2 , FTCS (Forward Time Central Space)
a
Up g =Pl +@— 200 + 1y, ve =2
(&)
Ui jurs (i, J +1) kafes noktasindaki bilinmeyen sicakliktir. Eer J basamadindaki sicakliklar
biliniyorsa j+1 zaman basamagindaki sicakliklar yukaridaki sonlu farklar formild ile

hesaplanabilir. ilk andaki yani j=0 anindaki sicakliklar verildigine gére j=12,3,......
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basamadindaki sicakliklar adim adim hesaplanir. Bu metoda explicit (agik) ¢6zim metodu

adi verilmektedir.

Ornek: Uclari erimekte olan bir buz kalibi ile temasta olan cubugun ilk sicakh§ (boyutsuz

formda),

u(x,0)=2x 03xs%

u(%,0)= 2.1 x) %3xs1

seklindedir. Cubugun sicakhdinin zamanla degisimini hesaplayiniz.

u(x,0)=2x 03xs%

Ilk sart
u(x,0)= 2.1 ) %3xs1
u(0,t)=0

Sinir sartlan
u(Lt)=0
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Sonlu farklar ifadesini,

u

ijl T

ruy; +@—2ru; +ru

i+1,]

ve r=

Sistem simetrik oldugu igin yarisinin ¢ézimlenmesi yeterli olacaktir.

Durum 1: n =10 alalim (cubugu 10 pargaya bélelim)

§x=i=0 1 ve secelim
10 1000
r= &2 =0.1
(6%)
=>  U,;,=01%u,,+08*u;; +0.1%u,,,
1
Ui ja :E(ui—l,j +8-Ui,j +ui+l,j)
X; = X, +1.X => X; =0.1%i
i= i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=10
x=0 | x=01| x=02 | x=03 | x=04 | x=05| x=1
t =0.000 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 |.....
1t =0.001 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.96 | .....
t =0.002 0 0.2 0.4 0.6 0.7960 0.9280 | .....
1t =0.003 0 0.2 0.4 0.5996 0.7816 | 0.9016 | .....
t=0.01 0 0.1996 | 0.3968 0.5822 0.7281 0.7867 | .....
t=0.02 0 0.1938 | 0.3781 0.5373 0.6486 | 0.6891 | .....
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X; =0.1*1i ise,

u(x,0)=2x 0< xs%
u(x,0)= 2.1 x) %g x<1

=>

Diferansiyel denklemin analitik ¢6zimd,

8. & 1(. 1 . L
u:;TZ}j{mnEnnymnnnxk '

n=1 n

Uio =2X=02%i

u(x,0)= 21— x)=2.1-0.1*i)

o
IA
>
IA

N |-

N
IN
>
IN
'_\

Sonlu Farklar
L Analitik C6zim
Cozimi Fark Hata Ylzdesi
x=0.3

x=0.3
t=0.01 0.5822 0.5799 0.0023 0.4
t=0.02 0.5373 0.5334 0.0039 0.7
t=0.1 0.2472 0.2444 0.0028 1.1
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Durum 2: n =10 alalim (cubugu 10 parcaya bélelim)

5

X=—=0.1 ve ot =——=0.005 secelim
10 1000
r= étz =05
(6%)
* * 1
=> Ui i =05 Uiy +0.5 Uiia,j :E(ui—l,j +Ui+1.j)
i= i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=10
X = x=01| x=02 | x=03 | x=04 | x=05 | x=1
t =0.000 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 |.....
t =0.005 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.8 | .....
t=0.01 0 0.2 0.4 0.6 0.7 0.8 | .....
t=0.015 0 0.2 0.4 0.55 0.7 0.7 | .....
t=0.1 0 0.0949 | 0.1717 | 0.2484 | 0.2778 | 0.3071 | .....
Sonlu Farklar
o Analitik C6zum
Cozimi Fark Hata Ylzdesi
x=0.3
x=0.3
t =0.005 0.6 0.5966 0.0034 0.57
t=0.01 0.6 0.5799 0.0201 3.5
t=0.02 0.55 0.5334 0.0166 3.1
t=01 0.2484 0.2444 0.0040 1.6

MM597 MUHENDISLIKTE ILERI SAYISAL METOTLAR / PROF.DR. NURI YUCEL

105/144



Durum 3: n =10 alalim (cubugu 10 parcaya bélelim)

X = L =0.1 ve ot = L =0.01 segelim
10 100
r= azzl
(6%)
=> Ui = Ui — Uiy + Uy
i= i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i =10
X = x=0.1 | x=02 | x=03 | x=04 | x=05| x=1
t =0.000 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 |.....
t=0.01 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.6 | .....
t=0.02 0 0.2 0.4 0.6 0.4 1.0 | .....
t=0.03 0 0.2 0.4 0.2 1.2 -0.2
t=0.04 0 0.2 0.4 1.4 -1.2 2.6 | .....

Cozlm tamamen anlamsizdir. Bu 3 durum incelemesi r degerinin énemli bir parametre
y 1 o .
oldugunu goéstermektedir. Explicit metotta ¢6zim 0< rSE araligi icin gecerlidir. Daha

sonra stabilite ve yakinsama konularinda bu sinirlama analitik olarak gdsterilecektir.

a_U_@JF@ => r. = A r —i ver,r <lolmall

ot ax: oy G )

ou 8% o%u  du A &

—= => n= r, = = ve I, I <—

Kullanilabilir bir metot degildir.
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7.3. Crank-Nicolson Implicit (Kapali) Metodu

Explicit metot hesaplama agisindan basit olmasina ragmen, cok onemli bir eksikligi

bulunmaktadir. Zaman basamadi ot cok cok kigik alinmak zorundadir. Clinkli hesaplar

1
0<r SE araligi icin gecerlidir. Dolayisi ile yeteri kadar dogru sonug elde edebilmek igin

A cok klglk alinmahdir. &t dederi cok kiglk alindidi ise hesaplama ylkia artmaktadir.
Crank-Nicolson 1947 yilinda hesaplama hacmini azaltan ve butlin r dederleri igin gegerli

olan bir metot énermislerdir. Onlar kismi tlrevli diferansiyel denklemin kafes noktalarinin
2

o e e u, . .
orta noktalarinda gecerli oldugunu disindller ve a—z’nm sonlu farklarint ] ve
X

J +1'deki kafes noktalarindaki yaklasimlarin ortalamasi olarak aldilar.

+
- { | | | |
] |
[ f——="7 U'nun b'\{nrnca?ﬂ
1 ‘ 7 ‘ 5 S 4 ‘/
j+1 T_ SR 4 * ~ >K ¢ * } ) (Jeéifﬂ(_‘l“
[ { [ ‘
w i
I1 =+ X *- ¥
[ T ———t ; phe FL‘\\) u'nun b)l‘ficn
P | éeéerie:—f
ou_du
ot ox?
Uijor =Uij _ 1 Ui — 2%U; | Uy LU~ 2%U; g F U
& 2 (%) 2 (6%)°
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ui,j+1 _ui,j Zﬂ ui—l,j - 2*ui2,j + ui+l,j + (l_ﬂ)ui—l,jﬂ - 2*ui,2j+1 + ui+l,j+l
& (&) (&)

p=1 Explicit (agik) metot
1 . .

p= E Crank-Nicolson Implicit (Kapal) Metodu

p=0 Tam Implicit (Kapall) Metot
1

=— alirsak,
p 2
Uy (220U — Tl =T + (220U U

Sonlu farklar ifadesinin sol tarafinda 3 tane bilinmeyen j+1'li terim sag tarafinda ise 3
tane bilinen (j)’li ifade vardir. Eger her bir zaman basamagi sirasinda (n—l) tane ig
kafes noktasi varsa (Ornedin j=0 ve i=12,....,n-1) (n—l) tane birbirine bagh
denklem takimi elde edilir ve (n—l) tane bilinmeyen olur. ilk andaki zaman sirasinda
(j =0) U degerleri ilk sart olarak ve sinir sartlari verildiginden j=0 zaman sirasindaki
verilerden =1 sirasindaki U degderleri bulunur. Bu metot Implicit (Kapall)) metot olarak

tanimlanmaktadir.

Ornek: Crank-Nicolson metodunu kullanarak bir 6nceki érnegi ¢dziiniz.

au_ou
ot ox?

1
u(x,0)=2.x 0<x<?

ik sart

u(x,0)=21-x) %g x<1
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u(0,t)=0

Sinir sartlar

u(Lt)=0

RL

0 /6*

/’ 1
Nn=10 yani &x=-—=0.1 ve 6t =—— =0.01 secgelim

(6%)
=> —Ui g AU g — Uiy =Uig t U
j=0 alrsak 1=123,.....,n=1(9) (Simetrik oldugu

hesaplanmasi yeterlidir)

j =0 dersek,

—Upy + 4-“1,1 —Uyy =Ugo T Uy,
—Up, + 4-u2,1 —Uzy =Uj +Uzp
—Up, + 4-”3,1 —Uyy =Uyo + Uy,
— Uz, + 4-u4,1 —Usy =Uzg +Usy

—U,, + 4-“5,1 —Ugy =Uy +Ug,
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X; =0.1*1i ise,

u(x,0)=2.x omg% =>  U,=2x=02%] osxs%
1 . 1

u(x,0)=2.1-x) S<x<l = u(x,0)=21-x)=2.1-0.1%i) S5 <x<1

— Uy, +4u;;, —U,, =0.0+0.4 i=1 (Up, =0)

—Uy, +4U,, —U;, =0.2+0.6 =2

—-Uu,, +4uU,, —u,, =0.4+0.8 i=3

—Ug, +4u,, —Us, =0.6+1.0 =4

—U,, +4Uz, —Ug, =0.8+0.8 i=5 (Uyo =Ugq Ve U,y =Ug,)

Bilinmeyenler  Bilinenler

—U, +4u, —u, =u, +u, =1 (Ug, =0)

—Uu, +4.U, —U; =U, +U, =2

—u, +4u,—-u, =U, +U, =3

—U; +4.U, —U; =U; +Ug =4

—u, +4.U; —U, =u, +Uq =5 (Uyo =Ugq Ve U,y =Ug,)

4 -1 0 0 0 u,| [00+0.4]
-1 4 -1 0 O0|u,| |02+06
0 -1 4 -1 0 |u,|=/04+08
0 0 -1 4 -1|u,| |06+10
|0 0 0 -2 4]u;| [08+0.8]
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u, =0.1989 u, =0.3956
u, =0.5834 u, =0.7381
u; =0.7691
Jj =1 dersek,
—U, +4.U, —u, =uU, +u, =0+0.3956 i=1 (Up, =0)
—Uu; +4.u, —u; =u, +u, =0.1989 + 0.5834 =2
-u, +4u,; —u, =u, +u, =0.3956 +0.7381 i=3
—U; +4.u, —U; =U; +u; =0.5834 +0.7691 i=4
—-u, +4.u; —ug =U, +u, =0.7381 +0.7381 I=5 (Uyg =Ugo ve U,y =Ug,)
= .=1 =2 .=3 =4 .=5 i=10
= x=01| x=02 | x=03 | x=04 | x=05 | x=1
t =0.000 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 | .....
t=0.01 0 0.1989 | 0.3956 | 0.5834 | 0.7381 | 0.7691 | ... ..
t=0.02 0 0.1936 | 0.3789 | 0.5400 | 0.6461 | 0.6921 | .....
0
t=0.1 0 0.0948 | 0.1803 | 0.2482 | 0.2918 | 0.3069 | ... ..
t=0.1
(Analitik 0 0.0934 | 0.1776 | 0.2444 | 0.2873 | 0.3021 | ... ..
Cozim)

Crank-Nicolson metodu tim r dederleri igin stabildir. Fakat r’nin blyUk dederleri igin

(40 civarinda) numerik gdézimlerde istenmeyen sonlu salinimlar olusur. Gauss ve Gauss-

Jordan yok etme metodu ile problem sistematik olarak gdzulebilir.

ODEV:

1) Bir 6nceki 6rnekte yer alan soruyu tam implicit (kapah) metot ile gézlimleyiniz.
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7.4. Tiirev Tiira Sinir Sartlarn

Pratikte tiirev tUri sinir sartlar ile sik sik karsilasihr. Ornegin, eder bir ylizey termal

olarak izole edilmisse yani bu ylizeye dik olarak isi transferi yok ise bu ylizeyin her
ou

yerinde sinir sartt — =0 'dir. Benzer olarak eder sicakhdi ve U olan bir ylzey sicakligi v

olan bir akiskana temasta ise kondulksiyonla olan isi transferinin konveksiyonla olan 1si

ou
transferine esit olma sarti, — K n =H .(u — v) seklinde verilebilir.
n

Burada K malzemenin isi iletim katsayisi (termal iletkenligi) ve H (film katsayisi)

ylzeyin isiI transfer katsayisidir.

’,// nﬂ (nuzcdirl noronali )
—
A
{
\'\\ H.Ns
\\\\\ i i}’% - 1-5
\
ou
= — _h(u-
p (u-v)

H .
h= K (pozitif katsayi)

L uzunlugunda bir cubudun vylzeyini termal olarak izole edip, Isinin X=0'da
konveksiyonla transferine izin veren t aninda bu uctaki sicaklik bilinmeyen olacaktir.

Bunu sinir sartiyla belirleyebiliriz.
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C N
rr_l 1 {=1 i=0 x
(=0
ou
—a = —h.(u—v)

X =0, soldaki ug oldugundan sinir sartindan disa dogru normal X eksenine zit yonde

oldugundan ifadenin basina (—) isareti konulmustur.

a—u:h.(u —v)

x=0

Eder ileri fark sonlu farklar ifadesini yazarsak,

U, —Uu, .
Ljé‘x - :h(uo,j _V)

BOylece U, ; igin ek bir denklem elde ederiz.

., ou
Eger a—’i daha hassas ifade etmek istersek, birinci dereceden tlirevi merkezi farklar
n

formalu ile agabiliriz,
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u_ ;. hayali bir sicaklik olup kefesin digindaki (—5X, jét) dis kafes noktasinin sicakligidir.

.

U, . bilinmeyen bir sicaklik olup ¢éziim igin diger bir denkleme daha ihtiyag vardir. Bu,

g
diferansiyel denklemin sonlu farklar ifadesinin cubugun Xx=0'daki noktasinda da
saglandigini kabul ederek bir denklem daha elde edilerek basarilabilir. Benzer denklemler

cgubugun x =1 'deki noktasi icin de kullanilabilir.

. ou  o%u
Ornek: _:8_2 denklemi asagidaki verilen sinir ve ilk sartlar icin explicit metodla
X

¢OzunUz. Sinir sartlarn igin merkezi farklar ifadesini kullaniniz.

u(X,O):l => Ilk sart
Y _y01)

OX

Sinir sartlari

1
aU( ,t) _ —U(l,t)

OX
Ui i1 — U _ Uiy, _2*ui,j U,

ot (5)()2
ot

=> U, =U; +r(ui_1’j —2U;; +ui+1,j) ve r:(5X)2
i=012,..... ,n=1n Bu denklemde tirev tlrd sinir sarti oldugundan ve merkezi

farklar kullanildigindan “0” ve “n” degerleri icinde gecerlidir.

Ug i =Ug; + r(ufl’j —2.u0‘j + ul‘j)

au(0,t)
OX

=u(0,t) => M:um
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=> U, =U; —2.0KU, |
Ug i =Ug; + r(uLj —2.5XU,; —2Ug; + ulyj) genel denkleminden,
Uy jy = U, "‘27’(”1,] _(1+5x)’40,j) i =0 denklemi

Diyelim ki n=10 secildi,

I Y Y R

L=~ = (=3 =10 4£=H
|
41=0
i =10 dersek,
Ugg jur = U + r(ugyj - 2.u10,j + unj)
U, —Uo,
T o5 Uy, => Uppj =Ug; — 2.8KUyg

Ugg jyg = U + r(ug’j — 2.u10'j +Ug; — 2.5x.u10'j)

Ujgjia =Ugoj + 2r'(u9,j _(1+5X)Ulo,j) i=n=10 igin,
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Ilk ve son sinir sartlari denklemleri simetrik oldugunu gdstermektedir. Bu durumda

sistemin yarisi alinarak ¢6zim yapilmasi yeterlidir.

1
Bu ¢6zum, r < igin gegerlidir.
2+ X

=> & =r.()* =0.0025

1
Eder r = — segilire, r =
) (&)’

1
Ug jss = Uy | +E|:Ulyj —1.1*u0’j]

Uy :%[0.9*u0,‘/.+u1’j] i=0
Ui =%[ui1‘j +2*U, +ui+1,j] 1=12345
X; =Xy +1%X => X; =0.1%i
= =1 =2 =3 1=4 1=5

t =0.000 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
t =0.0025 0.95 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
t =0.0050 0.9275 0.9875 1.0 1.0 1.0 1.0

t=0.100 0.7175 0.7829 0.8345 0.8718 0.8942 0.9017

t=0.250 0.5542 0.6048 0.6492 0.6745 0.6923 0.6983

t =0.500 0.3612 0.3942 0.4205 0.4396 0.4512 0.4551

t=1.000 0.1534 0.1674 0.1786 0.1867 0.1917 0.1933
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Bu diferansiyel denklemin analitik ¢6zim,

i3 secle,)

e 'Cos2a (X — = O<x<l1
A [CYPDN (6= O<x<d

1
Burada «,, a.tana= E fonksiyonun pozitif kékleridir.

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
Xx=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=04 x=05

t =0.000 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
t =0.0025 0.9400 0.9951 0.9999 1.0 1.0 1.0
t =0.0050 0.9250 0.9841 0.9984 0.9999 1.0 1.0

t=0.100 0.7176 0.7828 0.8342 0.8713 0.8936 0.9010

t=0.250 0.5546 0.6052 0.6454 0.6747 0.6924 0.6984

t =0.500 0.3619 0.3949 0.4212 0.4403 0.4519 0.4558

t=1.000 0.1542 0.1682 0.1794 0.1875 0.1925 0.1941

Ornek: Ayni problemi sinir sartlar igin ileri (geri) sonlu farklar agihmi ile diferansiyel

denklemi explicit (acik) metot ile ¢ézlniiz.

a_u_@ = Ui —Uij Ui _2'Ui,j T Ui
ot ox? & (&)

Jo i
=> U =l + r.(uifl i —2U; i Ui J) ve r= (5)()2
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Bu durumda 1=123,......,n—1 icin gegerlidir (sinir sartlarina ileri ve geri farklar acilimi

uygulandiginda)
i=1 ise,
Upjig = Uy +r.(u0,j -2, +u2’j) i=1

Eder x=0'daki sinir sartinin ileri fark ifadesini yazarsak,

U, . —U. .
aU(O,t):u(O’t) - 1j 0,j =U0j
OX X ’
=> = Ul'j
%114 &
U, =U  +T. Y —2U, 41U,
v ) v ) 1+§X v ) ']

“l1-ors T i=1 ig
UlyJ-Jrl— - r+1+§x U11j+r.U2’j 1=1 icin,
o 1 .

Eder ox=0.1 ve r :Z secilirse,
A =0.0025 olur,
8 1
ul’jﬂ:ﬂu“ +Zu2’j 1=1

_ u1,j+1
uO,j+1 - 11

U in

Ho T o
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1 .
Ui ja :Z(ui’“ + 2.ui,j + um,j) i=2345
Xx=0.1%i ise,
1= 1=1 i=2 =3 1=4 1=5
Xx=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=05
t =0.000 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
t=0.0025 0.8884 <= 0.9773 1.0 1.0 1.0 1.0
t=0.0050 0.8734 <= 0.9607 0.9943 1.0 1.0 1.0

t=0.100 0.6869 <= 0.7556 0.8102 0.8498 0.8738 0.8818
t=0.250 0.5206 <= 0.5727 0.6142 0.6444 0.6628 0.6689
t =0.500 0.3283 <= 0.3611 0.3873 0.4063 0.4179 0.4218

t=1.000 0.1305 <= 0.1435 0.1540 0.1615 0.1661 0.1677

ODEV

1) Ayni problemi Crank-Nicolson metodu ile ¢6ziniz. Tlrev sinir sartlan igin ileri (geri)

farklar acilimini kullaniniz.

2) Ayni problemi Tam Implicit metot ile ¢gézinuz. Tlrev sinir sartlar icin merkezi farklar

acithmini kullaniniz.
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Ornek: Ayni denklemi Crank-Nicolson metodu kullanarak ¢dziiniiz. Tirev sinir sartlari

icin merkezi farklar ifadesini kullaniniz.

a_u _ o%u . Ui ju — Ui :l Uiy — 2-ui,j + Ui E Uiy ja — 2'ui,j+1 Ui ja

ot () & 2 (6x)° 2 (%)

— Tyt (2 + 2.}”).14,”]+1 =Py =TU T (2 - 2”)-“5,j +rid, (1)

au(g?(’t)=u(0,t) => %:uw => U, =U; —2.8KUg, (2)
Ve Uy =Ujq—2KUg;,,  (3)

— U+ (2420 — Uy =T +(2-2r)ug 1y (4)

eder X =0.1 secilirse ve r =1 alinirsa, (2) ve (3) denklemleri (4) no’lu denklemde yerine

konulup dizenlendiginde,
2.1%Ugy — Uy, =—0.1%uy; +Uuy 1=0 igin,

Geri kalan denklemler icin (1) no’lu denklem kullanilabilir.

-uU_, ., +4*u

i1, j+ ijer —Uisg ja = Uiy T Uiy 1=1234,5
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j =0 alinirsa,

2.1%Uy, —Uy; =-0.1%u,, +u, i=0
—Uy; 47Uy, — Uy, =Ug, +U,, i=1
—Uyy +4* Uy, —Ugy =Ugq + Uy, i=2
—Uy; +4% Uy —Uy; =Uyo +Uyg i=3
—Ugy +4% Uy, —Ugy =Ug, +Usg i=4
—Uy; +4%Ug; —Ug; =U, o +Ug i=5

Ilk sartlar girildiginde ise,

2.1*uy, —u,, =-0.1+1.0 i=0
—Ug, +4™*u;; —U,, =1.0+1.0 i=1
—Uu,, +4*u,, —uU;, =1.0+1.0 i=2
—-U,, +4*uy, -u,, =1.0+1.0 i=3
—Ug, +4*u,, —Ug;; =1.0+1.0 i=4
—U,, +4*Ug, —Ug;, =1.0+1.0 i=5 , Ugy =Uy, ve Ugg =U,,

Matris dizenlemesi yapilirsa,

21*u, —u, =-0.1*u, +u, =-0.1+1.0 i=0
-u, +4*u, —u, =u, +u, =1.0+1.0 i=1
-u, +4*u, —u, =u, +u, =1.0+1.0 i=2
-u, +4*u; —u, =u, +u, =1.0+1.0 =3
—u; +4*u, —u; =u,; +u, =1.0+1.0 i=4
-u, +4*u, —u, =u, +u, =1.0+1.0 i=5
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Uy U U, Uy U, Us

21 -1 0 0l uy] [=0.141.0]
-4 -1 0 0 u, 1.0+1.0
0 -1 4 -1 0 0pu| | 1.0+1.0
0 0 -1 4 -1 0fu| |1.0+10
0 0 0 -1 4 —1fu,| |1O0+10
0 0 0 0 -2 4 |us] | 1.0+1.0 |

u, =0.8908
u, =0.9707

u, =0.9922 A =0.01 aninda,

u, =0.9979 r=1 ve &x=0.1=r=4a/(X)
u, =0.9994

u, = 0.9997

j =1 alinirsa,

2.1*u, —u, =—0.1%u, +u, = —0.08908 + 0.9707 i=0
—U, +4*u, —u, =u, +u, =0.8908 +0.9922 i=1
—u, +4*u, —u, =u, +u, =0.9707 +0.9979 =2
—U, +4*u, —u, =u, +U, = 0.9922 +0.9994 i=3
—U; +4*u, —u; =u, +u; =0.9979 +0.9997 =4
—u, +4*u, —u, =u, +Us =0.9994 +0.9994 i=5
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Uy Uy U, Uz Uy Us
(21 =1 0 0 0
. | 4 -1 0 O

u, | [—0.08908 + 09707 |
u, 0.8908 +0.9922
u, 0.9707 +0.9979

0 uy || 0.9922 +0.9994
0 0 0 —1 4 —1|u| | 0.9979+0.9997
0

0 0 0 -2 4 |us| L 0.9994+0.9994

S O o o

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=04 x=0.5
t =0.000 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
t=0.01 0.8908 0.9707 0.9922 0.9979 0.9994 0.9997
t=0.02 0.8624 0.9293 0.9720 0.9900 0.9964 0.9979
t=0.10 0.7179 0.7834 0.8349 0.8720 0.8944 0.9018
t=0.25 0.5547 0.6054 0.6458 0.6751 0.6929 0.6989
t=0.50 0.3618 0.3949 0.4212 0.4404 0.4520 0.4559
t=1.00 0.1540 0.1680 0.1793 0.1874 0.1923 0.1940

NOT: a_u:@”xa_uwﬂ
ot  ox’ ox

Denklemi Crank-Nicolson ile acildiginda ikinci tlrevin disindaki dederler asagidaki hali

alir,

1w — Uiy, L Ui g — Uiy 1 1
...=...+2.Xl»|:§ 112& L +5 L 12& LI 1j|+|:§ui,j +§ui,j+l:|+xi
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7.5. Yakinsama (Converenge) ve Stabilite

Sonlu farklar denklemlerinin sonuglarinin dogrulugunu tahmin etmek cok zordur. Fakat
yakinsama ve stabilite olarak bilinen iki kriteri saglamasi halinde dogruluk basamak

sayisini arttirarak ve dolayisi ile islem sayisi arttirarak saglar.

Eder yaklasik nimerik ¢6zim; zaman ve boyut basamaklari “0”a gittiginde analitik
¢6zime yakinsiyorsa ¢ozimiin yakinsak oldugu soylenir. Nimerik metot limitte analitik

¢oziime yakinsarsa metodun yakinsama kriterini yakaladigi séylenebilir.

Diferansiyel denklem ve sinir sartlan sonlu farklar denklemi seklinde yazildiginda sonlu
sayida zaman ve boyut basamadi igin islemler yapilir. Bu islemler sirasinda yuvarlama
hatalar da isleme girer. Cozim ilerledikge bu hatalar bliylimez ise ¢ozimin stabil oldugu

sdylenebilir. Stabilite gercekte yakinsama igin de gerek sarttir.

ou 0%u
ot ox?
u. .., —Uu . U ,.—2*u. . +U.,
= i,j+1 i,]j +O(&): i-1,j |2,j i+1, ] +O(5X)2
a (6%)
1- denklemin temsil edememesi
2- yuvarlama hatasi
X
Ui g =Ty +@=20)u; 41y, ve r= 0

Herhangi bir t aninda ¢6zUm Fourier serisine agcilabilir. Eger sabitleri ihmal edersek

diferansiyel denklemin ¢6zim, u(x,t)=¢(t)ei‘ﬂ‘x formunda olacaktir. Bu ifadeyi sonlu
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farklar denkleminde yerine koyarak ¢(t) belirlenebilir ve t bilytdikge ¢(t)’nin sinirli

olmasi igin kriter belirlenebilir.

1=+-1 ve e"’* = cosfx+1i.sinf.x

Zaman ilerledikce

‘%‘ <1 olmasi gerekmektedir (yakinsama sarti)

U, ; = ¢(t)eiﬁ-x
Uiy, = ¢(t )-em‘(x*dx)
Uisrj = ¢(t)-ew'(x+5x)

U =gt +t)e”
Bunlan diferansiyel denklem ifadesinde yerine koyarsak,
A+ 3 ) = rg(e)e ) 1 (1-27) gt e +r.glr)e )

Her iki tarafi da ¢(r)e’”~ ifadesine bélersek,

=re P4 (1 - 2r) +re e

e = cos B.Sc+1.sin B.&
e P = cos B.5¢ —i.sin B.&

- o B P _ 2.cos B
=> = (l - 2r)+ r.(e‘i'ﬂ'd" + ei-ﬂﬁ”)

=>  =(1-2r)+r(2.cos f.%)
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dizenlersek,

¢%)&) :1_4{1—(:03,8.&} ve | LmCOSBX _ .o B

2 2

=> :1—4r.sin2@

Stabilite igin oXvedt 0’a giderken ¢(t)’nin dederinin sinirli olmasi gerekmektedir.

‘M‘Sl => ‘1—4r.sin2@£1
o(t) 2
alabilecedi maksimum deger (sin? % =1),
l-4rj<1  vyani —-1<1-4r<1
1 y
=> 0<r e r< E aralhigr bulunmaktadir.

Explicit ydontem bu ytzden kullaniimamaktadir.

—_

&)’

Bu yaklasima Von Neumann yaklasimi adi verilmektedir.

¢(t)’|i terimin oo’a gitmeyerek sinirli bir deger almasi gerekmektedir.
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7.6. Kartezyen Koordinatlarda Iki Boyutlu Siireksiz Rejim (Zamana Bagh) Isi

Transfer Problemlerini Formiilasyonu

ou o%u o
E:WJFW

u(x,y,t)—>u’

n

Asf(t) m— f(x) n— f(y)
uné;ll - urﬁ,n unﬁ—l,n - 2'unﬁ,n + urﬁ‘-f-l,n i urﬁ\,n—l - 2'unp1\,n + urf]‘,n-#l (E I t)
= XPpIICI
a (o0 (&) i
r _ r N rn,r <1
1 (§X)2 2 (@/)2 1 2_4

Tam implicit ¢c6zim yapilmak istenirse esitligin sag tarafindaki A’lar (A+1) halini alir.

7.7. Silindirik Koordinatlarda Siireksiz Rejim (Zamana Bagh) Isi Transfer
Problemlerini Formiilasyonu

ou o%u 1lou 1 d%u d% A
— sttt — u(r,6,2,t) > up,,
ot or? ror r?2o0* oz -

A f(t) m—f(r) , n—f©@ , k — f(z)
url:j;l,k _u;n4,n,k — u;j—l,n,k _Z‘ui:,n,k +u;n4+1,11,k +L u;n4+1,i1,k _u:ﬁ—l,n,k
ot (&)2 r, 2.0r
A _ou’ A A _ou’ A
+ri2 um,n—l,k (;;;zk +um,n+1,k um,n,k—l (l;;)nzk +um,n,k+1 (EXp|ICIt)
m
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r, =Mmor

Tam implicit ¢6zim yapilmak istenirse esitligin sag tarafindaki A’lar (A+1) halini alir.

Burada Uu r =0" cevreleyen kafes noktalarindaki sicakhklarin agirlikli ortalamasidir.

ort’

(Cunkd r =0'da denklem ¢6ziimsiiz olmaktadir)

2
u u u
0 =2 2 8—2 + a— + XZ u
ot OX OX
u ..,—U u,.—2U +U.,. U, .—U_.
=> |,J+16t 1) :2'Xi2 i-1,] (5)('); i+1, j |+l,125X i-1,j +Xi2-ui’j (Explicit)

Tam implicit ¢6zim yapilmak istenirse esitligin sag tarafindaki | ’ler (j +1) halini alr.
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8. HIPERBOLIK DENKLEMLER
8.1. Explicit Metot ve Courant-Friedrichs-Lewy Sarti

Dalga denklemi bir hiperbolik denklemdir.

o’u __82u
or*  ox?
u(x,t)=u, ve i—>x, J—>t

Ilk sartlar (t =0 aninda olmak zorundadir)

ot
u(0,t)=0
Deder homojen, eder “a” ve “b ” gibi iki farkli degere esit olsaydi,
u(Lt)=0

Analitik c6zim yapilmak istendiginde, V(X, t): u(x,t)— a+ (a — b).X

Uiia —2.ui'j + Ui Uiy —2.ui,j + U

(&) (&)

dizenlenirse,

2 2 2
Up g =170 +2.(1— r )u” +roU — Uy (1)
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2 2 2
Ujg =T°Uj 0 + 2.(1— r )Ui,o + U0 — U

Ilk sartlar,
U(X,O): f(X) => U, =T,
ou(x,0) _ Upp—Ui g
a T = 28 O
=> Ui, =U;; —2.8.0;

(2) no’lu denklemde yerine yazarsak,

Uy =Tl o+ 2.(1— rz)ui,o +1%U, —(ui’1 - 2.61.gi)
1
Uiy = {rz.uH]0 + 2.(1— rz)uiy0 +r2U, + Z.ét.gi}
Dalga denklemin analitik ¢6zimU D’Alembert tarafindan,

u(x,t)=%{f(x+t)+ f(X—t)+Tg(§).d§} formunda bulunmustur.

x—t
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Eder denklem (1) ve (3) yardimi ile dalga denklemi nimerik olarak ¢ozlllrse U; ;'nin P

noktasindaki dederi ABP icinde kalan kafes noktalarinin dederine bagh olacaktir. Farz
edelim ki DA ve BE ‘deki ilk sartlar degistirildi. Bu ilk sartlarda yapilan degisiklik P ‘deki
analitik ¢6zim sonucunu dedistirmesine ragmen denklem (1) ve (3) yardimi ile bulunan

P noktasindaki nimerik ¢6ziim dederi degismeyecektir. Bu durumda nimerik ¢ézim,

ot
analitik c6zime yakinsamayacaktir. O halde r=5— dederi oyle secilmelidir ki P
X

noktasinda nimerik ¢6zUm bulunurken DE arasindaki ilk sartlar da ¢6zime yansitmahdir.

Courant-Frendrich-Lewy sarti olarak bilinen bu sart, r <1'dir. Genellikle r =1 alinir.

. o’u  o%u
Ornek: —-=—- denklemini ¢6zlnlz.
ot OX

u(x,0)= %sin z.x=f(x)

Ilk sartlar (t=0)
au(x,0)
ot

=0=g(x)
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u(0,t)=0
Sinir sartlar (t>0)

uL,t)=0

5X:ﬁ:0.1 (10 parcaya bolduk) rzﬂzl => A =0.1 olur
10 X

Ui jsa = Ui TUi — Ui (1)
1

Ui :E{ui—l,o U0 +2'&'gi,0} 9i0=0 (2)
1

Uip = E{ui—l,o + Ui+1,o} (3)

u, =T, ~Lsin X, => U, :lsin(o.l*n*i)

' 8 © 8

X; = X, +1.X => X; =0.1%i

Ugo =0
1.

Uy = g sin (0.1*z)=0.03863
1.

Uz = 5SiN (0.2* 7)=0.07347

U,, = 0.10113

u,, =0.1189

Uso = 0.125

Ugo = 0.1189

u,, =0.10113 (degerlerde simetri oldugu igin gubugun yarisi igin ¢ézim yapilmasi

yeterli olacaktir)
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= i=1 =2 i=3 i=4 i=5 i1=10
x=0| x=01 | x=02 | x=03 | x=04 | x=05| x=1.0
t=0.0 | 0.0 |0.03863|0.07347 | 0.1013 | 0.1189 | 0.125 | ... 0.0 Sart
3 no’lu
t=0.1 | 0.0 | 0.0367 | 0.0699 | 0.0962 | 0.1131 | 0.1189 | ... 0.0
denklem
t=0.2 | 0.0 | 0.0312 | 0.0594 | 0.0818 | 0.0962 | 0.1011 | ...... 0.0
t=0.3 | 0.0 | 0.0227 | 0.0432 | 0.0594 | 0.0699 | 0.0735 | ..... 0.0 | 1nolu
t=04 | 0.0 | 0.0119 | 0.0227 | 0.0312 | 0.0368 | 0.0386 | ..... 0.0 |denklem
t=05| 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 |... 0.0
t=06 | 0.0 | -.0119 | -.0227 | -.0312 | -.0368 | -.0386 | ..... 0.0
Analitik
Gézim | 0.0 | 0.0227 | 0.0432 | 0.0594 | 0.0699 | 0.0735 | ...... 0.0
t=0.3

Analitik C6zim

1.
u :§sm .X*cosxt

Ilk adimda (3) no’lu denklemi kullaniyoruz. Sonrada diger denklemleri kullanarak ¢dziime

ulasiyoruz.
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9. ELIPTiIK DENKLEMLER

9.1. Kartezyen Koordinatlarda Siirekli Rejimde Formiilasyon ve Coziimii

o T 87T
ox~ oy
T(xy) =Ty, m— f(x) n— f(y)
Tm—l,n - 2'Tm,n + Tm+1,n Tm,nfl - 2'Tm,n + Tm,n+1
2 + > =0
(%) (&)
m.n+1
m-1,n m.n m+1,n
dy
m.n-1
Y
Gx
X
Eder X =0y ise,
Tm—l,n + Tm+1,n +Tm,n—1 +Tm,n+1 = 4'Tm,n
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-0
x> oy’ k
T . —2T +T T =27 +T q _ w
e m-1,n m,2n + m+1,n m,n-1 m,2n + m,n+1 +ﬂ=0 ve q _)(_2j
(6%) () k m
Eder X =0y ise,
Tm—l,n +Tm+1,n +Tm,n—1 +Tm,n+1 + %(5)()2 = 4-Tm,n

9.2. Sinir Sartlan

iki boyutlu sistem icin sonlu farklar denklemini elde ettik. Bu denklem kati cismin icindeki
kafesin her digim noktasi igin gegerlidir. Sinirlara yaklastikga sinir sicakliklarinin hesabi
igin sinir sartlarinin bilinmesi gerekir. Simdi sinir sartlarinin sonlu farklar cinsinden nasil

yazildigini inceleyelim.

9.2.1. Akiskan Sicakliginin ve Film Katsayisinin Verilmis Oldugu Sinir

m.,n+1
Teo Akiskanin Sicakligi
m-1.n m.n
h : Akiskanin
s sistem Film Katsayisi
oy
m.n-1
y (04
X
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Kati Cismin Kalinhgdi : b

: dT
Fourier Isi Iletim Kanunu : O=-k.A—
dn

Newton Sojuma Kanunu Q= h,A(T —Too)

Too =T Too—T Ton =T
_ k&)/b m,n m-Ln k ﬁ b m,n m,n-1 X m,n m,n+1 _ hbé‘y(-l-m ) _Too)
X 2 oy '

Eder ox =0y ise,

%(Z'Tm—l,n + Tm,n—l + Tm,n+1)+ %Ta) _Tmyn (% + 2) =0

EJer asadidaki sekilde gosterildigi gibi sinir bir kdseden ibaretse isi iletim kanunu, Fourier

ve Newton kurallari ile birlikte sekilde gorulen sisteme uygulanabilir,

TOO2
h-
m-1.n m.n
L sistem
oy
Too].
m.n-1 hs
y OX
X
T T T T
—kﬂb m,n m-1,n _kﬁb m,n m,n-1 :hlﬂb(-rmn _Twl)+ hzﬁb(Tmn_Tooz)
2 X 2 oy 2 2 ’
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Kati cismin kalinhdini ifade eden b dediskeni esitligin her iki tarafinda yok edilirse

denklem sistemi son halini alir.

9.2.2. Sinir sicakhigi

Sinirda sicakliklar verilmis bu aynen kullanihir.

9.2.3. Yahitilmis sinir

Isi transferinin olmadigi kabul edilmektedir.

R B

TTTTTTTE

K
> sistem
E‘Y FETTRRT T |

m.n-1 |

—— 7 ——

simetrik

Tmn_Tm—ln ];nn_Tm—li1 Tmn_]:nn—l Tmn_TmnH
—kSph—nmln e Sppmn moln g Sep—mn mnl g Sep—mn mel
5 S 5 5

Yahtiimis sinir sartlarina sahip sistemlerde, sistemin simetrisi alinarak ¢6zim

yapilabilecedi gibi film katsayisi “h” ifadesi de "0 ” alinarak ¢6zim yapilabilir.
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™,

+ o+ + 44 4 4o+ 4
+ + + + + + t + o+ttt
I 44 4 4+ 4
+ + + o+t |t
S 444 44y
R IEIE RS AR I
I
IR N AR
++++++++++++
_+++++++ + F + +

m.n+1

_
—-——3
_ i
N G
“
e

Ox

—

ey HETI

simetrik ___

——

Bu durumda genel i1si iletim esitligi asagidaki hali alir,
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9.2.4. Sinir 1s1 akisi

Sinirda 1si akisi verilmis ise film katsayisini verilmis oldugu sinir igin elde edilmis olan

ifade de son terim yerine ¢,.0y.b ifadesi konulur. Burada q,,, sistemden dis uzaya akan

1si akisidir.
m,n+1
qu
m-1.n m.n
> sistem
oy
m,n-1
OX
Ornek:
m,n+1

m-1.n ;PK/I/ m+l.n

——+——sistem

By

m,n-1

Ox

Tm n _Tm—ln Tm n _Tm+ln Tm n _Tm n-1 Tm n _Tm n+l
_KSyb—mn My sy mn min o sepomn T mal o gpomn mad g
P P & &
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k ve b degiskenleri sadelestirilir ve esitlik oX.dy 'ye boltnlrse,

Tmfln _2'Tmn +Tm+1 n Tm n—1 _2Tm n +Tm n+l azT 82T
: > —+ — > —=0 = —+—=0
(&) () o’ oy
Ornek:
m,n+1
6‘{2
m—l,n/ m.n m+1.n
|
"
Oy: sistem
m,n-1
0X1 OXz

—k. 5)/1 +@2 b Tm,n _Tm—l,n _k. é)’1 +§)/2 b Tm,n _Tm+1,n
2 X, 2 X,

B k.( &, + X, j‘b Ton = Tons k.[ K, + X, j‘b Ton =Tt _ g
2 ¥, 2 ¥,
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9.3. Egri Sinirlar

Sonlu farklar ydénteminin esas faydasi karmasik sinirlar icin de kullanilabilir olmasidir.

Eder kati bir cismin sinirlarn koordinat eksenine paralel degilse,

m+1.n

&dy

_{__ mmn-1 |

ré >
OX
|/r — — —
. . X noX) &
S boyutlari, —+— ==
istemin boyutlari > + > J > ( +77)
R AR
R AN et A P A (]
(2 = ] 5 (1+¢)
5)/ Tm,n _Tm—ln @/ Tm,n _Tm+1n
—k.—=(1 b —k.—=(1 b
L+¢) X L
T -T T T
_k ﬁ(l-i— )b m,n m,n-1 —k§(1+ )b m,n m,n+1 -0
2 £ 2 2
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Eder ox =0y ise,

2 2 2 2 2 2
S B | - 7T — = T . —-|Z+Z|T, =0
(1+ é,:) m,n+1 + (1+ 77) m+1,n + é:(1+ g) m,n-1 + 77(1_'_ 77) m-1,n ( + j m,n

Eger n=1ve & =1 ise,

Tona +T +Tona T Toan — 4T, = 0 (genel forml)

m+1,n

10. GAUSS-SEIDEL NOKTA-NOKTA ITERASYON METODU

Iterasyon metotlarindan en basiti olup degisken dederlerinin her bir kafes noktasinda goz
onltne alinarak hesaplama yapilir. Eder sonlu farklar denklemi “P” kafes noktas! igin

asagdidaki gibi verilirse,
a,T,=>a,T,+b
Burada nb indisi komsu noktalar géstermektedir.

4T . =3T

m,n

+2T +8T

m-1,n i m+l,n “tm,n-1

+ 3T + K (6rnek)

m,n+1

a, T, +b
Tp :Z nb* " nb
ap
Tn*b, komsu noktalarin iterasyondan onceki degerleri veya ilk tahmini dederleridir. Her bir

kafes noktasi icin yukaridaki badinti ile yeni dederler bulunabilir. iterasyon arasindaki

fark belirli bir ¢£’dan kigik oluncaya kadar iterasyona devam edilir.
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Ornek: T,=04*T,+0.2
T,=T,+1.0 , T, ve T, dederlerini Gauss-Seidel iterasyon
metodu ile bulunuz.
Iterasyon
0 1 2 3 4 5 o0
No
0
T 0.2 0.68 0.872 0.949 0.98 1
(tahmin)
0
T, 1.2 1.68 1.872 1.949 1.98 2
(tahmin)

iterasyon devam ederken, iterasyon icersinde ortaya cikan yeni dederler kullaniliyor.

Ornek: Sekilde verilen sinir sartlari altinda kati cisim igindeki sicaklik dagimini Gauss-

Seidel iterasyon metodunu kullanarak bulunuz. (X =49y)

T=500°C

T=100 °C

1T=100 °C

_ Tty ZZT“ +150

T+T,

T, = +50

4T, =100+500+T, +T,
4T, =500 +100 +T, +T,
4T,=T,+T, +100 +100

Do 001=L

4T, =100 +T, + T, +100

T AT
Tzz%ﬂso

SLELER

MM597 MUHENDISLIKTE ILERI SAYISAL METOTLAR / PROF.DR. NURI YUCEL

143/144



. 0
Iterasyon
(tahmini 1 2 3 o0
No .
degerler)
T 300 275 257,33 252,25 250
T, 300 268,75 256,13 251,61 250
T, 200 167,19 154,17 151,12 150
T, 200 160,55 152,88 150,84 150

Gauss-Seidel metodu her zaman yakinsamaz, yakinsama igin Scarborough kriterini

saglamasi yeter sarttir.

Scarborough kriteri

<1 batin denklemler igin

<1 en az bir denklem igin

Mesela, T, =04*T, +02=> 0T4 ve T,=T,+1.0=> % dederleri igin saglar.

Ama esitlikleri degistirirsek eger,

2.5

T,=T,-10=> % ve T,=25*T, -05= ﬁ: 2.5 denklemleri Gauss-Seidel iterasyon

metodu ¢6zimUind saglamaz.

iterasyon No 1 2 3
T, -1 -4 -11.5
T, -3 -10.5
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